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LES VARIETES MODULAIRES DE HILBERT ET SIEGEL ET
LES COURBES AUTOMORPHES DE POINCARE ET SHIMURA

par

Martin EICHLER

Soit k un corps de nombres algébriques totalement réel. Poincaré a

trouvé quelques groupes Tl de transformations :

(1) Zz_c‘ii
yz +29

du demi-plan supérieur H , & coefficients dans une extension K/k de degré 2,
ayant un domaine fondamental compact. Par conséquent,les courbes W1 = H/l"1
sont algébriques. En 1966, Shimura [1] a démontré que

1) Ces courbes peuvent étre définies sur un corps de nombres L ;

2) L estle corps de chsses absolu de k ;

3) Les points fixes des transformations (1) ont des coordonnées (totale-
ment complexes) dans certains corps de classes sur des extensions quadratiques
imaginaires de k, et on obtient tous les corps de classes d'une certaine espece

de cette manigre.
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4) Soit p un idéal premier de k et P un diviseur premier de p dans
L . Pour presque tout P, la réduction de la courbe par rapport a P est régu-
liere. -Indiquons cette réduction par un tilde-. Si p estun idéal principal, on a

pour la correspondance modulaire T(p) :

T(p) = m_ + ™
(p) =T, + 1
ou ﬂp est la correspondance de Frobenius. Une équation analogue existe, si p

n'est pas principal.

5) La fonction zéta de Hasse-Weil de la courbe peut €tre prolongée dans
tout le plan complexe, et elle satisfait a une équation fonctionnelle de type conven-
tionel (Cette derniere affirmation est déduite de 4) par application de la formule

de Poisson).

Dans son mémoire, Shimura utilise des familles analytiques de variétés
abéliennes. Il est naturel de les remplacer par des fonctions modulaires de Siegel
(plus exactement de Hilbert-Siegel). Quoique ce ne soit pas une idée entierement
nouvelle, elle permet des simplifications. Aujourd'hui, je me bornerai au cas
k =Q . Je n'ai pas encore réussi a démontrer tous les résultats de Shimura dans
un cas plus général, mais je suis sir que c'est possible. Je ferai quelques remar-

ques sur le cas général a la fin.

Toutes nos considérations sont étroitement liées avec une longue série de
mémoires de G. Humbert entre 1899 et 1906, sur lesquels Resnikoff [2] a rédigé
un rapport en 1972. En effet, les variétés que nous allons étudier sont exactement
celles dont les points sont des modules de variétés abéliennes singulieéres, permet-

tant des multiplications complexes.

Nous considérerons certains sous-groupes du groupe symplectique. Soit

100



VARIETES MODULAIRES

m>1 un nombre naturel sans diviseur carré et

a=a+bym - R(a):(i rr;b)

une représentation de Q(y/m) sur Q. On pose :

10 1 0
I= ( 1) ’ T = (0 m) .
La matrice :
-1
a By _ (TR(a) T T R(B)
M(Y 6) - -1
R(Y) T R(?)
est une matrice symplectique dans le sens suivant :
t 0 I
M JIM=(abd-By) T, avec .'I=(_I 0) ,

si ad-pyeQ .

Soit gq> 1 un autre nombre naturel sans facteur carré. Alors les matrices

(% 98

8 o (a' estle conjugué de a)

forment un modele d'une algebre & de quaternions indéfinie, et

M@ ) = (M(§, T1%))

¥*
est un plongement du groupe multiplicatif & de & dans le groupe symplectique.

Il existe une autre représentation de & par des matrices dans Q :

_ - -1 —
(e, 798 - (T R T -a T R
R(g) T R(a"

o1 ona : T = (

On vérifie facilement que M(P) est formé de toutes les matrices 2 4 lignes qui
commutent avec toutes les matrices de M(P) , et inversement. Si l'on remplace
® par un sous-anneau <I>1 de dimension 2, l'ensemble de toutes les matrices

commutant avec T/I((IDI) est un anneau M(<I>l) de dimension 8 , contenant M(J) .
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Ce qui nous intéresse sont les variétés fixes d'un sous-annea M(<I>1 )

contenues dans le demi-plan de Siegel :

z z
11 12 =
V@) =1{z-= M)z =2}
z z
21 22
(o MZ = Z signifie Z =
A

(Az +B)CZ+ D) pour

B
M=(; p)» A B, C, DeM,(Q))

Nous étudions trois cas partiailiers

1) <1>1 =® : V(&) ala dimension 1 et posseéde une représentation para-
métrique

1 z +z' (z - 2")ym
——2- (z - 2)4ym (z +z")m ! zz' = -q ,

et la substitution

Z + M( , q'B) Z est équivalente & z - QTL_:_(]T_Q
B' «a B'z +aq
. a +by/m -qcym
2 = - d dré 1 et , 0.
) Ql sous -anneau de @ engendré par e - cJ/m q- bJ_) c#
Dans ce cas, V

(®,) a la dimension 2 et est donné par l'équation
) par 1'équ

b 1 _ mib +tqc
det(Z+C(0 )

avec la dégénérescence possible b=o, c =

z z
frms 11 12
paramétrique Z = z m z .
12 11

Ces surfaces ont été étudiées en détail par Humbert (voir 2) et Nobs [3]

0, bc=1, ouona la représentation

3) <I>1=[1,“/—0

0 «/_ V(‘I’l) = V(@) xa/-q ((1) ’r(:’l) . Elles existent

aussi si m<0 .
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Les surfaces du deuxieme cas forme nt une sorte de faisceau et ont pour

S

intersection la courbe V(®). A cause de la commutativité des groupes M(P “) et
. ® *

M(® ), les matrices M($ ) forment un groupe d'isométries de V(¢$). Les
variétés V(<I>1) de seconde espece ont un plus grand groupe d'isométries M(d)l) .

Ce sont aussi des matrices symplectiques, et les groupes sont isomorphes a

{(?{L 2) fa,B,Y,0 €0 m(b2+qc2)), ad-ByeQ} (voir 2, 3).

Soit T =8p(2,Z) le groupe des matrices symplectiques entiéres dans le

sens précisé précédemment.
Dans le second cas, les variétés

w(P.) = V(<1>1) /TN M(<I>l) ,

1
sont des variétés algébriques, commensurables avec les surfaces modulaires de

Hilbert, dont les groupes automorphes sont :
I‘(<I>1) =Tn M(CPI)

Les W(@l) sont plongées dans la variété modulaire de Siegel. Elles peuvent étre

définies sur Q.

[Démonstration (Nobs [3]). Dans le cas dégénéré on procede par com-
paraison des séries de Fourier des formes modulaires de Siegel et de Hilbert. Le
cas général peut €tre ramené au cas dégénéré. Pour cela on doit savoir que les
formes modulaires de Hilbert, appartenant & un sous-groupe du groupe modulaire

peuvent étre engendrées par celles qui ont leurs coefficients dans Q ]

La courbe de Poincaré et Shimura est :
W(@) = V(&) /T n M(EF*)
Etant 1'intersection des surfaces W((I)l) , elle est aussi définie sur Q . En effet,

son idéal de spécialisation est la somme des idéaux de spécialisation des surfaces
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W(Cbl) (plus exactement : le radical de cette somme).

Alors, étudions les correspondances modulaires de W(®). Soit 6 1l'or-

-qB
a') ’

dre formé par les matrices (g' ol a,p sontdes entiers de Q(/m). Le

groupe automorphe

9

T@)=TNM(@P)

de W(®) est commensurable avec le groupe M(g, —an,) , ol (:,

court les unités de norme 1 de l'ordre 6 . Aussi, nous identifions ces groupes.

‘CCII’B) par-

La correspondance Tl(n) de W(&) est l'union :

o, -9
= urew ()

' '
. Q.
Bl

a. -9q8B,
1 £ s 1z s
ou les ( ) représentent tous les idéaux a gauche de 6, de norme n.
i

Pour n = p (nombre premier), Tl(p) posseéde p+l branches.

Les T(n) peuvent étre représentées par des idéaux par rapport a
= ) !
5= (62))) « [K(z1)

{f(Z.l)} désignant le corps des fonctions automorphes du cas 1, c'est-a-dire de

L [z (z-z)m '
21732 (z-z"y/m (z+z2")m S

et {f(Z'l)} est un autre exemplaire de {f(Zl)}.

Ces idéaux sont engendrés par les produits de différences

Oti -qsi '
€z, z))=3 TIT {f(zl)-f(M(B.i ) z')}

a!
i

pour toutes les fonctions f(Zl) .

Au méme temps nous considérons les correspondances modulaires pour la

variété de Siegel :
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A, B,
T(n)= UT CJ DJ ,
J j j

A, B,
ou ( J J ) parcourt un systéme analogue de matrices symplectiques de norme

j j
n, & coefficients entiers. Les T(n) sont elles aussi représentées par des idéaux

A. B,
Gn;z,20=3TT1{£2)-¢ ((CJ DJ) z-)} ,

J J
ou I = {f(z)} {£(z"}.
Or, Shimura a démontré [4] : quand on réduit le corps de fonctions
{f(z)} modulaires de Siegel modulo un nombre premier (& un nombre fini d'excep-
tions pres) -nous désignons la réduction par un tilde- on a :

~

(2) Cp; 2,2 = 3 {£(2) -£(z"P} {(2)P- £z} G(Z, 2") ,

s,

ou G estun facteur qui ne nous intéresse pas.

N

Nous restreignons les variables Z , Z' dans G(p; 2,2 a z , 7'

A B 1 1
Quelques unes des matrices (CJ DJ) peuvent €tre représentés par des
o, -aB; J J
M 8! o , mais certainement pas toutes. Ceci nous donne :
i i

—_— ; "9B; Aj B,
Glp:z,.2)=3 ]il {f(zl)—f(M(1 a')z'l)}-’_jr{f(zl)_f(pj D;)zll)}

1
By %

(%) - S (piz

1 1
1 ,Zl)?ﬁ(Zl, Z

)

1 1

ou le premier facteur est 1'idéal de la correspondance Tl(p) pour W(&) .

Nous affirmons que le second facteur ne contient pas de facteur qui soit un idéal
A, B

pour 51 . Sinon, il y aurait certaines matrices Gj = (CJ DJ

ai -q Bi ] J

g ol | GeTl , et pour lesquel-
i i

) figurant dans

T(p) , qui ne seraient pas de la forme G M (
les les fonctions symétriques des f(GjZ) seraient contenues dans {f(Zl)} , pour

toutes les fonctions f(Zl) . On en déduirait 1'existence d'un G¢ I tel que les
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) -1
groupes I'($) et (G Gj) (@) (G Gj) soiert commensurables. Mais il est facile
*
de voir qu'alors G Gje M($ ), et par conséquent GGj € I'(®), ce qui est une

contradiction.

Nous combinons la restriction et la réduction mod p. (3) donne :

(4) Elp ; z,,2) = El(p; z,, 2 5(21, z1)

~

ou & ne contient pas de facteur qui soit un idéal pour 31 (pour cela on doit ex-

clure un nombre fini de p ). D'autre part (2) donne :
% . 1 - 3 - 1 P P_ 1 .~ 1
(5) (pi2, . 2) = 3 {12 )1z PYe(z P- 421Gz |, 27)

Parce que ‘é:(p 1 Z

|02 et ﬁl{f(zl)-f(z'l)p} {f(Zl)p-f(Z'l)} sont des 31-

~
idéaux de méme degré en Z, , et & ne contient pas un tel idéal, nous avons

1

~ O~ ~ —~/ ~
(6) Cps 2z, 2y) =T, {52 -2 )P) 8z DP- (21 }

(6) est la congruence de Shimura, mentionnée dans 1'introduction.

Une congruence analogue existe aussi pour les surfaces W(@l) de Hilbert,
mais elle est moins facile, parce qu'on doit considérer le comportement des nom-

bres premiers dans Q(J/m) .

Le cas d'un corps algébrique k2 Q est plus compliqué. La courbe de
Poincaré et Shimura W(®) peut étre définie de fagon similaire *) , mais elle
n'est pas l'intersection des surfaces modulaires de Hilbert. Toutefois, il est facile
de voir qu'elle est une variété fixe de certaines correspondances modulaires, et a

cause de cela elle peut étre définie dans un corps de nombres algébriques. La

(*) La construction de W(&), s'appuit essentiellement sur le fait que
Jm 0 1
M

— 0
. . _ ~ . 0
0 -Jr—n—) a un point fixe Z =./-q ( 0 |ml| ) méme si m<
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partie 3 du théoréme de Shimura est elle aussi, facile 2 démontrer par les mémes
idées, ce qui a été fait d'ailleurs par Shimura. L.a démonstration de 4 peut €tre

effectuée comme dans le cas k = Q (avec certaines difficultés techniques).
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