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LES EXTENSIONS PURES ET LES RESIDUS DES PUISSANCES
par
Andrzej SCHINZEL

Par une extension pure d'un corps K je comprends le corps
i
K(él,... s z—;k), ou @i = aiEK . Dans le cas ou k=1 et K contient une racine
primitive n-ie¢me de l'unité de la théorie de ces extensions est due a2 Kummer.

Mais le premier résultat général démontré sans la derniére hypothese est a mon

avis le théoréme suivant de Capelli.

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une extension pure K(§)

soit de degré n est que a# Bp, pln etsi 4|n, af -4 [34, BeEK .

Capelli lui-méme a démontré son théoréme seulement pour des corps al-
gébriques mais l'extension au cas général ne présente pas de difficulté. Le cas
k> 1 sous l'hypotheése kummerienne a été envisagée par Hasse et sans cette hy-
potheése par Besicovitch. Leurs résultats sont contenus dans le théoréme suivant

de Mordell (1953).
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Si K contient des racines primitives de 1'unité de degrés Do My
ou k et les nombres §1, ey §k sont réels ; alors l'extension K(%l, JUUN §k) est
X X
de degré n,...n osiet seulement si §1 - §kk € K entraine X1 =0

mod n, (1=i<Kk).
i

Ce théoreme a été récemment généralisé par Siegel dans son travail qui
vient de parafltre aux Acta Arithmetica et plus encore par Kneser dans un travail

qui va paraitre au méme Journal. Le résultat de Kneser est le suivant :

Pour que le degré d'une extension pure séparable [K(§ s ék) :K] soit

s
* *
égal a 1'indice [K <§1, RN §k>: K ] il faut et il suffit que pour tout nombre pre-
mier p
gpeK <€1,.,.,§k> —_ Cpe K
et *
P >
(€K <5, 8> ( €K

ou gq est une racine primitive de 1'unité de degré q.

En utilisant le résultat de Kneser, je viens de démontrer le théoréme

suivant :
THEOREME 1. - Pour qu'une extension pure séparable K(gl, ,§k) soit de degré
np.eng il faut et il suffit que pour tout nombre premier p 1'égalité
X, .
a, =.Yp entraine XiE 0 (modp) (1Si=Kk)
Pn;
Xy 4 -
et les conditions a, = - 4y, n, XiE 0 (mod 4) (1<i<k) entrainent XiE 0
p|n,
i

mod 4 (1=i< k) (ou y désigne un élément de K ).

C'est une généralisation simultanée du théoréme de Capelli et de celui de

Mordell, mais au contraire du théoréme de Capelli la condition de séparabilité ne
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peut étre ici enlevée.

La question naturelle s'impose quand il y a des éléments §1, e %k tels

n

i
=a, et
que §i oy

[K(g,,... &) K] = [K <§,...,5> K ].

Une condition nécessaire et suffisante simple n'existe probablement pas
mais j'ai démontré que la condition suivante suffit : g4e K ou bien si n, Xi =0

X
i 4
(mod 4) (1=i< k) alors a, 1;4 -y et —4Y4 , YEK.

D'autre part il est possible de donner une condition nécessaire et suffi-

sante pour le phénomene suivant :

%
Les nombres naturels nl,... ,nk, n et les éléments Q.l, ey ak , B de K

étant donnés, n divisible par n, mais non divisible par la caractéristique de K et
bt n
chaque corps K(gl, cees §k) ou §i =a; contient au moins un 1 avec m = g.

Cette condition est donnée dans le résumé de ma conférence. Je viens

d'obtenir le résultat plus précis que voici :

THEOREME 2. - Pour tous nombres naturels Ny ,nk et tous éléments
n,
cv,l, e Oy de K* il existe des éléments §1, e §k tels que f;',il: a, et que pour

n, mais non divisible par la caractéristique de K

tout n divisible par Ny, ny

pour tout Be K : si K(gl,... ,§k) contient un mn avec nn = 8 alors au moins

une des trois conditions suivantes est satisfaite pour des éléments y et & conve-

nables de K

M 8l =y,

i=1

k qi n/ni
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€. _k  q.,n/n
(i) n#0 (mod2), T Ja'=-8% et 8T [o ' ‘=",
2|ni i=1
L.
(iif) n=0 (mod2"), ]| ai1=-62 et
Zlni
_k q.n/n, T
8] 'ail 1=(_1)n/2 (c t+g-i+2)n/2 v
i=1 2 2

N . -1 . .

ou T estle plus grand entier naturel tel que ( T+ ¢ TEK s'il en existe un,
2 2

T=® dans le cas contraire.

Inversement, si une des conditions ci-dessus est satisfaite, alors chaque
n,
S 1 . . n
corps K(P;l,... ,§k) ou gi =a; contient au moins un 71 avec mn = B

Ce théoreme généralise le résultat classique concernant les corps kum-

mériens ainsi qu'un résultat récent de Gerst concernant le cas K=Q , k=1,

Apres avoir cité Gerst, je dois passer aux résidus des puissances. Déja,
4 P . n ,
en 1934, Trost a démontré que si la congruence X =a (mod p) est résoluble pour
: n . n/2 n
tous nombres premiers p alors a=b oubien n=0 mod 8 et a =2 b .

Ce théoreme a été retrouvé par Aukeny et Rogers en 1951 et deux années plus tard

généralisé par Flanders aux corps algébriques. D'apres le théoréeme de Flanders,

n

si X =a (mod ) est résoluble pour tous les idéaux premiers d'un corps K,
1 -1 2
alors o = Bn ou bien n=0 (mod ZT+ ) et a=(C T+ C T+ 2)n/ Yn .

2 2
Gerst, dans le travail déja cité, a généralisé le résultat de Trost dans

. . crez . 2 2 . n
une direction différente : il a démontré que si les congruences X =a (mod p) et

n _ n

x =Db (mod p) sont simultanément résolubles ou non-résolubles, alors b a’ = ¢

ou bien n =0 mod 8 et bar=2n/zcn.
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Or, je viens de démontrer la généralisation simultanée des résultats de

Flanders et de Gerst.

N *

THEOREME 3 - Soit n divisible par n (1<i<x), a,...,q , BEK . Laréso-
n,

lubilité des congruences X .= a; (mod ) entraine la résolubilité de la congru-

n

ence X =B (mod ) pour tous les idéaux premiers £ d'un corps algébrique K

si et seulement si l'une au moins des quatre conditions suivantes est satisfaite

pour des éléments Yy, O de K convenables : (i), (ii) ,
1.
(iii) n=2" mod 2771, TTa, = -6%,
2,n, !
i
ik q. n/n,
i -1 n/2 n
BT To, ' =-(c +c Tl
i=1 2 2
izk q.,n/n
. T+1 -_— i 1 2 n
(iv) n=0 mod 2 , B '“i = (¢ T+CT+2)n/ Y
i=1 2 2

Ce théoreéme a des conséquences pour les congruences exponentielles dont

j'ai parlé a Oberwolfach, donc je ne les mentionne pas ici.
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