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LES EXTENSIONS PURES ET LES RÉSIDUS DES PUISSANCES 

par 

Andrzej SCHINZEL 

Par une extension pure d'un corps K je comprends le corps 
n. 

K(Çj, ... , » °ù = a. Ç K . Dans le cas où k = 1 et K contient une racine 

primitive n-ième de l'unité de la théorie de ces extensions est due à Kummer. 

Mais le premier résultat général démontré sans la dernière hypothèse est à mon 

avis le théorème suivant de Capelli. 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une extension pure K(§) 
p 4 soit de degré n est que oc ̂  ¡3 , p |n et si 4 |n , CL ^ -4 p , pÇK . 

Capelli lui-même a démontré son théorème seulement pour des corps al

gébriques mais l'extension au cas général ne présente pas de difficulté. Le cas 

k> 1 sous l'hypothèse kummerienne a été envisagée par Hasse et sans cette hy

pothèse par Besicovitch. Leurs résultats sont contenus dans le théorème suivant 

de Mordell (1953). 
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Si K contient des racines primitives de l'unité de degrés n̂ , ... , n 

où k et les nombres 5^>-.->§^ sont réels ; alors l'extension K(§^,...,§") est 
x i x k de degré n. ... n s i et seulement si £ . . . § f K entrafne X, = 0 1 k 1 k 1 

mod n. (1< i<k) . i 

Ce théorème a été récemment généralisé par Siegel dans son travail qui 

vient de paraître aux Acta Arithmetica et plus encore par Kneser dans un travail 

qui va paraître au même Journal. Le résultat de Kneser est le suivant : 

Pour que le degré d'une extension pure séparable [K(|^, ... , § ) : K] soit 

égal à l'indice [K <§^,... , § > : K ] il faut et il suffit que pour tout nombre pre

mier p 

C p 6K*<5 1 . . . . .S k >—. CpeK 

et 
i+C е к * < г , . . . ) § к > - . QfK 

où Ç est une racine primitive de l'unité de degré q , 

En utilisant le résultat de Kneser, je viens de démontrer le théorème 

suivant : 

THEOREME 1. - Pour qu'une extension pure séparable K(§^,... , § ") soit de degré 

ni • • • nk il faut et il suffit que pour tout nombre premier p l'égalité 
X. 

"I f a- 1 =. YP entraîne X. = 0 (mod p) (1 <i< k) 
P|ni 

X 
et les conditions ~| Ta. 1 = -4v^ , n. X. = 0 (mod 4) (l<i^k) entraînent X. = 0 

1 , 1 i 1 1 i 
p|n. 

mod 4 (1^ i^ k) (où y désigne un élément de K ). 
C'est une généralisation simultanée du théorème de Capelli et de celui de 

Mordell, mais au contraire du théorème de Capelli la condition de séparabilité ne 
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peut être ici enlevée. 

La question naturelle s'impose quand il y a des éléments ... , § tels 
n. 

que §. 1 = a . et ^ 1 1 

№<§!.... .S k ) : K] = [KW<5 1,... , S k > : K* ] . 

Une condition nécessaire et suffisante simple n'existe probablement pas 

mais l'ai démontré que la condition suivante suffit : ÇAfK ou bien si n. X. =0 J -L °4 ̂  i i 
X i 4 4 

(mod 4) (l^i^k) alors I | a. / - Y et -4 y , YÇK. 

D'autre part il est possible de donner une condition nécessaire et suffi

sante pour le phénomène suivant : 

Les nombres naturels n, , ... , n, , n et les éléments a. , ... , a, , 8 de K 
1 k 1 k 

étant donnés, n divisible par n mais non divisible par la caractéristique de K et 
n. chaque corps K(§ , ... , §,") où §. = a. contient au moins un r\ avec r\ = (3 . 1 K i i 

Cette condition est donnée dans le résumé de ma conférence. Je viens 

d'obtenir le résultat plus précis que voici : 

THÉORÈME 2. - Pour tous nombres naturels n.,... , n, et tous éléments 
1 k — 

n. a,, ... ,a, de il existe des éléments tels que §. 1 = a. etque pour 1 k — 1 k -1— î î 3 c  

tout n divisible par n̂  , ... , n̂  mais non divisible par la caractéristique de K 

pour tout K : sj_ K(§j, ... , § ") contient un r\ avec r)*1 = |3 alors au moins  

une des trois conditions suivantes est satisfaite pour des éléments y et_ à conve-

nables de K 
(i) P I I a. 1 1 = Y

n , 
i=l 
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- ? k q. n/n. 
(ii) n̂  0 (mod 2 ) , | | a. '= - ô et 0 | | a . 1 '= Y* , 

2|n. 1 i=l 1 

2 

(iii) n = 0 (mod 2 ), | | a.1=-ô et 
2 In. 1  

1 î 

k q. n/n. / T , 1—T 1 i / -, . -1 ^n/2 n 
P l i a . =(-H 7 (£ T+ C T +2) 7 y 

i=l 2 2 

où T est le plus grand entier naturel tel que Q + G * ç K s'il en existe un, 
2T 2T 

T = oo dans le cas contraire. 

Inversement si une des conditions ci-dessus est satisfaite, alors chaque 
n. 

corps K(§ où Ç. =oc. contient au moins un r) avec r] = (3 . 
i K. I l 

Ce théorème généralise le résultat classique concernant les corps kum -

mériens ainsi qu'un résultat récent de Gerst concernant le cas K = Q , k = 1 . 

Après avoir cité Gerst, je dois passer aux résidus des puissances. Déjà, 

en 1934, Trost a démontré que si la congruence X n = a (mod p) est résoluble pour 
n n/2 n tous nombres premiers p alors a = b ou bien n = 0 mod 8 et a = 2 b 

Ce théorème a été retrouvé par Aukeny et Rogers en 1951 et deux années plus tard 

généralisé par Flanders aux corps algébriques. D'après le théorème de Flanders, 

si X n = a (mod est résoluble pour tous les idéaux premiers d'un corps K , 

alors a = £ n ou bien n = 0 (mod 2 t + 1 ) et a = (£ + G L + zf1^ Y*1 • 

2T 2T 

Gerst, dans le travail déjà cité, a généralisé le résultat de Trost dans 

une direction différente : il a démontré que si les congruences X =a (mod p") et 

x.n = b (mod p") sont simultanément résolubles ou non-résolubles, alors b a r = c11 

r n/2 n ou bien n =0 mod 8 et b a = 2 c . 
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Or, je viens de démontrer la généralisation simultanée des résultats de 

Flanders et de Gerst. 

THÉORÈME 3 - Soit n divisible par n.. (l^i ^k) , c^, . . . ,0^ , £çK . La réso-
n. 

lubilité des congruences X = 0L (mod P) entraîne la résolubilité de la congru 

ence X n = j3 (mod P") pour tous les idéaux premiers P d'un corps algébrique K 

si et seulement si l'une au moins des quatre conditions suivantes est satisfaite  

pour des éléments y, à _de K convenables : (i) , (ii) , 

(iii') n = 2 mod 2 , | | a. 1 = -6 , 
2 In. 1 

1 î i-k q. n/n. , 
« "i—F 1 i , r-1 , -^ n / 2 n 

ß I I a = "(£ + C T• + 2) y 
i=l 2 2 

_, , i-k q.'n/n. / 
(iv) nS0 mod 2 T + 1 , ß I [ oc.1 1 = (C T+C": + 2 ) n / 2

 Y

n • 
i=l 2 2 

Ce théorème a des conséquences pour les congruences exponentielles dont 

j'ai parlé à Oberwolfach, donc je ne les mentionne pas ici. 
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