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FONCTIONS MULTIPLICATIVES PRESQUE FPERIODIQUES B
par

Hedi DABOUSSI

(d'apres un travail commun avec Hubert DELANGE)

I - Une fonction f de N° dans € est multiplicative si
(1) =1 et f(m,n) = f(m). {(n) toutes les fois que (m,n)=1.

Une fonction arithmétique f est presque périodique B ( B pour Bésicovitch) si
21 q.x

Ve>0, 3 Ps polynéme trigonométrique, Pg(x) =z aj e avec a,€ R
; J
tel que
_— 1
lim = I |f{n)-P_(n)|= e .
x4+ X nSx e

Des conditions suffisantes pour qu'une fonction multiplicative soit presque pério-
dique B ont été déterminés par Erdds, Hartman, Kac, Van Kampen et Wintner
(5, 6, 7, 10, 11], Novoselov [9] a fourni une nouvelle démonstration de ces ré-

sultats.

Nous allons, dans la suite, considérer les fonctions multiplicatives f de
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module au plus égal a un et déterminer une condition nécessaire et suffisante pour

qu'elles soient presque périodiques B .

II. - Il est clair qu'une fonction presque périodique B admet des coefficients de

. . . s s — 1 mi
Fourier Besicovitch, c'est-a-dire que la limite quand x -+ +» de - Z< f(n)e2 na
n=x

existe pour tout o réel.

a p
tend vers zéro quand

. - 1 214
THEOREME 1. - Pour tout ¢ irrationnel = £ f(n)e mmin
X n=x

X * +oo
Le théoréme 1 découle des deux lemmes suivants
LEMME 1. - 3Jc¢>0 tel que pour tout an€C , pour tout y=</X ona :
1 1 2 1 2
z —|‘E z a -2 z anl Sc.= Z [an]
pP=y P n<x n<x * nsx
pln

Le lemme 1 se déduit de 1'inégalité de Turan Kubilus [8, 4], il se déduit

également d'inégalités du type ''grand crible'.

LEMME 2. - Pour tout y>0 et pour tout afd @,

lim z
x++o p=Sy

f(n)

L2 3 LTI 2 <
P X
n<

T X

THEOREME 2. - a) Si pour tout caractére de Dirichlet ¥ et tout nombre réel u

27ing
e tend vers zéro pour tout

1 i 1

ona & —(1 —Re(f(p)x(p)pm)) =+ alors — L f{(n)
P * % x

o rationnel.

b) S'il existe un nombre réel a et un caracteére de Dirichlet ¥

tel que X é(l—Re(f(p) x(p)pla)) soit convergente, alors :
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VaeQ,l b f(n)eznlncEC xlaexpiA(x)+0(l) , ob C ¢C et A estune fonction
X n=<x a a
réelle telle que  sup iA(y)—A(x)[ = o(l).
xSySx

1 .
On peut prendre A(x)= & —=(Im f(p) x(p) p la) .
p<x P
De plus il existe au moins un o €Q telle que Ca £ 0.
Ce théoreéme se déduit des résultats de Delange [3], concernant les

valeurs moyennes sur une progression arithmétique des fonctions multiplicatives.

III. - Les théorémes | et 2 entrainent qu'une fonction f est presque périodique
L . 1-x(p) £(p) N
non triviale [1] seulement si % o est convergente ou X estun carac-

tere de Dirichlet. Cette condition est en fait suffisante et nous avons :

THEOREME 3. - Une fonction f est presque périodique B si et seulement si il

existe un caractére de Dirichlet % tel que la série & P converge.

En effet, si X estle caractére constant égal 2 un, on obtient, grdce au

théortme de Delange [2]:

lim lim
Yyt xt®

n>:Sx]f(n)-fy(n)] =0

L

ou f estla fonction multiplicative périodique définie par :
. T
1 si p >y
r
fy(p )= . .
i(p”) si p =y.
Dans le cas général, la fonction ¥(n) f(n) est presque périodique B , et

le résultat découle du lemme de "transfert" suivant :

LEMME 3. - Si x(n) f(n) est presque périodique B, alors f est presque pério-

dique B .
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