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FONCTIONS MULTIPLICATIVES PRESQUE PÉRIODIQUES B 

par 

Hedi DABOUSSI 

(d 'après un t ravai l commun avec Hubert DELANGE) 

I. - Une fonction f de N dans C est mult ipl icative si 

f(l) = 1 et f (m, n) = f(m). f (n) toutes les fois que (m, n) = 1 . 

Une fonction ar i thmét ique f est presque périodique B ( B pour Bésicovitch) si 

2 ni oc-x 

V e > 0 , 3 P £ polynôme t r igonométr ique, P g ( x ) = ^ a j e avec a. £ 3R 

tel que 

ïïm" i Z | f ( n ) - F (n ) |< e . 
X-++°û X n S x 

Des conditions suffisantes pour qu'une fonction multiplicative soit presque p é r i o ­

dique B ont été dé te rminés par E rdôs , Har tman, Kac, Van Kampen et Wintner 

[5 , 6, 7, 10, 11] , Novoselov [9 ] a fourni une nouvelle démonstra t ion de ces r é ­

sul ta ts . 

Nous a l lons , dans la suite, cons idérer les fonctions mult ipl icat ives f de 
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module au plus égal à un et dé te rmine r une condition n é c e s s a i r e et suffisante pour 

qu 'e l les soient presque périodiques B . 

II. - Il es t c la i r qu'une fonction presque périodique B admet des coefficients de 

F o u r i e r Besicovitch, c ' e s t - à - d i r e que la l imite quand x -• +» de — 2 f(n)e^ * n 0 L 

x n ^ x 
existe pour tout a rée l . 

THÉORÈME 1. - Pour tout a i r ra t ionne l — 2 f(n) € ? ' n * n C L tend ve r s zéro quand 
x n ^ x 

x -» + « . 

Le théorème 1 découle des deux l emmes suivants : 

LE MME 1. - 3 c > 0 tel que pour tout a^ÇC , pour tout y^*Jx on a : 

2 1 | £ 2 a - 1 2 a \Z < c. - 2 |a | 2 . ^ p ! x . n x ^ n 1 x ^ ' n ' 
p S y r n < x n S x n ^ x 

p | n 

Le l emme 1 se déduit de l ' inégali té de Turan Kubilus [ 8 , 4 ] , il se déduit 

également d ' inégal i tés du type "grand c r ib le" . 

LEMME 2. - Pour tout y> 0 et pour tout cc^ © , 

ï te i 2 I f(n) e 2 m n t t P | 2 S 1 . 
^ p x • 

X-H-œ p < y n < X 
P 

THÉORÈME 2. - a) Si pour tout c a r a c t è r e de Dir ichlet \ et tout nombre r é e l u 

on a 2 - (Î -Retffpjxfplp^)) = + 0 0 a lo r s — 2 f(n) e

2 r T i n a tend v e r s zéro pour tout 
P X n ^ x 

a rat ionnel . 

b) S'il existe un nombre r é e l a et un c a r a c t è r e de Dir ichle t x 

1 ia 
tel que 2 — (1 -Re(f(p) X(P)P )) soit convergente, a lo r s : 
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VccçQ,— S f (n )e 2 T T i n C X = C x i a expiA(x)+o(l ) , où C et A est une fonction 
x n ^ x a a 

rée l le tel le que sup |A(y)-A(x)| = o ( l ) . 
x ^ y— 

1 -ia 
On peut p rendre A(x) = 2 —(Im f(p) X (p) P ) • 

p^x P 

De plus il existe au moins un a £ © telle que -f 0 . 

Ce théorème se déduit des résul ta ts de Delange [3 ] , concernant les 

va leurs moyennes sur une p rogres s ion ar i thmétique des fonctions mult ipl icat ives. 

III. - Les théorèmes 1 et 2 entraînent qu'une fonction f es t presque périodique 

non t r iv ia le [ l ] seulement si S - f{p) e s t convergente où x es t un c a r a c ­

t è re de Dirichlet . Cette condition es t en fait suffisante et nous avons : 

THEOREME 3. - Une fonction f est p resque périodique B si et seulement si il  

existe un c a r a c t è r e de Dir ichlet x tel que la s é r i e £ * converge. 

En effet, si x e s t I e c a r a c t è r e constant égal à un, on obtient, grâce au 

théorème de Delange [2 ] : 

ïïm l im - 2 |f(n)-f ( n ) | 2 = 0 
y-> +œ x-»+°° X n ^ x ^ 

où f es t la fonction multiplicative périodique définie pa r : 

r j l s i p r > y 

y P ( f ( p r ) si p r < y . 

Dans le cas général , la fonction x ( n ) f ( n ) es t p resque périodique B , et 

le résu l ta t découle du l emme de " t r ans fe r t " suivant : 

LEMME 3. - Si x ( n ) ^( n) est p resque périodique B , a lors f est presque p é r i o -

dique B . 
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