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APPROXIMA TIONS RATIONNELLES SIMULTANEES DE NOMBRES
ALGEBRIQUES REELS ET DE NOMBRES ALGEBRIQUES p-ADIQUES

par

Eugéne DUBOIS et Georges RHIN

Ridout et Mahler [3] ont généralisé le théoréme de K. F. Roth [5] a l'ap-
proximation d'un nombre algébrique réel et de nombres algébriques p-adiques.
W. M. Schmidt [8][9] a généralisé le théoreme de Roth & l'approximation simul-
tanée de n nombres algébriques réels. Nous donnons ici un résultat sur l'approxi-
mation simultanée de n nombres algébriques réels et de n nombres algébriques
p-adiques (théorgme 1). Nous déduisons ce résultat d'un théoréme général sur

des formes linéaires a coefficients algébriques (théoreéme 6).

INTRODUCTION. - Soient t=0 et n=>1 deux entiers, Pps-- s Py t nombres

premiers distincts. | ,j désigne pour j=0 la valeurs absolue réelle et pour

1=j=t la valeur absolue de Qp telle que [pj 'j = pj . Nous démontrons :
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E. DUBOIS - G. RHIN

ra ~ 0
THEOREME 1. - Soient 1, 0.(1 ), e aflo) des nombres algébriques @ linéaire-
ment indépendants (R . L. I.) et soient pour j=1,...,t 1, 0.(1‘]), PR ax(l‘]) des

nombres algébriques de M0 Q. L. I.. Alors pour tout systéme de nombres

P;
(0 ,m 7o

réels positifs b tels que
t .
n b(J)> L
j=0 n
le systeme
. (M
lafJ)x -x, |, < |x_| b 1<isSn , 0sjst
i o Tjlj o
n'a qu'un nombre fini de solutions entieres (x0 P Xy s xn) .

Nous développerons tout d'abord la géométrie des nombres puis nous
montrerons comment nous pouvons déduire le théoréme 1 du théoreéme 6 et nous
terminerons en montrant comment les théorémes 8 et 9 sur l'index de certains
polyndmes par rapport a des formes linéaires permettent de démontrer le théo-

reme 6.

§.1. - GEOMETRIE DES NOMBRES. - Soit Q_= R, Q" «...x Q" et soit

Pl Pt
une matrice carrée d'ordre n inversible a coefficients dans

pour 0=j=t A(J)
Q en posant @ =R ). Nous appellerons réseau l'ensemble A des points
o
{ ) n

(A '%x,..., A "' x) de Qn lorsque x parcourt Z . On note

m(A) = | | |dét A(‘])lj. Soient pour 0=jsSt a(l‘]),... ,af]‘]) n vecteurs de Qg
0sj=t . o J

linéairement indépendants et cgﬂ des réels (1<isn, 0<j=t) tels que ciJ)Sl

@

pour j=1 . Soit T = 1‘l(a\i i‘])) le parallélépipede de Qn égal a l'ensemble des

points (x(o),... , x(t)) de Qn tels que [a(J). x(J)l,chJ) 1<si=n, 0<j=<t ou
J

i i
a§"). X(J) désigne le produit scalaire habituel de deux vecteurs de Qz . Nous

J



APPROXIMATIONS RATIONNELLES

posons pour X = (A(o)y, ,A(t)y) avec yé€ Q" F(J)(x) = it}zf ])\-1 ,J ou la borne
inférieure est prise sur l'ensemble des A de Qp tels que
. . . i
|A ag‘]). A(J)yl. = cg']) . Soit F(x)=F_(x)= | | F(‘])(x) . On définit les mi-
! 3ot T 0sjst

nima successifs )\1, ey )\n de T par rapporta A de la maniere suivante :

A, = inf F(x) et A =inf)l 2<i<n
1 i
xeh

xX#£0

ou la borne inférieure est prise sur l'ensemble des réels )\ positifs tels qu'il

©  A®

existe i points de A X, = (A K

Sk= i
yk)l k=i tels que AARRIEER A

soient linéairement indépendants et que F(xk)S A 1=k=i. Nous avons

THEOREME 2 [5]. - Les minima successifs de T par rapporta /A existent et
vérifient
= =...= + 1
0<A =), A < (1
m(N\) << )\l. .. )\n mes (M) << m(A) . )
Il existe Xpaeo X de A tels que F(Xi) = )\i pour 1=<isn et
(0) (t)
= (A ey .
X, ( ¥ A yl) avec
1= || 'dét(yl,...,yn)lan.’ (3)
0sjst
R . (3 -
Les constantes impliquées dans << ne dépendent que des a; et mes(.) désigne
la mesure produit des mesures de Haar sur R , Qp P ,(Dp telles que
1 t

mes(Zp) =1 et mes([0,1])=1.
J

Ce théoreéme se déduit des résultats de E. Lutz [4 ] et du théoreme de
Minkowski appliqué a des sous-réseaux.

A .
Soit A(J) la transposée de A(J) 1

0)%*

. Nous appellerons réseau dual de

¢

4 ( t)*
A le réseau A associé a A

, A( et parallélépipede dual de T un

213



E. DUBOIS - G. RHIN

parallélépipede m* =1 (a désigne le vecteur dual de ag‘])

: -

G* 40y oy o0
1 1

dans Qp pour le produit scalaire habituel et d?) =1 pour j=1 et

I d(j)jc(j): 1

. Nous avons

1<isa
0<jst
. 6] (3) L n .
PROPOSITION. - Soient X seesXom éléments de Z =~ (0s jSt) avec
E(J) = [dét (x(IJ), ’Xij)),j # 0 et soient klg‘]) pour 1SkSn et 0Sj=t des réels

réels positifs tels que

|a§3) (J)[ s x() 1Sisn 0=<js<t . (4)
! <k=n
Alors ona :
Gy Gy (1) ()51 (J') (J) &) (J')
'ai B IJ.<<(D EYD) A Moot Morn o M (5)
. . . . . t+1
our 0<i, k=n et 0Sj<t etquel que soit (10,...,1t) dans {1,...,n}
— 1) 3*
[T 1 ) < TT e @
o<jst j I osjst
* * *
et si )\1 s }\n désignent les minima successifs de T dualde ™
*
1l )\k )\n+l—k<<l pour 1<kSn . (N
&)

Les constantes impliquées par << ne dépendent que des ai

La démonstration est analogue & celle du lemme 1 de [9].

THEOREME 3. - Soient Le ]N* et pour 0=j=<t, a(lJ),... ,ai,lJ) des vecteurs

L . . s

linéairement indépendants de Qp et m=T (ag‘]), ciﬂ) avec cgﬂz 1 un parallé-
J

1épipede de QL' Soient Xl, [ AL les minima successifs de T par rapporta

ZL et soient e = p2.>_ L2 pL> 0 tels que

< =
pl)‘l p{')\& . (8)
Alors il existe une permutation T de {1,...,4} telle que les minima succes-
. . 1
sifs Vl,... ’v{, du parallélépipede 1'r1 = ﬂ](agj), dEJ)) ou ng): p_r pour l=is<y{
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APPROXIMATIONS RATIONNELLES

et dgj) =1 pour j=1 vérifient
=i<
v, << piki« v,  pour 1sis<¢ (9)
&

o << ne dépend que des a

i

Ceci généralise un lemme de Davenport. La démonstration est analogue
3 celle du lemme 7 de [9]. (Il faut considérer avec les notations de [9] Si com-

me un @ espace vectoriel).

Soient e, = (1,0,...,0),..., e = (0,...,0,1) la base canonique de o".

Pour 1=<q=<n, soit C(n,q) l'ensemble des 0 = (il, ey iq) ISil<i2<...< iqS n

et L= (:) . Pour o€ C(n,q) considérons e = e Ne, Al Ae, eton définit

1
X AL A xq par linéarité pour q éléments de (Dn‘ (OSZj =t). Eg posant
e eg =0 si 0 #( et 1 sinon on définit un prodflit scalaire sur le Qp. espace
vectoriel engendré par les e ou o¢ C(n,q). Soit Qn.; 9 cet espace veJctoriel.
Soit ™ = ﬂ(agj), 1) (i. e. ng) =1 pour tout i et j) et ;oit ﬂ(q) = 'I'I'(a(g) , 1)
THEOREME 4, - Soient Apreees )\n) (resp. m, ... ,mL) les minima successifs

de (m, Zn) (resp. de (ﬂ(q)’ ZL)). Posons Xo: |1 A; » ona, enordonnant
ico

C(n,q) pour que A =A_<..S )

o} o} o

1 2 L

<ks=s
m, << )\Ok<< m,  pour I1sksL (10)

ou << ne dépend que de n,q et des agﬂ

La démonstration repose sur le théoréme 2 et sur l'identité de Laplace
() RN ¢ )
ag P X = dét (ai . xk) (icC, keo)
pour { et o€ C(n,q)
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E. DUBOIS - G. RHIN

§.2. - RESULTATS SUR LES FORMES LINEAIRES A COEFFICIENTS

ALGEBRIQUES. - Soit 1< v=<n-1 et soient LgJ),...,LEIJ)

des formes

linéaires a coefficients algébriques dans @_, @. L. I. Nous supposons que les
© L0 )
n-formes L .,LV B STRTTE S sont @. L. I. pour 0=<j<t . D'apres le

théoreme 2 le systéme d'inégalités

(”) -
|Li (x)IjSQ pour 1=iSv et 0=j=t
Ixi|<<Q pour l<isn-v
t .
a une solution x non nulle dans Z" pour tout Q>1 si n-v-v I c(J)> 0
. () < o '
i,e. I = -~ (La constante < ne dépend que des L ). On en déduit
0=j=

que le systeme IL(J) x)] < Ix| pour 1S is<v, 0Sjst (avec [x|= max |xi|)

1=isSn

a une infinité de solutions.

DEFINITION. - Nous dirons que le systeme (LgJ)) 1SisSv, 0<jSt estun sys-
© @

téeme de Roth si pour tous b R Y

réels positifs tels que ‘§0 b(‘])>
5 ol 4
le systeme |Li (x)|J = |x| l1=isSv, 05j=t n'a qu'un nombre fini de solu-

n
tions dans Z
G

THEOREME 5. - Le systeme (Li‘])) (1<isSv, 0<j<t) est un systeme de Roth si

et seulement si pour tous c(0)> 0,... ( )>0 tels que _}:30 c(j) = -n—;—z et pour
tout sous @ espace vectoriel S’:1 de 0" de dimensioanZl les formes
L(lj),... () ont un rang r(‘]) sur Sd (0=j=t) qui vérifie

as:9, 5 00 (11)

j=0

La condition suffisante sera une conséquence du théoréme 6. Montrons

iy . . d
la condition nécessaire. Supposons donc que pour un sous-espace rationnel S

(0, £ ) O sme (@ 0 &)

z r pour un systeme
J:

on ait d>r ). Sitous les r sont



APPROXIMATIONS RATIONNELLES

. . NPT . . d ..
nuls il est clair qu'il existe une infinité de points entiers dans S  vérifiant

Lg‘])(x) =0 pour 1=iSv et 0< jSt. S'il existe un r(J)Zl , soit B>1 tel que
t . 3 s .

d = r(0)+‘2 e 8 i) (3 _ BG(J) '
j=0

réseau des points entiers de Sd nous montrons qu'il existe une infinité de points

lL(j)( ).<< | |'b(J) 1Sisv, 0<jSt et pui
Ly (x j X sisv, 0sj= et puisque

(M

J ) n'est pas un systeéme de Roth ce qui est contra-

et posons b En appliquant le théoréme 2 au

distincts dans Z' tels que
t : _

PX b(J) >3 e systeme (L.
j=0 v i

dictoire.

Nous obtenons comme corollaires du théoréme 5 le théoréme 1 et :

COROLLAIRE, - Soit L(J) une forme linéaire a coefficients algébriques dans
' * : (0),
QP ne s'annulant pas sur @ (0<j<t) alors pour b >,...,b(t)>0 tels que

% ! b(J) >n-1 1 -
. - e systeme
J:O (~) _b(j)
LVl < ] 0sjst

n'a qu'un nombre fini de solutions entiéres.

Soient L(IJ), cees LS) des formes linéaires @. L. I. a coefficients algé-
briques dans @ (0=j=1t) et C§J) des réels positifs ou nuls tels que
Pj
(1) . -
< <0 pour j=1, 1=isn (12)
et c(J)Sc(J)S...Sc(J) pour 0=<j=t (13)
1 2 n
et z z C(J) =0 . (14)

izlosj<t i

(G (

Nous dirons par définition que le systeme (Li , ciJ)) est un systeme de
Roth général si pour tous G(J) =0 tels que 6(0)+... +6(t) = 6>0 il existe

Q1 = Ql(ng) , CEJ) , 8)> 0 tel que pour Q> Q1 le systeme
. L))
]LiJ)(x)[jSQ ! pour 1<isn, 0<jst (15)

n'ait pas de solution entiére non nulle.
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d
Soit S un sous @ espace vectoriel de Qn de dimension d=1 Pour

j=0,...,t soit tg‘]) le plus petit entier k tel que L1(<J) soit de rang 1 sur Sd ,
t(ZJ) le plus petit entier k tel que (L(J(j) , Lf(])) soit de rang 2 sur Sd etc ...
t

a_t 4 O ay . . M

Posons c(S )= % & cvy. et c(S9 =+ sil'undes t n'est pas défini.
j=0 k=1 () k
k
THEOREME 6. - Soient pour 0<j=t, n formes linéaires L(IJ), N LS) Q. L.I
2 coefficients algébriques dans @ . Si pour tout sous-espace Sd s c(Sd) =0
. . i

alors (L(J) , C(J)) est un systéme général de Roth.

i i

Montrons que ceci entraine le théoréme 5.

Soient L(lJ)’ RO LE]‘]) des formes linéaires Q. L.I. et des constantes
C(J) > 0 telles que M C(J) >3y (L(J), N L(J), L(J) = x(J) ey L(J):X(J) )
Osjst 1 v+l 1 n n-v
ou x(J) est égal 2 1'un des x,) estde rang d sur tout sous-espace Sd de Q"
k g i g

our 0=j=t . Soit r(J) le rang de (L(J), cies L(J)) sur un tel sous-espace. On a
P j g ] .
e o <y o<t (0sjs1). soit g<l telque £ M _nv

1 ( d J

J) 0sj=t v

. L
CEJ) = -B <) (l1sisv, 0sj=1t) et c§0) =1 (vtlsSi=n, 1=jsSt). Par construc-

t . .
tion nous avons c(Sd) = d-r(o)— by r(J)Bc(J) donc c(Sd) = 0. Le systeme
j=0

(L(IJ), ST LE,J)) est un systéme de Roth.

Nous déduisons le théoreme 6 du

THEOREME 7. - Soient pour 0<j<t , n formes linéaires @. L. L L(lj),...,LS)
2 coefficients algébriques dans Qp. et cgj) des réels vérifiant (12), (13) et (14).
Pour @ =1 le systeme : : i

]ng)(x)ljsoci our 1<is<n, 0Sjst (16)

définit un parallélépipede ™ = M(Q) dans Qn . Soient Xl =, (Q),..., >\n= )\n(Q) les

1

minima successifs de (7, Z™) et supposons qu'il existe >0 , un entier d
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APPROXIMATIONS RATIONNELLES

(1=d=n-1) et un ensemble H non borné de réels positifs tels que

VQe H Mg <Age Q_é . 17

d . 2
Alors il existe un sous-espace S de Q" et une partie H' non bornée de H
telle que pour tout @ dans H' les d premiers minima de T(Q) soient atteints

en des points de SdﬂZn .

Montrons que le théoréme 7 entraine le théoreme 6.

)]

Supposons que (Lij), < ) ne soit pas un systéme général de Roth et

d 4
montrons qu'il existe S tel que c(Sd)z 0. D'apres le théoréme 2 et (14)

I hl...kn<<1 (18)
(i

i D'apres les hypotheses il existe

ou les constantes ne dépendent que des L
une suite croissante non bornée de Q etun 0>0 telle que le systeme (15) ait

_ot
une solution non nulle pour chacun de ces Q . Alors )\1 = )\l(Q) <Q avec

-8'/n-1

1
o' = > & et il existe d=1 tel que Ag < Xd+1 Q et il existe une partie H

non bornée telle que d soit indépendant de Q . Les hypothe¢ses du théoréme 7

. . . d
sont satisfaites avec & = ®'/n-1 . Soit S l'espace obtenu. Nous obtenons

-8d(n-d)/n

Al...kd<< Q <" avec n>o0. (L(j) L(j)

,..,,ad) une base du Z module S°NZ" . Soit T le parallélé -

) estde rang d sur

Sd et soit (al

pipede de Qd défini par C(J)
.6 7
LY. (V). =qQ pour 1=<i<d, 0<j=d
ti(J) j
ou x(J)= ng)al+... +x(1J) ad . Soient )Jl, ey )"d les minima successifs de T' par

5 d .
rapporta Z . Alors A'l...)\'d mes T'>>1 et puisque les d premiers minima de

. d d
T sont atteints sur S , donc sur S ﬂZn, nous avons

d
c(S .
Nous avons mes(T'") > Qn et mes M <€Q (89 . Puisque les constantes ne dé-
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pendent que des LEJ) nous avons c(Sd)E n>0 .

Le dernier paragraphe sera consacré a la démonstration du théoreme 7.

§.3. - INDEX D'UN POLYNOME

,X ]. Soient K

Soit ﬂ:Q[X“,‘..,XM ;XZl,... ’XZ/L; ...;Xml,... ot

un gur-corps de @ et Ll’ e Lm des formes linéaires non nulles a coefficients

=L (X X, ) 1=h<m . Soient r_ ,...,r des entiers
h 1 m

dans K du type Lh IRERLERSW

positifs donnés et c¢c=0 un réel. Soit I{c) 1'idéal de K[Xll""XmLJ engendré

i i m
les polyndmes L L™ avec i r-l
par poly TR w5 h Th

,Lm; rl,... ,rm) est le plus grand c tel que

> c . L'index d'un polyndme P

de R par rapporta (Ll""

Pel(c) si P#0 et +» si P=0. Les propriétés de l'index résultent du théo-

reme 6 de [7].

THEOREME 8. - Soient 4 =1 un entier et Lgﬂ(x) = aEJ). x pour 1=i={, des

formes linéaires a coefficients entiers algébriques dans (Dp , . L. I our

J
0<jsSt. Soit A = max [D(a. « Rour 1<i, k=2):@]. Posons
0<jst b
pour 1=h=m, 0sj=st, l1=is

@ _. @
Lh,i“Li (Xm""'xh/c)

Soient €> 0 et m24€-2 log (44(t+1)4) et Tl T des entiers positifs.

11 existe alors un polyndme P non nul de R 3a coefficients entiers tels

que
i) P est homogeéne en X ,...,X de degré r. (1<h=m)
hl hy SSCSBIZ Ty
ii our 1<k=4, 0<j<t 1l'indexde P par rapporta
pour J
(M M . - PSS |
(le,..‘,L K rl,..‘,rm) est supérieur ou égalda (4 - &)m
) r1+_,, +r
(iii) |P|s= D m
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(iv) pour tout J = (j“,... ,ij) si nous écrivons

JooA ]
(J) ) ' '—l 3 11 mi
P =(J11..‘.Jm/t.) — P
11 Ime
BXll..BXmL
n,. . iy, O,
-( )3' )dj (11, ’1m{,)Lll "'Lm{, (19)
117 ' me
alors
totr
.. . - Totetr
[dj (111""1m4;)|j—E

]PI désigne le maximum des valeurs absolues des coefficients de P et D et

N

ou
&)

E ne dépendent que des aj

-1
+... +i r =<2em nous avons
h ) h —_—

m
(v) si (I/r)= £ G
h=1 1 2
(GO IP) . _
dj (111""'1m{.)_0 ou
m 1 -1
-mé |S3ime (1SksH).

’hzzl "hk 'h

Il suffit de résoudre, comme dans [7], grice au lemme de Siegel [2]

a coefficients et variables entiéres.

S

un certain nombre d'équations linéaires
4 .
2-1 vecteurs Z. L. I. de Z . Il existe

i >
Soient £ =2 et xl""’x{,—l

a un facteur *1 pres, un unique y = (yl, cees YL) de Z~ non nul tel que (yl,..., y{,)=l
Posons M = M(X) = v Xt +YLXL et |[M|= Max lyil.
1=isy

y.xi=0 pour 1=i<g-1.

vérifiant (12),

1=is ¢ des réels c;

THEOREME 9. - Soient pour 0<j=t,

(13), (14) (avec 4 au lieu de n). Soient e>0 et supposons que l>6>16{,25(t+1).

Soit P

définis comme dans le théoréeme 8 .

Soient Lg']) , M, T ,...,T
i 1 m
des réels positifs véri-

le polynéme construit au théoreme 8 . Soient Ql’ ., 0

fiant
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Q; s2te, Q; > 2(et41)  1Shs=m (20)
< < <h<
rllog Ql_ T log Qh_(1+e) ) log Q1 1<h<m . 2D
Pour h=1,...,m soient xh e Xy 2-1 vecteurs Z. L. 1. de ZL véri-
1 1-1
fiant
" CgJ)_b(J)
ILiJ (x, =@ 1sisg (22)
J ISksS¢-1
1=h=m
. 0<jst
avec 6(1)2 0 et &= 6(0)+... +5(t) .
Alors l'index de P est au moins égal 3 me par rapporta
(Ml’ . Mm STy ,rm) ou Mh = M(Xh, 1 ’xh,L—l)

Nous utilisons comme dans [7] la notion de grille en remplacgant les IR

espaces vectoriels par des @ espaces vectoriels. Nous supposerons que

P(J) (x1 e xm) est un entier rationnel non nul et nous montrerons que
—— (J
1 129

0= j<t

est analogue a celle du théoréme 9 de [8].

17 xm) ‘J' <} ce qui est impossible. Le reste de la démonstration

Soit S une partie non vide de {1,...,2 }t+1. Pour 0<j=<t, soient
. . 1 )¥* )%
(a J), ,ai‘])) une base de @ 2 coefficients algébriques et (a(lj) yens ,a(E) )

DERG)

*
; ) un parallélépipede de QL et T un dual de T.

la base duale. Soit T = Tr(ag

THEOREME 10. - Soient S , agﬂ
Q, =Q, (6 ; agJ), §)>0 telque : soit Q> Q, et supposons que A?) vérifie

comme ci-dessus et 0>0 . Il existe alors

TT Agj) =1 (23)
os<j<t
1< i< 4
max (Agj) , Agj)"l)s Q!/t! (24)
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Aio)... A§t) Qé/2 =1 pourun (i,..., it) €S ; (25)
o t ©
soient )\l, cees )\L les minima successifs de (1, ZL) et supposons que
)
Apa1<Q (26)
soient Xiseees xL des points de Z'L ol sont atteints les minima successifs de
* *

et Koo a Xy leurs duaux. Alors pour tout (t+1) uple (io, s it)

LG * T ()1 -8(-1)

T2 %, |.<| | A7 Q 27

. i, £ . i,

j=0 j =0 7
et si (io, ey it)GS il existe j tel que

(G _* _
ai' . xL =0
J
Nous démontrons d'abord le :
)]
() _ i

LEMME. - Avec les notations du théoréme précédent, posons A =Q pour

i

1Sis ¢, 0Sj<t. Supposons (26) et qu'il existe pour 05jSt, ij tel que

Gy *
2. ox, #0 (28)
et !
t (), 38
g c§3’+720 . 29)
j=0 %
Alors il existe S = (o6, ag‘]), €)>0 (1<k=3) tels que pour Q= cy
c t [
Q'sTT Ixfl.sa? (30)
. ']
j=0
Soit a(J) un élément de Q{' a coefficients algébriques 0<j=St. On

(

. . t (nd .
pose A(J) = [Q(a(J):Q] et A= AJ). Soit XGZ{’ tel que a(J). x#0, 0sjst.

j=0
On montre que
t . t
[T 12l x5 T el ™
j=0 j=0
ou << ne dépend que des a(J) . En appliquant ce résultat aux aiﬂ et avec (29),
j
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_t c
on obtient que | | lXZ,jZQ ! . D'apres la proposition, le théoreme 2 et (26),
j=0
ona :
¢ -c]io)-... -cl(:) -8(¢-1)
RO o :
[RE . x,].<Q (31)
: k., e}
j=0 j
. (7* (3)* L * () _*
P yeees t b d , <K M . . !
uisque (al a; ) est une base de ij |x/L|J ISI?)S{L Iak x/LIJ etl'on
€2

t
obtient | | |xZ|.5 Q
j=0 *

La premigre assertion du théoréme 10 résulte de (31). Pour la deuxiéme

s . 3
assertion, nous remplagons d'abord les ci(J) par c'i(J) dans Z n (0<n< m)
vérifiant

Ing)-c‘.(j)l <n % Iti c'.(j) =0 (32)
! ! i=1 j=0 1!

et c'i(J)SO si j=1, 1<isq.

Soient '(m ey les minima successifs de ™' = m'(Q) défini par
» . C.j)
h?? xhﬂjsczl 1SiS4, 0Sj<st.
) SR
Puisque [ai . xk|j5 Ao I<i, ksS4, 0Sjst (33)

et d'apres (32), nous avons :

=)
(t+1)n -8+ (t+1)n 1 _ 8
mL—l< )‘{,-IQ <Q <Q avec 61 =9 5.

Alors, d'apres (33), les points , en lesquels sont atteints les 4-1 pre-
P P Y, P

Ye-1

*
et x

miers minima de ™' sont dans l'espace engendré par LORREE ,XL 1 y: L

sont donc proportionnel t(a_t il suffit de démontrer le théoréme en remplagcant &

G
J
. c!
par 61 et Agj) par Q ! . On se ramene d'autre part & ce que les coefficients
)]

des a; soient des entiers algébriques. Soit M l'ensemble des Q>1 tels que

T
g‘]) .x #0 pour
lj 4

0< j=St. Il nous suffit de montrer que M est borné. Sinon soient 62 (o< 52< 3

m'(Q) vérifie (26) et tel qu'il existe (io, ves it)es vérifiant a

au lieu de 9),

2
m-1
-m (_5)2 .
12 ’

et 52 <1) €>0 vérifiant les hypotheses du théoreme 9 (avec ©

)

m et les i vérifiant les hypotheéses du théoreme 8 ; w = 242
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Q ,Qm vérifiant (20) et (21) et appartenant 3 M . Soit P le polyndme du

1

théoreme 8 . Pour 1< hS= m soient x ,...,th des vecteurs de Zl’ ol sont

hl

atteints les minima de T(Q Ils vérifient (22) . Les hypotheéses du théoreme 9

h)'

sont alors satisfaites avec 62 au lieu de &. Alors l'index de P par rapport a

(Ml’ . Mm I SERTE rm) est au moins me. Puisque QhEM il existe
(io, N it)es vérifiant (28). De (30) nous déduisons que
c c
4 5 (3
1=sh=s =
Qh < th[ <Q hSm avec c ck(éz, a )

En appliquant le théoreme 11 de [8] 1l'index de P par rapporta

(Ml’ cees Mm ST rm) est inférieur ou égal a € et on obtient une contradic-

tion.

&

. J
THEOREME 11. - Soient a, comme précédemment et < des réels vérifiant
i

(12), (13) et % z C(J) =0 et
= i1 osjst i =

|C_(J);s——l—— , 1sise, 0sjst
i t+1
M (0 < oY
Soient }\1,... , )\& les minima successifs de T(Q) défini par lai . X IjS Q
our 1=is ¢, 0= j=t et Xpoees ,xL , x"f, ,xz comme précédemment.

Soit 6>0 et supposons que pour tout Q dans M non borné

-5
x£_1< )‘LQ . 34)

Alors il existe M' une partie non bornée de M et il existe y¢ (DL tels que

YO e M *o_ow ¥ . 3
Q¢ x x, (Q) p, o g=p, ... P

La démonstration suit celle du théoreme 7 de [9] et repose sur le

théoreéme 3.

225



E. DUBOIS - G. RHIN

M L0
n

Démonstration du théoreéme 7 : Soient pour 0=j<t, n vecteurs ay e

a2 composantes algébriques @. L. I. de 0" tels que L(J)(x) = a(‘]). x . Supposons

R i i
-8 J
)‘d<)‘d+lQ pour Q¢H et posons q =n-d.
Si o= (il,... R iq)e C(n,q) , soit :
a(']) = agJ)/\ /\agJ) et c(‘]) =z ng) . (35)
o 1 lq 0 jgg i
Alors
. t o
c(‘]) =0 pour j=1 et Z z c(‘]) =0. (36)
° j=0 0eCln,q) °
Soient F(J) et F((IJ) les fonctions associées a T et ﬂ(q). Avec les
notations du théoréme 4 nous avons en posant
= = + ves = ,d+2, ...,
L=L - {a+1, d+2,...,n} C{,—l {d, d+2 n}
et m(,<<)‘d+l)\d+2"' )\n<<mL , mL_1<< )\dkd+2"')‘n<m£-l
(17) entraine m << m Q-6 et pour Q assez grand m <m Q-é/2 37)
t-1 ) & -1 '
Appliquons le théoreme 12 a a(j) ) c(j) et T . Soient
o o (a)
2
y s X des points de Z ~  ou sont atteints les minima de et
*Ua) T Fe@) PP nhattemts fe (@)
x XY leurs duaux. D'apres le théoreme 12 il existe y tel que
1(q) 2(q) o o
3 3* y 1 . .
X =x Q) = avec = our des valeurs de Q arbitrairement
@)~ @ " g E=P P P
grandes. Soient Zysees B des points de Z" ou sont atteints les minima de T
et pour 0 = (il, ,iq) z2,7 2 AL A z, . D'apres la démonstration du théoreéme
t . 1 q
4 ona | | F((;; (zg) << )\O et donc pour o # QL d'apres (37)
t .. j=0
— -0
|| F(J) (z )<<xm, Q . Donc z_ ,...,2 sont dans l'espace engendré par
o (@ 7o 1 ¢ Coot
j= -
X s X et z¥ et x¥ sont proportionnels. Alors d'apres le lemme 5
M) e-1@) T e, T el prop P
de [9] il existe un sous-espace S* de dimension n-d = q tel que ZZ+1, cees z’;
soient dans S* pour Q¢ H'. Soit Sd l'orthogonal de s* . ZpreaZg sont

d . s . . d
dans S etles d premiers minima successifs de T sont atteints sur S~ pour
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tout Q dans H'.
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