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PROPRIETES SPECTRALES EN ANALYSE NON ARCHIMEDIENNE
par

Alain ESCASSUT

1. - SPECTRE MULTIPLICATIF D'UNE ALGEBRE DE BANACH. - Soit A une

C-algebre de Banach et soit Max(A) 1l'ensemble des idéaux maximaux de A iden-
tifié & 1'ensemble ZX(A) des caractéres de A , muni de la topologie de la conver-
gence simple. Alors ¥(A) estun compact qui posséde des propriétés de connexité
intéressante. Par exemple, pour tout ouvert fermé U de %(A), il existe un idem-
potent unique u associé a U tel que
Vic(Aa) : y=17= yeU
W) =0 = y¢uU
Si 1l'on considére maintenant un corps ultramétrique complet, algébrique-
ment clos K etune K-algébre de Banach (A, ||.]|) le spectre maximal Max(A)
de A ne possede aucune propriété topologique comparable. Par contre, si l'on
note Maxa(A) l'ensemble des idéaux maximaux de codimension 1 de A et

Za(A) l'ensemble des caractéres de A , on remarque que l'application y§ =+ [¢|
vex (A)
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est une bijection de %a(A) dans l'ensemble des semi-normes multiplicatives
continues de A, que l'on notera Mult(A, || .|| ), et qui est compact pour la topo-
logie de la convergence simple [5]. (Dans le cas complexe il s'agit d'une bijec-
tion).

D'autre part, V@ ¢ Mult(A, Il . H) , l'ensemble Ker ¢ des f¢cA tels que

®(f) = 0 est un idéal premier de A .

Rappelons & ce sujet le théoréme 1 de [4].

THEOREME 1. - Pour tout idéal maximal M d'une K-algebre de Banach (A, ||.|}),
il existe ® ¢ Mult(A, ||.||) tel que Kery = M.

Alors on a le théoréme 1 du chapitre III de [5].

THEOREME 1. - Pour tout ouvert fermé U de Mult(A, “ . “) il existe un idem-

potent unique u associé 3 U tel que pour tout ®¢ Mult(A, ” D s

pu)=1 ® 9cU

Pu)=0 » ¢ U

II. - SPECTRE MULTIPLICATIF D'UNE ALGEBRE DE KRASNER H(D). - Soit

D un fermé borné, soit K(D) l'algebre des fractions R(X) ¢ K(X), sans pdle
dans D, normé par la norme | . || de la convergence uniforme sur D, et soit

H(D) l'algébre de Banach complétée de K(D) pour cette norme.

Le spectre multiplicatif des algébres K(D) et H(D) a été étudié dans [3].
On doit d'abord caractériser les semi-normes multiplicatives (continues ou non)

de K(D) par un filtre appelé filtre circulaire défini de la fagon suivante.
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Soit & wune suite de disques dn strictement décroissante, de diametres

r , soit A = ﬂmd , et soit r =inf r . Soit &> l'ensemble des couronnes
n nclNn n

T(a, r', r'") ou a€d etou r'<r<r". Onappelle filtre circulaire un filtre de K

admettant pour systéme générateur une famille de la forme & ud .

On retient de la proposition XII de [3] le théoreme :

THEOREME 2. - L'ensemble Mult K(D) des semi-normes multiplicatives (conti-

nues ou non) de K(D) est en bijection naturelle avec l'ensemble @ (D) des filtres

circulaires de K autres que les filtres de voisinages des points de K-D , par

l'application & P ou P (h) = lim |h(x)| (Vhe K(D)) .
&

Alors on a le théoreme de [3] .

THEOREME 3. - Pour tout F¢@(D), CpgeMult(K(D), II. “D) si et seulement si

¥ estsécanta D.

Les éléments de Mult(K(D), || . ||..) se prolongent naturellement en é1é-
D g

)

ment de H(D) et l'on retrouve donc la méme bijection entre Mult(H(D), || . “D

et 1'ensemble des filtres circulaires de K sécants a2 D .

III. - UNE CONJECTURE DE GUENNEBAUD. - L'application @——— Ker ¢
% e Mult(A, |. )

n'est pas une injection : trivialement, deux normes multiplicatives distinctes de

A admettent le méme noyau {0}. B.Guennebaud avait conjecturé que la restricition

——— Ker ® estune injection (ou multm(A, [I. ) désigne 1'ensemble des
ve Mult (A, . |
®eMult(A, ||.||) tels que Ker ® soit un idéal maximal). En fait, en considérant

le quotient de A par Ker @, on voit que cette conjecture est équivalente a la
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conjecture suivante plus simple a formuler.

(c) Un corps ' muni d'une norme de K-algeébre de Banach admet une seule

valeur absolue continue pour cette norme.

Dans le cas ou l'algebre A estune algeébre H(D), 1'étude des valeurs
absolues continues des quotients de H(D) par ses idéaux maximaux I nécessite
d'abord de caractériser ceux-ci par les filtres circulaires & des valeurs absolues

Cpg tels que M= Ker Cpg .

Notations et définitions. - Soit & un filtre circulaire sécant 2 un infraconnexe D

et soit A(F,D)=( N d)ND (o d désigne le plus petit disque circonférencié
ded -
contenant d ). Nous dirons qu'un filtre circulaire est sous -distingué, si:

6(F,D) admet une partition par une famille de chapeaux de T -filtres crois-
sants et si tout T-filtre décroissant de A(F,D) est sécant a 1'un au moins des

éléments de cette partition. (Ces notions sont définies dans [7]).

Nous dirons qu'un filtre circulaire sous-distingué & est distingué si

A(F,D) est égala D ou a la plage d'un T -filtre décroissantde D .

Soit & un filtre circulaire de K sécant 2 un infraconnexe fermé borné
D . On notera J (&) 1'idéal des fg H(D) tels que lim f = 0 et on notera @(D)
&

l'ensemble des filtres circulaires distingués sécants a D .

THEOREME 5. - L'application & —— J(J) est une bijection de ®(D) sur
e(D) Max H(D)
l'ensemble des idéaux maximaux de codimension = de H(D). De plus, si &

est un filtre circulaire sécant & D tel que J(3) soit un idéal maximal de codi-

mension  de H(D), alors & est sous-distingué.
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Le probléme posé se ramene donc, pour une algebre de Krasner, & étudier
s'il peut exister un filtre circulaire sous-distingué, mais non distingué &, tel que
3 (%) soit maximal, ou encore, s'il existe un filtre circulaire distingué G etun

filtre circulaire sous -distingué 3 # G tel que 3(3) =3(G).

DEFINITION. - Nous dirons qu'un filtre circulaire distingué est régulier si pour
tout filtre circulaire sous-distingué F tel que I(&F)=3(G) ona F=G ou G dé-

signe le groupe de valuation de K et k son corps des restes.

THEOREME 6. - Si G ou k estnon dénombrable, tout filtre circulaire distingué

sécant & un infraconnexe D est régulier. Si G et k sont dénombrables, il existe

des infraconnexes D admettant des filtres circulaires distingués sécants a D et

irréguliers.

IV. - SEMI-NORMES SPECTRALES. - Soit A une C-algébre de Banach unitaire

dont la norme est notée |[. ||, soit ¥ l'ensemble des homomorphismes de A
sur C et, pour tout xe A , soit sA(x) l'ensemble des )\eg tels que x-\ ne

soit pas inversible dans A . Alors on connait la relation
. n n,
sup [f(x)| = sup |A] = lim /| x ||

PeX A€ SA(X) n+ o

vraie pour tout x€A , et cette relation conduit & définir une semi-norme | . I
sp

appelée semi-norme spectrale par

= sup [9(0)] .

(E3R
P opek

Considérons maintenant une K-algébre de Banach A dont la norme H I

n'est d'ailleurs pas supposée ultramétrique. On peut naturellement définir une
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semi-norme ||. “si par
xllys = tim Sl
et il est clair que ||. ||8is II. . De plus, il résulte du théoréme 1 de [4] que si
l'on note Mult(A, || . H) l'ensemble des semi-normes multiplicatives de A conti-
nues pour la norme H H , ona
Il = sup  £(x) .
feMult(a, || |

D'autre part, si A n'est pas un corps, l'ensemble sA(x) des AeK,
tels que x-A ne soit pas inversible, est non vide pour tout x€A , et l'on peut
définir une semi-norme |. ”s par

Ixl, = sup Rl
res, (%)
A

qui vérifie de fagon immédiate ”X”s = ”X”si du fait que A est complete.
Enfin, si A admet au moins un idéal maximal de codimension 1, l'en-

semble ¥ des homomorphismes de A sur K est non vide ainsi que les ensembles
sa,(x) = {@(x) ; ve¥]} (xe4)

et 1'on peut définir une semi-norme ||. “sa par

“x“sa: sup |®(x)| = sup |A| ,

et l'on a trivialement ||. || saS H . Hs

Mais contrairement au cas d'une C-algébre de Banach, la double inéga-
lité

Ixll,, s Bell, < Dl

peut parfois &tre stricte ([2], théorezme VI. 12).

Exemple : ||h]| = sup|h|(r), heK(D), ou D={x; [x|=1}.
<

r=1
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Propriétés (o), (p) ., (q)
Ceci nous conduit a étudier les trois propriétés suivantes :
Dans une K-algebre de Banach qui n'est pas un corps, on notera (q) la
propriété
@ =l
Dans une K-algébre de Banach, dont 1'un au moins des idéaux maximaux

est de codimension 1 , on notera (o) et (p) les propriétés

@ Wl =0,

sa

® el =0

sa si

Par définition, on voit que A possede (p) si, et seulement si, elle pos-

sede (0) et (q) . Nous allons comparer de fagon plus précise ces propriétés.

THEOREME 7. - Les propriétés (o) et (p) sont équivalentes dans la classe des

K-algebres de Banach dont un idéal maximal au moins est de codimension 1 .

THEOREME 8. - Soit D l'ensemble des g cK tels que l§|<l , et soit

A = H(D){T} ll'algebre des séries formelles restreintes en T 32 coefficients dans

H(D) , dont l'application identique sur D estnotée x . Soit X =1 -xT , soit
n

9
| ] (x-a) ",
i=1

B
ou lai[ < r pour tout i. Alors l'application |. HS , définie sur l'algebre

re]0,1[, et soit S l'ensemble des polyndmes en X de la forme

-1
B=S A par

to el = sup [A] (ceB) .
)\esB(t)

est une norme, et l'algtbre de Banach B complétée de B pour cette norme pos -

sede la propriété (q), mais non la propriété (p) .
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Preuve. - On montre que ]|l||]: =

1 1B . .
” " et “XlPsa_ 1 , tandis que, par construction,

B possede la propriété (q) .

Remarque 1. - Rappelons 2 ce sujet le théoreme VI. 10 de [2] qui se généralise

de fagon évidente dans le cas d'une K-algeébre de Banach unitaire A , méme si la

norme de A n'est pas ultramétrique.

Soit A une K-algeébre de Banach unitaire, qui possede la propriété (p) .

Soit x un élément de A dont les composantes infra-connexes du spectre D sont

en nombre fini n et notées Dl"" ,Dn . Soit A = saA(x) , et soit A.l = Diﬂ A

(1sisn). Alors 4; estune frontiere analytique de Di (i=isn).

Remarque 2. - On peut se demander si Multm(A, Il H) est toujours dense dans
Mult(A, ||. ||) lorsque A posside la propriété (p). Mais un contre-exemple tres

pathologique semble indiquer que non.

V.- IDEMPOTENTS ASSOCIES. - Soit A une C-algebre de Banach, et soit x¢A .

On dit qu'un idempotent u de A estassocié 3 x et 2 une partie E de

sA(x) si, pour tout @c¥ tel que P(x)eE, ona ®P(u) =1, et pour tout Pc¥ tel

que P(x)¢E, ona ®u)=0. Ona donné, dans [1] et [2], une définition sem-
blable de la notion d'idempotents associés, et on a obtenu certains résultats dans
le cas ou A possede la propriété (p). Toutefois, il apparait que si l'on veut obte-
nir des résultats plus généraux (en particulier si A ne satisfait plus (p) mais
seulement (q)), il est préférable de considérer une notion légérement différente

d'idempotents associés qui coincide toutefois avec la précédente si A satisfait

la propriété (p), d'apres les théoremes VI. 10 et VI. 15 de [2].
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DEFINITION. - Soient A une K-algebre de Banach, f 1'ensemble des homomor-
phismes de A sur des extensions de. K, et soit x¢ A . Nous dirons qu'un idem-
potent u de A estassocié 2 x et a une partie E de sA(x) si, pour tout

pc% telque P(x)€ E, ona ®(u) =1 etsi, pour tout (‘pei tel que ®(x) ¢ E,

P(x)eK , ona ®u)=0.

Remarque. - Sil'algebre A possdde la propriété (p), la nouvelle définition d'un
idempotent associé 3 x eta EC sA(x) coincide avec celle de [1] et [2], et
tous les résultats de [1] et [2] s'appliquent & cette nouvelle définition. En parti-
culier, si A satisfait (p) et s'il existe un idempotent associé a x eta E , il

est unique ([2], théoreme VI.15).

Pour généraliser le théoréme VI. 16 de (2], nous devrons utiliser les
résultats de [ 3] sur les semi-normes multiplicatives continues de l'algébre K(D)

des fractions rationnelles sans pdle dans un fermé borné D de K.

DEFINTION. - Nous dirons qu'une couronne vide I’ de D ([2]) est x-fendue si

elle posseéde la propriété

X -Q

inf |a| ”taHsi< 1 ou ta =

acT (x ’3)2

THEOREME 9. - Soit A une K-algtbre de Banach unitaire qui n'est pas un corps.

Soit x¢ A, soit D = sA(x) , et soit FO une couronne x-fendue de D . Alors il

existe un idempotent associé 3 x et 3(1"0) (resp. a x et 6(T0)). De plus, si

les composantes infra-connexes de D sont en nombre fini (D ,Dn) , et si

EREE

toute couronne vide de D est x-fendue, alors il existe une famille d'idempotents

u, (1=i=n) tels que u, soit associé 3 x et Di , et tels que
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(1) uu, =0 pour i#j
n
() L ou =1

(Le couronnes vides I' de D sont définies notamment dans [2], IV, ainsi que

3(T) et 4(D)).

COROLLAIRE 1. - Soit A une K-algébre de Banach unitaire qui n'est pas un

corps et qui possede la propriété (q) ; alors, pour toute couronne vide T de

D= sA(x) , il existe un idempotent associé 3 x et I(I') (resp. x et &(T)) ;

de méme, siles composantes infra-connexes de D sont en nombre fini n, il

existe une famille d'idempotents u, (1<i<n) associés & x etd Di , et satis-

faisant (1) et (2) . Enfin, si A admet au moins un idéal maximal de codimension

1 et possede la propriété (p), les idempotents u, existent, et sont uniques.

COROLLAIRE 2. - Soit A une K-algébre de Banach unitaire qui n'est pas un corps,

qui posstde la propriété (q), et dont les idempotents sont en nombre fini N . Alors

pour tout x€ A , le nombre des composantes infra-connexes de sA(x) est majoré

par N.
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