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DISTRIBUTIONS p-ADIQUES ASSOCIEES AUX SERIES DE HECKE
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Yvette AMICE et Jacques VELU

©
2T
I. - INTRODUCTION. - Soit ®(z) = £ A_e” % une série de Hecke de poids w+2,

n=1 ©°

i. e. une forme modulaire parabolique pour SLZ(Z) de poids w+2 , telle que

®|T =A% pour tout opérateur de Hecke T
n n n

Soit X un caractere de Dirichlet de conducteur f(x). Posons
(px(z) :El)‘n x(n) eZﬂinz , alors la fonction Acp(x’ s) = f X)s ‘r‘”ys cp (iy) -511 =
(f (X) T (s)/(2m) )( Z k X ( n)/n ) est holomorphe dans € et sgnsfalt a 1'équation
. s)=x(- 1)1W2 __((x)__ A (x 1, w+2-s) , ou
Gx )

est une somme de Gauss.

fonctionnelle
cp(

Gh) = B @) 2/
a mod f(¥)

Quand s = ktl estun entier, on peut écrire Acp (x,8) au moyen d'une

somme finie. En effet, nous avons ¢ (z) = —((X'L z x-l(-—a) P(z b2 ,
k,-k-1 fX) 5 mod £(x) £(x)
ce qui donne A (x, k+1) = £(x) VoGl o= X'l(-a)Q (a/f(x)) , avec
iw a mod £(¥)
Qk(x) = J (z —x) ©(z) dz , (xe@ et z = x+iy avec 0<y < =),

X
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Dans [4] , Manin étudie ces intégrales et démontre :

THEOREME I.- Il existe w+ei]R et w_eR tels que pour tout entier k¢ [o0,w],
Qk(x) +e Qk(—x)

tout e ¢ {-1,+1}, tout xe@, Qf (x) = appartienne au corps de
T T ) 20 Ly
nombres réel Q(xl, cees )‘n’ ...). De plus, pour x¢€@ , soit D un entier tel que

€
Dxg¢ Z , alors Dka(x) est entier algébrique.

Il résulte de ce théoreéme que les deux membres de 1'égalité :

k+1
i A (x,k+1) _a_ -
® k -1 X('l) a
" = £(x) E x (-a)a L
G(x) w(-l)kx('l) a mod £(¥) K )

sont des nombres algébriques ; nous les noterons A(y, k) .

Soit @ le corps des nombres algébriques et CP le complété de la clo-
ture algébrique du corps p-adique élémentaire (Dp . Nous fixons un plongement
de @ dans Cp : ceci nous permet de considérer désormais les nombres algé-

briques, et en particulier A(¥,k), comme appartenanta C

Avyant fixé un nombre premier p , pour donner une interprétation p-adi-
que des valeurs A(yx, k), nous faisons varier le caractére X de facon que son
conducteur divise Ao pn , ou Ao est un nombre fixé premier 2 p . Le groupe des
caracteres de Dirichlet ainsi choisi s'identifie & un sous -groupe discret d'un groupe
analytique p-adique (groupe des quasi-caractéres p-adiques, cf. §.II). La 'dis-
tribution p-adique' associée a la série de Hecke ® est une fonction analytique sur
le groupe des quasi-caracteres p-adiques, prenant sur le sous-groupe des carac-
teres de Dirichlet les valeurs A(Y,k) (2 un facteur correctif pres). Le §.III ex-
pose la construction de cette fonction analytique, et le §.IV indique les outils d'ana -

lyse p-adique utilisés.
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II. - CARACTERES ET DISTRIBUTIONS p-ADIQUES. -

II. 1. - Caracteres. - Soient p un nombre premier et Ao un entier premier a p,

désormais fixés. Onpose q=4 si p=2 et q=p si p£2, onnote A= Aoq .

Les caracteres de Dirichlet de conducteur Apn sont des caracteres du
* * *
groupe multiplicatif (Z/b an) . Soit ZA: li’r_n (Z/Aan) , alors

* * * 3
ZAS (Z/AOZ) x Zp , ou Zp est le groupe des unités de Zp

Le groupe des quasi-caractéres p-adiques associé a AO est le groupe
* * *
X(ZA) B I_Iomcont (ZA ’ Cp)

A dans Cp.

des homomorphismes continus de Z

Soit X wun caractére de Dirichlet de conducteur Apn : X estun élément

* *
de Hom( (Z/Ame) s Cp) , pour tout m=n, qui se prolonge donc de fagon uni-

¥*

RE

que en un élément de X(Z que nous noterons encore Y .

D'autre part, tout z¢ Z s'écrit de fagon unique z = w(z) 8(z) avec

* * *
w(z)e (Z/AOZ) et 0(z)¢ Zp ; 1'application g : z + 8(z) est un élément de X(ZA)

que nous appellerons le caractéere fondamental.

3

La structure de groupe analytique p-adique de X(ZA) provient des pro-

priétés classiques suivantes.

PROPOSITION II. 1. - Soient Up= 1+qZp = {zeZp |v(z-1)2v(q)} et
T = {teCp]v(t-l)ZO }.

(i) pour tout geUp tel que v(g-1)=v(q), l'application z + gz est un

isomorphisme de Zp sur Up ; on appellera un tel g un générateur de Up;

(ii) pour tout générateur g de UP , 1'application

*

*
L : Hom (U ,C )=X(U)~+ C_ , qui?aun caractére continu X de U
g cont' p- p P P - P
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associe Lg(x) = x(g) , est un isomorphisme bicontinu de X(Up) sur T .

¥*

A
* * * *
X(ZA) est le produit d'un groupe fini (Z/AZ) = (Z/AOZ) « (Z/qZ) par X(Up) ,

* * * *#
On voit ainsi que, puisque Z , = (Z/AOZ) X Zp et Zp ~(Z/qQZ) « Up ,
ce dernier étant (non canoniquement) isomorphe 8 T . Or T estun disque ouvert
*
de Cp : ceci fait bien de X(ZA) une variété analytique, réunion disjointe de

""disques ouverts', et on vérifie que c'est un groupe analytique.

#*
Les fonctions analytiques sur X(ZA) sont alors les fonctions dont la res-

triction a chacune des composantes isomorphes a T est analytique sur cette com-
. < ) -1 . .

posante (i.e. telle que sa composée avec un parameétrage Lg soit analytique

sur T ).

#*
Le sous-groupe de torsion de X(ZA ) s'identifie, comme indiqué plus haut,
au groupe des caracteres de Dirichlet de conducteur dpn ol dIA0 . Soit x un
*
tel caractére de Dirichlet et soit ¥ = Xo X, s23 décomposition en Xo€ X((z/b2z) )

et Xle X(Up) : alors X prend ses valeurs dans le groupe o= U n ou W n
n

P P P

désigne le groupe des racines pn—iémes de 1'unité dans Cp . Le choix d'un géné-

rateur g de Up identifie X a xl(g)eu -

P
*

La fonction analytique sur X(ZA) que nous construisons au §.III est
k

définie par ses valeurs sur les caracteres xe , ke[0,w], et x élément de

torsion de X(Z.‘ ).

A

*

II. 2. - Distributions p-adiques. - Le g.roupe ZA

est le produit d'un groupe fini par

3

Up : parmi les fonctions continues (& valeurs dans CP) sur X(ZA)

, nous dis -

.

tinguerons l'algebre Locan(Z;) des fonctions localement analytiques, muni de sa
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*
topologie naturelle (cf. par ex. [1]). Alors X(ZA) est un sous-groupe multipli-

catif de cette algebre.

¥*

DEFINITION II. 2. 1. - Nous appelons distribution sur ZA une forme linéaire con-

tinue sur Locan(Z A)'

PROPOSITION 1II. 2. 2. - La restriction 3 X(Z*A) des formes linéaires sur

Locan(ZZ) définit un isomorphisme de l'espace des distributions sur l'espace des

3*

A)'

fonctions analytiques sur X(Z

La démonstration de cette proposition repose sur la caractéristique des

fonctions localement analytiques par leurs coefficients d'interpolation [ 1].

*

A et l'espace des

L'isomorphisme entre l'espace des distributions sur Z

fonctions analytiques sur X(Z , ) peut étre précisé sous forme d'un dictionnaire

1)

*
entre les propriétés de croissance des fonctions analytiques sur X(ZA) et le fait,

pour la distribution associée, d'@tre prolongeable continiment 2 un espace de

* * 3*
fonctions sur ZA , plus grand que Locan(ZA) et ou Locan(ZA) est dense. Don-

nons deux exemples de telles correspondances.

-

E
PROPOSITION 1II. 2.3, - Une distribution sur Z est une mesure (i.e. se prolon-

A

%*
ge continiment a l'espace des fonctions continues sur ZA ) si et seulement si elle

-

induit sur X(‘Z;) une fonction analytique bornée.

Pour formuler le second exemple, rappelons quelques notions sur les

conditions de croissance au bord d'une fonction analytique sur un disque ouvert.

Soit f une fonction analytique sur T , sa fonction module, Mf(r) est

définie, pour 0< r<1, par M/r) = Sup ]f(x)[=Maxn(|bnlrn) , ou

f [x-1]sr
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f(X)= & b X—l)n est la série de Taylor de f au point 1 .

Al

Etant données deux fonctions f et g, analytiques sur T , nous noterons

£=0(g) (resp. £= og))si lim (Mr)/M (r))<t= (resp. lim (Mr)/M,(r))=0).
r+1" g r+1- g
Par exemple, si g(X) = (Log(X)k) , et £(X) = );lobn(X-l)n, on montre que f =o(g)
n>

k
équivaut a fbnf = o(n") (la valeur absolue de Cp étant normalisée par [p|=1/p).

Pour des fonctions f et g analytiques sur X(ZA) , les notations
f- O(g) et f=o(g) signifient que les restrictions de f et g 2a chacune des com-
posantes de X(ZA) isomorphe a T ont cette propriété. On vérifie qu'il s'agit

bien d'une notion intrinseque, i.e. indépendante du choix d'un paramétrage L

*
PROPOSITION 1I.2. 4. - Une distribution sur ZA se prolonge 2 l'espace des

tions k-1 fois dérivables dont la dérivée k-1 ietme est lipschitzienne [2] & la

* K
condition nécessaire et suffisante que sa restriction a X(ZA) soit o((LogX)") .

D'autre part, les relations classiques [3] entre les zéros des fonctions
analytiques et leur fonction module, permettent de montrer qu'une fonction analy-
tique sur T , qui satisfait une condition de croissance, et a "trop' de zéros, est

nécessairement nulle. Dans cet ordre d'idées, nous utiliserons le résultat suivant:

LEMME 1II.2.5. - Soit f une fonction analytique sur X(Z;) et soit h un entier

positif, si f = o((Log X)h) et f(x ek) =0 pour ke [0,h-1] et x de torsion ( 8

cst le caractére fondamental), alors f =0 .

*
Ceci montre que si la construction d'une distribution sur Z , associée a

A
. p N k
une série de Hecke, donnée par ses valeurs sur les caracteres X8 (x de tor-

+1
sion, kg [ 0,w]), permet d'obtenir une fonction qui soit o(LogW ) , une telle
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distribution est unique. Cette remarque nous sera utile au §. III, en particulier

pour prouver la relation fonctionnelle.

III. - CONSTRUCTION DES "FONCTIONS L " p-ADIQUES. - Soit @ une série

de Hecke (cf. §.I) et soit p un nombre premier. La construction d'une distri-

bution p-adique analogue 2 la fonction holomorphe A(®,s) se résume dans le

THEOREME III. - Soit A une racine de 1'équation XZ-)\PX+pW+1 =0, de valua-

tion p-adique vp(k) <w+1l , alors il existe une unique fonction G)\ , analytique

*
sur X(ZA) , et satisfaisant

(a) pour ke [0,w], et pour tout caracteére ¥ de Dirichlet, x = XoX]

(notations en II. 1) avec f(xo)lA et f(xl) = pn s

G, (x €9 = (1AM (-0 ALK,

(b) G, est o(Log™ ).

De plus,
(¢) si vp()\) =0, G)\
si h= [vpm] , G}\

est une fonction analytique bornée,

h+l
est o(Log ) ; enfin

(d) G, satisfait la relation fonctionnelle

A

(ew—k -1

G)\(xek)=£(x,k7G)\ X )

pour ke[0,w] et pour tout xe€ X(ZZ) , avec e(x,k) = XO(—I) (-l)k_1 , ol X=XX]

Ce théoreme généralise les résultats obtenus par Manin dans [4] et [5] :

1'énoncé ci-dessus, restreint au cas ou vp(k) <1, esten effet une reformulation
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de ces résultats.

Les principales différences entre notre théoreme et ceux de [4] et [5]

sont les suivantes

1. - La construction de Manin ne fournit une fonction G, que lorsque 1'équation

A
2 w1 . . P .
X - kpX +p =0 a une racine A de valuation VP()\.) <1 . Or cette équation a

toujours au moins une racine de valuation < w+1 , notre théoreme permet donc de

construire (au moins) une fonction G, dans tous les cas (i.e. quelle que soit la

A

valuation p-adique de )\p ).

2. - Lorsque 0< vp (kp) <w+1l , les deux racines \ et A' de l'équation fournis-

sent chacune une fonction analytique, GK et G)‘, . On peut d'ailleurs préciser cer-
taines propriétés d'analyticité du rapport GX /Gw , lorsque v(A")>v()\).
3. - La construction que nous faisons ici permet d'imposer a priori toutes les con-

ditions (a), qui impliquent 1'équation fonctionnelle (d) : en effet, 1'équation (d)
est satisfaite lorsque X estun caractere de Dirichlet, donc aussi pour tout

%

X € X(ZA) , compte-tenu de la remarque faite en fin du §. II.
4. - Ayant a priori imposé a G)\ toutes les conditions (a), on obtient une fonction
QX satisfaisant de plus les conditions de croissance (c) .

Méthode.- La méthode employée dans la construction de G, estun procédé d'in-

A
terpolation. On voit d'abord que, quitte a fixer la composante discrete X du
caractere X , tout revient a trouver une fonction analytique sur T , qui soit

w+1 , . k
o((Log) ) et prenne des valeurs données aux points (g v), ke[0,w], g un
générateur fixé de Up et y parcourant { _. Nous avons déja observé que si une

p
telle fonction existe, elle est unique. On montre alors que les fonctions qui sont
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w+1 - L. . . . ..
o(Log ) peuvent étre caractérisées par une évaluation des coefficients de la
. ~ .. . k
suite des polyndmes qui interpolent leurs valeurs sur les familles (g Y),
ke [0,w], Yeu N Puis, 1'évaluation de ces coefficients s'avérant mal-commode
P
dans le cas particulier qui nous occupe, on établit une comparaison entre ceux-ci

et des coefficients d'interpolation '"additive" (proposition IV. 4), ce qui permet de

conclure. Le §.IV. ci-dessous indique ces différentes étapes de fagon plus précise.

IV. - INTERPOLATION. - Soit T le disque {xecplv(x-1)> 0}, M ., le groupe

p
de ses points d'ordre pn s M= % M, son sous-groupe de torsion. On note g

P P

un générateur fixé de U_ = TﬂZp , soit h un entier positif, on note B, l'espace

h

des fonctions analytiques sur T qui sont o(Logh) .

h
Notation : soit h=1, F une fonction sur T , on note Sn (F) la suite des poly-
~ . . . k N
ndmes d'interpolation de F sur les points (g Y), k¢ [0,h-1], vyeu n’ c'est-a-

P
dire la suite de polynémes définie par

. h  k k
(1) sn (g Y)=F(g Y), pour ke [0,h-1] et vEu , ;
p

(ii) deg (s};) <hp".
Soit P un polynéme (2 une ou plusieurs variables) nous noterons [P] la
borne supérieure des valeurs absolues des coefficients de P . Si P est un poly-

ndme 3 une variable, on remarque que || P| = lim Mp(r) = Mp(l) .
r—+1

PROPOSITION IV. 1. - Soit Ih l'espace des suites de polyndmes (S;) >0 satis -
s Sauis=

faisant

. h &
(1) deg(Sn)< hpn et, pour ke[0,h-17, (X/gk)p -1 divise S}:1+1-S};1 ;
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nh
(i) lim [p~sP
n-+wo n

|| = 0, alors,

. h . N h
our FEBh , la suite (Sn (F))nZO appartient a Ih et Sn(F) + F pour la topolo-

de la convergence uniforme sur les disques fermés de T . De plus, pour qu'une

satisfaisant la condition (i) soit la suite des polynémes d'interpo -

. h
suite (Sn )n> 0

lation d'une fonction F appartenant 2 B. , il faut et il suffit qu'elle satisfasse (ii).

h

En d'autres termes : l'application qui a une fonction F associe la suite

h P S
Sn(F) définit une bijection de Bh sur Ih.

Remarquons que la condition (i) exprime seulement qu'il existe une fonc-

h . ~ . .
tion ¥ sur T dont la suite Sn est la suite des polynomes d'interpolation.

La preuve de cette proposition repose essentiellement sur : a) la conti-

nuité de la division euclidienne par un polynéme (cf. par exemple [(3]), appliquée
h-1 " n
3 la division par le polynéme | | Qn(X/g ), ou Qn(X) =xP -1 ; b) une ma-
h . k=0

joration de Iis el Sn || qui résulte de ce que ce polyndme a suffisamment de

racines pour qu'il tende nécessairement vers zéro sur T .

N

A partir de cette proposition, il est naturel de chercher a évaluer la suite

+
des polynémes S:’ I(G)\) déterminée par les conditions

’

k n k
(@) G, (e"v) = (/A (-1)7 Alx %, k) ke L0, w], veu -u
p p
ou XY est le caractere de Up défini par XY(g) =Y (Xo est fixé).

n-1

LEMME IV.2. - Soit G une fonction sur T , et soit, pour ig[0,h-1], R;(X) le

~ PP . i n i,
polyndme défini par : deg(Rn)<p et Rn(g Y) pour Y€ U 0" Alors

. . .n P

S};(G)(X) = R;(X) mod. (X/gl)p -1, ig[0,h-1], et ces conditions déterminent
h

Sn (@) .
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La preuve de ce lemme est tout-a-fait élémentaire. On en déduit la

PROPOSITION 1IV. 3. - Soit En l'espace des polynémes en X de degré inférieur

a pn , et soit 21111 (X,Y) l'lunique polynéme en Y , & coefficients dans En , de

h
n

. n . n
degré < h et qui satisfasse EE(X, glp ) = R;(X) , alors S}; xX)=12 (X,Xp ), de

hy_yoh
plus, [8% = 50 .

Cette derniere formulation présente déja 1l'avantage de rendre le calcul
+1
des polynomes S:: (G)\) un peut plus abordable. En effet, on montre que le coef-
.. ] i N N € ~s, n N
ficient de X dans Rn est alors, a un facteur standard pres, Qi (g /p &), ou
~ - . ~S s n n
T désigne un rationnel telque g =g mod qp , pour s¢ [0,p -1]. Les coef-
ficients de S}; s'obtiennent en interpolant la suite (indéxée par i) des coefficients
n

de R:l , sur la suite de points glp . Or, une interpolation ""additive' de ces

valeurs, i.e. une interpolation de cette suite considérée comme suite des valeurs

d'une certaine fonction sur les entiers i =0,1,...,h-1, conduit a2 évaluer des quan-
i 4

tités I z 9(z)dz, ae@ , dontla nature arithmétique est connue grace a [4].
a

s oz

Ceci nous amene a établir une comparaison entre les coefficients de poly-

ndmes interpolant une suite de valeurs données sur les suites 0,...,1i,...,h-1 et
n n
ip (h-1)p
1,...,g s s B .
PROPOSITION 1IV. 4. - Soient Ao"" ’Ah—l des éléments d'un Cp—espace de Banach

E , et soit a EUP , a#1. On note PA(X) (resp. QA(Y)) les polynémes de

. R - o o i
degré < h, a coefficients dans E , définis par PA(l) = Ai (resp. QA(a )= Ai) ,

i [0,h-1], et Q,(2)=Q,(1+2). Alors, si P,(X)=2 ijj et Q,(2) =% quj ,

on a, pour tout r> 0 et tel que r<p'1/P'1 )

A

Qi =ssxp(qull r) =Sjup(llpj|l (/-1 = IPLll gy -
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La majoration imposée & r assure que l'application z -+ Log(l+z)/Loga
est une similitude du disque [z|Sr sur le disque [x|<r/|a-1]|, dans Cp . Alors

les normes considérées pour P

A et Q‘A sont leurs normes dans les espaces de

fonctions analytiques sur ces disques. On montre que la norme “Q'Anr est égale
a la distance 2 l'origine du sous-espace affine constitué des fonctions f analytiques
pour [z|<r et satisfaisant les conditions f(a i) = Ai , de méme la norme de PA
est la distance a l'origine d'un sous-espace affine défini de facon analogue dans
l'espace des fonctions analytiques sur le disque [x[ = r/la-l‘ , or ces deux es-

paces affines sont transformés 1'un de l'autre dans le changement de variable

X s ces
x * o , d'ou la proposition.

COROLLAIRE IV.5. - Avec les notations du théoreme III, soit h=w+l et G

A

1
une fonction satisfaisant les conditions (a') pour ke[0,h-1], alors la suite

Sh (G)\) des polyndmes d'interpolation de G

satisfait |HnSh||_<.C , on C ne
n n - -

A
dépend pas de n .

COROLLAIRE IV. 6. - Si h> v(\), S:(GX) converge vers une fonction GXG B, -

our

et si v(A\)=0, S};(G)\) convergé vers une fonction analytique bornée GX ,

he [1,w+1].

La démonstration du corollaire IV. 5. repose de fagon essentielle sur les

2oz . P ez io i ,
propriétés arithmétiques des intégrales J‘ z @(z)dz , prouvées dans [4]. Le
[0
théoreme III résulte aisément de ces deux derniérs énoncés.
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