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INTRODUCTION 

Ce travail a été inspiré par les premières pages de l'exposé 

[5 ] où Cartier présente, en un raccourci magistral, les idées de 

Schwinger et Symanzik concernant les liens entre la virtuelle équation 

du champ quantique et celles du champ Euclidien, puis rattache ces 

idées à la théorie de Guelfand sur la correspondance entre représenta-
il) 

tions de Weyl et mesures quasi-invariantes sur les EVT . Malheureuse

ment, la difficulté extrême des problèmes techniques que pose la théorie 
(2) 

fait que l'on ne sait pas,actuellement, mettre en œuvre ces idées 

et que les équations en cause restent "formelles" ; cela, non seulement 

dans le cas "physique" où d = 4 (d désigne la dimension de l'espace 

temps), mais même dans le cas où d = 2. Par contre, il se trouve que 

dans le cas où d = 1 (cas "trivial" où l'espace est réduit à {oj), les 
problèmes sont abordables par des techniques bien au point (entre autres 

celles de la théorie Hilbertienne des équations paraboliques et celles 

de la théorie probabiliste des processus de diffusion), et que toutes 

les équations présentées par Cartier au § 1 de [5] peuvent être alors 

posées et résolues rigoureusement : c'est l'objet de ce mémoire que d'ex

pliciter une manière d'y parvenir. Et, indépendamment de la théorie des 

champs qui les ont motivés, les développements ainsi obtenus relient les 

processus de diffusion aux mesures quasi-invariantes sur leurs espaces 

de trajectoires, et ces dernières à certaines équations fonctionnelles 

en dimension infinie. 

Ainsi, le sujet, quoique très centré, touche à plusieurs spé

cialités ; et on a pris ici le parti de le présenter de façon à peu près 

autonome : au niveau technique, ce travail ne réclame de connaissances 

(2) Il est question ici des idées mentionnées ci-dessus concernant les 

équations du champ quantique ou du champ Euclidien, et non des idées 

qui ont été mises en œuvre dans la théorie constructive de Glimm et 

Jaffe ou dans la théorie Euclidienne de Nelson. 

(l) Pour cette théorie, voir le § IV.5.2 de [ 1 9 ] et l'appendice A 

ci-dessous. 
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préalables ni en théorie des champs, ni en théorie des processus de dif

fusion ; en particulier, une connaissance de l'exposé de Cartier précité 

n'est pas indispensable, formellement. Cependant, au niveau des motiva

tions, un lecteur non averti de la théorie des champs se trouvera sans 

doute plus à l'aise après avoir lu au moins le § 1 de cet exposé, et 

cette lecture pourrait être faite parallèlement à celle du "condensé" 

de la matière en cause qui suit. En tout cas, que ce lecteur ne s'ima

gine pas qu'il va trouver ici des éclaircissements sur l'interprétation 

physique de la Théorie» Et même il serait sans doute assez vain de cher

cher une signification physique aux objets mathématiques étudiés ci-

dessous : le modèle envisagé (avec d = 1) ne présente un intérêt en 

Théorie des champs que comme préfiguration formelle (du point de vue des 

liens entre les diverses équations du champ) des modèles "physiques" à 

mettre en place (avec d = 4 ) . 

* 
* * 

Bref, voici ce dont il est question : il s'agit de montrer 

comment l'étude de certaines mesures quasi-invariantes permet d'expli

citer le lien entre les équations du champ quantique et celles du champ 

Euclidien. Pour ce faire (voir l'alinéa c/ ci-dessous), on commence par 

définir ces champs : 

a/ Champ^quantique : construction de Guelfand-Segal - Etant donné un es

pace de Hilbert complexe ^ , un germe de champ (quantique) dans ^ 

est un triplet ($q, TT̂ , H) d'opérateurs auto-adjoints dans (fâ tel que, 

d'une part, 

(1.1) ? 1T ] = i(1) I (relation de commutation canonique), o o 

(l) Si A, B et C sont des opérateurs non bornés dans $b , la relation 

[A,B] = C signifie que l'opérateur [A,B] = AB - BA est préfermé et 

que sa fermeture coïncide avec C ; voir aussi CO (Appendice C). 
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et d'autre part, l'opérateur H (le Hamiltonien) est positif, admet 0 

comme valeur propre simple et vérifie, 

( 1 . 2 ) [H, * ] = - i TT 
L oJ o 

De plus, désignant par Q un polynôme réel dérivée d'un polynôme borné 

inférieurement et non constant, on dira que le germe ($ ,îf ,H) admet 
o o 

l'interaction Q si on a , 

( 1 . 3 ) [H,H ] = i Q(» ) u oJ o 

Le champ (quantique) associé au germe (• , TT ,H) est la famille 

(* ) r d'opérateurs auto-adjoints dansdéfinie par, 

(1 .4 ) Qt itH 
e 

* e" o 
-itH 

(t G JR) . 

Et il n'est pas difficile de vérifier formellement (l) que la relation 

( 1 . 2 ) signifie que / $ = TT et que ( 1 . 3 ) équivaut à, dt / t o 
't=0 

( 1 . 5 ) 
d2 

ds2 s 
's=t 

Q(*+) = O (t €m), 

Les relations ( 1 . 3 ) et ( 1 . 5 ) sont deux formes équivalentes de l'équation 

du champ qui est en cause. On comparera les relations (i.l), ( 1 . 2 ) , ( 1 . 3 ) , 

( 1 .4 ) et ( 1 . 5 ) ci-dessus aux relations (4), (5) , (6), (7) et (l) de 

Cartier dans [5]» Cela étant, deux résultat» sont à retenir ici. Le pre

mier concerne l'existence et l'unicité d'un champ : Lorsque le système 

{i ,TT ) est donné de façon standard (ainsi que le polynôme Q), il y a 
o o 

existence et unicité d'un Hamiltonien H vérifiant l'équation ( 1 . 3 ) (plus 

des conditions de régularité convenables), et on a, 

(1 .6 ) H = 
1 
2 
(T2 
o 

Q(» )) 
o 

(1) voir l'alinéa 1 .2 (§ l) où cela est fait rigoureusement. 
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où Q est une primitive de Q(1) (on retrouve ainsi le Hamiltonien de 
(2) 

l'oscillateur anharmonique ). Le second résultat concerne la cons

truction de Guelfand-Segal : Etant donnée une mesure de probabilité £ 

sur TR admettant une densité p régulière et partout >0, on définit des 
2 

opérateurs $ , TT et H dans L (]R,§) symétriques, fermés et admettant £> = £K3R) somme cœur en posant, 

(1.7) * \|t(x) = x i|r(x) 

(1 .8 ) TT \|f(x) 1 
i 
(••(x) - £(x) 1r(x» 

(1.9) H\|f(x) 1 
2 
• "(x) + £(x)\|f'(x) (x e TR , \|f £ £)) , où 

(1.10 C(x) 2 p'(x)/p(x) (x <E TR) 

2 
L'opérateur H dans L (3R,§) ainsi défini est le Hamiltonien 

(3 ) 
engendré par la mesure £ • De plus, pour que ce triplet ($ , TT ,H) 

2 ° ° soit un germe de champ dans L (]R,§) admettant l'interaction Q, il faut 
et il suffit que, 

(1.11) 1.11 
1 
2 
1.11xcx 

et cette équation admet une solution p et une seule, régulière, partout 

> O et d'intégrale 1 (en fait, cette solution est dans J(TR)a la mesure 

£ correspondante est la mesure quasi-invariante sur TR spécifiée par  

llinteraction Q ^ ^ ^ . Ainsi, la construction du champ quantique d'inter-

(1) Voir 1 .3. 

(2) Voir l'appendice B 

(3) Voir 1.4. 

(4) Voir 1 . 5 . 

(5) Sur TR , les mesures quasi-invariantes par translations sont celles 

qui sont équivalentes à la mesure de Lebesgue ; voir A2 (Appendice A). 
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action Q est ramenée à la détermination de la mesure quasi-invariante § 
via la résolution de l'équation (i.ll). 

b/ Champ Euclidien : mesures Euclidiennes et construction de Nelson 

Soient le sous-espace de C(]R,IR) formé des fonctions 
au G C(]R,]R) telles que / U(t)|P(l + t2)"1dt<+ 00 pour tout p>0 (1) 

TB. I 
G* (resp G* , pour chaque J C 3R ) la tribu sur № est engendrée par les pro
jections XT : au -» au(t) avec t G TR (resp par les projections XT avec 

t G J) et S (resp 0 , pour chaque u G TR) la transformation de V dé

finie par Xt o S = X_t (resp Xt o 6̂  = xt+ui t € ]R , u € ]R) . On appelle 

ici mesure Euclidienne toute mesure de probabilité |1 sur (W, 0* ) inva

riante par les transformations 0̂_ ( t £ TR) et S (propriété d'invariance  

Euclidienne) et possédant la propriété de Markov. 

( 1 . 1 2 ) 6^ = xt+ui6^ = xt w x < E ^ / ^ t | ] 

pour tout t € TR et tout Z € L2(W,(Fr . , |i) où E [./F ] désigne le 
^ t, + j p j 

2 2 
projecteur orthogonal de L (\W,(r, |J.) sur L (\W,(?T,M-). La construction de 

(2) J 
Nelson consiste à associer à une telle mesure |J- le couple (̂  ,H ) où 

O p 
est la mesure de probabilité sur TR qui est l'image commune de M» par 

µo 
les X (t G TR) et où H est l'unique opérateur auto-adjoint positif dans 

2 t ^ L (1R,^) tel que l'on ait, ( 1 . 1 3 ) 
-tH 

(e ^) o X 
o 

6^ = xt+ui6^ = xt+ui (t>0) (3) 

La correspondance entre |JL et ( M- ,H ) pose de nombreux problèmes : on 
o M* 

retient seulement ici le résultat suivant concernant la construction 

d'une mesure Euclidienne |i à partir du couple ( |J» ,H ) : si § est la 
O |JL 

mesure quasi-invariante sur ]R spécifiée par l'interaction Q, et si H est 

le Hamiltonien engendré par Ç (voir a/ ci-dessus), alors il existe une 
(1) Voir 2 . 6 . 1 . à propos de cette définition. 

(2) ou plutôt une forme très particulière que prend cette construction 

dans le cas où d = 1 (voir le § 3 de [6] et le § 3 de [5 ] 

(3) Voir 6 . 1 . 1 . 
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mesure Euclidienne M- et une seule telle que, 

(1.14) 6^ = xt+ui et \ - H (d 

Cette mesure est la mesure Euclidienne spécifiée par l'interaction Qe 

Ce résultat repose essentiellement sur le caractère Markovien du semi-

groupe (e- th) (2) et sur la décroissance rapide de la densité p de 
t > 0 

Le système (№, , M- ; (6.) 
t € B 

(X.) ) 
* t € ]R 

e t un processus 

de Markov stationnaire quelle que soit la mesure Euclidienne |i. C'est 
un processus de diffusion lorsque M» est la mesure Euclidienne spécifiée 

(3) 
par l'interaction Q • 

Enfin, à chaque mesure Euclidienne M» est associé le champ Euclidien 

(V, 0» ,M. ; E) sur ̂(IR) W obtenu en désignant par 2 l'application de 
o 

O (B) dans L (fcT, W , M-) qui, à chaque f € 4 (]R) , fait correspondre la 
classe modulo M- de la fonction C?-mesurable 0) -»<U),f> = fuû(t) f(t) dt. 

]R 

c/ Equations du champ Euclidien : quasi-invariance de la mesure Eucli

dienne • Soit M- la mesure Euclidienne spécifiée par l'interaction Q, 

On cherche à caractériser |i directement et explicitement en termes de 

Q, et pas seulement par la relation (I.l4) qui la définit en termes du 

couple (§,H) que fournit la construction du Guelfand-Segal via la réso

lution de l'équation (I.ll). Le résultat de base obtenu à ce sujet est 

le suivant : La mesure M» est quasi-invariante par les translations de 

S = ̂ (]R , H ) , et, plus précisément, on a , 

(1) Voir 2.1.3. 

(2) Voir 2.1.2. 

(3) Voir 2.1.4. et [27] 

(4) Selon la définition donnée par Nelson au § 6 de [6] avec 4> mis pour 

S) ; voir 2 . 3 . 

(5) Voir 5.2.1 et la remarque de 5 . 3 . 3 . 
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(1.15) 
dw 

F(tu-f )M.(du)) 
w 

6^ = xt+ui6^ = xt+ui (f e $ , F É C ^ É F ' ) ) où 

( 1 . 1 6 ) A(f,u,) 
1R 

[U)(t)4 
_1 
2 

f(t)]f"(t) [Q(w(t)+f(t)) Q(ou(t) ) J jdt 

(ou € V) • 

. * „ ( 1 ) 
ou Q désigne une primitive de Q . De plus, et ce point est primordial, 

est la seule mesure Euclidienne vérifiant ( 1 . 1 5 ) et pour laquelle le 
( 2 ) 

couple ( M- ,H ) vérifie des conditions de régularité standard 

Cette propriété de quasi-invariance de ^ a diverses conséquences 

( 3 ) 

qui en apparaissent comme des formes infinitésimales • D'abord, la 

transformée de Fourier I de ^ vérifie l'équation de Symanzik, 

( 1 . 1 7 ) 
d2 

ds2. s = t 

à J ( g ) 
s 

i Q 
1 
wx_ wx 

wx 
Jt(g) + g(t) JL(g) = 0 

( t € ]R , g G 5 ) , 

où la dérivée fonctionnelle est définie par, 

( 1 . 1 8 ) 
B 

f(t) Ô JE (g) dt 
d 
l e 

6=0 
JC (g + ef) (f e s ) . 

La fonctionnelle JE est définie ici par, 

( 1 . 1 9 ) Jt(g] 
V 

ei < ^ , g > ^(dU)) 
(g £ S) 

( 1 ) Voir 4 . 1 . 2 . 

( 2 ) Voir 6 . 1 . 2 

( 3 ) Voir 5 . 2 . 1 et la remarque de 5 . 3 . 3 . 
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sd 
et appartient à une classe (S (S) de fonctions sur $ indéfiniment dif-

férentiable au sens de Gâteaux ; classe laissée stable par l'opérateur 
( 1 ) 

at , ce qui donne un sens au second terme de ( 1 . 1 7 ) • Puis, de l'équa

tion de Symanzik que vérifie JL découlent les équations de Schwinger : 

Pour chaque entier n ̂  1 , on définit une fonction continue, bornée et 

symétrique sur IRn en posant : 

(1.20) S (t,...,t ) 
n i n 

sqdd1 xc 
n 

J. (0) 
xc 

n 
n 
j = l 

au ( t . ) M-(dcu) 
3 

(t.: 
3 

M-(dcu) 

et la suite S = (S ) avec S = 1 vérifie, n ^ o n̂ O 

( 1 . 2 1 ) 
TR 

f"(t)S 
n+1 

(t,t,...,t 
1 n 

>sdt 
n 

j = l 
f(t.)S . 

J n-1 t^,...,t^^,t j + 1 7 n 

q 

k=0 
ak 

IR 
f (t)S 

k+n 
M-(dcu)M-(dcu)xc dt 

f 6 S i n entier £ 0, (t.) € TRU ) où, 

U .22) Q(X) 
a 

k=0 

YK a X 
k 

(le premier terme au second membre étant pris égal à O si n = O)• 

En outre, 

(I.23) Jt(g] 
df 

n=0 

. n 1 
n! 

sd 
S (t . . . . ,t 
n i n 

n 

sdss 
g(t,)dtl dt 

n 
(g € S) 

' . , (2) la série au second membre étant absolument convergente . On comparera 

(1) Voir 5 . 1 . 

(2) Voir 5 . 3 . 
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les relations ( 1 . 1 5 ) , (I .l6), ( 1 . 1 7 ) et (l.2l) ci-dessus aux relations 

( 3 1 ) , (30), (l6) et (13) de [5 ] ; en particulier, le problème posé par 

Cartier au bas de la page 4l8-07 est résolu dans le cas où d = 1 . On 

note la manière dont la quasi-invariance de ^ fait écho à celle de (J/ : 
o 

Pour |i, mesure sur l'espace fonctionnel le module de quasi-invariance 
A , . . e est explicitement donne en termes de Q par ( 1 . 1 7 ) ; tandis que pour 

A 
M» , mesure sur TR , le module de quasi-invariance e 0 [avec 
o ( 1 ) A (x,y) = Log ( P(x+y)/p(y) ) , x G TR , y G TR J n'est obtenu qu'impli-
o 
citement en termes de Q via l'équation (i.ll). 

Enfin, dans le cas du champ libre de masse m > 0 (cas où 

Q(x) = m2X) , |JL est la seule mesure de probabilité sur (InT, 0» ) vérifiant 
os 

( 1 . 1 5 )? Jt le seul élément de @ ($) solution de (I • 17) et tel que 
00 

JE(O) = 1 , et S = (S ) . le seul élément de n e(3Rn) solution de (l.2l) 
n n̂ O n_Q b 

et tel que S = 1 (2 ) . On conjecture que, dans le cas d'un polynôme d'in-o 
teraction Q quelconque, il en est de même, au moins, en ce qui concerne 

les deux dernières propriétés, si on impose à JT et à S de dériver d'une 

mesure de probabilité sur (\K?̂ )« 

* 
* * 

A propos des idées directrices et particularités de ce travail, 

on peut souligner (entre autres ; voir aussi 6.5) les points suivants : 

Du point de vue de la théorie des champs, se limitant à un système d'axio

mes très spécial au cas d = 1, on étudie résolument le champ (quantique 

et Euclidien) à partir de l'équation d'interaction supposée donnée d'a

vance , plutôt que par perturbation du champ libre ainsi que le fait la 

théorie constructive. 

Et en ce qui concerne les processus de diffusion en cause, on s'intéresse 

davantage aux propriétés fonctionnelles des mesures sur C(]R,3R) aux -

(1) Voir Al, A2 et 1 . 7 - 3 . 

(2) Voir 6 . 4 . 1 . 
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quelles ils correspondent qu'à leur aspect probabiliste, tandis que, 
ainsi qu'il est naturel de la faire dans le contexte Hilbertien de la 
Théorie Quantique, les semi-groupes Markoviens qui interviennent sont 
considérés comme semi-groupes d'opérateurs auto-adjoints dans l'espace 

2 L de leur mesure invariante, plutôt que comme semi-groupes de noyaux-(1) 
mesures • A ce propos, on s'est permis de redémontrer dans le con
texte intervenant ici divers résultats "bien connus" dans les contextes 

(2) 
plus généraux (par exemple les formules de Feynman-Kac et Cameron-

(3) 
Martin JJ). 

* * 
Nous remercions vivement Claude Bardos et Pierre Priouret pour 

leur collaboration. Le premier à propos de divers résultats prélimi-
(4) 

naires d'analyse fonctionnelle ; et le second à propos des liens de 
ce travail avec la Théorie des processus de diffusion. Nous remercions 
aussi Dimitri Fotiadi et Jean Lascoux pour leurs observations et leur 
soutien. Et nous saluons encore Cartier pour la vision de la Théorie 
des champs que nous a apportée son exposé précité. 

(l)Voir 2.1,4 à ce sujet. 
(2) Voir 3.1. 
(3) Voir 3 . 5 . 
(4) Appendices B,C et D. 
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§1.- CHAMP QUANTIQUE EN DIMENSION d = 1 : ÉQUATION, HAMILTON!EN  

ET MESURE QUASI-INVARIANTE CORRESPONDANTS 

Dans ce paragraphe, on introduit les opérateurs différentiels 

qui interviendront dans la suite : à chaque mesure de probabilité M-
00 ° 

sur 3R, de densité p partout > O et de classe C , on attache l'opéra

teur symétrique fermé H dans ( IR, M- ) défini, avec © ( IR) comme cœur 
o par, 

(l.i) Hilf 1 
¿2 
M-(dcu) M-(dcu) 

( IR)), où Q 1 
2 

M-(dcu) 

[voir le Théorème l.II en 1.4, le Lemme 1.5 et la Proposition 1 . 6 ^ ^ ] . 

En fait, le but de ce paragraphe est d'expliciter comment 

certains de ces opérateurs peuvent être considérés comme Hamiltoniens 

de champs quantiques en dimension d'espace temps d = 1. Pour cela, on 

commence en 1.1 par énoncer pour un tel champ (considéré comme une 

famille ($ ) - d'opérateurs auto-adjoints sur un espace de Hilbert 
tt tIR 

H un système d'axiomes incluant la relation de commutation canonique 

à chaque instant, 

(C) Pour tout t € IR, [&,,TT ] = il , avec TT = — / $ , et l'équation, 
*̂s t ̂  

d2 / 
(D) Pour tout t € IR, -/ $s + Q^t^ = ° ' ° Ù Q ^ ^ C * ] est le "Polynô-

ds / S 's=t 
me d'interaction" Puis on montre en 1.2 comment (C) et (D) se tradui-

sentpour le Hamiltonien H [assurant l'invariance du champ par transla

tion via la relation § = eltH$ e ltH (t € 3R)1 respectivement par les 
t o 

relations, 

(l) Un lecteur principalement intéressé par l'aspect "processus de dif

fusion et mesures quasi-invariantes" de cet article peut se contenter 

de prendre connaissance de ces résultats avant de passer au §2. 
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1 . 1 . 1 

(cl TT 
o 

Ì[H,§ ], et (D ) Q(* ) L o J 1 o 
-Ì[H,TTO] 

(1) 

ce qui permet en 1 .3 (Théorème 1 . 1 ) d'établir, lorsque le système de 
Heisenberg ($ TT ) et l'interaction Q sont donnés, l'existence et l'uni-

o ' o 
cité de H (donc aussi du champ) sous forme de l'opérateur anharmonique 
1 2 A 
-r TT + Q($ ) où ô est une primitive de Q déterminée sans ambiguité par 2 o o 
la condition spectrale (H ̂  0) et l'existence du vecteur vide (Q de-

vant être tel que Q soit borne inferieurement). 

On étudie ensuite en 1.4 et 1 .5 comment on peut réaliser le 
2 

système ($ , TT ,H) dans un espace L ( IR, M- ) (où M» est, comme ci-dessus o o o o 
une mesure de probabilités quasi-invariante sur 3R), de telle sorte 
que ($ , TT ) soit le système de Heisenberg canoniquement associé à M» 

° ° (2) ° selon la théorie de Guelfand et que le vecteur vide Ci soit la o 
constante 1 : ces conditions déterminent de façon unique, lorsque Q 

est donné, la mesure M< par les équations équivalentes, 

(d) ce • 1 
2 
C" = Q (d") d 

df 
P/2) A 1/2 

+ Q P 
o, 

et H est alors l'opérateur différentiel défini ci-dessus par la rela

tion (l.i) [ voir en 1 .5 le Lemme et le Théorème l.IIl]. 

1.1.- Axiomes d'un champ quantique en dimension d = 1 

(3) 
1 . 1 . 1 . - Désignant par Q un polynôme a coefficients réels , un champ 

quantique d'interaction Q peut être défini comme suit lorsque la di

mension d'espace temps d est réduite à 1 : 

Etant donné un espace de Hilbert complexe et séparable H(4) on consi

dère un système Q = (S) ,Q^,H,$), où $> est un sous-espace dense de 

[le domaine 1 , 0^ un vecteur de f) tel que ||Œ || = 1 [le vecteur vide | 
L 

(1) En 1 . 1 et 1 .2 sont introduits des cœurs sur lesquels les relations 

(C), (D), (ĉ ) e_t (Dî  deviennent mathématiquement correctes. 
(2) Voir A.5 (Appendice A). 

(3) Voir la remarque 1.7»5» 

(4) Avec les notations et la terminologie introduites en CO (Appen

dice C) . 
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1.1.1. 

H un opérateur auto-adjoint dans[l'opérateur Hamiltonienl et 

* = (* ) 

t t IR 
une famille d'opérateurs auto-adjoints dans H(1)^5 [^es 

opérateurs de champ (à temps constant)] . Un tel système sera appelé 

champ quantique dans $ê (ou seulement champ) si les axiomes A, B et C 

ci-dessous sont satisfaits : 

(2) 
AXIOME A (condition spectrale).- L'opérateur H est positif dans 

H, et on a, 

(1.1.1) I f l t € D(H) et Hllf = 0 o1M-(dcu)' 

itH 

AXIOME B (invariance).- Pour tout t € IR, l'opérateur unitaire e 

applique £) dans je) , et, pour tout s € IR, on a, 

(1.1.2) t+s e $ e 
-itH 

Ainsi la famille $ = ( 4 ) des opérateurs de champ est entière-
t t € IR 

ment déterminée par la donnée des opérateurs $ et H, et par la 
o 

relation, 

(1.1.3) t 
itH ̂  e v o 

-itH 
e 

(t e tr) . 

AXIOME C (relation de commutation canonique à chaque instant).- Pour 

chaque \|f € £) , i|r € D(*t) Pour tout t £ IR et l'application t -» 

est continûment différentiable de IR dansée ; de plus, pour chaque 

t € IR, g) est un cœur pour $ , et il existe un opérateur auto-adjoint 

TT surfC admettant SE) comme cœur et tel que, d'une part ( $ , TT ) cons-
( 3 ) t t 

titue un système de Heisenberg standard sur $6 , et d'autre part, 

(1.1.4) TT * 
d 
du 

sdsd 

usd pour tout l|r € © . 

(1) On se limite aux champs scalaires neutres. 

(2) i.e accrétif (voir Gl). 

(3) Voir A.5 (appendice A). 
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1.1.1, 1.1,2 ,1.1.3 

On note que, puisque j£) est supposé être un cœur pour TT̂ , cet 

opérateur est déterminé sans ambiguité par la donnée de $ et la rela

tion (1.1.4) ; en outre, en vertu de l'invariance (axiome B), on a, 

(A . 1 . sdf itH 
e 

IT e o 
-itH pour tout t € IR. 

On dira que le champ j> admet 11 interactionQ31 il vérifie, en 

plus , 

AXIOME D (Equation du champ).- Pour tout t € IR, %> C D(Q(*t)) ; et 

pour tout • € ¿0 , l'application t -» $ i|f est deux fois continûment 
différentiable de IR dans # , et on a, 

d.1.6) 
d2 

ds2 
s=t 

$ • + Q(* )• = O s t pour tout t t: IR. 

1.1.2.- Les axiomes A et B sont ce qui reste, lorsque d = 1, des 

axiomes 0, I et II de Wightman (voir [l] pages 97 à 100) modifiés pour 

inclure l'existence des opérateurs à temps constant (I)t ; lesquels per

mettent de formuler la relation de commutation canonique à chaque ins

tant (Axiome C) et - contrairement à ce qui se passe lorsque d ̂  2 -

l'équation du champ (1.1.6) (Axiome D). L'axiome III (causalité) n'a 
(1) 

pas de correspondant formel ici; mais est remplace par l'axiome C ; 

et l'irréductibilité postulée pour les systèmes (̂ ,ïï̂ _) (par défini

tion même d'un système de Heisenberg standard ; voir A5) entraîne que 

le vecteur vide Cl est cyclique pour chacun des opérateurs $ (t € IR). 
o t 

1.1̂ 3»- En posant les axiomes précédents, on a en vue un théorème 

d'existence et d'unicité d'un champ les satisfaisant lorsque le poly

nôme d'interaction Q est donné a priori ; cela afin d'obtenir une clas

sification des champs en fonction de la caractéristique "interaction". 

Lorsque Q est la dérivée d'un polynôme borné inférieurement, un tel 

résultat sera établi en 1.3 (corollaire 4 du Théorème l.l). L'unicité 

va avoir lieunà une équivalence près" que l'on peut définir comme suit : 

appelant germe du champ <6 le triplet ($ ,TT ,H) d'opérateurs auto-ad -
1 ^ O O A 

joints sur fÇy , on convient de dire que deux champs $ et $ sur les es-

(l) voir le bas de la page 100 de [l] 
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1.1.3, 1.2 

paces de Hilbert ̂  et Jf^ sont équivalents si leurs germes se corres-

pondent par une transformation unitaire U d e ^ sur ̂  ( i. e si 

§ = u$ U"1, TT = Uïï u"1 et H = UHU"1). Le numéro suivant est consacré o o o o 
à l'expression des axiomes C et D en termes du germe ( $ ,TT ,H). 

1.2.- Intervention des commutateurs [H,$o] et [H,nQ] 

On désigne ici par ($ , TT ,H) un triplet d'opérateurs auto-
° ° ( 1 ) 

adjoints sur l'espace de Hilbert $6 et on en considère les proprié

tés suivantes : 

(C) $ et TT sont dominés par H. 
o o 

2 (2) 
(C") H$ et HTT sont dominés par H ;. 

o o 

On note que ces propriétés incluent que, 

(1.2.i; D ( H) C D(* ) A D ( TT ) 
o o et d(h2)cd([h,§ ] 

u o 
d<[h,tt ]) (3) 

En outre, pour chaque t £ IR, on définit les opérateurs auto

adjoints $^ et TT̂_ sur par les égalités, 

(1.2.2) 
t 

itH 
e 

S e" 
o 

itH 
et TT 

t 

itH 
e 

TT € 
-itH 

Cela étant, 

PROPOSITION.- Soient ($ ,TT ,H) un triplet d'opérateurs auto-adjoints 
o o 

sur$> possédant les propriétés (C) et (Cn) cidessus, et & un sous-
, 2 , , t . j_ . itH 

espace vectoriel de D(H ) tel que l'operateur unitaire e applique 

ÇÛ surjD pour tout t € IR. Alors, 

(1) A priori quelconque : on ne suppose pas que (^^^H) es^ ê 9erme 

d'un champ. 

(2) Voir CO. 

(3) Si A et B sont des opérateurs sur $(0 de domaines D(A) et D(B), on 

pose [A B] = AB - BA, domaines compris ; c'est-à-dire D ([A,B]) = 

D ( AB ) Ci D(BA), avec D(AB) = {i|f | i|f € D(B) et Bl|f € D(A) j. 
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1.2 

(l) L'application t -* $ i|f est continûment différentiable de IR dans 

9Ù pour tout t|f £ £) ;et pour que, 

(I.2.3: d 
ds> s 

s=t 

i[H pour tous t € IR et îjf € S> , 

il faut et il suffit que, 

(1.2.4) o i[H,# lu pour tout \|r € . 

(2) Supposant de plus que f> C D(Q(§ )) et que (1.2.4) a lieu, l'ap-
o 

plication t -» $ l|f est deux fois continûment dif f érentiable de IR 
dans $ pour tout • € ; et, pour que, 

(I.2.5: 
d2 

ds< 
s = t 

s* + Q( V * : O pour tous t € IR et i|r 6 © , 

il faut et il suffit que, 

( -1 .0. 6 \ Q< o 
xc xc i[Hxcx pour tout llf € © . 

COROLLAIRE.- Soit £ = (?) ,Q ,H,*) un champ dont le germe (3 , TT ,H) 0 2 o o 
possède les propriétés (C)et(C") et vérifie 2) C D(H )OD(Q(§ )) . 

o 

Alors, d'une part la relation (1.2.4) est satisfaite ; et d'autre 
part <p admet l'interaction Q si et seulement si la relation (1.2.6) 
est aussi satisfaite. 

Le corollaire résulte immédiatement de la proposition, la

quelle découle du lemme suivant : 

LEMME.- Soient, H dans , H un opérateur auto-adjoint, et A un opé-
+ (1) ^ ^ * a r. A I T H . ~ I T H ° rateur . On pose, pour chaque t t R, Â_ = e A^e ; et on 

suppose que (a') A est dominé par H, et que (a") HA est dominé 
2 ( 1 ) 0 2 0 2 

par H . Alors, D ( H ) c D([H,A ]) ; et, pour tout t|f € D(H ), 
l'application t A \|r est continûment dif f érent iable de IR dans ^ 

(1) Voir CO. 
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1.2 

et on a, 

( 1 . 2 . 7 ) d 
dt 
t = s 
sdsdsdV 

. isHr t i -isH. 
L E \H,A JE pour tout s € IR (1) 

En effet, soit i|r € D(H2) ; on a * € D(HA ) d'après (an), et 

Hl|f € D(Aq) d'après (a') ; donc i|r 6 D ( HÂ  ) Ci D(AqH) ; c'est-à-dire 

l|r € D([H,A ]). Posons W(s) = elsH, et, F(s,t) = W(s)A W(-t)i|f. Pour o o 
établir que l'application t -» Â  \|f = F(t,t) est continûment différen-

tiable, il suffit de montrer que F a des dérivées partielles continues 

sur IR XIR, et on aura alors, 

(1 .2 .8 ) d 
ds 

s = t 
F(s.s) 

b 
bu fr(u,t) 

b 
bv F(t,v) 

v=t 

Or, d'abord l'application u -> F(u,t) est derivable, puisque, 

d'après (a"), Aq W(-t)\|f € D ( H) ; et on a, 

(1 .2 .9 ) —lF(u,t) = i W(s) H A W(-t) \|f . 

u=s 

Ensuite, l'application v -» A^Wi-v) l|i est derivable, et on a, 

( 1 . 2 . 1 0 ) •—/ A W(-v)¥ = -i A H W(-t)\if . dv/ o o T 
v=t 

En effet, puisque H\JJ € D(H), on a, 

lim £(W(-t + h)H* - W(-t)H\|r) + iHW(-t)Hl|f = 0 ; 
h -» O 

d'où, puisque HW(-v)l|f = W(-v)Ht|f (v 6 IR) , 

( 1 . 2 . 1 1 ) lim H(£(W(-t + h)* - W(-t)\|f)+ iHW(-t)\|f) = O. 
h -> O 

Par ailleurs, puisque i|f € D(H), 

( 1 . 2 . 1 2 ) lim i(W(-t+h) <[ - W(-t)t) + iHW(-t)l|f)= 0 ; 
h -> O 

(1) Le second membre de ( 1 . 2 . 7 ) est bien défini puisque l'opérateur 

unitaire e isH applique D(H2) dans lui-même. 
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1 .2 

mais, ( 1 . 2 1 1 ) et ( 1 . 2 . 1 2 ) , jointes à l'hypothèse (a1) entraînent que 

lim A (i(W(-t+h) l|f - W(-t)\|0 + iHW(-t)i|r) = O. 
h -» 0 ° h 

D'où la dérivabilité de v -* A W(-v)ik et ( 1 . 2 . 1 0 ) : donc aussi celle de 
o 7 

v -» F(s,v) et la relation, 

( 1 . 2 . 1 3 ) X-/F(s,v) = -iW(s)A HW(-t)i|f. 
Ov / o 

V=t 

Enfin, la continuité des dérivées partielles de F résulte de façon 

standard de leurs expressions ( 1 .2 .9 ) et ( 1 . 2 . 1 3 ) , des hypothèses(a1) 

et (a") respectivement, de la forte continuité de W et de ce que 

HW(-t)l|f = W(-t)Ht|f ; et on obtient ( 1 . 2 . 7 ) en portant ( 1 .2 .9 ) et ( 1 . 2 . 1 3 ) 

dans ( 1 . 2 . 8 ) 

cqfd. 

1 . 3 « - Détermination du Hamiltonien par l'équation du champ ; existence 

et unicité d'un champ. 

On appellera polynôme d'interaction standard tout polynôme 

réel Q de degré impair dont le coefficient dominant est > 0. On a alors, 

THEOREME.- Soient (*0irï ) un système de Heisenberg standard dans 

l'espace de Hilbert $ *̂̂ et Q un polynôme d'interaction standard^2\ 

Il existe un opérateur auto-adjoint H dansée et un seul ayant les 
propriétés suivantes où 4 désigne le sous-espace dense C ($ , TT ) de 
# ( D s ° ° 

(i) $ C D(H) et H applique s dans A .s 

(ii) TT # = i[H,* ]• pour tout \|f € s . 

(1) Voir A5 (Appendice A). 

(2) Voir la remarque 1 . 7 . 5 . 
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1.3 

(iii) Q(S ) • = - iTH,TT ]i|f pour tout ib € J . 

(iV) H est positif et O = inf a(H)(1) 

De plus, *̂  est un cœur pour H et,$ désignant la primitive centrée 

de Q ^2^ , on a, 

(1.3.1) H* 1_ 
2 
TT2\lf 
o $(* )• 

o 
pour tout i|r € . 

On dira que H est l'opérateur Hamiltonien dans jfe spécifié 

par le système de Heisenberg ($ ,TT ) et l'interaction Q. — — o o 

COROLLAIRE 1.- L'opérateur anharmonique H engendré par la primitive 
A ( 2 )' ^ 2 

centrée Q de Q est l'opérateur Hamiltonien dans L ( IR) spécifié 
par le système de Heisenberg (& , TT ) et l'interaction Q. 

*vo ̂ O 
( 3 ) 

COROLLAIRE 2.- KJ) Le triplet (* , TT ,H) possède les propriétés (C) 
(4T~ ° ° et (C") , et on a D(H)£1 D(Q(« )) . En outre, 0 est une valeur o 

propre et simple de H dont les vecteurs propres appartiennent à S . 

COROLLAIRE 3.- (4) Soit Cl € îf tel que LIFT II = 1 et Hft = O. Alors, 
si on pose S) = D ( H ) et si on définit la famille $ = i[H 

par la relation (1.1.3), le système ( S) ,ft ,H,$) est un champ quan-
(5) ° 

tique admettant l'interaction Q 

COROLLAIRE 4.- Il existe un champ quantique admettant l'interaction 

Q, et un seul à une équivalence près, dont le germe (6)possède 
(4) 

les propriétés (C), (C") et (i). 

(1) C(H) désigne le psectre de H ; voir la remarque ci-dessous. 

(2) Voir Bl et B2 (appendice B). 

(3) Dans la situation du théorème. 

(4) Voir 1.2 

(5) Voir 1.1.1. 
(6) Voir 1.1.3. 
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1-3 

Les corollaires 3 et 4 résultent immédiatement du Théorème 

et du corollaire 2, ainsi que de la proposition 1.2 et de son corol

laire . 

Pour établir le théorème et les corollaires 1 et 2, on peut, 

d'après le Théorème d'unicité de Von Neuman, se ramener au cas où 

(^,$O,TTO) est la représentation de Schrodinger : ̂  = L2( IR) , §q = ^ 

et TT = TT (voir A5 ) • Dans ces conditions, pour montrer l'existence o ~a 
de H, il suffit de montrer que l'opérateur anharmonique H engendré 

par la primitive centrée Q de Q (voir B2) possède les propriétés (i), 

(ii), (iii) et (iV) [avec ici = J (IR) d'après (A5-3)] ; ce qui est 

une simple vérification en vertu de la proposition Bl et de la défini

tion de H (relation (B2.1)). D'où la partie existence du Théorème, ainsi 

que le corollaire 1. En outre, le corollaire 2 résulte immédiatement 

des propositions B3 et B5. 

Passant maintenant à l'unicité, soit H un opérateur auto-
2 

adjoint dans L (IR) ayant les propriétés (i), (ii), (iii) et (iV). 

L'opérateur H étant fermé dans L2(IR) et appliquant ~£ dans S , H 

est un opérateur fermé, donc continu, de "S dans ~8 (cet espace étant na

turellement muni de sa topologie usuelle d'espace de Fréchet). Cela 

étant, soit M l'application linéaire continue de~$ dans définie par, 

Ml|f = Htjf - Hl|f = Hljf + i l|f" - Qtlr (l|r € S ) , 
rv 2 

où Q désigne la primitive centrée de Q (voir B2). Puisque H et H véri-

fient tous deux (iV) (H par hypothèse et H par définition), pour mon

trer que H = H (ce qui établira l'unicité cherchée), il suffit de mon

trer que M est un multiple de l'identité. Or, H et H vérifiant tous 

deux (ii) et (iii) (H par hypothèse et H d'après le corollaire 1 déjà 

établi), on a, 

(1 .3.2.) M* • = S M* et MÎT \lf = TT M\lf pour tout \|r 6 ^ . 
o o o oT T 

On est ainsi amené à établir : 
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1.3 

LEMME. - Toute application linéaire continue M de "£ = ~*f (JR) dans ~$ 

vérifiant (1.3.2) est un multiple de l'idenxité. 

En effet, pour chaque x € IR, soit T^ l'opérateur de trans

lation : v|f -» T # = \|f(. + x) ( \|f € $ ). On va d'abord montrer que l'hypo

thèse MD = DM (où D = iTT̂  est l'opérateur de dérivation : D\|f = \|f') en

traîne que MT^ = T M. Il suffit pour cela de remarquer que, pour chaque 

llr € S , les applications x -* F (x) = T M\|f et x -> F (x) = MT f de IR 
1 x 2 x 

dans X? sont continûment dérivables et solutions de l'équation 
F'(x) = DF(x) (X € IR) : pour F c'est clair ; et pour F cela résulte 

1 2 
de l'hypothèse MD = DM et de la continuité de M via les égalités, 

F2(X) 
d 
dv 

MT \|f 
y 

y=x 

M( d 

dy 
T <r) v 

'y=x 

MDT \|r = DMT t|f = DF0(x) . xT x 2 

D'où, puisque F1(0) = F2(0) = M\Jf, F^(x) = F2̂ x̂  Pour tout x € IR par 

unicité des solutions de l'équation différentielle linéaire 

F'(x) = DF(x) (X € IR) [on peut éviter l'étude de cette équation dans 

l'espace de Frechette? en considérant (T ) comme groupe de contrac-
X x € IR 

tions de l'espace de Banach C ( IR) des fonctions uniformément continues 
u 

bornées sur IR, et D comme le générateur infinitésimal de ce groupe ; 

voir Yosida [3J pages 235 et 242, et Kato [2] page 48l] . De la rela

tion MT = T M (x € IR) ainsi établie, il résulte que, 
X X 

(1.3.3) M<r(x) = <U,T (x €lR, f € S ) 

où U est la distribution l|f -* MtJf(O) [autrement dit, M est l'opérateur 

de convolution par U)]. Mais d'après (l.3»3) •> on a, pour \|f € ~£ et 
x 6 IR, 

M$ \|/(x) <U,T $ % > x o x <U,T i|f > <U, $ T llr >, o X 

puisque T * \|f(y) = ( x+y ) \|f ( x+y ) = xT \|r(y) + $ T t|f(y) ; d'où x o x o X 

M$ \|r( x) o Ê Ml|r(x) o <U, $ T \Jf > o xT et en vertu de l'hypothèse M$ = Ê M, o o 

(1.3.4) <u, o T 0 (• € ). 
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1 .3, 1.4 

De cette relation, on déduit que Supp U C. {o } ; ce qui fait que U est 
n k 

de la forme 2 a D 6 ; d!où, encore d'après (1 .3.4), 
k = O 

n 
2 (-l)kk a Dk"1\|f(0) = 2 (-l)k a Dk(§ \|f) (O) = O pour tout \|f € t? ; 

k=l k k=0 k ° 
donc a, = 0 pour k = l,2,...,n. Ainsi Ml|f = a i|f pour tout t|r € . 

k o 
cqf d. 

Remarque.- Les conditions (i), (ii) et (iii) suffisent, en fait, à dé

terminer H à une constante additive près, laquelle est fixée par la 

condition spectrale (iV). 

1.4.- Opérateur Hamiltonien engendré par une mesure quasi-invariante 

sur TR. 

On désigne ici par p une fonction numérique sur ]R, indéfi

niment derivable et telle que, 

(1.4.1) Pour tout x €lR, p(x) >0 ; et / p(x)dx =1, 
TR 

et on note |JL la mesure de probabilité sur 3R admettant p comme densité o 
par rapport à la mesure de Lebesgue. En vertu de (1.4.1),|i est une 

o 

mesure de probabilité quasi-invariante sur IR (voir Al et A2, appen

dice A). On désigne par($Q, TT̂ ) le système de Heisenberg standard sur 
l'espace de Hilbert jfC? = L2( IR,M- ) engendré par |JL (voir A6). On sait 

o o 
(voir A6) que j) = ¡0 ( IR) est un cœur pour chacun des opérateurs auto
adjoints i et TT et que l'on a, 

o o 

(1.4.2 i[Hvxc xi|f(x) 
( x € IR, ik € £)(TR)) ,. 

(1.4.3) TT I|F(X; 

o 

1 
i 
: •»(x) e(x)i|Kx)) 

où £ est la fonction indéfiniment dérivable sur IR définie par la re

lation , 

(1.4.4) eu: 
i 
2 P'(x)/p(x) (x E TR) 

On désigne enfin par Q la (classe modulo M* de la) fonction cons-
o o 
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1 .4 

tante égale à 1. Cela étant, 

2 THEOREME l.II.- On suppose que Ç € L ( IR, M- ) . Alors, il existe un . ^ 0 
opérateur fermé H dans L ( IR,^) et un seul ayant les propriétés 

suivantes : 

( 1 ) 
(j) S) C D(H) , H applique*) dans?) et 2) est un cœur pour H. 

(jj) TT \|f = i|_H,§ 1* pour tout \|f € © . 
o o J 

(jjj) 0 € D ( H ) et HQ = O. o o 

De plus, si on pose F 1 
2 
i[Hi[H on a, pour tout tlî € , 

(1 .4 .5) Hilf E 

2 
i[Hi[Hi[H 

(1 .4.6) H* _1 
2 

«2 
o 

F( • ) * 
o T 

et, 

(1 .4.7) F» (§ )* i[H,TTo]t . 

Enfin, l'opérateur H est symétrique et ^ 0 dans l'espace de Hilbert 

L2dRlt, ) (2). 
O 

2 * v , 
L'operateur ferme H dans L ( IR,M< ) introduit par ce théorème 

o 

sera appelé l'opérateur Hamiltonien engendré par la mesure quasi-inva

riante p. sur 3R. Diverses propriétés de régularité (caractère auto

adjoint, étendue du domaine, etc..) seront établies en 1.5 et 1.6 

pour ceux de ces opérateurs qui sont des Hamiltoniens de champs. 

On peut établir l'existence de H comme suit : partant de 

l'expression (1 .4 .3) de TT , on vérifie d'abord que, 
o 

1 
2 
TT2\jf 
o 

1 
2 

• M + C • » Fto (* € © ) 

(1) on rappelle qu'on a posé iciâ) = & (]R). 

(2) Voir aussi la remarque 1 . 7 . 4 . 
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1.4 

dfoù l'équivalence des expressions ( 1 . 4 . 5 ) et ( 1 . 4 . 6 ) . On vérifie en

suite, par un calcul sans difficulté, que l'opérateur non borné dans 

L ( 3R,M< ) défini, avec S) comme domaine, par ( 1 . 4 . 5 ) est symétrique o 
et ^ 0 , donc fermable ; ce qui permet de prendre pour H la fermeture 

de cet opérateur. L'opérateur H ainsi défini possède la propriété (j) 

par construction ; et il est clair sur l'expression (1 .4 .6) qu'il véri

fie (jj) et ( 1 . 4 . 7 ) . Enfin, pour montrer qu'il vérifie (jjj), on se 

pourvoit d'une suite (çp ) d'éléments de £) telle que, 
n 

(1 .4 .8 ) i n O 9 n̂ 1 et çp (x) = 1 pour tout x € [-n,n] ; et 

(1 .4 .9) C : SUP 

n 

Sup ll*All . 1 1 ^ 1 1 > 
00 00 

00 

et on remarque que lim cp = Cl dans L ( IR, H ) d'après (1 .4 .8 ) et le 
. ~ n o o 

n 2 Théorème de Lebesgue, et que lim Hep = 0 dans L ( IR, M* ) [d'où (jjj) v ^ n o L 
puisque H est fermé] d'après (1 .4 .9) , 1 'hypothèse £ € L ( IR, p. ) , le 
Théorème de Lebesgue, et la majoration suivante où E^ = jx 6 IR ||x| ̂ n j : 

I N J 2 
1 

: 4 
C2 p. (E ) + o n 

c2 

n 
Uxcvcxv3__1_0 

D'où la partie "existence" du théorème. 

2 
Passant à l'unicité, soit H un opérateur fermé dans L ( IR, M- ) o 

ayant les propriétés (j), (jj) et (jjj). On considère l'application 

linéaire M deô dans f) définie par, 

sd wsds 1 
2 
TT A F(« ) • 

n 
H 1k 1 

2' dsd (» € 0 ) . 

Puisque S) est supposé être un cœur pour H, il suffit de montrer que 

M\|f = 0 pour tout \|f € S , Pour cela, on remarque d'abord que, puisque 
1 2 chacun des opérateurs H et —Tr + F($ ) vérifie (jj), on a 2 o o 

M$Qt|l = Mi|f pour tout \|r € SD ; donc aussi M(R\|f) = RM\|f pour toute fonc

tion polynômiale R et tout \|f € 2) . D'où il résulte que, 

( 1 . 4 . 1 0 ) M( 91 0M* pour tous 00 
e € c 

et i[Hi[H 

en effet, 9 G C et i|f € étant donnés, il existe une suite (Rn) de 
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1 .4 

fonctions polynômiales telle que lim R = 0, lim R1 = 01 et 
n -» 00 n -> oo 

lim R" = 0" uniformément sur un compact contenant les supports de ijf 
n -» oo n 
et de M\|f. On a alors, lim R i|r = 0i|r , lim - 7K R \|f)" + f (R •) 1 = 

n -» 00 n _> 00 
- •i(6î|f)" + £(0\|f)' et lim R M\|f = 0Mt|f (limites dans L2(]R,|i )) ; donc 
^ n 00 n 0 

aussi, lim H(R *) = 0M\|T - ~(0\|f)" + Ç(0i|O» 1 
puisque 

n -» 00 n 0 
H(R llf) = R Mllf - -̂-(R \|f)M + r(R • ) ' • Donc, puisque H est fermable, 

n n 2 n b n 
H(0i|f) = 0M\|f - -|(0\|f)M + C^0*)1 î d,°ù la relation (l 4 . 1 0 ) annoncée. De 

, 00 
cette relation, on déduit qu'il existe une fonction G 6 C ( IR) telle 
que, 

( 1 . 4 . 1 1 ) Ml|r(x) G(x)t(x) (x € i r , <r € © ) 

On va voir que (jjj) implique que G = 0. En effet, %> étant supposé 

être un cœur pour H, (jjj) entraîne qu'il existe une suite (cp ) d'élé-
n 

ments de g) telle que, 

2 
(1.4.12) lim cp = Q et lim Hep = 0 (limites dans L ( IR, M- )) : 

n ^ c o n o n -> ce n 0 

et on peut supposer aussi que, 

(1.4.13) lim cp (x) = 1 pour presque tout x € IR. 
n 00 n 

On va montrer que, dans ces conditions, on a aussi, 

(1.4.14) lim cp'(x) = 0 et lim Cp"(x) = 0 pour presque tout x ; 
n 00 n n 00 n 

ce qui entraînera que G = 0 par passage à la limite presque partout 

dans la relation, 

( 1 . 4 . 1 5 ) Gcp 
n 

Hep 
n 

1 
2 

cp" 
n xn 

Or, remarquant que la convergence dans L ( IR,^ ). implique celle dans 
1 ° 1 

L (3R) , ( 1 . 4 . 1 2 ) et ( 1 . 4 . 1 5 ) entraînent que la suite ( ( - - rcp '+rcp ) ' ) 
loc 2 n to Tn 
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1 . 4 , 1 . 5 

converge vers £' - G dans k^oc(lR) ; donc en prenant les intégrales 

définies et en tenant compte de ( 1 . 4 . 1 2 ) et ( 1 . 4 . 1 3 ) , la suite 

(cp1 - cpf(x )) converge dans L, ( IR) et presque partout, dès que 
Mi n o loc 

x € 3R est choisi tel que lim CD (x ) = 1 . Mais, ( 1 . 4 . 1 5 ) implique 
° n ~» co n ° 

1 
alors que la suite (cp" - cpM(x )) converge aussi dans L, ( IR) et pres-

n o loc 
que partout ; donc en prenant les intégrales définies la suite 
(cp!(y) - Cpf(x ) - (y-x )cp"(x )) converge dans IR pour chaque y : d'où 

T n o o xn o 
on déduit que la suite (cpM(x )) converge dans IR : donc aussi que la 

-rn̂  o 

suite (cp^) converge dans k-̂ oĉ  E*) e"t presque partout ; et enfin, d'a

près ( 1 . 4 . 1 5 ) , qu'il en est de même de la suite ( cp ' ) . Posant alors 
1 n 

Oi = lim cp1 et P = lim cp" (limites dans L ( IR) et presque partout) , 
n -»oon n co n loC 

on a, pour presque tout (x,y), 
v 

X 

(X ( u ) du 1 im 
n -» CD 

(cpn(y) <Pn(*» et, 

y 

P(v)dv lim 
n oo 

Cp1 (y) CP̂ (x)) a(y) o?(x). 

La première de ces relations jointe à ( 1 . 4 . 1 3 ) entraîne d'abord que 

Oi = o puis la seconde que P = O. D'où ( 1 . 4 l4) et l'unicité de H. 

cqf d. 

1 . 5 « ~ Mesure quasi-invariante sur IR spécifiée par Q; Détermination 

du Hamiltonien 

On attribue ici à p et aux quantités C, M- , $ , TT , Q qui en 
o o o o 

sont dérivées les mêmes significations qu'en 1 . 4 . 

On remarque que la donnée de la fonction p est équivalente à 

celle de la fonction £, car, en traitant ( 1 . 4 . 4 ) comme une équation en 

P » on obtient, 

( 1 . 5 . 1 . ) P(x) 
e-2C(x) (x e ir) 

/y 

où£ est une primitive de £ déterminée sans ambiguité par la seconde 

condition ( 1 . 4 . 1 ) . 
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1.5 

De plus, on désigne toujours par Q un polynôme d'interaction 

standard (voir 1 . 3 ) (1)et par Q sa primitive centrée (voir B2) • Dans 

ces conditions, on a d'abord, 

00 

LEMME.- Il existe une fonction p € C ( IR) et une seule vérifiant 

( 1 . 4 . 1 ) ainsi que les équations équivalantes suivantes : 

(d) C C - \ C" = Q (2) 

( d ' ) C2 - V = 2 Q 

( d " ) - ± (p*)" + Q = 0 . 

En outre, cette fonction p et la mesure p de densité p vérifient 
o 

(I . 5 .2 : wcvcxvvcvp1/2 € 

( 1 . 5 . 3 ) £ € L (3R,M- ), et, 

( 1 . 5 . 4 ) Xk € L2 (B , n o ) , pour tout k entier > O (3) 

(4) 
La mesure [i> dont la densité p est caractérisée par ce 

o 

Lemme sera appelée la mesure quasi-invariante sur3R spécifiée par Q. 

Ensuite, 

2 , 
THEOREME l.III.- Soit H l'opérateur Hamiltonien dans L ( IR, M- ) spe-

o 
cifié par le système de Heisenberg ($ , TT ) et l'interaction Q 

0 0 
Alors, pour que l'opérateur H soit tel que Qq € D(H) et HQ^ = 0, il, 
faut et il suffit que |J< soit la mesure quasi-invariante sur IR spé-

o 

cifiée par Q. De plus, s'il en est ainsi , H coïncide avec l'opé

rateur Hamiltonien engendré par |JL , et le système ($ ,TT ,H) est 
o 0 0 

( 1 ) Voir la remarque 1 . 7 * 5 . 

(2) cC - i C" = f (c2 - C1) ! 

(3) X désigne l'application identique de 3R. 

(4) Voir la remarque 1 . 7 . 2 . 

(5) Voir le Théorème 1 , 1 . 

(6) Voir le Théorème l.II, en notant ( 1 . 5 - 3 ) ci-dessus. 
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1 . 5 

( 1 ) 
1!image du système ($ , TT , H) par la transformation unitaire 

-Vz 2 
cp -> P cp de L IR) sur L2( 3R,P ) . 

o 

Si p. est la mesure quasi-invariante sur IR spécifiée par Q 
2° (2) 2 r 

le champ (D(H ),Q ,H,$) sur L ( IR,M- ) [où H est l'opérateur auto-
o o 

adjoint introduit par le Théorème ci-dessus, et où $ = ($ ) avec 
t G IR « itH - -itH 

$ = e t e 
t o 

(t € IR)] sera appelé la réalisation de Guelfand-

Segal du champ quantique d'interaction Q, 

En effet, le Lemme découle comme suit de la proposition B3 : 

remarquant que, d'après ( 1 . 4 . 4 ) , Q = - (log p )', on vé.rifie d'abord 
2 V2 V2 

que Q - £' = (p ) " / P ; ce qui entraîne que (d1) équivaut à (dM), et 

que (d) équivaut à l'existence de X € IR tel que - •£•( P^) "+ (Q-X) p^ = O. 

Mais, d'une part, le corollaire de la proposition B3 entraîne que 
"cp € D ( H ) , HCp = Xcp, Cp partout > 0 et / cp dX = 1 " équivaut à "cp = Cp 

^ 3R ^ 
et X = O" ; et, d'autre part, la relation - i ( p ^ ) " + QP̂ 2 = Xp^, jointe 
à ( 1 . 4 . 1 ) entraîne que p2 € D(H) [relation (Bl.l), proposition Bl]. 

D'où P = cpQ ; ce qui établit la première partie du Lemme et la relatior 

( 1 . 5 . 2 ) (puisque cpQ € *8 (TR) en vertu de la proposition B3). Enfin, 

( 1 . 5 . 3 ) et ( 1 . 5 . 4 ) résultent de ( 1 . 5 . 2 ) [en ce qui concerne ( 1 . 5 . 3 ) ? 
2 1 2 V2 2 1 

remarquer que £ p = P 1 / p = (( p ) ' ) J . D'où le Lemme. 

Le Théorème l.III va résulter du Théorème l.II et du Lemme : 

on note d'abord que [quel que soit P € C (TR) vérifiant ( 1 . 4 . 1 ) J l'opé

rateur unitaire S : cp -» p ĉp de L2(TR) sur L2( IR,^) applique © (TR) sur 

%) (IR) et transforme le système ($ , TT ) en le système (# ,TT ). Par 

*vo o o o 

ailleurs, l'hypothèse faite sur H entraîne (Théorème 1 . 1 ) que 

H\|f = i TT2t|f + §( $ ) i|f pour tout l|f € C°°($ , TT ) , donc aussi pour tout 
eL O O OO 

\|f 6 £> (]R), puisque S) (]R) C C ( * , TT ) d'après la remarque précédente. 
o o 

D'où il résulte que S transforme H en H et H / en HA ; 
~/«]R) / » (3R) 

( 1 ) Voir A5 et B2 . 

(2) Voir le corollaire 3 du Théorème 1 . 1 . 
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1.5. 1.6 

donc H possède la propriété (j) (Théorème l.II) puisque 2) (IR) est un 

cœur pour H (proposition Bl), ainsi que la propriété (jj). 

Cela étant, H satisfait (jjj) si et seulement si p vérifie 

l'équation (dM) ; d'où la première partie du Théorème. Et s'il en est 

ainsi, p satisfait aussi l'équation (d') ; donc, d'après (1 .4.6) [Théo

rème l.II ; compte tenu de (1 .5 -3) ]? H est l'opérateur Hamiltonien en

gendré par |i . 
cqf d. 

1 . 6 . - Quelques propriétés du Hamiltonien engendré par p-o 

Soient Q un polynôme d'interaction standard (voir 1 .3)» № la 
o 

mesure quasi-invariante sur IR spécifiée par Q (voir 1 . 5 ) , et H l'opé

rateur Hamiltonien engendré par p (voir 1 . 4 ) . Alors, 
Ci 

PROPOSITION.- (1) L'opérateur H est auto-adjoint positif dans 

L2( IR, p. ) 
o 

admet S) (IR) comme cœur , et vérifie, 

(1.6.1) D (H) U € l ( m, p. )| \|f € H2 ( IR) et loc 
1 
2 
i[Hi[H € L2(lR,p. ) 1 o 

et, 

(1.6.2; H* 2* 
wxcw pour tout i|r € D (H) . 

(2) On a, 

(1-6.3) i[Hi[H 
n > 0 

D(Hn) C C°°(IR) 
(1) 

(3) Le sous-espace vectoriel dense § de L ( IR, P- ) engendré par les 
i?X (2) ° fonctions e ( § € ]R) est un cœur pour H. 

(4) La valeur pr®pre 0 de H est simple et isolée. 

(1) <?W(IR) désigne l'espace usuel des fonctions à croissance lente 
M 

sur IR (voir par exemple Trêves [ 4 ] page 2 7 5 ) . 
(2) X désigne l'application identique de IR. 
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1.6 

En effet, en vertu du Théorème l.III, les propriétés (l) et 

(4) résultent des propriétés correspondantes de l'opérateur H [propo

sitions Bl et B3, et relation B2.l], les relations (1.6.1) et (1.6.2) 

s'obtiennent en calculant, pour l|f € H (TR) , p H.( P <r) au moyen de 
loc ^ 

l'équation (d") que satisfait p (Lemme 1 .5) ; la première inclusion 
(\ n 

(1 .6 .3) résulte de ce que ̂  (TR) a n > 0 D^H ) (puisque JH applique 

^ (TR) dans lui-même) et de ce que p1/2\|r € ~$ ( IR) pour tout % € ^(E* ) 

d'après (1.5*2) (Lemme 1 .5) î et la seconde inclusion (1 .6.3) résulte 

de la propriété analogue de H (proposition B4). Passant ensuite à la 

propriété (3)« il suffit de vérifier que, pour X > 0 , l'opérateur 

Xi + H applique té sur un sous-espace dense de L2(lR,M< ). Pour cela, 
2 ° 

soit <f € L ( IR,M.q) tel que, 

(i|f | ( X l + H)e1^X) = O pour tout % € IR. 

Afin de montrer que \|f = O (ce qui établira la propriété), on transpor-
2 

te cette relation dans L ( IR) grâce au Théorème l.III, ce qui donne, 

en posant cpQ = P^ [cpQ £ ^ (3R) , d'après (1.5.2)], 
/ If CpQ( Xl + H) (cp̂ e1̂ *) dX = 0 pour tout § € IR ; ou encore, 
TR 

( 1 . 6 . 4 ) < L(Tq) ,cpQe1^X > = 0 pour tout g € IR, 

en désignant par L l'application linéaire continue de d'(TR) dans lui-

même qui est la transposée de la restriction de Xl+Jtf à ^ (TR) , par 

<•,•> la dualité entre S' (TR) et $ (TR) , et par Tq l'élément de S'(TR) 

défini par t|f cpQ € L2(IR). Mais, pour T € <f(]R) , la transformée de 

Fourier cp~T de cp T est la fonction g ~» < T,cp e 1 ^ > [en définissant la 
O O o 

transformée de Fourier 6 de 9 6 (TR) par la relation 
9 = / 9(§)ei^*d§1. Ainsi, (1 .6.4) entraîne que (cp L(T )) = 0 : ou en-

1R ° ° 
core, cpQL(TQ) = O ; donc aussi, puisque cp̂  est partout > 0 , 

: L(T ) ,cp > 0 pour tout cp € ^ (TR). 

Mais, par définition de L et de T , cette relation s'écrit aussi, 

35 



1.6 

TR 
• Cp (Xl + H)cp dX 0 pour tout cp € V (TR) 

dfoù \|f = O, puisque \I + H applique S (TR) sur un sous-espace dense de 
2 

L (IR) (proposition B4). 
cqfd. 

COROLLAIRE.- Il existe C > O tel que, 

(1 .6 .5) , 1 x 1 < cn n! pour tout entier n > 0 ( d 

En particulier, 

(1 .6.6) eX X e L2( JR,H ) o 
pour tout X > O. 

En effet, on déduit (1 .6.6) de (1 .6 .5) et du Théorème de 

Beppo-Levi en écrivant, 

R 

2X X „ e A d|i 
o 

sd 
sup 
r 

r 

n=0 

sd 

n: 
!lxnl| 

00 

n=0 

U c ) n 

n ! 
+ 00 . 

Pour établir (1 . 6 . 5 ) , on remarque que, 

(1 .6.7) (x |HX ) = — (̂ 0|X ) (m, n entiers > O) , 

ainsi qu'on le vérifie facilement à partir de l'expression (1 .6 .2) de H 

[et compte tenu de ce que X** ̂  D(H) d'après (1 . 6 . 3 ) ] î donc, 

(1 .6.8) llH1/2vn1 n 

2 
i[H [n entier 0) 

Par ailleurs, d'après le Théorème l.III et la relation (B5.2) (proposi
ti 

tion B5), $ « H ; donc, il existe a > 0 et b > 0 tels que, 

[1.6.9) llxn+1l a iihVii b l l x l (n entier > 0). 

Et cette relation jointe à (1 .6.8) permet de vérifier par récurrence 

(l) j) désigne la norme dans L2( nR,^). 
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1 . 6 , 1 . 7 - I * 1 . 7 . 2 

sur n que ( 1 . 6 . 5 ) a lieu dès que c > ||x|| et c2 > a 
wxc 

b 
2 

c. 

cqf d. 

1 . 7Compléments et remarques. 

1 . 7 . 1 . - Le champ libre de masse m > 0 correspond au cas où, 

( 1 . 7 . 1 ) Q(X) = m2X ; 

c'est-à-dire au cas où l'équation ( 1 . 1 . 6 ) du champ quantique est li

néaire . 

Une simple vérification donne alors, compte tenu de l'unicité stipulée 

par le Lemme 1 . 5 ? 

( 1 . 7 . 2 ) 0(x) sd 
sd 

1/2 2 
-mx 
e (x € 3R 

( 1 . 7 . 3 ) Ç(x) = mx (x € TR) 

( 1 . 7 . 4 ) Q(X) 
2 

m 2 
Y2 m 
X ' 2 

La mesure M» est dans ce cas la mesure Gaussienne µo (m)|X de moyenne nulle 
° 2 ° 

et de variance C = l/(2m) : et l'opérateur Hamiltonien engendré par 

oO (m) 
est donné par, 

( 1 . 7 . 5 ) H(m)*(x) 1 
2 
i[H mx\|f(x) (x € TR, f € C> ( 3R)) -

1 . 7 . 2 . - En vertu du Théorème l.III, les équations équivalentes (d), 

(d1) et (dM) (Lemme 1 . 5 . ) permettent de déterminer la mesure quasi-

invariante M-Q à partir du polynôme d'interaction Q de telle sorte que 

le système ( ^ , ^ , 1 1 ) engendré par [i \_voir 1 « 4 , relation ( 1 . 4 . 2 ) , 

( 1 . 4 . 3 ) et ( 1 . 4 . 5 ) ] soit le germe d'un champ quantique admettant l'in

teraction Q. Ainsi, ces équations font écho à l'équation ( 1 . 1 . 6 ) du 

champ (voir l.l). On note le caractère hautement implicite de la cor

respondance faisant passer de Q à p : le calcul de p en fonction de Q 

équivaut, puisque a priori Q n'est connu qu'à une conscante additive 
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1.7.2, 1.7.3 

près, soit à la résolution de l'équation (d), dérivée de l'équation de 

Ricatti (d'),soit à la recherche du vecteur propre de valeur propre 
1 2 

minimale pour l'opérateur anharmonique —• JT + P($ ), où P est une pri-
^ ^o o 

mitive quelconque de Q (voir B3). 

1^7«3-- Il serait intéressant (dans la perspective d'une extension 

aux cas où d ^ 2) d'obtenir, en termes de Q, une équation portant di

rectement sur la variable M- (ou sur sa transformée de Fourier J ) et 
o o 

non sur la densité p comme les équations (d), (d') ou (dM). Nous ne 

savons pas formuler de façon utilisable une telle équation [en parti

culier, traduite en termes de J , l'équation (d") présente des racines 
o 

carrées de convolution peu abordables....]. 

Par contre, les équations (d) et (d') peuvent s'exprimer 

comme suit en termes de module de quasi-invariance a de la mesure : 
o o 

posant d'abord, 

(1.7.6) A (z,x) o log(P(z+x)/p(x)) (z € ]R , x € IR) , 

A 
(de telle sorte que a = e : voir A2), puis, 

(1.7-7) A(p)(z,x) zp 
sd 

qsdqd 
A (y,x) 

y=0 

(z € IR, x € IR, p =1,2,3,...), 

les équations (d) et (d') sont équivalentes respectivement aux équa

tions (d) et (d_') ci-dessous, 

(d) A(l)(z,x) A(2)(z,x) + A(3)(z,x) = 4 z3 Q(x) (z € IR, x € TR) ; 
— o o o 

(d') (A(l)(z,x))2 + 2 A(2)(z,x) = 8 z2 P(x) (z € IR, x <E TR) . 
— o o 

Et le Lemme 1.5 peut alors être reformulé en disant qu'il existe un 
( 1) 00 cocycle additif Aq sur IR, et un seul, de classe C et satisfaisant 

aux équations équivalentes (d_) et ( d_') . En particulier, l'équation 

(dj détermine entièrement le cocycle additif A sur IR [et, partant, 
( 1 ) ^ la mesure M- là partir du polynôme d'interaction Q. Cette équa-o 

(1) Voir A2. 
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1.7.3, 1.7.4, i.7.5 

tion est ainsi une réplique en termes de la mesure p. , de l'équation 

du champ (1.1.6). 

L'avantage de l'équation (d_) sur l'équation (d) réside dans 

le fait qu'on peut l'étendre aux cas où d ^ 2 en substituant les no

tions de mesure quasi-invariante et de cocycle additif à celles de me

sure équivalente à la mesure de Lebesgue et de densité d'une telle me

sure, ces dernières n'ayant plus alors de sens. 

1.7*4.- Dans le contexte de la théorie des formes de Dirichlet où se 

place Gross dans [l7j, on peut compléter comme suit le Théorème l.II : 

dans la situation de 1.4, l'opérateur Hamiltonien engendré par la me

sure quasi-invariante p sur IR est l'unique opérateur fermé H dans 

L ( 3R,P- ) admettant 3) ( IR) comme cœur et tel que, 
o 

(1.7.8) (•|H*) 
1 
2 

TR 
1 + 1 **Q pour tout i|r € $) (TR) . 

Cette caractérisation de H est facile à vérifier à partir de 

son expression (1.4.5) : si \|f € 22 (3R), on a, par définitions de p. et 

£ en fonction de p, 

(•1H<t) 1 
2 ]R 

lt|l» dp 
Ids TR 

( i|fpt|f"+*Pf *f + t|f'Pi|f' )dX 

1 
2 

TR 
( tp\|r* ) ' dx = O. 

1.7.5 - La théorie développée dans ce paragraphe lorsque Q est un poly

nôme d'interaction standard (voir 1.3, 1-5 et 1.6) peut être reprise 

de façon analogue lorsque Q est une fonction à croissance lente conve

nable; essentiellement lorsque la croissance à l'infini des dérivées 
(1) 

de Q n'est pas plus rapide que celle de Q 

Plus généralement, dans la situation de 1.4, on peut se pro-

poser de chercher quelles sont les fonctions P £ C (TR) vérifiant 

(l) voir aussi à ce sujet la fin de la remarque 1 de 6.3.1. 
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1 . 7 . 5 , 1 .7 .6 

(1.4.1) et pour lesquelles l'opérateur Hamiltonien engendré par la me
sure M- de densité p (avec, par définition, g) ( TR) comme cœur) est 

° 2 
auto-adjoint dans L ( 3R,M- ). Il semble raisonnable de penser que tel 

o 
est le cas des que p 6 S ( TR) , mais nous ne savons pas le démontrer. 

1 . 7 . 6 . - Pour préfigurer la théorie des champs vectoriels, on pourrait 

aussi se placer dans 3Rn au lieu de IR. Mais le problème est plutôt de 

passer de IR à S* ( TR , IR) , (voir 6 . 5 . 2 à ce sujet).... 
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§ 2.- CONSTRUCTION DE LA MESURE EUCLIDIENNE ; PROCESSUS DE MARKOV  

STATIONNAIRE ET CHAMP EUCLIDIEN CORRESPONDANTS 

Dans ce paragraphe, on introduit la mesure Euclidienne spé

cifiée par l'interaction Q et on étudie, du point de vue développé par 

Nelson dans [6], le processus de Markov qu'elle définit. 

Il s'agit de construire une mesure de probabilité sur C(IR, TR) 

(muni de sa tribu standard) possédant la propriété de Markov relative

ment à la fonction aléatoire canonique (X ) r définie sur cet es-
t t t JR 

pace : En utilisant le critère de continuité des trajectoires de 

Kolmogorov, on établit directement en 2.2. l'existence d'une telle me

sure admettant la mesure quais-invariante M» sur IR spécifiée par Q 
o 

(voir 1.5) comme répartition commune aux X , et le semi-groupe 
—tH 2 

(e ), ̂  . d'opérateurs Markoviens dans L (TR , M* ) comme semi-groupe de 
t ^ o o 

transition (H désignant toujours le Hamiltonien engendré par M<q ; voir 

1.4 et la proposition 2.1.2). En outre, il existe une seule mesure ayant 

ces propriétés, et cette mesure est portée par un sous espace V de 

C(3R,IR) 0 '̂(3R,3R) et vérifie l'invariance Euclidienne (Théorème 2*1 

en 2.1.3). 

On introduit ensuite en 2.3 le champ Euclidien 2 en tant qu'ap

plication linéaire de s (TR) dans L2( \W, (p , |i) par la relation, 

(2.i) E( f ) = 
sd 

f(t) Xt dt i[Hi[Hi[H 

Les propriétés qui font du système ( \W, G* , |jl ; 2) ainsi obtenu 

un champ Euclidien sur S (TR) (au sens donné à ce vocable au § 6 de [ 6 ] , 

y compris la propriété de réflexion et la propriété ergodique) sont 

énoncées dans le Théorème 2.II ; tandis que le théorème 2.III explicite 

la correspondance entre 2 et le champ quantique introduit au § 1. 

La propriété de Markov de 2 découle de la continuité à droite 

de la famille croissante des tribus complétées fi (t 6 TR) asso-
"(- œ,t] 

41 



2.1.1. 

ciées à la fonction aléatoire (X ) ^ , laquelle est établie en 2.4 
t t t JR 

(proposition 2.4.3). Par ailleurs, au lieu du prolongement continu de 

2 à H "̂(IR) que postule Nelson au § 2 de [6], on introduit un prolonge

ment séquentiellement étroitement continu de S à l'espace des mesures 

bornées (propriété E6 du Théorème 2.III et alinéa 2.5«4). 

L'exposé est complètement indépendant ûe la théorie des pro

cessus de diffusion basée sur les équations intégrales stochastiques et 

constitue une approche autonome de la question (voir 2.1.4). 

2.1.- Résultat de base : Le processus de Markov stationnaire en cause 

2.4.1.- On utilisera dans toute la suite les notations suivantes : 

Conformément au § 1, on désigne par Q un polynôme d'interaction stan

dard (voir 1.3)» par |i la mesure quasi-invariante sur IR spécifiée par 
o 

Q (voir 1.5)? par p la densité de M< et par H l'opérateur Hamiltonien 
o 

associé à M- (voir 1.4). En vertu de la proposition 1.6, H est un opé-
° 2 

rateur auto adjoint positif dans L ( 3R , M- ). Pour chaque t ^ 0 , on dési-
— t H ^ 2 

gne par N. l'opérateur borné e dans L ( 3R , M* ). 
x o 

Par ailleurs, on désigne par IW le sous-espace de C(]R,3R) formé 

des applications continues ou de 1 dans TR telles que, 

(2.1.1) 
TR 

h(t)|P dt 

i + t2 
+ 00 pour tout p entier ^ O 

et, pour chaque t € TR , on désigne par X̂_ la fonction coordonnée d'in

dice t sur W définie par, 

(2.1.2) xt(u>) = U)(t) i[Hi[H 

i[H 

Pour chaque sous-ensemble non vide J de TR , on désigne par 

(Ff j la plus petite tribu sur W rendant mesurables toutes les fonctions 

Xt avec t € J ( ]R étant naturellement toujours muni de sa tribu boré-

lienne) ; et on note (fi la tribu 6̂  . 
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2.1.1, 2.1.2. 

Enfin, on désigne par ]E le groupe Euclidien de IR (groupe cons

titué des transformations de la forme t -> et - u, oùe = - l e t u € ] R ) , 

et, pour chaque T] € JE , par Tn la transformation ^-mesurable de № défi
nie par, 

(2.1.3) T^(^) = (0 o T] (u) ^ 1K) , ou encore par, 

(2.1.4) x^(t)(o>) = xt(T^1(ou)) (t € m, ou e V ) . 

En particulier, on note 0 la transformation T„_ de W 

u T 
u 

(u € JR ), où T est la translation t *• t - u, et S la transformation 
u 

où C7 est la symétrie t -> - t ; autrement dit, on a, 

(2.1.5) X, t+u x « e 
t u 

et i[Hi[Hi[H o S (t 6 1 , u 6 1 ) . 

2L1L2- Les opérateurs N^ sont Markoviens et régularisants : 

PROPOSITION - Pour chaque t > O, 

2 

(l) Dans L (]R, M^), l'opérateur N̂_ est auto-adjoint, contractant, et 

Markovien en ce sens que, 

(2.1.6) i[H ï 0 pour tout \|f > O (• € L2(3R, VQ)) et, 

:2.1.7] N Q 
t o < 

(1] 

2 
(l) fi 6 L (IR. M* ) désigne la (classe modulo M- de la) constante 1 

o o o 

(voir 1.4). 
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2.1.2, 2.1.3. 

En particulier, 

(2.1.8) 
IR 
_ t o 

TR 
sdsf IP-

o 

2 
pour tout tir 6 L (3R, |A ). 

o 
00 

(2) L'opérateur N induit une contraction de L (]R, M» ) dans lui-
. ( D * ° 

même • 
2 «© 

(3) L'opérateur N applique L (]R, (JL ) dans C (TR) . 
(voir la démonstration en 2.2.1). 

2.1.3. La mesure Euclidienne p» peut être caractérisée comme suit 

à partir de p* et du semi-groupe (N ) > : 

THEOREME 2.1.- Il existe une mesure de probabilité p* sur ( W, &) et 

une seule possédant les propriétés Ml et M2 suivantes : 

(Ml) Pour tout t € IR , l'image de p< par X, est la mesure p- sur ]R • 
t o 

(M2) Pour tout t £ ]R , tout h > O et tout % € L2(]R, p..'), 

(2.1.9] E [ 
P-1 
ill OX / (r , n * t+h' (-°°,t] (Nht) 0 Xt (2 

En outre, la mesure P» ainsi déterminée vérifie, 

(M3) Pour tout T] G IE , p- est invariante par T^ ; et, 

(M4) Pour chaque p tel que 1 ̂  p < + °°, l'application t -» X̂_ est 

continue et bornée de ]R dais XP( \W,ÇT'?IJ')« 

(1) Voir aussi la propriété (4) du lemme 4.2.7 ci-dessous et la propo

sition 6.1.1. 

(2) Voir ci-après en ce qui concerne ces notations,, 
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2,1.3, 2.1.4 

Pour chaque t € JR et chaque if € L°(lR, M O , on désigne par 

t|f G) X la classe modulo M» commune (d'après Ml) aux fonctions f o X 
t x 

avec f € if [En vertu de Ml, if O X appartient à LP(V, & , M») si 

i|r € LP(]R, M<Q) (1 ^ p < + °°)]. Et, si ¿6 est une sous-tribu de (r , et 

Z € L1(W, (r , M-) , l'espérance conditionnelle E [z/d&J est l'élément de 
1 /"> f 1 ï 

L (W,UO,M<) défini par la relation , 

(2.1.10 xwc [Y.E [z/dbj. i[Hi[H pour tout Y € L°°(tW, (Si, MO , 

où E [xj [X € L̂ fof, I*)] désigne l'intégrale f Z d|i. Ainsi (2.1.9) est 

. , 1 * 
entendue comme égalité entre éléments de L №, (5* , M-) ( i • e entre classes 
modulo |i) . 

La mesure M< sur (\K,6̂ ) introduite par le théorème précédent 
sera appelée la mesure Euclidienne spécifiée par l'interaction Q. Le 

système (№, 6* , (-b • (T ) c ; (X ) c ) est le processus de Markov sta-T| T] t JL X X t JK 
tionnaire à partir duquel sera construit le champ Euclidien en 2.3« 

La démonstration du Théorème 2.1 occupe les alinéas 2.2.2 à 

2.2.5 ci-dessous (voir aussi 2.1.4 ci-après). 

2^1^4.- Remarque d'orientation - La problématique adoptée ici diffère 

de celle où s'est fixée la théorie générale des processus de Markov 

après Dynkin et Meyer (voir par exemple Dynkin [il], § III.2, 

Getoor [ÎOJ, § 1.2, ou le séminaire [26J) en ce sens que la donnée de 

base, au lieu d'être un semi-groupe de noyaux Markoviens comme dans 

cette dernière, est constituée par une mesure de probabilité fx 
o 

( ici sur ]R) et par un semi-groupe (N ) > d'opérateurs Markoviens 
2 x x >̂ u 

dans L (IR, M- ) laissant M» invariante [proposition 2.1.2 ci-dessusl. 
O O w j 

En outre, la fonction aléatoire (x^) en cause est définie pour tout 

t G ]R (et pas seulement pour tout t € ]R+) eu égard au caractère 

Euclidien (i.e stationnaire au sens strict et invariant par symétrie • 

(1) Voir par exemple le § IV.3 de Neveu [8] 
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2.1 .4. 

propriété M3 du Théorème 2.1) du processus stochastique auquel on s'in

téresse. 

Le rapport des deux problématiques peut être précisé comme 

suit : Notant que, pour chaque t > 0 , Cp € C+(]R) entraîne N Cp € C+(3R) 
^ ( 1 ) 

[proposition 2.1.2], on définit un noyau borélien n^ sur TR en po
sant, pour chaque cp € C+( 3R) , 

(2.1.11) 

TR 

n, (x,dy)cp(y) : NtCp(x) pour chaque x € TR. 

Kl) 
Le noyau n^ ainsi introduit est, en fait, Markovien , et la 

relation (2.1.11) a lieu pour toute fonction cp borélienne bornée sur TR 
(en particulier, n est fortement Fellerien) 5 donc,la famille (n.), ~ 

t ^2 t t ^ O 

constitue un semi-groupe de noyaux ) Markoviens ; autrement dit une 

fonction de transition sur ]R (ces propriétés sont établies par Priouret 

et Yor dans [27] ; voir aussi la remarque 2.2.2). 

Cette fonction de transition (n .̂) .̂ > q en9en<̂ re un processus 

de Markov non interrompu X = ( W*, (f, (P ) r , (X ) r TO+) sur TR au sens 

X X ̂  JR t t ̂  Jiv 

donné à ce vocable, par exemple, par Getoor au § 1.2 de [lu]. Ce pro

cessus admet une version à trajectoires continues, et la mesure canoni

que P = / P |i (dx) sur C(]R ,IR) correspondant à la répartition ini-
M* in x o + 
o IR 

tiale M< coïncide avec la mesure induite sur cet espace par la mesure ^ 
o 

qu'introduit le Théorème 2.1 ; la mesure pouvant être caractérisée 
comme l'unique mesure de probabilité sur ]R invariante par la fonction de 
transition (n ) ^ En fait, le processus X ci-dessus est le processus 

t t ^ O 

engendré par l'opérateur différentiel A : cp -> — cpM- £cpf (cp € (TR )) 5 et 

en tant que tel, il peut être construit à partir d'un mouvement Brownien 

(1) Voir Meyer [9], alinéa IX.2. 

(2) Voir Meyer [9], alinéa IX .36. 
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2.1.4 , 2.2.1 

standard (B ) ^ en résolvant l'équation intégrale stochastique 
t t ̂  JR 

(2.1.12) sd : X 
O 

°t 

t 

O 
C(X )ds (t € ]R+). 

On peut déduire le théorème 2.1 de cette construction ; et 

obtenir ainsi une caractérisation du semi-groupe de noyaux (n,), 

t t ^ o 

directement en termes de l'opérateur de diffusion A (voir à ce sujet 

Priouret et Yor [27]). 

Conformément au point de vue Hilbertien adopté dans ce travail, 

le théorème 2.1 va être établi ici en construisant directement la mesure 

sur à partir de la mesure M- et du semi-groupe (N. ) . ̂  _ d'opéra-
2 o t t O 

teurs dans L (3R, M- ), sans passer par l'intermédiaire des mesures 
° (1) 

P (x G ]R) du processus de Markov X 
x 

2.2.- Démonstration - 2.2.1,- On établit d'abord la proposition 2.1.2 : ~" —— ——— _____ ^ 
L'opérateur N, est auto-adjoint et contractant dans L (]R, M* ) par cal-

t o 
cul fonctionnel, puisque H est auto-adjoint positif (proposition 1.6) ; 

et la relation (2.1.7) résulte de ce que 0 € D(H) et HÙ = 0 par défi-
o o 

nition de H (Théorèmes l.II et l.III en 1.4 et 1.5)« Pour établir en

suite (2.1.6), il suffit, d'après la dernière assertion du Théorème l.III, 
2 —tH 

de vérifier que, pour i|r € L (3R), t|f ̂  0 entraîne e vt|f > O. Or, cette 
propriété résulte de la formule de Trotter 

(2.2.i; e 
-tH 

• lim 
n 00 

(e 

t 
2n 

TT2 
~o 

e 

t 
n 

q(* : 
o 

n 

D 

+ 
2n 

rr2 
'o 

t 
n 3<* ) et de ce que les opérateurs e et e possèdent la même pro

priété ; la formule de Trotter (2.2.1) découlant du Théorème C4 et de 

(1) Voir aussi à ce sujet la remarque 2 en 2.4.1 ci-dessous. 
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2.2.1, 2.2.2. 

1 2 /s. 
ce que H coïncide avec la fermeture de l'opérateur —• ̂  + Q(§ ) (propo-

/v 2 O O 

sition Bl). Enfin, ( 2 . 1 , 8 ) résulte de ( 2 . 1 . 7 ) et de ce que est auto

adjoint via les égalités : 
/ ]NL\|f dM< = (0 = (N 0 I \|f) = (Q I t|f) = / t dp. . D'où la propriété 
3 R t 0 o t t0 ° TR ° 

00 

(l). En ce qui concerne la propriété (2) , si i|f G L (]R, p* ) , on a, pour 

tout l e TR , - lUILn <fe e1^ < Htll^ Qq : d'où, d'après ( 2 . 1 . 6 ) et 
( 2 . 1 . 7 ) , - Ut i l . nQ <^eI5NT* < |U||ŒQO ; donc aussi ||e1 \»||W< |U||Œ ; 

et finalement ||N \|fl|œ < \\**\\«>•» Puisque ||N \|f||=sup ||e1 V l|f||œ. Enfin, 
t t g€]R t 

la propriété (3) résulte de ce que applique L2(]R, p-Q) dans H D(Hn) 
n 

et de la propriété (2) de la proposition 1 . 6 . 
cqf d. 

2 . 2 . 2 , - Pour établir le théorème 2 . 1 , on commence par déterminer les 

lois marginales de la mesure M< cherchée (voir le lemme 2 .2 .3 ) : 

LEMME - (l) Pour chaque partie finie J de ]R ayant n ̂  2 éléments, il 

existe une mesure de probabilités m̂ . et une seule sur TEC* telle que, 

pour toute famille (cp.K ^ . ̂ d'éléments de§)(TR) Tj 1 ̂  j ̂  n 

(2.2.2] 
TRJ 

* dmj 
TR V t -t ( V t -t 

1 t2 tl ^ t3 2 
n-1 t -t „ n n n-1 

id|Jb 
c 

(i: 

où t < t. < tM < t est la suite strictement croissante des éléments 1 2 n 
de J et où î = ( S Cp. ) o yT' en désignant par yT la bijection 

1 < j < n 3 J J 
canonique (x ) r T (x ) de sur ]Rn. En outre, pour t t t J t . ^ ^ j 1 ̂  j ̂  n 

00 

( l ) La quantité sous le signe somme au second membre est dans L (TR jMO 

en vertu de la propriété (2) de la proposition 2 . 1 . 2 
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2 . 2 . 2 

chaque partie J de K ayant un seul élément, on note mT la mesure sur 
J , IR canoniquement identifié à M- . 

(2) Pour tout couple J ,J de parties non vides de IR telles que 
1 2 

J C. Jni m» est l'image de m par la projection canonique de 
j 

2 1 
TR sur TR 

En effet, l'unicité de la mesure m̂ . vérifiant ( 2 . 2 . 2 ) pour 

toute famille (cp.K ^ . ^ d'éléments de 0 (TR) est standard : et on dé-
1 3 ^ n j 

finit une telle mesure en posant, pour chaque partie borélienne A de TR , 

( 2 . 2 . 3 M- (dx 
IR 

M- (dx ) o 1 
IR 
M- (dx :x ,dx : 

wx wTR 
"t -t i n n-1 

x , dx 
n-1 n 

lA ( Y j ( x l , . . . , X n ) ) , 

( 1) 

où, pour chaque t > 0, n̂_ est le noyau borélien sur IR défini par la 

relation, 

( 2 . 2 . 4 ) 
R 
TI (x,dy)cp(y) N cp(x) (x G IR , Cp 6 C (IR) 

à partir de N, considéré comme opérateur de C (IR) dans C(IR) [relation 
t o w 

(2.1.6) et propriété (3) de la proposition 2.1 . 2 ] . On remarque que, en 

vertu de (2.1 .7) et du théorème de Lebesgue appliqué à une suite (cpn) 

d'éléments de C ( IR) croissant vers 1, on a o 

( 2 . 2 . 5 ) n (x,IR)=l pour \i, -presque tout x € IR 
o 

d'où il résulte que ( 2 . 2 . 3 ) ci-dessus définit une mesure de probabilité. 

(l) Voir Meyer [ 9 ] , alinéa IX.2. 
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2.2.2, 2.2.3. 

Ce qui établit la propriété (l). Et le caractère projectif de la famille 

des mesures m̂ . [propriété ( 2 ) ] résulte aussi de l'expression ( 2 . 2 . 3 ) de 

ces mesures et de ( 2 . 2 . 5 ) . 
cqfd. 

Remarque. - Ainsi qu'on l'a mentionné en 2.1 .4, le noyau n̂_ défini par 

( 2 . 2 . 4 ) est en fait Markovien ; autrement dit, on a, 

n̂ _(x, IR) = 1 pour tout x € IR. 

Cela résulte de la théorie développée par Priouret et Yor dans [ 27J ; 

mais on aimerait pouvoir l'établir directement...quoi qu'il en soit, 

( 2 . 2 . 6 ) suffit pour les besoins de la démonstration ci-dessus. 

2 . 2 ^ . - L'unicité de la mesure H> résulte de façon standard de la défi-

notion de la tribu (F et du lemme suivant où, pour chaque partie finie 

non vide J de IR, X désigne la projection canonique cu -* üü/J de Ii sur 

: r j = 

LEMME.- Pour qu'une mesure de probabilité M- sur ( W, (F ) possède les 

propriétés Ml et M2, il faut et il suffit qu'elle vérifie : (ME) pour 

toute partie finie non vide J de IR, l'image de \i par l'application 
(1) mesurable X coïncide avec m 

J J 

( 2 ) 

En effet , soit M- une mesure de probabilité sur ( W, U* ) sa

tisfaisant Ml. Si \i satisfait M2, on a aussi 
(M2») Pour tout n ^ 2 , toute suite (t.) telle que t < ... < t , 

J 1< j < n 1 
et toute suite (cp.) d'éléments de 2)(lR), 

J l ^ j < n 

(1) Voir le Lemme 2 . 2 . 2 . 

(2) Voir à ce sujet l'exposé N°3 de [ 2 6 ] , le § 1 .2 de Getoor [10] ou 

le § III.2 de Dynkin [il]. 
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2 . 2 . 3 

( 2 . 2 . 6 )M-(dxdsd ° X ] = 4{plNt2-t1(5P2Nt3-t2("-(CP„-lNtn-tn_1CP„) " - ^ o 

[vérification standard pour récurrence sur n . Inversement, si H sa

tisfait M2', alors, pour tous t € TR , h ^ 0 et cp G 5) (E), on a, 

E 
LL 
.F . (cp o Xt+h) sds [F . ((Nh<p) o Xt+h) 

00 ( 1 ) n 
pour tout F € Z ( <H, -i) de la forme F = n cp. o X où t. < t et 

Cp̂  6 $) ( B ) (j = 1,2,....,n ; n > l) ; donc aussi pour tout 

€ £ ( W, G*(_co ̂ j) , d'après le théorème de prolongement par raesurabi-

(2) 
lité ; autrement dit, M» satisfait M2. On conclut alors au lemme en 
remarquant que (2.2.6) s'écrit aussi E,,[$ o XTJ = / _ $ dmT avec les 

]RJ J 
notations du lemme 2.2.2. 

cqfd. 

De ce lemme, il résulte que M» vérifie M3 dès qu'elle vérifie 

Ml et M2 : En effet, supposant que X ( |i) = m pour chaque J, il suffit 

de montrer que les mesures T ( M») ( T) € TE) ont la même propriété. Pour cela, 

désignant par T| la bijection (x ) r (x ) de TRJ sur 
îl" (u) u € t i ( j ) 

T|( J) — 1 — 1 
3R , on remarque que Xj o = ° X,n(j) ' donc' Puis(lue 

XT)(J)^^ = m,n(J) par nypothese ' on a Xj^Tt) (̂ -̂̂ j si et seulement si, 

( 2 . 2 . 7 ) %(J) = V m J } 

( 1 ) Si (E,j§) est un espace mesurable, on note X (E,5) l'espace des fonc-

tions complexes sur E qui sont¿f -mesurables et bornées. 

(2) Voir, par exemple, Meyer [ 9 ] , Théorème 1 . 2 0 . 
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2.2.3, 2.2.4. 

I 1 suffit donc de montrer que cette relation a lieu pour chaque J et 
chaque T). Mais, d'après la propriété (l) du Lemme 2 . 2 . 2 , l'égalité 
(2.2.7) équivaut à l'égalisé , 

(2.2.8) 
TR 

(0 N ( . .( Cp N cp ) . . . ) d\h ^u . u - u . v Mi U -U .Ml o 1 2 1 n-1 n n-1 n 

lmn-1xc 
lmn-1lmn *2 tlmn - 1lmn - 1 ) Nt -t ^(t ))---') d V 

n n-1 n 

pour chaque famille (cp ) ̂  , . de fonctions de (TR) , en désignant 

par t, < ...< t (resp u < ...< u ) la suite trictement croissante des 1 n 1 n 
éléments de J (resp Tl(J)) • Or, si T| est une translation Ts, on a 

u. = Tl(t.)(l<j < n) ex u . - u. . = t. - t. . (2 < j < n) ; donc 
J J 3 J-l J J-l 

(2.2.8) est identiquement satsifaite ; et si T] est la symétrie 
0" : t -» - t, on a u. = îl(t . ) (l ̂  j ̂ n) et u.-u. . = t . - t . 

j n-j + 1 ° j j-l n-j + 2 n-j + 1 
(2 ^ j < n) ; ce qui fait que (2.2.8) résulte du caractère auto-adjoint 
des opérateurs N • Ainsi la relation (2 .2 .7) est satisfaite pour "C\ = 

(s € TR ) et pour T| = 0" • donc pour tout Tl € ]E. D'où la propriété M3 pour 
M* en même temps que Ml et M2 • 

2 . 2 . 4 . - Afin de montrer l'existence de M», on commence par appliquer le 
— 7 — . (1) 
théorème de Kolmogorov au système projectif des mesures m 

~ J pu £J 
(Lemme 2 .2 .2) , ce qui fournit une mesure de probabilité sur ( V , 6* ) 

PU PU 
telle que X ( M») = m pour toute partie finie non vide J de TR , en posant 
^ JR rs> pu PU 

V = TR et en désignant par (?r, et X̂ . les termes canoniquement définis 

sur cet espace comme (? , X et X le sont sur W. Le processus stochasti-
îw ro rw pu 

que ( \W, 0*, M» ; (X ) £ -¡ĵ  ainsi construit possède la propriété de con

tinuité suivante : (C) Il existe une famille (Y.) c d'applications 
ru ru t t t JK 
^ -mesurables de W dans 3R telle que, (Cl) Pour chaque t e TR , £( {ou € V Y (u>) = X («)) }) = 1 . 

pu 
(C2) Pour chaque ou £ W, l'application t -» Y, (ou) est continue de ]R dans 
TR . 

(1) Voir par exemple [8] pages 78 et 79 ou [ l2J pages 20 et 2 1 . 
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2 . 2 . 4 

C'est un résultat classique de la théorie générale des fonc

tions aléatoires que cette propriété résulte de ce que, 

LEMME - Il existe C > 0 tel que, pour tous t € ]R et s € TR , 

( 2 . 2 . 9 ] sd 
sd 

|X - XJ dp. < C |t - s| . 

[ûn peut établir que ce Lemme entraîne la propriété (C) à partir des 

propositions III.4.3 et 1 1 1 . 5 * 3 de [8J : La proposition III.4.3 fournit 

d'abord une fonction aléatoire séparable (Y ) r vérifiant Cl ; après 
' t t ^ JK 

quoi la proposition III.5.3 avec Qf = 4 et p = 1 entraîne que l'on peut 
rv r>-> 

modifier (Y ) r _ sur un sous-ensemble ^-négligeable de № de telle sor-t t t IR 
te que C2 soit aussi vérifiée. On peut aussi procéder directement (i.e 
sans faire appel à la notion de fonction aléatoire séparable) comme dans 

[12], pages 30 à 33 ] . 

On montre maintenant le Lemme ci-dessus : on remarque d'abord 

que, si h = |t - si, on a, 

(2.2.10) 
sd 

• <S>xt) ( 0 ©X )dfx s 
IR 

\Jf N 9 dp. 
h o TR 

(n. •) E dp. , 
h o 

pour tous f et 6 dans f> (IR) d'après (2.2.2) et la définition de p (en 

prenant J = |t,sj) ; donc aussi pour tous l|f et 0 dans L2(IR, p» ). Dési-
o 

gnant alors par X l'application identique de IR , et tenant compte de ce 

que Xk ^ L2(IR, p.Q ) pour tout k > 0 [Lemme 1 . 5 , relation (l . 5 . 4 . ) ] , on a 

sd 
xt-xJ dp» = 2 

IR 
X dp. - 4 

o 
IR 
XN (X3)d^ + 6 
h o 

IR 
x \ (X2)dp-
. h o 

4 
TR 

x\ (X2)dp 

-x/ 4 
en développant (X̂_ - X^) par la formule du binôme ; ce qui peut aussi 
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2.2.4. 

s 1 écrire, 

(2.2.11) 
sd 

X+ - X 
1 t s 

,4 ~ , 4 
d^ = 2(CÎ X ) 

1 o 

8(X|N (X3)) 6(x2|Nh(x2)) 

puisque (x3|Nhlx)l = (x|NH(X3)) • Mais, d'une part X* € D(h*2) pour k = 2,3 

(propriété (2) de la proposition 1.6), et d'autre part, pour i|f € D(H) 

et s ^ 0, 

(2.2.12) 
s 

s 

o 

N H * du 

[l'intégrale étant convergente dans L (JK, M< ) ] ; d'où, en faisant dans 
k °k 

cette relation, d'abord i|r = X , puis i|f = HX , 

Nh(xk) K 
X 

h 

sd 
NvH(x ) dv puis, 

(2,2.13) Nh(Xk) K. 
X 

h H(xk) 
sd 

o 

dv 
v 

c 

ds N u H2(Xk) du (k = 2,3) 

et en portant (2.2.13) dans (2.2.11), on obtient, après simplification, 

(2.2.14) -V/ 
|X , -X | 
1 t s 1 

4 
d M 2 h "4(X|H(XJ)) 3(X2|H(X2)) 

8(xl 
h 

dv 
v 

o 

N^H (x )du)+ 6(x2 
h 

c 
dv 

sd 

G 
NuH2(x2)du) ; 

au second membre, le second et le troisième termes sont majorés en mo-
2 2 3 2 2 2 2 

dule respectivement par 4 h | |x|| | |H (X )|| et 3 h ||x || ||H (X )||. Pour 

achever la démonstration du lemme, il suffit donc de montrer que, 

(2.2.15) 4(X|H(X3)) 3(X2|H(X2)) = 0. 
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2.2 .4 , 2.2.5 

Or, H(x ) (k = 2,3) étant donné par la relation (1.6.2) [pro

position 1 .6] , on a, 

H(XR) 
1 
2 
k(k - 1)X • x\ (X2)dp k-1 [k = 2,3) d'où, 

4(X|H(X3» - 3(X2|H(X2» 

4 
IR 

3x2+ 3CX3] dM- - 3 ofd 
f 

X2 + 2çx3] d̂ o, 

3 [3X2 - 2CX3] x\ (dp 

3 
JR 
[3x p(x) x3P» (x) dx, puisque 

df a pour densité P et puisque C = - — P!/P (voir 1 .4), 

O puisque P € -#(3R) (Lemme 1.5). 

cqf d. 

2.2.5 - Pour conclure, on établit l'existence de M- à partir de la pro

priété (C) : On remarque d'abord que -̂presque toutes les tajectoires 

de la fonction aléatoire (Y.) r — vérifient la relation (2.1.1). En 
t t t M ^ 

effet, l'application (t,cu) -»Yt(u)) étant mesurable de EX № dans TR 
d'après C2, l'application eu / |Y (ÜU)|P — ~ — de (K dans [o, + 00 ] est 

3R 1 + t 
mesurable pour chaque p ̂ 0 , et on a, d'après le théorème de Fubini, 

df 
M-(duj) 

TF 
Y+.((ü) IP dt 

i + t2 TR 

df 
1 + t2 df 

Y ((Jü) |P ÏÏ(du>) 

]R 

dt 

i + t2 df 
|X (ou) j P̂ ( du)) d'après Cl, 
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2.2.5. 

TR 

dt 
2 ' 

1 + t TR 
x |P M- (dx) 

1 o 
par construction de |J» . 

Dfoù, puisque XP £ L̂ (1R, M* ) [lemme 1.5» relation ( 1 . 5 . 4 ) 1. 
o 

( 2 . 2 . 1 6 ) 
sd 

M<(dou] 
sd 

|Y+(w) P dt 
|Y+(w 

|Y+(w 

Ainsi.désignant par \W l'ensemble des W € W tels que 
/ b 

IR 
Y. (ou ) I P dt 

i + t2 
< + 00 pour tout entier p ^ O, on a \W_ € et 

M*C Wfe) = 1 . Cela étant, soit Y l'application de Wfe dans W associant 

à chaque ou € ty, sa trajectoire t -> Y, (ou) (laquelle appartient à W par 

définition de \JnT )• Cette application est mesurable lorsqu'on munit 
^ _ b ~ 
tt^b de la tribu (Jî  induite par # , puisque Xt(Y(ou)) = Yt(ou) (t € M , 

ou c ^^) î et, pour chaque partie finie non vide J de 1 , on a, d'après 

Cl, 

( 2 . 2 . 1 7 ) X (Y(U>)) Xj(co) pour M—presque tout ou € sddfV 

Il est alors clair, d'après ( 2 . 2 . 1 7 ) et le lemme 2 . 2 . 3 que l'on obtient 

une mesure de probabilité \l sur ( W, ) possédant les propriétés Ml et 

M2 en prenant l'image par Y de la mesure induite sur ( V, iGb)w Par la 

mesure µ En outre, cette mesure possède la propriété M3 ainsi qu'on 

l'a vu en 2 . 2 . 3 . Enfin, en ce qui concerne la propriété M4, on remarque 

que l'ensemble des X̂_ ( t £ TR ) est borné dans ( W, 5*, \i>) pour tout 

r < + 00 d'après la propriété Ml et le lemme 1 . 5 [relation (l .5«^)]« Ainsi, 

pour chaque tQ 6 TR et 1 ^ p < + 00, l'ensemble des |Xt« X |P ( t € ]R ) 

2 ° 
est borné dans X ( \W, vT , (i) • donc cet ensemble est uniformément intégra-

ble (voir Meyer [9J1 Théorème II. 2 2 ) . D'où (voir Meyer [9]? Théorème 

II. 2 1 ) , lim ||X - X II = O, puisque lim xt(ou) = * t (ou) pour tout 
t -> t o p t -> t o 

o o 

ou £ W. cqf d. 
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2 . 2 . 5 , 2 .3 

2 . 3Champ Euclidien et champ quantique ; Théorie de Nelson en dimension 
d = 1 ( 1 ) 

On désigne(2) par \i> la mesure Euclidienne spécifiée par 1» in

teraction Q^3\ parJlG l'espace de Hilbert L2(\W,^,l-0, et, pour chaque 

t € IR , par la classe (modulo P-) de X . D'après la propriété M4 (Thé 
—t t 

orème 2 . 1 ) , l'application X. ' "t ^ es^ continue et bornée de IR dans 

H : on peut donc définir l'application linéaire 2 de S (TR ) dansJ^G en 

posant, 

( 2 . 3 . 1 ) Sif 1 
sdI 

f(t) X ai 
—t (f € 4 {TR )) 

l'intégrale du second membre étant absolument convergente dans j £ . 

Pour chaque ouvert non vide U de IR , on désigne alors par 0"̂  

la sous-tribu de F engendrée par les 2(f) avec f £ -i (]R)et supp f C U 

(autrement dit,Qu est la plus petite sous-tribu de G* rendant mesurables 

toutes les fonctions G : IK C appartenant aux classes E(f) avec 

f € -if ( TR ) et supp f C U) ; et, pour chaque fermé non vide F de TR , on 

désigne par & l'intersection des tribus & avec U ouvert et U Z> F. 
r U 

Enfin, on désigne par Cl la classe (modulo M-) de la fonction constante 

égale à 1 sur \K. 

Cela étant, 

THEOREME 2 . II - Le système G = ( V, &, (JL ; ( T ) ¿- _ , S) possède (en 11 " 7 T) T| t JE 

( 1 ) Un lecteur principalement intéressé par la quasi-invariance de la 

mesure Euclidienne peut sauter sans inconvénient cet alinéa. 

(2) Avec les notations introduites au § 2 . 1 . 1 . 

(3) Voir 2 . 1 . 3 
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2.3. 

(1) 
plus de M3 ) les propriétés suivantes : 

(EO) Pour tout f G S (]R) , 2(f) = 2(f) 

(El) L'application linéaire 2 est continue de <5 ( 3R ) dans j& • 

2 
(E2) Pour toute demi-droite ouverte U et tout Z G L ( V - ^ , MO , 

( 2 . 3 . 2 ] |Y+(w|Y+(w|Y+(w|Y+(w 

lmn-1lmn-1lmn-1lmn-1 

2) 

(E3) Pour tous f € -¿(IR ) et T) € 3E , 

( 2 . 3 . 3 . ) (f oïl) 2(f) Q T 

(E4) Pour tout Z € L2(W,frjo j, |i) , Z <£> Ta = Z. 

(E5) La mesure M< est ergodique pour les translations Ot( t G ]R ) en 

ce sens que les multiples de Ci (i.e les constantes) sont les seuls 

éléments Z de & tels que Z Ot Q = Z pour tout t 6 3R . 

Pour chaque Z G L*5 (\K, G* , t1) , Z (Tn P désigne naturellement la 

classe (modulo |J.) commune (propriété M3 ) aux fonctions G o T avec 

G £ Z. 

Ainsi, ̂  = ( V , (P, M» : (T ) ^ ^ , 2) constitue un champ Marko-w 7 T| tj t 1E 

vien Euclidien sur s ( ]R ) (propriétés EO à E3) selon la définition donnée 

par Nelson au § 6 de [ 6 ] (avec s au lieu de £) ; voir aussi la remarque 

2.5.1) ; et ce champ possède la "propriété de réflexion" (E4) et la pro

priété ergodique (E5). 

(1) Voir le Théorème 2.1 en 2.1 . 3 . 

(2) Si U = (- 00, a] ou U =la, + °°1 bu = {a} ; voir la remarque 2.5.1o 
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2 .3 

En outre, le champ Euclidien T fournit, par la démarche de 

Nelson, la réalisation de Guelfand-Segal du champ quantique d'inter

action Q (voir le théorème l.III en 1 .5) : 

THEOREME 2.III.- En plus de la propriété M3 et des propriétés EO a 

E5, le système £ = ( \W (F , M- ; (T ) ; 2) possède les propriétés 

suivantes : 

(E6) L'application 2 se prolonge de façon unique en une application 

linéaire séquentiellement continue 2 de Mb IR) muni de la topolo

gie étroite (1) dans X ; et on a, 

(2.3.4) 
je 

2 (? ) / s , 
]R 

SUt) pour tout £ € ÏÏl^(TR) ; et, 

( 2 . 3 . 5 ) X 2 ( V 
* (2) pour tout t € IR 

(E7) La tribu & j | coïncide avec la tribu engendrée par X ; et 
101 (3) 2"° 

l'application U : \lf -> ijf (? X est une isométrie de L ( IR,U ) sur 
~ o —o o 

|Y+(w|Y+(w|Y+(w|Y+(w 

(E8) Pour tous t ^ 0 et Z 6 L2( * *{0] 11 MO , 

( 2 . 3 . 6 ) U_1N_L U Z 
o t o 

|Y+(w|Y+(w|Y+(w 
|Y+(w|Y+(w|Y+(w 

(1) 55̂ ( 3R) [resp C^( 3R) j désigne l'espace des mesures [resp des fonc

tions continues] bornées sur IR ; et la topologie étroite est la topo

logie faible °(\( 3R) , Cb(3R)). 

(2) Voir la remarque 2 . 5 . 4 

(3) On désigne naturellement par f 0 X la classe (modulo M-) commune 
—o 

aux fonctions f o G avec f € \|r et G € (voir 2.1 . 3 ) . 
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2.3. 

2 
(E9) Pour tous Y et Z appartenant à L (№, #i », M») tel que 

»0 ( - 1 U Y o € D(H1//2) et U"*1 Z € D(H^), on a Y X Z € L1 (W, 0«V) , et, o —o 

( 2 . 3 . 7 ) (u"1y|$ u-1z) 
o 1 o o 

E [Y X Z-M-L -o 
( D 

En particulier, il existe C > O tel que, 

( 2 . 3 . 8 ) E T Y X z l : C + H)/2 U"1Y|| l i d + H/2 i r ^ u 

pour tous Y et Z appartenant à U (D(H )) • 
o 

Nous ignorons si le champ Euclidien 5 en cause ici admet (pour 

l'interaction Q la plus générale) un prolongement linéaire continu de 

H (JR) dans L°(\br, G*\ p.) ainsi que le postule Nelson dans les § 2 à 5 

de [ 6 ] . La propriété (E6) remplace avantageusement ici ce prolongement, 

et permet de "récupérer" le champ (Euclidien) à l'instant t (relation 

( 2 . 3 . 5 ) ) à partir de 2 (défini seulement sur S(lR)) sans avoir à affronter 
( 2 ) 

les difficultés du § 6 de [ 6 ] ; la propriété (E7) assure l'équiva

lence unitaire de l'espace 36= L^ ( V , 9* i , M») de Nelson avec l'espace 
2 , 10 » 

L (TR , M- ) qui porte la réalisation de Guelf and-Segal du champ quanti-
o 

que d'interaction Q (voir 1 . 5 ) . La relation ( 2 . 3 . 6 ) correspond alors à 
la relation (4) de [ô] par laquelle Nelson définit le Hamiltonien H via 

— t H 
le semi-groupe (e ^t>0* Enf:*-n' la relation ( 2 . 3 . 7 ) relie le champ 
quantique $ à l'instant zéro [considéré comme forme sesqui-linéaire 

y2 ° y2 1 

sur D(H ) X D(H ) J au champ Euclidien à l'instant zéro ; et la rela

tion ( 2 . 3 . 8 ) exprime que l'hypothèse (A) de Nelson (§ 4 de [6 ] ) est sa-

2 
(1) (• •) désigne le produit scalaire dans L ( ]R , (i ), et i est l'op-

1 o o 
rateur de multiplication par X dans cet espace (voir 1.4 et 1 . 5 ) . 

(2) Voir aussi la remarque 2 . 5 . 4 . 
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2 . 3 , 2 . 4 . 1 

tisfaite ici avec k = - ^ = 1 . 

2 . 4 . - Compléments sur la propriété de Markov de la mesure Euclidienne 

¿^1 

2 . 4 . 1 . - On introduit dfabord la forme générale de la propriété de 

Markov : 

PROPOSITION - ( 1 ) Pour tout t € B et tout Z € L^K.flt £t +fl0j > M-) , 

( 2 . 4 . 1 ) 
|Y+(wcxcVz/(Wi 

|Y+(w|Y+(w 

(2) Pour tout t € TR et tout Z <E L (V, ff^œ t]'^1 

( 2 . 4 . 2 ) E [Z/ 6T 
t, + « 

|Y+(w |Y+(wss 

(3) Il existe une application linéaire continue M de 
1 1 ^ 

T» (W, fr~ <m\ ? MO dans L ( IR, M» ) et une seule telle que, pour tout 
LO,+w; ^ o 

t € TR et pour tout Z G L (W, (Fr- , H) , 

( 2 . 4 . 3 ) M(Z) 0 X . lmn-1lmn-1lmn-1 
lmn-1lmn-1lmn-1 

En outre, M, est un opérateur Markovien en ce sens que, 
M» 

( 2 . 4 . 4 ) M (Z) O pour tout Z > 0 (Z G L (№, £, 0, + oo)^))î et, 

( 2 . 4 . 5 : M (Q] 
IL o 

( 1 ) La situation et les notations sont celles intervenant en 2 . 3 . 
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2.4.1 . 

et, M induit une contraction de LP(tW, (Pr,. „n , P*) dans LP(]R , M- ) pour U O. + ) o 
1 ^ p ^ + °°. 

Les propriétés (l) et (2) seront appelées respectivement la 
(1) 

propriété de Markov et la propriété de Markov rétrograde de |i • 

En effet, par une vérification standard, on déduit d'abord de 

la propriété M2 que (2.4.1) a,lieu pour tout Z de la forme 

n 
n O X+ avec i|f. €L(!IR,}i)ett.>t(j = l , 2,...,n;n>l) : d'où 

j=l 3 j 3 ^ 7 , 7 , , 
00 

il résulte que (2.4.1) a lieu pour tout Z € L (\W, (Fr n , M») d'après le 
, . (2) *+ > 

théorème de prolongement par mesurabilite ; et finalement pour tout 

Z € L*(tor, +00)'^) d'après la continuité en moyenne des espérances 

conditionnelles. D'où la propriété (l). On peut en déduire la propriété 

(2) en utilisant l'invariance de M< par la symétrie S (voir la remarque 1 

ci-dessous) : Si Z € L ^ V , (P|-00 t^M-)i on a Z0S € L^ty, +œjiM«), et, 
E M , C z / ^ [ t , + oD)] = Ejjl[Z(5S/ ^(.oo^.t]] 0s Par l'invariance de M-, 

|Y+(w|Y+(w|Y+(w|Y+(w 
|Y+(w|Y+(w|Y+(wvvv 

OS d'après la propriété (l), 

|Y+(w|Y+(w de nouveau par l'invariance de |i. 

Enfin, remarquant que l'application U : î|f \|f(9X est une isométrie de 

1 1 o o 

L (]R,MO sur L (W, ff*|o j , |JL) [Théorème 2.1, propriété Ml de |J .] , la pro

priété (3) résulte immédiatement de la propriété (l) en posant 

MM(Z) = U" (E.,[Z/ (F< il) : l'opérât eur M. ainsi défini étant Markovien 

en même temps que les opérateurs et E [./ (?\ j]. 

cqfd. 

(1) Voir 4.2.1 et la remarque 1 ci-dessous. 

(2) Voir par exemple Meyer [9]? Théorème 1 . 20 . 
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2.4,1, 2 . 4 . 2 

Remarque 1 - La propriété de Markov rétrograde de M- est conséquence de 
la propriété de Markov indépendamment de l'invariance de M< par la symé
trie S [voir à ce sujet l'exposé №3 de [ 26 ] (Théorème 1, page 3»03) ou 

le Théorème 1.3 au § 1.3 de Getoor [ l u ] ] . 

Remarque 2 - On peut déduire de la proposition V . 4 . 4 de Neveu [ 8 ] que 

l'opérateur Markovien M est associé à une probabilité de transition 

P(x,da)) de ]R dans C(IR^IR) : une version de cette probabilité de transi

tion est fournie par la famille (P ) r TO des mesures qui constituent 
X X vl JK 

le processus de diffusion X mentionné en 2.1.4 ci-dessus. 

2 . 4 . 2 . - Pour chaque sous-ensemble non vide J de TR , on désigne par 6* 
————— J 
la sous-tribu de G* engendrée par G^r\jj(9.t où </= {A €(P||JL(A) = o) , et par 

J r H* 
1•intersection des tribus avec U ouvert et U 7> J. On note que£, —~ J —u j 

est aussi la sous-tribu de G* engendrée par la réunion des classes X^ 
(1) 

avec t € J . Cela étant, 

LEMME - (1) Pour tout t € TR et tout Z € L (W, ÇJp +00),M<), 

(2 .4 .6 ) 
w < x < w x V z / 3 - - , t i J = v z / c f i t } J -

(2) Pour tout t € IR et tout Z € L (V, ^ œ t 1, M>) , 

(2 4 .7 ) Vz/3--,tiJVz/3--,tiJVz/3--,tiJ 

En effet, on déduit d'abord la propriété (2) de la propriété(l) 

comme en 2.4.1 la propriété de Markov rétrograde de la propriété de 

Markov. Ensuite, comme dans la démonstration de cette dernière en 2.4.1, 

on se ramène à établir la propriété correspondant à M2 : Pour tous t € TR, 

h^0e t\|f£L2(!R,M<), o 

( 2 . 4 . 8 ) Vz/3--,tiJVz/3--,tiJVz/ Vz/3--,tiJV 

(1) Voir le début de 2 .3 
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2.4.2, 2.4.3. 

Et, pour cela, il suffit [les deux membres de ( 2 , 4 . 8 ) étant fonctions 

continues de \|f € L^(lR, M- ) ] de montrer que, pour t € ]R , h ^ 0 , 

• 6 Cb(R) et A €Vz/3--Jt-i, on a, 

( 2 . 4 . 9 ) E ^ V ( * o x t+h) ; V V « N h + ) o X )] 

[on note que N \|f £ C (]R) d'après la proposition 2 . 1 . 2 ] . Or, posant 

t = t + -
n n pour chaque n entier > O, on a A € (F̂  » ^ ] ' donc,d'après M2, 

E J V ( * o Xt ) 
n+h 

% C v « N h * ) o x t j ; 
n 

D'où ( 2 . 4 , 9 ) en passant à la limite dans cette relation lorsque n tend 

vers l'infini, ce qui est licite, d'après le théorème de Lebesgue et la 

continuité des trajectoires de la fonction aléatoire (X ) p , puisque 
t t t JR 

les fonctions ill et N, \|f sont continues et bornées. cqf d. 

Remarque - On établirait de même la propriété de Markov forte pour le pro

cessus en cause (voir à ce sujet Getoor [ 8 ] , § 1 . 8 , Théorème 8 . 1 1 ) . 

2 , 4 . 3 , - On en vient maintenant à la continuité à droite des tribus 0*^ : 

PROPOSITION - ( 1 ) Quel que soit J C TR (J ^ ff) , on a 

( 1 ) 
( 2 . 4 . 1 0 ) Vz/3--,tiJ 

et Vz/3--,tiJ 

(2) Si J est un intervalle fermé de TR , on a, 

( 2 . 4 . 1 1 ) Vz/3--,tiJ 

En effet, la seconde égalité ( 2 . 4 . 1 0 ) résulte de la première, laquelle 

découle de la continuité des trajectoires de la fonction aléatoire 

(X ) r . D'où la propriété (l). Pour établir ensuite la relation 
L t t JK 

(l) J désigne la fermeture de J dans TR. 
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2.4.3 

( 2 . 4 . 1 1 ) , il suffit de montrer que , 

(2 .4 .12) ouppusc ouppusc 

JJUUX UUUL x u \w ,v , i-v • ouppuscuic u-auuxu que o = v— —, t j , yx ace au 

théorème de prolongement par mesurabi1ité, on se ramène à montrer que 

(2 .4 .12) a lieu lorsque Y = Y Y avec Ŷ  G L°°(\W, M , et 
oo 1 2 1 i - ? t J 

Y G L (IW,(Fr „N , 1-0 ; ce qui résulte des propriétés (l) de la proposi-
2 [_t,+ ' 
tion 2.4.1;du lemme 2 .4.2 et de ce que E^Y^/fi] = Y^E [Y2/fi] pour 
&= ̂  œ ̂  j et (¡5= ff^ œ ̂ j. Et on conclurait de même lorsque J = [t, + °°) à 

partir des propriétés (2) des mêmes énoncés. Supposant ensuite que 

J = [a,b] (avec a^b), il suffit de même de montrer que (2 .4 .12) a lieu 

lorsque Y = * J J y avec Y± € L°°(IK,^( & j , H) , Y2 G L~(W, <F*£ & ̂  fe -|, M-) et 

Ŷ  £ L (W,G^b +»)»M-). Or, si (fi) = ̂j-a b-j oufi= ff^a bj, on a, puisque 

fi C £ ( _ « î b ] et fi>C^a+œ^ d'après ce qui précède. 

E TE TY Y Y 
E TE TY Y Y 

M- M-L 1 2 3 

E TE TY Y YXC 

E r Y Y E M-1- 1 2 M» V5--.b-|]/<3] 

E TE TY Y YE TE TY wwx 
wxc 

d!après la propriété de 

(1 
Markov de M-

E, [E [Y Y E ' UL M> 1 2 U 
E TE TY Y YE TE TY Y Y 

E TY^ E [Y UL 2 Ll1- 3 ,<?ibiJVV*i [a,+-) ] / ^ ' 

E TY^ E [ E TE TY Y YX E TE TY Y YX 

(l) 
d'après la propriété de Markov rétrograde de [i • Ainsi, 

E ^ V 2 V ^ : Y2 E ^ Y / ° r | a P 
E TE TY Y YW 
E TE TY Y Y 

D'où (2 .4 .12) lorsque Y = Y Y Y 
1 2 3 cqf d. 

(l) Pronosition 2 . 4 . 1 . 
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2.4.5, 2.5.1. 

Remarque - Nous ignorons si l'on a G*t, = (r pour tout fermé non vide 

t a td ï1) J de ]R 

2.5.- Démonstration des Théorèmes 2.II et 2.III 

2.5.1.- Les propriétés EO, El et E3 sont immédiates [voir(2.1.4) en ce 

qui concerne E3]« La propriété de Markov E2 résulte de la proposition 

2;4.1 [propriétés (l) et (2)] et de la proposition suivante : 

PROPOSITION - Si J C 3R est un intervalle ouvert ou un intervalle 

fermé, on a flTj. = £j# 

En effet, en vertu de la proposition 2.4.3 [propriété (2)], il 

suffit de montrer que Çf^ - (K .̂ lorsque J est un intervalle ouvert. Or, 

dans ce cas, en vertu de la continuité de l'application t -» 2Ŝ. ̂ e ^ dans 

3G= L2(\Wr,6r, M») , d'une part 0̂ . contient Fj car, si (f"n) est une suite stan

dard de fonctions de £) ( ]R ) approximant 6 , on a X. = lim 2(f ) (limi-
t n » n 

te dans 36), donc X G L (\K,9̂ ,M-) pour tout t € J ; et d'autre part 01 

contient ^ , car, pour chaque f G <3(]R), 2(f) est limite dans J£ d'une 
J 2 

suite de sommes de Rieman, lesquelles appartiennent à L (W,£fy, Il) dès 

que supp f c J. cqfd< 

Remarque - Nous ignorons si on a 0̂ . = Jfj Pour tout fermé non vide J de 

]E , et si la propriété de Markov (2.3.2) (propriété E2) a lieu pour tout 

U ouvert non vide de ]R • La propriété de Markov pour les demi-droites 
(2) 

qui vient d'etre établie suffit à la Théorie de Nelson ; et il n'y a 

pas d'inconvénient à s'y limiter. 

(1) Voir la remarque 2.5.1. 

(2) Plus généralement (i.e pour une dimension d quelconque), la théorie 

développée par Nelson dans [ô] ne réclame la propriété de Markov du 

champ Euclidien que pour les demi-espaces ouverts. 
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2 . 5 . 2 , 2 .5 .3 

2 . 5 . 2 . - La propriété E4 résulte de la propriété E7 (Théorème 2.III), la

quelle résulte elle-même de la proposition 2.5.1 (avec J = joj) et de 

la propriété Ml (Théorème 2.1). 

^2.^ll*mm La Pr°priété ergodique E5 va résulter de la propriété asympto-

tique suivante : 

PROPOSITION - Pour tout couple (Z,Z») € XxJG, on a, 

(2.5.1.) lim 
E TE T 

<z|z» 0 e > = < z|n > < n|z> > . 

On désigne ici par < .|. > le produit scalaire dans l'espace 

de Hilbert %. 

En effet, doit % le sous-espace vectoriel dense de 3& qui est réunion des 

sous-espaces L^(W, (F , M») avec J intervalle compact (T§est dense dans JC 

car, si Z € 3£ est tel que < Z;Z' > = O pour tout Z* € )S , on a aussi 

< Z|Z» >0 pour tout Z1 € L (WîGsl-O d'après le théorème de prolongement 

par mesurabilité ). Puisque "6 est dense dans%> et puisque ||Y0 6 || = ||Y|| 

pour tout Y € 3&, il suffit de montrer que (2.5.1) a lieu lorsque 
2 2 

Z € L (V, bj,|i) et Z» € L (V, ?L£a, b,],li). Or, dans ce cas, on a, 
dès que a1 + t ̂  b, 

< z|z» O 0 > EJZ Ejz«yxc 0 / < * / - i l l -
t7 -(-°°,a'+t]JJ' 

E J Z Ejz«y EJZ Ejz«yxcxcc dfaprès M3, 

EJZ Ejz«yw ) © e i d»après la propriété de Markov, 

en posant \|f' = MjZ'OÔ ,) [proposition 2.4.1, propriété ( 3)1 ; 
H* a1 J 

EJZ Ey EJZ Ejz«y 

sqd (*0X)sds(f©X ) d'après la propriété de 

Markov rétrograde en posant t|f = M, (Z (9 6 o S) , 
H* b 
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2.5.3, 2.5.4. 

( + I V + t - b * , : d'après Ml et M2 en désignant par 

i 2 
(• .) le produit scalaire de L (]R, M- ). Ainsi, 1 o 

( 2 . 5 . 2 : < z I z » o 6 > (*lNa.+t-b*,) 
dès que af+t ^ b. 

Mais, en vertu de l'équivalence unitaire entre H et l'opéra

teur anharmonique JJ, (Théorème l.III) et de la propriété (3) de la pro

position B3, O est valeur propre simple de H ; ce qui entraîne que, 

( 2 . 5 . 3 ) Lim 
t -> +œ (*lNa.+b-b*': 

(*|Oo)(Qo|f) 

D'où la relation (2.5.1) lorsque t + 00 puisque zlf) = < zlfi > et 

(ci ir»; 
o 1 

< n|z«>, donc aussi par symétrie lorsque t •* - 00 , 

cqf d. 

La propriété E5 en résulte sans difficulté comme suit : soit 

Z un élément de % tel que Z 0 6^ = Z pour tout t € 3R • Posant 

Z„ = Z - < Z10 >C1 , on a encore Z 0 9 = Z ; donc < z j z „ 0 9 > = Ite ||2 
1 1 1 t 1 V 1 t " 1" 

pour tout t € ]R ; et la relation (2.5.I) avec Z^ mis pour Z et pour Zf 

entraîne que ||z^||2 = O, puisque <Cl\z> = O par construction. D'où 

Z = ^ Z |U >>U, 

Remarque - La démonstration ci-dessus repose essentiellement sur le 

fait que O est valeur propre simple de H et ne fait intervenir que la 

propriété de Markov et la propriété d'invariance Euclidienne de µ In

versement, si M» est une mesure de probabilité sur (W,(F0 vérifiant ces 

propriétés ainsi que la propriété ergodique E5, alors 0 est valeur pro

pre simple du Hamiltonien associé (voir à ce sujet la proposition 5.1.1 

et la remarque 2 de 5.1 .2) : on établit ce résultat sans difficulté en 

transcrivant au cas particulier en cause ici la démonstration du théo

rème 3 de Nelson [ 6 ] . 

2 . 5 . 4 . - En ce qui concerne la propriété E6, l'unicité du prolongement 

L résulte de ce que toute mesure § € /^(H) est limite [pour la topolo

gie étroite ^^b'Cfc)] d'une suite de fonctions de £) ( IR ) [§ est d'abord 
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2.5.5 

limite étroite de la suite des mesures à support compact Cpn«§ où 

CD € ®(]R ) et l r -i ̂  cp ^ l r ^ . 1 ; puis chaque mesure à support MTI L-n,nJ n̂ L-n-1,n+1J ' 

compact est limite de la suite de ses régularisées]. Et pour établir 

l'existence, il suffit de montrer que l'application linéaire 2 de 

%l^(JR) dans % définie par (2.3.4) est séquentiellement continue. Or, en 

calculant scalairement deux fois l'intégrale (2.3.4) après l'avoir por-

tée au second membre de l'égalité ||S ( Ç) || = <2 (§)|S (§) >, on ob

tient , 

(2.5.4) 11^(5)1 
|2 

IR 
S(ds) 

sd 
5(dt) < x |x, > 

jRxm 
--s 1—t §<3§(ds X dt). 

D'où la continuité en vue, puisque, d'une part la fonction 

(s,t) -» ̂Xglifc ̂  est continue et bornée sur 3R X 3R (propriété M4, Théo

rème 2 . 1 ) et, d'autre part, l'application Ç -» §#5 est séquentiellement 

continue de ^l^(TR) dans ̂ (]RX3R) lorsque ces espaces sont munis de la 

topologie étroite [cette dernière propriété découle immédiatement du 

Théorème de continuité de Paul Levy (voir, par exemple, [l5]» Théorème 

2, page 3 1 1 - 0 8 ) ] . 

Remarque - La relation (2.5.4) entraîne que, 

(2 .5 .5) ||S*U)| i Ils! pour tout 5 € «y») , 

avec k = |x II 

Plus généralement, soit S une application linéaire de -«f( 3R) 

dans un espace de Hilbert (quelconque)% telle que, 

(2.5.6) ! | s ( f ) | k 
sd 

|f(t)i dt pour tout f € / ( n ) . 

Alors, les conditions suivantes sont équivalentes : 

(c) L'application 2 se prolonge en une application linéaire séquentiel

lement continue S^de ^(]R) muni de la topologie étroite dans 3&. 
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2.5.4, 2.5.5, 2.6. 

(ce) Il existe une application continue et bornée t -> X, de H dans K 
—t 

telle que S soit de la forme (2 .3.1). 

Et si ces conditions sont satisfaites, (2 . 3 . 4 ) , (2 .3*5) et (2 .5 .5) sont 

vérifiées. 

Ainsi, en particulier, la propriété E6 est caractéristique des champs 

Euclidiens 2 de la forme (2 .3.1). 

Par ailleurs, en vertu de la propriété M4 (Théorème 2.1), l'intégrale 

(2 .3 .4) (Théorème 2.III) converge aussi dans LP(foT,(r, M*) pour l^p<+ 00 ; 

ce qui fait que 2*( l) G L^tt^S^M-) pour tout £ G M^(TR) , et qu'on pour

rait établir une propriété analogue à E6 dans LP(V,(K, M-) (l^p<+ 00) • 

2 . 5 . 5 E n f i n , les propriétés E8 et E9 ne sont que transcriptions : la 

relation (2 .3 .6) résulte de ce que jQ j = —|q } (ProPr:*-ete E7 » voir 

2 .5.2. ci-dessus) et de la propriété de Markov M2 ; et E9 résulte de Ml 

et de ce que $q est dominé par H de même que l0 est dominé par J£ 

(Théorème l.III et propriété (l) de la proposition B5). 

2.6,— Compléments et remarques 

2.6.1.- Le choix de l'espace W retenu pour porter la mesure Euclidienne p» 

(voir 2.1) n'est pas impératif. Pour ce qui est de l'étude faite ci-

dessus du champ Euclidien, ainsi que pour les développements du § 3 ci-

dessous, on aurait pu remplacer W par C(]R,3R). Par contre, pour l'étude 

de M< du point de vue de sa quasi-invariance, il importe que |Jb soit por

tée par un sous-espace Vl de C(]R,IR) tel que, pour tout u) G UT, 

/ |o)(t)|P|f(t)| dt < + °° pour tout p > 0 et tout f G -̂ (IR) [ce qui entraîne, 
m 

en particulier, que VTc -̂ '(3R,]R) ] ; or, \f constitue, parmi d'autres pos

sibles, un tel sous-espace de C(]R,]R) (voir à ce sujet 4.1 ainsi que la 

remarque 4 de 6.1.2 et la remarque 6.4.1). 

2.6.2 - Dans le cas du champ libre de masse m > 0 (voir 1 .7.1), d'une 

part, pour chaque t > 0 , l'opérateur tH m=e"tHm est défini par un 
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2.6.2 

( m ) ( 1 ) noyau Markovien n̂_ (x,dy) sur 3R dont le symbole est donné par la 

formule, 

(2 .6 . 1 ; 
I 

(m), , , n (x,dy, e1^ e 

i 2 
4m 

/. -2mt ( 1-e 
e 
. s -mt 
1 ge x 

(x € H, g € ]R) ; 

(m) 
autrement dit, n (x,.) est la mesure Gaussienne sur IR de moyenne 
—mt —2mt (2) 
e" x et de variance (l-e )/2m . Dfautre part, la mesure Eucli
dienne M*̂ m̂  spécifiée par le polynôme Q(x) = m2X [voir (l.7«l)] est dé
terminée par sa transformée de Fourier via la relation, 

(2.6.2) 
za sd 

i /uj(t)f(t)dt 
TR e H(m)(dou) 

- i<f,S"1f > 2 ' m 

pour tout f € -*?(]R,IR), où < • , • > désigne le produit scalaire de L2(JR) 

et 2 la transformation f - f" + m f de -c?(lR,IR) ; autrement dit, la me-
m (m) sure sur -̂ '(TR,1R) associée à M» (voir 2,6.1) est la mesure Gaussienne 

-1 , (3) de moyenne nulle et de covariance 2 . Ces résultats sont bien connus ; 
m 

ils peuvent être établis comme suit dans le présent contexte : D'une part, 
on vérifie (en raisonnant sur les symboles) que (2.6.1) définit un semi-

r>Ji m ) 
groupe de noyaux qui induit un semi-groupe fortement continu (N ). 

2 (m) 
d'opérateurs auto-adjoints dans L (]R, ̂  ) 5 puis que le générateur 

Mm) ° infinitésimal H de ce semi-groupe est tel que , eiSX 6 D(ff(m)} et 5<m)(eigX) = ( i 52+ .m§x) eigX (5 € JR , . D.OÙ ON CON. 

clut que H(m) = H*m* et N*m* = N^m)(t>0) grâce à la propriété (3) de la 
proposition 1.6. D'autre part, en ce qui concerne (2 .6 .2) , on rappelle 

d'abord que, 

(2.6.3) 2 
-1 
m 
f(t) 

TR 
y (t-u) du f G <f(]R,IR) t G TR) . 

(1) Voir 2.1.4 et 2 . 2 . 2 . 
( m ) 

(2) n est connu comme le "noyau de Mehler" 

(3) Voir par exemple Nelson [7 ] 
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2.6.2. 

où la fonction V est définie par, 

(2.6.4; y (s; 
' m 

1 
2m 

-m s 
e 1 

(s 6 IR) (1) 

ce qui fait que 1'on a, 

(2.6.5) <f 
-1 

m 
f 

TR XTR 
Y (u-t)f(t)f(u) 
. m 

dt du (f 6 <J(3R,]R)] 

Cela étant, on va voir que, 

i / ou ( t )S (d t ) 

(2.6.6) 
sd 

e IR 
M-
(m) !duj) qse 

1 
2 TRX TR 

Y (u-t)g(dt)gdu) 
m 

pour toute mesure g sur TR à support compact ; d'où il résultera, d'après 

(2.6.5), que (2.6.2) a lieu pour tout f G£)(IR,IR) ; donc aussi pour tout 

f £ J(3R,3R) par continuité des deux membres pour la topologie de -s?(]R,IR). 

Puisque toute mesure g sur 3R à support dans un compact est limite vague 

d'une suite de mesures à supports finis dans ce compact, il suffit de 

montrer que (2.6.6) a lieu lorsque g est une mesure à support fini ; 

autrement dit, que, si (ot.) M ^ . ^ et ( t . ) ^ . ^ - sont des suites finies 

de nombres réels, on a, 

(2.6.7] 
sd 

e 

i 
n 

sdsd 
cy .a 
J 

t.) 
J U( dm) p 

1 
2 

n 

J ,k=l 
^ J k m j k 

ce qui est facile à déduire de (2.6.1), de (2.6.4) et de l'expression 

(2.2.2) (Lemme. 2.2.2) des marginales de la mesure M*. 

(l) Voir l'appendice F. 
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§ 3. -FORMULE DE FEYNMAN-KAC 

L'essentiel de ce paragraphe concerne la résolution "sto

chastique11, en termes de la mesure Euclidienne M-, de l'équation d'évo

lution non homogène, 

(1) 

(3.i) ~ / * = (H - K(» ,t)) * (t < u) dans L2(1R, M< ) ds/ s o t o 
s=t 

où K est une fonction complexe sur IR X IR localement régulière et 

non bornée, mais telle que, localement uniformément en t € ]R , la fonc

tion |^K(«,t)| soit strictement dominée à l'infini par | x | ^ + ^ °ù ÇL 

est le degré de Q. 

On montre que l'unique solution forte t -» \|f_̂  (t ^ u) de 

cette équation telle que \|f̂  = Y [où t|f est donnée dans L (]R,f-0 avec 

r > 2] est fournie par la formule de Feynman*-Kac, 

u 
(3,ii) ttG>Xt = E^[(Exp}/ K(Xs,s)ds|)(*<9Xu)/(r,(_00^tj] (t G u) , 

(voir le Théorème 3»I en 3»1.2), et que le problème de Cauchy pour 

l'équation (3»i) ainsi fortement résolue par (3'ii) donne lieu à uni

cité faible (voir le Théorème 3.H en 3 * 3 ) • 

En outre, en 3»5 , on retrouve directement à partir de cette 
formule (reprise en 3 .4 dans le cas homogène) la variante, ici complè
tement explicite (i.e sans intégrale stochastique), de la formule de 

Cameron-Martin qui donne la densité mutuelle des restrictions aux tri

bus locales G*r 1 des mesures Euclidiennes U et M* sur W spécifiées 

^ a, b J 1 2 
par deux polynômes d'interaction Q et Q . 

1 2 

(l) H étant l'opérateur Hamiltonien engendré par la mesure (1 sur 3R 
o 

[voir la relation (l.i) (introduction du §1) et les alinéas 1.4 et 1 . 6 ] 
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3.1.1. 

3.I.- Résultat principal : cas non homogène 

3.1.1- Définition de la classe JK^^ - La situation est celle inter

venant en 2.1 : Q,P,M< ,H,(N, ), et (̂ T,(?) ayant la même acception 
o t t ŝ O 

que dans ce numéro , (4 ,TT ) désigne le système de Heisenberg standard 
2 ° ° dans L (TK,M- ) engendré par M- (voir 1.4 et A6) , et |JL désigne la mesure o o 

Euclidienne spécifiée par l'interaction Q. En outre, q désigne le de

gré du polynôme Q. 

On désigne de plus par JK^^ l'espace des fonctions complexes 

K : (x, t) -> K(x,t) sur TR X ]R , boréliennes, localement bornées et vé

rifiant les conditions Kl, K2 et K3 ci-dessous : 

(Kl) Pour tout t G ]R, la fonction K(%,t) est continue sur ]R . 

(K2) pour tout intervalle compact J de ]R, on a, 

(3.1.1) lim sup |K(x,t)|/|x|q+1 = 0 

| X | -» + » t € J 

(K3) Pour tout x G JE , la fonction K(x,.) est continûment derivable 

sur ]R ; et, pour tout intervalle compact J de 3R , on a, 

(3.1.2) / (sup PM»/K(x,s) I )P M» (dx) <+ » pour 1 <p < + œ • 
»t G J s=t 

Un exemple important ici(1)d'élément de JK^^ est fourni par les 

fonctions K polynômiales en x, c'est-à-dire de la forme, 

n 
(3.1.3) K(x,t) = 2 a.(t) xJ (x G TR , t G TR ) , 

j=0 J 

où n ̂  q et où les a. sont continûment dérivables. 
J 

Si K G K^Q' et t G TR , on note K(t) la fonction K(«,t) sur JB, et 

(l) Voir la paragraphe 4. 
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3.1.1 

K(t) l'opérateur fermé K(* ,t) dans L2(]R,H<) [i.e K(t) est, dans 
-"2 0 o u — 
L (3R,M*), l'opérateur de multiplication par la classe modulo M» de la 

o 

fonction K(t)]. Ces opérateurs donnent lieu au résultat préliminaire 

suivant : 

(a) (1) 
LEMME - Pour chaque K € 3K , 

(1) Pour tout t € 3R , D(H) C D(K(t)) et l'opérateur H - K(t) est 

quasi-accretir maximal (2) 

(2) De plus, pour tout intervalle compact J de 1 , il existe X >0 
(2) ° 

tel que l'opérateur H - K(t) soit X -accrétif maximal pour 
— o 

tout t € J. 

(voir le Lemme 3.2.1 et sa démonstration). 

Cela étant, on s'intéresse au problème de Cauchy : 

(3.1 .4) ¥' (t) = (H - K(t)) W(t) (t < u) 

W(u) = i|f avec ilr € L (DR, M« ) • o 

Plus précisément, K € JK q et u € ]R étant donnés, on appellera ici 

solution avant u pour l'équation d'évolution spécifiée par K toute 

application continue t -* t|f+ de l'intervalle fermé (- °°,u] dans 
2 ( 3 ) L (JR.H' ) dérivable en tout point t de l'intervalle ouvert (- °°,u[ 

et telle que, 

(3.1 .5) • € D(H) et _d_ 
ds 

* 
s 

s=t 

(H - K(t)) i|f pour tout t € (- °°,u[. 

(1) Voir la remarque finale de 3 .2.1. 

(2) Voir Cl . 

(3) Continuité et dérivabilité de l'application t -» \|r sont entendues 
2 

"fortement" |i.e L (JR,M<) étant muni de sa topologie d'espace de 
u o 

Hilbert]. 
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3 . 1 . 1 , 3 . 1 . 2 . 

La propriété (2) du Lemme ci-dessus et le Lemme d'unicité 

forte Dl [sous l'hypothèse UO avec A = H - jt(u-t)(t <u) ̂ ^ entraînent 
2 

que, pour tout \k € L (lR,̂  ), il existe, pour l'équation d'évolution o 
spécifiée par K, au plus une solution t -» ̂  telle que i|r = \|f. Le thé

orème 3»I ci-dessous que l'on a en vue fournit une solution "stochas

tique" à cette équation, 

llll- " Si K ̂  K q et t ̂  1 , u 6 ]R avec t < u, on désigne par 

M^K^ la classe (modulo |JL) dans L° ( \K,fi**, r1) de la fonction complexe 
' u 

ou -» Exp {/̂_K(ou ( s) , s) ds } (ou € \tf) [la continuité de chaque ou € w et le 

fait que R est localement borné sur ]R X IR entraînent que l'intégrale 

écrite est absolument convergente et définit une fonction P M»i-mesu-

rable de ou 6 Wj. Ainsi, 

( 3 . 1 . 6 ) wx 
"K" 

t ,u 
P M»xcx 

t, u H) pour chaque t ̂  u, 

(3 .17 ) M K 
u, u 

Q 
(2) 

et la lamilie {M 
K 

t, u t ̂ u 
est multiplicative en ce sens que, 

( 3 . 1 . 8 ) M K 
wwc 

M 
K 

u, v 
M 
"K 

t. v 
si t ̂  u ̂  v. 

On peut alors énoncer : 

THEOREME 3 . 1 - Pour chaque K 6 K*Q*' 

(l) Pour tous t G IR et u 6 IR tels que t ̂  u, on a, 

( 3 . 1 . 9 ) K 
M; J 

t. u 

P M»P M» pour 1 ^ p < + 00 . 

(2) L'opérateur linéaire continu N xc 
t, u 

de L2(JR,|"0 dans i^iTR^J 

(2) Q désigne la classe (modulo MO de la constante 1 (voir 2 .3) 

(l) Voir l'appendice D. 
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3 . 1 . 2 

r ( 1 ) 
défini sans ambiguite par la relation, 

( 3 . 1 . 1 0 ) N K 
t, u 

P M» 
P M» M» IM 

K 
t, u 

(•©xu)/Plt} (• € L2(]R, |iQ)) 

applique en fait continûment L (]R,M< ) dans lui-même. En outre, 
o 

on a, 

( 3 . 1 . 1 1 ) Ni qs 
t ,t 

I pour tout t t IR, et, 

( 3 . 1 . 1 2 ) N K 
t ,u N 

K 
u,v 

qs K 
qs 

dès que t u ̂  v. 

(3) Pour tous u € 3R , r € ]2 ,+ 00 ] et i|r € L,r ( IR, ̂  ) , 11 application 

t -» \|f = nJ-K-̂  (t < u) de (- °°,u] dans L2(JR,p-) est, pour l'équation 
t t , u ° ( 2 ) 

d'évolution spécifiée par K, l'unique solution avant u telle 

que i|r = t|r« De plus, cette application est continue de (- °°,u] dans 

Lr * ( ]R, M» ) pour 1 < r' < r . o 

La relation ( 3 . 1 . 1 0 ) ci-dessus, qui définit l'opérateur P M»^ 

résolvant avant u l'équation d'évolution ( 3 . 1 . 5 ) , est la formule de  

Feynman-Kac annoncée (à propos de cette formule, voir par exemple [ 2 0 ] , 

le § XIII-4 de [il], et [ 3 0 ] ) . 

On note que, d'après ( 3 . 1 . 9 ) et l'inégalité de Holder, 

m£K^ . (i|f0X ) appartient à Lr ' ( W, <K, H) si <r € Lr(3R,M<) (r > 2) et 
t,u u r̂ n o 
1 < r' < r. Donc, a priori, l'opérateur N£ J applique seulement 
r r ' ' ̂  

L (IR,^) dans L (JR,^) 5 et c'est la propriété (3) qui, jointe au 

Lemme d'unicité forte Dl [majoration (D1 .3 ) applicable sous l'hypothèse 
(3 ) 

UO avec = H - K(u-t)(t<u) grâce à la propriété (2) du Lemme ci-

( 1 ) Grâce à ( 3 . 1 . 9 ) et à la propriété Ml de fi (Théorème 2 . 1 ) ; voir 

ci-après. 

(2) Selon la définition donnée ci-dessus d'une telle solution. 

(3) Voir l'appendice D 
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3.2.1 

[k1 
dessus] entraîne a posteriori que l'opérateur nJ- j applique continûment 

2 t, u 
L (TR,M-o) dans lui-même. 

La démonstration du Théorème 3.1 occupe les alinéas 3 . 2 0 2 , 

3 . 2 . 3 et 3 . 2 . 4 ci-dessous. Son pivot est constitué par les proposi

tions A et B énoncées en 3 / . 2 . 2 . 

3 . 2 . - Démonstration du théorème 3.1 

3.2.1.- Opérateurs de multiplication par les fonctions de la 

( Q ) 

classe V • On désigne par ^ l'espace des fonctions com

plexes sur TR , boréliennes et localement bornées ; et par W^q^ ^G 
sous-espace de V formé des fonctions V £ V telles que, 

(3.2.1) lim V(x) / |x|q+1 = 0. 
|x| •* + 00 

2 
Pour chaque V G V , on désigne par V l'opérateur V($ ) dans L (]R,(Jb) 

2 ~~ o o 
Ti.e V est, dans L (JR,^) l'opérateur de multiplication par (la classe 

o ^ * 
modulo fx de) la fonction v ] . On note que, pour chaque K £ K q et 

O ^ N 
chaque t € JR, la fonction K(t) = K(« ,t) appartient à V • 

LEMME - (1) Pour tout V € V * q \ on a V « < H ^ et l'opérateur 
(o) (3 ) 

H - V est m-sectoriel . 

(2) Pour tout V G V(q) et tout r G ] 2 ,+ »], Lr(3R,pO C D(V) et V 

applique continûment Lr(]R,M< ) dans L2(3R, ). 
o o 

(3) Pour tout K € K ^ Q \ tout r e ]2 ,+ °°] et tout intervalle compact 

J de 3R , il existe C(r,j) > 0 tel que, 

(1) Voir CO (Appendice C) 

(2) Voir C3 

(3) Voir aussi le lemme 3 .3 
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3.2.1 

(1) 
(3.2.2) ||K(t) - K(t«)|L ^ C(r,J) |t-t» | pour tous t € J et t»€ J . 

(l) Voir la remarque ci-dessous. 

79 

[un désigne ici par ||v]| la norme de V_ en tant qu'application li-
r 2 i 

néaire continue de L dR.M» ) dans L (3R,M< ) J . 
o o J 

En effet, en ce qui concerne la propriété (l), d'une part 

la condition (3.2.1) et le fait que V est localement borné entraî

nent que V «<P M»xc5 d'où V « < H, puisqueP M»<<: H en vertu du 

Théorème l.III et de la proposition B5 [propriété (l)]. D'autre part, 

la condition (3.2.1) entraîne aussi que pour tout e > 0 , il existe 

De^ 0 tel que, 

3.2 .3) |( + JVt|r)| ̂  e(*||l>o|q+1 + ) + bg||i|f||2 pour tout f G D(*q+1) ; 

donc, en vertu de (B5.3) (et du théorème l.III), on a, 

(3.2 .4) | ( * | v t | <|-(*|H10 + b||\|f||2 pour tout \|f € D(H) , 

8n posant b = Yz + by^y ; d'où il résulte que H - V est m-sectoriel. En 

particulier, H - V est quasi-accrétif (plus précisément H - V_ est 

2b-accrétif ) , donc puisque < « H, H - V̂  est quasi-accrétif maximal 

(proposition C2). D'où la propriété (l) du Lemme ci-dessus ainsi que 

la propriété (l) du Lemme 3.1.1. En outre, la propriété (2) de ce 

dernier découle de ce que, grâce à l'uniformité postulée dans (3.1.1) 

pour tout e > 0 , il existe bg > O tel que la majoration (3.2 .3) ait 

lieu pour tout V appartenant à JK(t)|t € j|. 

La propriété (2) du Lemme ci-dessus résulte immédiatement de 

l'inégalité de Holder et de ce que la mesure M* admet des moments de 
o 

tous les ordres [Lemme 1.5? relation (1 .5.4)] puisque les hypothèses 

faites sur V entraînent que | v | ^ cte | x | q + ^ « 
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3.2.1, 3.2.2 

Enfin, la propriété (3) résulte de l'hypothèse K3 faite sur 
1 1 1 K : si r1 est déterminé par l'égalité —— + — = —-, il suffit de mon-r1 r 2 

trer qu'il existe C(r,J) tel que, 

( 3 . 2 . 5 ) ||K(t») - K(t)|| ^ C(r,J) |t» - t| pour tous t € J et t'€j. 

Or, on a, si t € J, t'€ J et t^ t' 

( 3 . 2 . 6 ) llK(t') - K(t)1 
r 

r« 
/|K(x,t«) - K(x,t)| V (dx), 
TR ° 

TR 

t ' 

t 

b 
bu 
u=s 
K(x,u) ds 

r' 
fi (dx), o 

|t'-t 
r ' 

]R 
sup 

s € J 
b 
bu 

r * 
K(x,u) |) M d x ) ; 

d'où ( 3 . 2 . 5 ) en vertu de ( 3 . 2 . 2 ) (condition K3). 
cqfd. 

Remarque - Les conclusions du Lemme 3.1.1 réclament seulement que la 

fonction K sur JR X JR soit localement bornée et vérifie K2 ; et la 

propriété (3) du Lemme ci-dessus réclame, en plus, K3• Mais la condi

tion de continuité Kl n'intervient pas ici (^^2^# 

3.2.2.- Schéma de la démonstration du Théorème 3.1 • une forme  

intégrale pour l'équation d'évolution spécifiée par K. 

Pour chaque V G VS/̂ ,̂ l'opérateur H - V̂  est quasi-accrétif 

maximal avec le même domaine que H (Lemme 3.2.1) ; on désigne, pour 

chaque t ^ 0 , par N^V^ l'opérateur [borné dans L2(3R,|-0] e t^H —^ (3) 

(1) Cette condition intervient dans la démonstration de la proposition 

A en 3.2.4 pour établir la relation ( 3.2 . 4 3 ) . 

(2) Voir aussi le Lemme 3 « 3 . 

(3) Voir Cl ainsi que 3 . ^ . 
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3 . 2 . 2 

Cela étant, l'équation intégrale en vue s'écrit, si t t', 

( 3 . 2 . 7 ) P M» xc 
fv 
+1 _+ 

P M» 

t ' 

t 
N 

xw 
s-t 

(K(s) - V) if ds. 

Plus précisément, K € JK q , V ^ V ^ et u C 1 étant donnés, on appel

lera solution avant u pour l'équation intégrale spécifiée par K êt V , 

toute application continue s -> \k de (- °°,ul dans L,2 ( 3R, M- ) telle que, 
s -J o 

(51) Il existe r' > 2 tel que s -* \|f applique continûment (- °°,u] 
r » S 

dans L (3R,M») ; 

(52) Pour tous t € JR , t' € JR tels que t < t' < u, l'équation ( 3 . 2 . 7 ) 

est vérifiée. 

On note que la condition SI entraîne, en vertu du Lemme 3.2.1, que 

\|f € D(K(s) - v) pour tout s € (- °°,uj et que l'application 
s 2 
s -» (K(s) - V) \|fs est continue de (- œ,u] dans L (JR,M^ ; ce qui fait 

que la fonction intégrée au second membre de ( 3 . 2 . 7 ) est aussi conti

nue . 

Le théorème 3.1 est alors une conséquence immédiate des deux proposi

tions suivantes et du Lemme d'unicité forte Dl (appendice D) : 

PROPOSITION A - Etant donnés K 6 K^q' et u 6 K , 

(1) Pour chaque t ^ u e t l ^ p < + °°, mJW € LP( V ^ u ) . 

(2) Pour chaque r tel que 2 < r < + 00 et chaque \|f G LR(3R,|J» ), l'ap

plication t -» l|rt de (- °°?uj dans L2(JR,Pq) définie sans ambiguité^1^ 

par la relation, 

(l) En vertu de la propriété (l) [qui est aussi celle du Théorème 

3.l] et de l'inégalité de Holder. 
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3.2.2, 3.2.3 

( 3 . 2 . 8 ) P M»xcv cv M 
K 

t, u 
U ffxu)/<?lt}- (t ^ u), 

envoie continûment (- co, u ] dans L*~ (IR,^ ) pour tout r' tel que 
° ( ) 

2 r1 < r, et constitue, pour chaque V € q , une solution avant 

u pour l'équation intégrale spécifiée par K et V. 

PROPOSITION B - Etant donnés K £ K *q^ et u € TR , soit t -> \|f une 
2 ( ) 

application de (- °°,uj dans L (]R,|Ji) qui est, pour chaque V € V 
o ( 1 ) 

[ou seulement pour chaque V € JK(t)|t < u } ], solution avant u 

pour l'équation intégrale spécifiée par K et V, Alors, t -> ̂  est 

aussi solution avant u pour l'équation d'évolution spécifiée par K. 

La démonstration donnée ci-dessous pour la proposition A 

(voir 3 . 2 o 4 ) utilise, en fait, la proposition B qui est établie pour 

cela au préalable, 

3 « 2 . 3 - Démonstration de la proposition B -

Soit s -> \|f une application continue de (- °°,u] dans 
r' S 

L (TP.M- ) (avec r' > 2 ) qui est solution avant u pour l'équation inté-
° (2 ) 

grale spécifiée par K et K(t ) , où t < u est donné. On va montrer 
o o 

que, dans ces conditions, s -* i|f est derivable en s = t , 
d / S ° 

\|r € D(H - K(t )), et -r*-/ \|r =(H - K(t . Le point t < u étant 
t — o as/ s — o t o 
o s=t o 

o 
arbitraire, la proposition B sera ainsi établie, 

[K(t )] o 

On pose ici H° = H - K(tQ) et N° = Nt ° = e" (t > O) ; et on dé

signe par J l'intervalle [t -l,u]. L'opérateur H° étant m-sectoriel 

d'après le Lemme 3«2.1, d'une part, 

(1) Voir la remarque 3 . 2 . 3 « 

(2 ) Voir la remarque ci-dessous. 
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3 .2 .3 

(3.2.10) N°t G D(H°) pour tous t > O et \|f € L2(3R,u ), 
t o 

et d'autre part, il existe c1 > O, c2 ̂  O tels que, pour tout 

t G L2(3R,Ho), 

(3.2.11) ||N°tj| <C1||\|f|| si O < t G u - tQ+l, et, 

C 
(3.2.12) |£(N° - I)N°t|| <P M» si h > O et O < t < u - tQ+ 1 

[cela résulte immédiatement de (Cl-3) et (C3-2) en Cl et C3]. 

Par ailleurs, la relation (3.2.2) [Lemme 3.2.lj donne, avec 

C3 = C(r',J), 

(3.2.13) ||K(S9) " K(s. ) (j «S CQ |s- s„ I pour tous s. € J, s G J. 
4 1 2̂ r, J <& 1 1 2 

Enfin, la continuité de s t entraîne qu'il existe C^ > 0 tel que, 

(3.2.14) ||t II «* C, pour tout s G J. s r ' 

Cela étant, on s'occupe d'abord de la dérivabilité à gauche : pour 

chaque h > 0, on a, en vertu de (3 .2 .7) écrite pour t = t - h ou 
o 

t = t , t' = u et V = K(t ) , 

1 
•t -h- *t : 
O O 

h h i)№ t u-t u o 
1 
h 

t 
o 

t -h o 
N° + h 
s-t +h 

L O 

(K(s)-K(t ))t ds — o s 

u 

t 
o 
4 N°- I))N o s-t 

o 

:K(S) K(t )) t ds. — o s 

Examinant successivement chacun des trois termes au second membre, 01 
voit que, d'une part, d'après (3.2.10) [et puisque t < uj, 

w o 

(3 .2 .15 ) U-t u 
o 

G D(H°) et lim 
h * O 

P M» 
P M» 

i)№ . t u-t u o 
H°№ . t ; u-t Tu o 
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3.2.3 

d'autre part, d'après ( 3 . 2 . 1 1 ) , ( 3 . 2 . 1 3 ) et (3-2.14), pour O < h < 1 , 

t t 

E ! ° C t +h(^(s) - lS(to»+sdsll < C1C2C3 ï 1 ° l ^ o l ^ < ClC3C4h ̂  
t -h o t -h 
o o 

d'où, 

t 
1 o 

( 3 . 2 . 1 6 ) lim i / № . ^(K(s) - K(t )) + ds = 0 . . i _ n , , s-t +n — — o s h # O t -h o o 
Enfin, pour t < s < u, d'après ( 3 . 2 . 1 2 ) , ( 3 . 2 . 1 3 ) et (3 .2.14), 

o 

j£(N° - I)№ (K(s) - K(t )i|f K s* C C C. pour tout h > 0 , et, "h h s-t — — o s" 2 3 4 o 

lin - ±(N° - I)№ . (K(s) - K(t ))* = H°№ . (K(s) - K(t ))t|f , d'après 
, , ̂  h h s—t — — o s s—t — — o s 
h |0 o o 

( 3 . 2 . 1 0 ) ; donc, d'après le Théorème de convergence dominée de 

Lebesgue, 

u u 

lim - / (±(N° - I))N° . (K(s)-K(t ))* ds = / H°№ . (K(s)-K(t )) * ds . 
h*0 t h h *'*<> ~ " ° S t B-to " - 0 s 

o o 
D'où, puisque, 

u u 

/ ( i(N° - I))N°_t (K(s)-K(to)) +s ds = i(N° - I ) / N°_t (K(s)-K(to))*sdS, 
t o t o 
o o 

u 

( 3 . 2 . 1 7 ) / N°_t (K(s)-K(t ))\|fds appartient à D(H°) , et, 
t o 
o 

( 3 . 2 . 1 8 ) 

lim - /U(i(N°-l))N° . (K(s)-K(t ))* ds = H° / № . (K(s)-K(t » t|r ds. , , ̂  , h h s-t — — o s , s-t — — o s h*0 t o t o o o 

Et finalement, ( 3 . 2 . 1 5 ) , ( 3 . 2 . 1 6 ) , ( 3 . 2 . 1 7 ) et ( 3 . 2 . 1 8 ) entraînent 
que t t e D(H°) et lim - ±< ̂  _h» ^ ) = H°*t . 

o h*0 0 0 o 

Passant ensuite à la dérivabilité à droite : pour O < h < u-t , on a, 
• • o 

en vertu de ( 3 . 2 . 7 ) écrite pour t = t +h ou t = t , t» = u et V = K(t ), 
0 0 o 
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3 . 2 . 3 
t +h 
o 

£(*t +lT*t > = ÏK-t -h " C t >*u " ïï { N° (K(s)-K(t ))¥ ds o o o o t s —t — — o s 
o o 

u 
+ è / {N= + h" < t MK(s>-i«-t » * ds. h , , s-t -n s-t — — o s 

t +h o o 
o 

Cela étant, d'une part, d'après ( 3 - 2 . 1 0 ) , 

( 3 . 2 . 1 9 ) № + * € D(H°) et lim i(M° . - N° . ) if = H°№ , if ; u-t Tu ,. h u-t -h u-t 7u u-t Tu o hfO o o o 

d'autre part, de même que ci-dessus ( 3 . 2 . 1 6 ) , 
t +h 
o 

( 3 . 2 . 2 0 ) lim r / N° 4. (K(s)-K(t )) if ds = 0 . _ , n n , s-t — — o s 
hVO t o 

o 

Enfin, on va montrer que, compte tenu de ( 3 . 2 . 1 7 ) , on a, 

u 

( 3 . 2 . 2 1 ) lim \ f (№ . - № . )(K(s)-K(t )) if ds = . • n , . s-t -n s-t — — o s hfO t +h o o o 
u 

H° / N° (K(s)-K(t )) if ds ; s-t — — o s t o o 
Cette relation, jointe à ( 3 . 2 . 1 9 ) et ( 3 . 2 . 2 0 ) entraînera la dérivabi-
lité à droite cherchée ; et la proposition B sera sinsi établie. Or, 
si h et e sont tels que O < h < e ̂  u-tQ, on peut écrire, 

u 
( 3 . 2 . 2 2 ) i / (№ - № . )(K(s)-K(t )) if ds = h , , s-t -h s-t — — o s t +h o o o 

6 (h,e) + y (h,e) + 90(h,e), avec, o 1 3 
u 

e (h,6) = i / (N° -N° )(K(s)-K(t )) * ds, 0 h , s—t —h s-t — — o s t +e o o o 
t+e 

0(h,e) = / (i(N°-I)) № (K(s)-K(t +h)) if ds, et, 1 , , n n s-t -h — — o s t+h o 
t +e „ o 

®2(h,«) = - / (N° - N° )(K(t +h) - K(t )) if ds. h t +h S"to"h S_to ~" ° " ° s o 
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3.2.3 

Cela étant, on a, d'une part,, d'après ( 3 . 2 . 1 1 ) , ( 3 . 2 . 1 3 ) et (3 .2.14), 
t + € 
O 

( 3 . 2 . 2 3 ) ||02(h,e)|| ̂  2 ClC3C4 J (h/h)ds < 2 ClC3C4 e, et, 
t +h 
o 

d'après ( 3 . 2 . 1 2 ) , ( 3 . 2 . 1 3 ) et ( 3 . 2 . 1 4 ) , 

t + e 

( 3 . 2 . 2 4 ) ||91(h,€)|| < C2C3C4 / (s-to-h)/(s-tQ-h)ds ^ c2c3c4e î df°ù 
t + h 

( 3 . 2 . 2 5 ) limP M» 6 (h,e) = 0 et limP M» (6 (h,e) = O uniformément en h. 

Enfin, si e' est tel que O < h < e '< « ̂  u-t , 
o 

u 

6o(h'«> = î ( N : . - h - ^ . > ' C t . - . ( £ ( " > - £ ( t o » *s dS 5 
t+e o 
o 

d'où, compte tenu de ce que ( 3 . 2 . 1 0 ) entraîne que, 

u 

( 3 . 2 . 2 6 ) / No (K(s).K(t )) ̂  ds appartient à D(H°) , 
t + e s-t — — o s 7 
o o 

u 

( 3 . 2 . 2 7 ) lim Q (h,e) = H° / № . (K(s)-K(t )) if ds . , . ^ o , s—t — — o s h * O t +e o o 
Pour conclure alors à ( 3 . 2 . 2 1 ) , il reste, d'après ( 3 . 2 . 2 2 ) ; ( 3 . 2 . 2 5 ) 

et ( 3 . 2 . 2 7 ) [et, compte tenu de ( 3 . 2 . 1 7 ) " ] , à vérifier que, 

u u 

( 3 . 2 . 2 8 ) lim H°f № . (K(s)-K(t )) \|r ds = H°/ № ^ (K(s)-K(t )) if ds. , _ s-t — — o s , s-t — o s eVO o t o t + e o o 
Or, on a, d'abord, 

u u 
lim / № . (K(s)-K(t )) \|f ds = / № . (K(s)-K(t )) * ds : , _ , s-t — — o s . s-t — — o s e*0 t +e o t o o o 

Ensuite, puisque l'opérateur H°N° est borné, 
u u 

( 3 . 2 . 2 9 ) H°/ № + (K(s)-K(t )) t|r ds = / H°№ ^ (K(s)-K(t )) f ds : , s-t — — o s , s-t — — o s t+e o t +e o o o 
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3.2 .3 

Enfin, d'après ( 3 . 2 . 1 2 ) , ( 3 . 2 . 1 3 ) et (3.2.14), 

|1H°№ , (K(s)-K(t )) t || < CC.C, pour t < s ̂  u ; S — "G """" ™— O S j Lk o o 
donc, d'après le théorème de convergence, dominée de Lebesgue appliqu 
au second membre de (3 .2 .29) , 

u u o 
(3.2.30) lim H°/ N . (K(s)-K(t )) l|r ds = / H°№ , (K(s)-K(t )) * d . ̂  , s-t — — o s , s-t — — o s e K) t +e o t o o o 
Et la relation (3.2.28) résulte alors de (3 .2 .26) , (3.2.29) et (3 .2 .3 

, o puisque l'operateur H est ferme. 
cqf d. 

Remarque - La question se pose naturellement de savoir si la conclu

sion de la proposition B subsiste lorsqu'on suppose seulement que 

l'application t -> ̂  est une solution avant u pour l'équation inté

grale spécifiée par K et V = 0 : 

t ' 

( 3 . 2 . 3 1 ) t t = N t t - t t t , + / NG_T K(s) ifg ds (t < t» < u). 

La démonstration ci-dessus est alors en défaut : par exemple, la con

vergence du terme 
u 

t 
o 

(—(N -I)N ^ K(s)\lf ds intervenant dans la décom-h h s-t — s 

position de - h"̂ t ^ ne peut Plus être établie, comme pour 
( 3 . 2 . 1 8 ) , en utilisant le théorème de Lebesgue, puisque on a alors 

seulement ||T"(N -I)N , K(s)i)r II ̂  cte(s-t ) 1. On voit ainsi que la n h s-t — s o 
démonstration repose essentiellment sur l'hypothèse que l'équation 

intégrale (3 .2 .7 ) est vérifiée pottr V = K(t) (t < u) . 

Cependant, on peut énoncer des hypothèses supplémentaires portant 
(1) 

sur l'application t -> \|r̂  qui, d'une part, jointes à l'équation in

tégrale ( 3 . 2 . 31 )? entraînent la conclusion de la proposition B et, 

d'autre part, sont vérifiées par l'application stochastiquement défi-

(l) entre autres l'hypothèse (venant renforcer Si) que t -» i|f est lo-

calement lipchitzienne de (- ^ul dans L (IR,̂  )« 
o 
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3.2.3, 3.2.4 

nie par la formule de Feynman-Kac ( 3 - 2 . 8 ) . Mais la variante de la dé-

montration du Théorème 3-IH ainsi obtenue n'aurait un intérêt que si 

l'on établissait ( 3 - 2 . 3 1 ) plus simplement que ( 3 . 2 . 7 ) , ce qui n'est pa 

cas par la méthode employée ici (voir 3 . 2 . 4 ) . 

3 . 2 . 4 . - Démonstration de la proposition A 

On désigne ici par Til^ l'espace des fonctions complexes sur 

]R X 3R boréliennes, localement bornées et vérifiant les conditions 
(1) ^ ( a ) (a) ^ (a) 

Kl et K2 K J et par ï O (resp TKr1' ) le sous-espace de 3K H/ 
( ) ^ ( ) (resp 3K q ) formé des fonctions de K € 3K °" telles que, 

( 3 - 2 . 3 2 ) Sup (&,K(x,t) < + ». 
x € 3R, t € 3R 

On étend naturellement aux fonctions K € JK̂  °̂  la définition de M̂ K-̂  
(2) t ,U 

ainsi que ses propriétés ( 3 . 1 - 6 ) , ( 3 . 1 . 7 ) et ( 3 . 1 . 8 ) . On dira que 
( q ) 

K £3K est adéquat si la propriété (l) de la proposition A est satis-
^ ( q) 

faite pour tout u6 IR . Si K 6 K . , K est adéquat car, 
b 

( 3 . 2 . 3 3 ) M^Kj € L°°( W,JK\|J.) pour tous t < u. 

On suppose donnés dans la suite u£lR, r € ]2,+ 00 J et t€Lr(3R,p. ); et, 

si K^lK^^est adéquat, on désigne par t -> i|f+ ^ l'application de 
-1 r» ^ 

(- °°,u] dans L (3R,M<o) (avec 2 < r ' < r) définie par ( 3 - 2 . 8 ) . Si 

K€Îc£q}P M» 6 Lr(]P M») pour tout t < u. 

Cela étant, on va établir les propriétés auxiliaires suivantes : 

( 1 ) Voir 3 . 2 . 1 . 

(2) Voir 3 . 1 . 1 . 
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3.2.4. 

(Al) Si V G \ŷ q* est tel que X = Sup V < + », alors, pour tout 

p G [2,+ 00 ] et tout t ̂  0, l'opérateur N̂ V-̂  applique continûment 

LP( IR,̂  ) dans lui-même et on a, o 

(3.2.34) \\K[V] 611 ^ eU 11811 pour tout 6 G LP(lR,Ui ), 

(A2) Si K° G 1C q est positif et adéquat, et si K G ît q est tel que 
P M»P M» alors K est adéquat et l'application t -> 

P M» 
P M» 

est conti

nue de (- °°,u dans L ( IR, M- ) pour tout r1 < r. - o 

(A3) Si K°, K et K (n GlN), éléments de îc q , et t ̂  u sont tels n 
que K est positif et adéquat, | K n l ^K pour tout n, et 

lim K (x,s) = K(x,s) pouir tous x € IR et s G [t,u], alors, d'une 
n -> 00 n 
part, 

(3.2.35] lim 
n -* 00 

P M»P M»P M»vvcv pour tout s G [t,uj ; 

et d'autre part, pour tout V G V q ? 

(3.2.36) lim 
n -> 00 

(K (s)- V)\|f 
K 
n (K (S ) - V H M | | 2 = o 

pour tout s G ft,u|, et, 

(3.2.37) sup 
n 

sup 
s G [t,u] 

[K J 

H U M S ) - V) ts n ||2 < + » 

(A4) Si Kn(n GlN), éléments de 3K^q\ et t ̂  u sont tels que, 

(3.2.38) lim sup sup 
|x | -> + 00 n s G [t ,u] 

|Kn(x,s)|/|x|q+1 = O, 

alors il existe X > 0 tel que l'opérateur H - K (s) soit o —n 
XQ-accrétif maximal pour tous n et s G [t,uj. 

La propriété Al résulte, par un raisonnement de compacité 

faible standard, de la formule de Trotter (voir C4) appliquée aux 

opérateurs accrétifs maximaux H et - V où V = V - X et de ce que 
—o o 
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3.2.4 
t t - -H - V 

les opérateurs = e et e sont contractants dans 

n 
LP( ]R, M- ) [le premier en vertu de la proposition 2.1.2 et du Théorème 

° ( 1) 

de Riesz-Thorin , et le second en vertu de ce que - ^ Par ̂ é-

finition de X]. 

Pour établir la propriété A2, on remarque d'abord que, 

(3.2.39) |M^K-1| MJ-K J pour tout s € [t,u], 

S , U L , U 

Donc, K est adéquat comme K°. Cela étant, d'après (3.2.8) et 1'inéga-
. 1 1 1 lite de Holder, on a, si —rr + — = —• , 7 7 r r r 

^Kj!lr 
^Kj!lr ^ K j ! l r , < I|M^u- Ms[^!lr„ IMIr Pour s 6 [t,u], s- € [t,u]. 

D'où la continuité cherchée puisque lim ||M̂  ̂  - *'|| N = 0 d'après 
S M s S ,U S,U r 

le théorème de convergence dominée de Lebesgue, la majoration (3»2.3^ 

et la relation lim M*-.-l = M1- M—presque partout, laquelle résulte . s',u s,u s ' -» s 
par le même théorème, de ce que K est localement borné et de ce que 

V C COR , IR) . 

En ce qui concerne la propriété A3, les hypothèses faites 
[Kn] rKo-| 

entraînent que, pour tout s € ft-uT, IM I ̂  M̂ - J pour tout n, et 

L n-J TKI 
lim M = ML J M—presque partout. Cela étant, par application repe-
n _> oo s'u s'u 

tée du Théorème de Lebesgue et de l'inégalité de Holder, on obtient 

d'abord, d'après les relations précédentes et ( 3 . 2 .8 ) , 

(3.2.40) lim I I 
n -» 00 

[K ] 

ii n 
l * s -

*[K]II , 
Ts "r1 

0 et l|*3KnJ||r, ^ | iM^] | | r J | t | | r , 

pour tout s € [t,u] [d'où ( 3 . 2 . 3 5 ) ] ; puis les relations (3.2.36) et 

(l) Voir à ce sujet la propriété (4) du Lemme 4 .2 .7 . 
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3 . 2 . 4 

(3.2 .37) [en décomposant de façon standard le membre de gauche de 

(3.2 .36) en somme de deux termes] à partir de (3.2.40), des hypo

thèses Ik I < K° et lim K (x,s) = K(x,s)(x€]R, s €3R), et des con-
n1 v ^ n 

n -> 00 

ditions à l'infini (3.1.1) [pour K ] et (3.2.1), lesquelles entraî

nent la condition uniforme sup sup |k (X, t)-K(x, t) | ^ C ( t)|x |q+* 

( x € K ) . n ^ C * ' " ] 

Enfin, on établit la propriété A4 comme la propriété (2) du 

Lemme 3.1.1 (voir 3.2.1). 

Les propriétés Al, A2, A3 et A4 étant acquises, on envisage 

d'abord le cas où K€ K^Q^ : la propriété (l) de la proposition A étant 
rKi 

alors satisfaite d'après ( 3.2 . 3 3 ) , et l'application t ~> \|f̂  J étant 

continue de (- °°,u] dans L*~ ( 3R,M.q) d'après A2 [avec K° = ( sup dPcK) + ] , 

il reste seulement à montrer que cette application vérifie (3.2 .7) 

pour t ^t' ^ u. Pour cela, on va commencer par établir ( 3 . 2 . 7 ) lors

que K€]K^q^est tel que, W désignant un élément de V , on a, 

(302.41) K(s) = W pour tout s € ]t,t»[, 

et lorsque V = W. On note que l'on a alors, d'après (3.2 .32) 

(3.2 .42) X = sup W < + °°. 

Dans ce cas la relation (3.2 .7) à établir se réduit à, 

(3 .243) + f ] = Nl>]t è[K] m 

Afin de montrer cette relation, on remarque d'abord que, d'après 

(3.2 .8 ) , (3.1 .6 ) , (3.1 .8) et la propriété de Markov de p., on a, 

( 3 . 2 . 4 4 ) t t K ] , X t . Efi[M[K]( l[*lmxt,/tt(_ .ftf]] . 

Mais, posant, h = t'-t et t = t + jh/n (n entier > 0 et 

j = 1,2,...,n) on a, puisque la fonction W = K(s) (s£ ]t, t ' [ ) est 

continue d'après Kl, 
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3.2.4 

M^K^f = lim ^ Exp(H/j W) 0^Kj!lrM—presque partout et, 
' n -> 00 j = l n, j 

^ h X f + * + 1 
| n Exp(- W)0 X | ̂  e ; d'après (3.2.42) ; d'où, d'après 

n, J 

(3.2.44) et le Théorème de Lebesgue, 

(3.2.45) lim ||E [( S Exp(£w)0XT > < ̂  ®X )/(& » 111 - ^ ^XtH2as °' 
n -» 00 r j = l n,j ' -1 

Mais, par récurrence sur k = 1,2,...,n et par application de la pro-
(1) 

priete de Markov M2 de |J» aux instants t^ ^, on voit que, 

e [( S Exp(Jw)<Dxt ) ( ^ ] 0 X t i ] 
j = l n,j J 

n-k — W 
- E [("S Exp(iw)0Xt X(Mh e"-)k •J^)d>Xt /f_ j] -, 

J = l n,j — n,n-k -1 

n 

d'où, en portant cette relation écrite pour k = n dans (3.2.45), 

h ¥ 

\|f̂K-l = lim (N en"")n \|f+̂  dans L2(3R,^q), et la relation (3.2.43) en 

n 

vertu de la formule de Trotter (voir C4). 

Toujours, sous l'hypothèse (3.2.41) sur K €3K , on éta-
/ \ b 

blit ensuite (3.2.7) pour V € quelconque: la formule de Duhamel 

(voir C5), applicable aux opérateurs H, - V et - V grâce au Lemme 

3.2.1 [propriété (1)J donne, après changement de variable linéaire, 

t ' 

(3.2.46) NpfJ 0 = n{V9\q + / NtVJ (W - V) N M 6 ds (6 € D ( H )) • 
t'-t t1 -t ^ s-t — — t'—s 

Et compte tenu de (3.2.43), cette relation fournit (3.2.7) si elle 
[ k! (2) 

est valable pour 6 = , • 0r » si(0n) ̂ est une sui"te d'éléments 

(1) Théorème 2.1 en 2.1.3. 

(2) A posteriori, les propositions A et B entraînent que \|f*|-'€D(H) ; 

mais on ne le sait pas au stade actuel de la démonstration. 
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3.2.4 

IK r ' 

dejE?(]R) convergeant vers ^t dans L ( ]R, M-Q )( avec 2 < r1 < r),la pro

priété Al ci-dessus jointe au Lemme 3-2.1 [propriété (2)] entraîne que, 

lorsque n tend vers l'infini, les deux membres de (3.2.46) écrite pour 

6 = 6̂  [on a)0(]R) C D(H) J convergent dans L2 ( ]R, |JO[ grâce au Théorème 

de Lebesgue et à (3.2,34) pour l'intégrale au second membre] vers les 

membres correspondants de (3.2.7). 

^ ( q) 
On va maintenant établir (3.2,7) lorsque K 6 1^ est en 

escaliers, c'est-à-dire est telle que, K(s) = W. pour j = l,2,.,,,n 
(a) ^ 

et tout s G ]t^_1,t [, où wj € V q' (j = 1,2,...,n) et où 

t = t < t < t =tf. Pour cela, on vérifie par récurrence sur j que, 
o 1 n 

pour j = 1,2,...,n, 

t . 

(3.2.47) № = n[V\ J lK1 + / JnLVJ(k(s)-V) ds. "t "t.—"C "t. S — "t —m —"" s 3 J t 

[en effet, en substituant àNtL dans (3.2,47) le second membre de 

(3.2.7) déjà établie ci-dessusJpour t = t. et t' = + on obtient 

(3.2.47) avec j+1 mis pour j]. D'où (3.2.7) en faisant j = n dans 

(3.2.47)[on note que la fonction intégrée au second membre est continue 
Tk 1 

par morceaux à cause de la continuité de s -» \|fL -"et du caractère en 

escalier de k ] . 

(q) 
Soit a lors K un élément quelconque de I , • On construit sans 

^ ( q) difficulté une suite (K ) de fonctions en escalier de K, et une fonc-z n v b o ^ ( q ) . , , tion positive K de K_ satisfaisant aux hypothèses de la propriété 
ru ( \ 

A3 [en particulier, K° € K q entraîne que K° est adéquat] ; et pour 

chaque n, on a , en vertu de ce qui précède, 
[Kn] rv1 [KN] * ' rvl [Knl 

(3.2.48) %t n = NtL;NtLJt*tfn + / N^J (K^sJ - V ) ^ n ds. 

Cela étant, les conclusions (3.2.35) et (3.2.36) de A3 entraînent que, 

lorsque n tend vers l'infini, les deux membres de cette égalité con-

vergent dans L (IR,̂  ) Tgrâce au Théorème de Lebesgue et à (3.2.37) 
o 

pour l'intégrale au second membre] vers les membres correspondants 
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3.2.4 

de ( 3 . 2 . 7 ) ainsi établie pour tout K G Kfeq et VNtLds . 

Passant enfin au cas général, soit K un élément quelconque 

de K^q^. Pour chaque entier n > 0 , on définit K €lK^q^ par, 
n b 

Kn(x,s) = n + £(0ta K(x,s)-n) + iJjmK(x,s) (x € 3R, s £ 3R) , où P est une 

application continûment dérivable et croissante de TR dans (- °° ,o] 

telle que f3(x) = x s i x ̂  - 1 et p(x) = 0 si x > 1 [i.e la fonction 

P (• ) = n + p(» -n) approxime différentiablement la fonction 

x -> n A xl. En vertu de ce qui précède et de la proposition B, 1 ' ap-
plication s ib' est solution avant u pour l'équation d'évolution 

s 
spécifiée par K^. En outre, la condition d'uniformité ( 3 . 2 , 3 8 ) étant 
satisfaite puisque |(3 (x)| ̂  |x| + 2 (x TR) , il existe, d'après A4, 
X > 0 tel que l'opérateur H - K (s) soit X -accrétif maximal pour 
o —n o 

tous n et s € [t,ul. Le Lemme d'unicité forte Dl .(.majoration (D1.3) 

sous l'hypothèse UO) entraîne donc, puisque l|r = \|f, que, 

[K ] X (u-t) 
( 3 . 2 . 4 9 ) |Ut n ||2 < e ° ||i|r||2 pour tout n. 

D'où, d'après cette relation écrite pour \|f = Q , celle ob-
o 

tenue en prenant l'espérance E, des deux membres de ( 3 . 2 . 8 ) et 1'iné-
[K ] [K ] ^ 

galité n \\± ^ |Ut n ||2, 

[K ] u . 
( 3 . 2 . 5 0 ) lE^tMt u ^ ^ e P°Ur tOUt U* 

Par ailleurs, la majoration |Kn| < | k | + 2 (n G M) et la 

relation lim K (x,s) = K(x,s) (x € IR, s € IR) entraînent, d'après 
n -> œ n 

le Théorème de Lebesgue appliqué aux intégrales intervenant dans 

les NtL, que, 

[KJ [Kl 
( 3 . 2 . 5 D lim M+ = M} 'J 

^ m t,u t,u |i-presque partout 

Cela étant, si K est réel, ^ est positif pour tout n, 

donc ( 3 . 2 . 5 0 ) et ( 3 . 2 . 5 1 ) entraînent, d'après le Lemme de Fatou, que 
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3.2.4, 3.3 

E [ M H ] < + 00 ; ce qui établit que tout K ^ 1 ^ ^ est adéquat, puis

que 
MJ> 
MJ> t , U 

( Q ) 
(tf2a.K appartenant à 1K en même temps que K) 

et ( M J > V = MJ>K1 • D'où la propriété (l) de la proposition A. Et la *c , u t, u 
propriété (2) résulte alors de la propriété déjà établie pour les K 

( \ ^ 

[relation (3.2.48)] et [en remarquant que, pour tout K € K , il 

existe K° £ K tel que K° ̂  O et K° ^ Û K ] des propriétés A2 et A3 qui 

entraînent que l'on peut passer à la limite, lorsque n tend vers l'in

fini, dans les deux membres de (3.2.48). Ce qui achève d'établir la 

proposition A et le Théorème 3.1. 

3.3.- Unicité faible pour l'équation d'évolution spécifiée par K 

Etant donnés K £]K̂ q̂  et u €lR^\ on appellera solution  

faible avant u pour l'équation d'évolution spécifiée par K toute ap

plication continue t -» l|f de l'intervalle fermé (- °°,u] dans 
2 (2*) 
L (3R,M-o) telle que, 

(SF») Pour tout 9 (TR) et tout t < u, la fonction complexe 

s -*(6|\|fs) est derivable en t et on a, 

(3-3.D À/S=t(el*s) = «H-K(t))9|*t) 

où K désigne la fonction complexe conjuguée de K [on a évidemment 

K É K ^ ] . On note que, 

(3.3.2) H-K(t) = (H-K(t))* pour tout t € ]R. 

[en effet, H-K(t) et (H-K(t))* sont quasi-accrétifs maximaux (Lemme 

(1) La situation est la même qu'en 3.1. 

(2) La continuité de l'application t -* i|f est entendue "fortement" 
2 , * 

(i.e L dR,M- ) étant muni de sa topologie d'espace de Hilbert). 
I ° 2 (3) (* ') désigne toujours le produit scalaire de L (IR,!̂  ). o 

(3) 
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3.3 

3.1.1 et Théorème Cl), et ( H-K ( t )) * prolonge H-K(t))}. 

Dfoù il résulte que, pour l'équation d'évolution spécifiée par K, 

toute solution avant u (voir 3.1.1) est aussi solution faible avant u. 

Le résultat en vue est alors, 

THEOREME 3.II - On suppose que K G l K ^ vérifie, 

(K3 ) La fonction (x,t) -»MJ>MJ> s ^K(x,s) est localement bornée sur 

I X ffi et, pour tout intervalle compact J de E , 

(3 .3 .3) lim sup MJMJ> ,K(x,s)|/|x|q+1 = 0. 
I x j -» + 00 t U ' 

Alors, pour tout u G IR, et tout i|r € L (IR,^)^ l'équation d'évolu

tion spécifiée par K possède au plus une solution faible t -> \|f 

• avant u telle que \|r = \|f. 

COROLLAIRE(1) Pour tous u G ]R, r £ ]2 , + 00) et i|r G LF(]R,^ ), 11 ap-
rKl (2) r , 0 

plication t -» \|f̂ _ = N_£ -J\|r est, pour l'équation d'évolution spé

cifiée par K, l'unique solution faible avant u telle que \|f = \|r. 

Le corollaire résulte immédiatement <4u Théorème 3.1 (voir 

l3.1«2),du Théorème 3.II et de ce que toute solution avant u est aussi 

solution faible avant uG 

Le Théorème 3.H va résulter du Lemme d'unicité faible D2Q 

Etant donnés u G IR et T > o , il suffit de vérifier que les conditions 

de validité de ce Lemme sont satisfaites par la famille ( A, ) ̂  , ̂  T 
2 t o ̂  t ^ 

d'opérateurs dans l'espace de Hilbert (f&= L (]R,|-L ) définie par, 

(3 .3 .4) A = H-Klu-t) (0 ^ t ^ T). 

Pour cela, on va s'appuyer sur le Lemme suivant qui complète 

les Lemmes 3.1.1- et 3.2.1 . 

(1) Sous la même hypothèse K3 que le Théorème 3.H. 

(2) Voir le Théorème 3.1 en 3.1.2 
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3 . 3 

LEMME - Soit L : (x,t) -* L(x,t) une fonction complexe sur ]RXIR, 

borelienne, localement bornée et vérifiant la condition K2 (1) 

ainsi que, 

(K4) Pour tout x € TR , la fonction L(x, •) est continue sur TRM 

Alors : (lj Pour tout intervalle compact J de 3R, il existe C^, 

C2 et C3 > 0, tels que, pour tous t € J et l|r € D(H) , 

( 3 . 3 . 5 ) ||L(t)t|| ^C^HHtl l + ||*||) et, 

( 3 . 3 . 6 ) c3(||Ht|| + Util) < ||(H-L(t» t|| < C2(||Ht|| + Util) 
(2) 

(2) Pour tout t|r € D(H) , l'application t -»L(t)\|r est continue de 
2 

TR dans L ( ]R, M» ) • o 

En effet, les hypothèses faites sur L entraînent que, uni

formément lorsque t décrit l'intervalle compact J, L̂ (t) « < ; 

donc aussi L(t) « < H, puisque $^+^ ^ H d'après le Théorème i.III 

et la proposition B5 • Dfoù, d'une part ( 3 . 3 . 5 ) et la seconde inéga

lité ( 3 . 3 . 6 ) ;et d'autre part la première inégalité ( 3 . 3 . 6 ) grâce à 

3*a relation (C2.2) écrite pour B = I^(t). En ce qui concerne la pro

priété (2), on remarque que, si t € TR et J = [t -l,t +l], la fonc-
° \ o o 

tion sup |L(t)| appartient à \y q en vertu de K2 et de ce que L 
t € J 

est localement bornée ; ce qui entraîne que, si * € D(H), la fonction 
sup |L(t) j2 | \|r |2 appartient à £1(]R,M') [propriété (l) du Lemme 3.2.1 
t G J ° 
ou raisonnement ci-dessus] ; donc 

lim 
t -» t 

o 

||L(t)* - L(t )*|f = lim 
t -* t 

o 
B 

|L(t)- L(t )j2 
1 o 1 

U l 2 d[i = O 
o 

en vertu du théorème de convergence dominée de Lebesgue et de l'hypo

thèse K4. D'OÙ le lemme. 

(2) Pour chaque t € TR , la fonction L(t) = L(« ,t) appartient à V q 
(voir 3.2.1) ; en particulier, D ( H)C D(L( t )) (Lemme 3 . 2.1), en no
tant L(t) l'opérateur L(t) = L(t,# ) comme en 3*1.1. 

— • 1 • o 

(1) Voir 3.1.1. 
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3.3 

Cela étant, on remarque dfabord que, dfaprès ( 3 . 3 . ^ ) et 

( 3 . 3 . 2 ) , 

( 3 . 3 . 7 ) At = H-K(u-t) 
(O ^ t ^ T ) . 

Et, en appliquant le lemme aux fonctions L = K et L = K, les inéga

lités ( 3 . 3 . 6 ) fournissent les inégalités (D2.1) et (D2.2) ; ce qui 

fait que les conditions Ul et U2 sont satisfaites en posant, 

( 3 . 3 . 8 ) * = ) é = D(H) et Il * III = ll| • III* = Until + Util (<f €36). 

En outre, l'existence de X > 0 tel que UO soit satisfaite résulte de 
o 

la propriété (2) du Lemme (3.1.1). 

En ce qui concerne U3, U4 et U5, on remarque d'abord que la 

fonction K sur E X ]R définie par, 

( 3 . 3 . 9 ) k(x,t) 
~ ds 

S=:t 

K(x,s) (x € m, t € m ) , 

satisfait aux hypothèses du Lemme. Donc, d'une part 3Ê C D(K(t)) et 

3éCD(K(t)) pour tout t € TR ; d'autre part, d'après ( 3 . 3 * 5 ) avec K 

mis pour L et ( 3 . 3 . 3 8 ) , il existe C" > 0 tel que, 

(3.3.10) iiK(t)tn < c m *in pour tous et t e [u-T,u] ; 

enfin, pour chaque i|f ̂  3£ , les applications t ->k(t)\|f et t -»K(t)\|r 
2 , v 

sont continues de JR dans L (3R,M- )• Ainsi, pour montrer que la condi-
o 

tion U3 est satisfaite, il suffit de vérifier que, pour tous i|r € j£ 

et t € |_u-T,uJ, on a, 

(3.3.11) lim 
h -» 0 

|(i(K(t+h)-K(t)) \|(-K(t)i(f||2 

= lim 
h -» 0 TR 

|i(K(t+h)-K(t» -K(t) | 2|+| 2 dp. = 0. 
o 
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3 . 3 , 3 . 4 

Or, cette relation découle du Théorème de Lebesgue et de ce que, d'une 

part |i(K(t+h)-K(t))- K(t) I ̂  2 sup | K ( S ) | si - 1 ^ h ̂  1 et 
h s e J * 2 2 J = [u-T-l,u+l J ; et, d'autre part, la fonction sup | K ( S ) | | l|r | ap-

1 • (q) S ^ J 

partient à X (]R,M«), puisque sup | K ( S ) | ^ W en vertu de l'hypo-
s t J 

thèse K3 • En outre, ( 3 . 3 . 1 1 ) entraîne que, 

( 3 . 3 . 1 2 ) A if = - K(u-t) t|f et A*\|f = - K(u-t)\|f 

pour tous t|f €Xet t G [o,TJ ; donc, d'après ( 3 . 3 . 1 0 ) , 

( 3 . 3 . 1 3 ) I IVll < c - m * III pour tous * 6 X et t € [ O . T ] . 

Choisissant \ > \ , la validité des conditions U4 et U5 ré-o 
suite alors, d'une part de ( 3 . 3 . 1 3 ) et de la continuité de l'applica-

tion t -* A \|f ( i|f €*î), et, d'autre part, de la majoration (D2.ll) et 
* 2 r -i de la continuité de l'application t R. ,l|r ( i|r € L (3R,P- )) de [ 0 , T | 
\, t o J 

dans^C, ces dernières découlant des propriétés UO, Ul, U2 et U3 déjà 

établies 
cqf d. 

3 . 4 . - Cas homogène 

La situation étant toujours celle de 3 . 1 et 3 . 2 ,si la fonc

tion V G V^ q^ est continue, la fonction K : (x,t) -» V(x) 

(x € ]R , t € ]R appartient à l ^ q ^ (voir 3 . 1 . 1 et 3 . 2 . 1 ) , et le Théo

rème 3 . 1 entraîne que l'on a, pour t ̂  u, 

( 3 . 4 . 1 ) N [K] 
t , U u-t 

( 3 . 4 . 2 ) M 
t , U 

G LP(V,F,M.) pour 1 - ^ p < + œ, et, 

(l) Voir la démonstration du Lemme D2. 
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3.4 

( 3 . 4 . 3 ) (N tv] 
u-t 

* ) © XT = E [M 
[v] 
t, u ( * 0 V / i -ft]] (* € L2(2R,M»o)), 

en notant t [yu], U au lieu de t,[yu] u 

La formule de Feynman-Kac ( 3 - 4 . 3 ) admet l'extension sui-

vante que l'on utilisera ci-dessous en 3«5 s Soit Vb le sous-espace 

de V formé des fonctions V € telles que, d'une part, 

( 3 . 4 . 4 ) sup 
x 6 ]R 

tàe. v(x) < + » , 

et, d'autre part, l'opérateur (H-V) (fermeture de l'opérateur quasi-

accrétif H-V) est quasi-accrétif maximal dans L2 (IR,̂  ) : et pour cha 

que V € V et t > 0 , soit N£ J l'opérateur [borné dans L (3R,M- )] 

e -t(H-vr• Cela étant, en désignant par Mrvlt, u J la classe modulo |x de 

la fonction (r'-mesurable ou -> Exp !/u V(oj(s)) ds f (eu € ty), on a, 
t 

PROPOSITION - Si V € V et si V est une fonction continue sur TR 

alors, pour tous t < u, M£r y 1 J € Loo ( M-) , et la formule de 

Feynman-Kac (3«^«3) est vérifiée. 

Cette proposition peut être établie à partir de la formule 

de Trotter comme la relation ( 3 . 2 . 4 3 ) dans la démonstration de la 

proposition A ci-dessus (voir 3 « 2 . 4 ) . 

On peut montrer ( 1 ) que V 6 Vb dès que V vérifie ( 3 . 4 . 4 ) et 

appartient à Up>~2 £P(3R,M« ) ; mais on n'utilisera ici que le résultat 

plus faible suivant, 

LEMME - Si V est un polynôme réel borné supérieurement, alors 

V appartient à 

(l) Voir [30J en notant que 1'hypercontractivité du semi-groupe 

(N+)j. n'intervient pas ici à cause de l'hypothèse ( 3 . 4 . 4 ) . t t ^ O 
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3 . 4 , 3 . 5 

2 
En effet, en transportant la situation dans L (1R) au moyen 

de l'isoraétrie \|f -» P \|r ( i|f € L (1R,M» )), on est ramené à montrer que, 

avec les notations de Bl et B2, l1opérateur H - V(i^) est essentiel

lement auto-adjoint ; ce qui résulte immédiatement de l'hypothèse 

faite sur V et de la proposition Bl, puisque£)(TR)c D(H - V(|^)). 

3 . 5 . - Une variante de la formule de Cameron-Martin 

On désigne ici par Q et Q des polynômes d'interaction 
1 2 

standard : et on note, pour i = 1,2, q. le degré de Q. , P*. la me-

sure quasi-invariante sur TR spécifiée par , p^ sa densité, l'o

pérateur de diffusion associé et la mesure Euclidienne spécifiée 

par Q.. Cela étant, si a € TB. et b € TR sont tels que a ̂ b , on pose, 

( 3 . 5 . D A 2 / > ) a, b - V i 
(ou(a)) cp 2 / l ( y j (b ) ) e 

b 

a 
[Q 2(U)(S)) - Q^uHs))] ds 

( 3 . 5 . 2 ) *2/l ( x ) " 
(P2(x)/pi(x)f (x € TR)0 

(u> G V), où (1) 

On note que la fonction A2/1 , sur W ainsi définie est partout > 0 et 

№ ̂ vr , -i-mesurable. On peut énoncer, 

THEOREME 3.HI - (1) Pour tous a € TR et b € TR tels que a < b, on 

a, 

( 3 . 5 . 3 ) F! = E TF.A2/11 

^2 ^1 
et, 

( 3 . 5 . 4 ) E TF! = E T F . A 2 / 1 1 

^2 ^1 a ' b 

pour tout 00 
F € £ 

F! = E TF.A2/11 

(2) Les mesures p et U (W,F) sur sont étrangères si Q ^ Q • 
1 2 1 2 

Ainsi, les restrictions des mesures U et p. aux tribus lo-

cales F [a,b] sont équivalentes, bien que les mesures P- et p_ 

(1) CL désigne la primitive centrée de (voir B2). 
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3.5 

sur ( W,(FO soient étrangères. La relation ( 3 . 5 . 4 ) est la variante en 

vue de la formule de Cameron-Martin (voir par exemple [ l 3 ] au sujet 

de cette formule en théorie des processus de diffusion et [30^ en 

théorie des champs). 

On va déduire la propriété (l) de la formule de Feynman-
Kac ( 3 . 4 . 3 ) (voir 3«^ ci-dessus). Tout d'abord, en tenant compte de 

1 / 2 2 / 1 —1 
ce que A = (A t ) , on se ramène à l'un ou l'autre des cas sui-a,b a,b 
vants : soit q̂  > [cas soit q̂  = q̂  et a.^ > a^ [cas ], 

soit q̂  = q̂  et a^ = [cas ^^]» e n notant a^ le coefficient domi-

nant de Q. (i = 1 , 2 ) . Posant alors V = Q - Q , on va s'appuyer sur l 1 2 
le lemme suivant : 

LEMME.- (1) On a V t 
0 C°°( TR) , (1) dans les cas © et © , et 

V G V 
0 C°°( (2) 

dans le cas © 
(2) 

V i 
€ L 2( 3R,U ) 1, o 0 C°°( TR) , et, 

(3 .5 .5) l,t ^ 2 / 1 pour tout t > 0. 

(3) Pour chaque t ^ 0 , 

( 3 . 5 . 6 ) 0 C°°( TR) , 
= Vl N2,t» pour tout cp € S> ( IR) . 

On note ici 
-t(H -V) -

N2,t 1 1 opérateur e 
" t H 2 

dans L 2( 3R,u ) 2 , o et 
0 C°° 
( T 

1'opérateur e 2 
dans L ( 3R,U ) 

fee dernier étant bien défini 

en vertu de la propriété (l) du Lemme, ce qu'est V(b) dans les cas 

© et Q et d'après le Lemme 3 . 2 . 1 dans le cas ]. 

En effet, d'abord la propriété (l) découle immédiatement des 

définitions de V(b) et de (qi} W et du Lemme 3»^ ; et la relation 
2 00 

cp / € L ( IR, U ) Ci C (TR) résulte de ce que p et p sont partout > 0 2/ 1 1 , o 1 2 
et appartiennent à S ( IR)• Ensuite, pour établir (3«5«5) , il suffit, 

(1) Voir 3 ; 4 . 
(2) Voir 3 . 2 . 1 . 
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3.5 

d'après le Lemme d'unicité Dl, de montrer que, 

(3 .5 .7) *2/l e D(Hr^} et (Hl-ï)'2/l = °« 

Or, cette relation est facile à vérifier en transportant la 

situation dans L2(]R) au moyen de l'isométrie t|i -» p^ i|r ( \|r t L2(TR,№^ J) : 
d'une part P̂ Cp2/1 = pf » Pg appartient à <f(]R), -4 (JR)c Dfgg) et 
ggpg = 0 d'après le Lemme 1.5 ; et d'autre part, g^- V̂ t̂>̂  et ^2 °nt 

même restriction à.(JR) par définition de V. Enfin, pour établir 

( 3 . 5 . 6 ) , il suffit ^toujours d'après le Lemme d'unicité Dl, et compte 

tenu de ce que S : \|f -> çp . % est une isométrie de L ) sur 

L (3R,M̂  ) J de montrer que, pour tout çp €£)(]R), 

(3 .5 .8) (Hrv)(cp2/lcp) - cp2/lH29 . 

Or, si S. désigne l'isométrie (Hrv)(ça/1«p) 2 
de L (1R) sur 

L (B,|a. ) 
i,o 

(i = 1,2), on a, 

(Hrv)(ça/1«p) = (H -V) 1 2 T 

(Hrv)(ça/1«p)(Hrv)(ça/1«p) 

(Hrv)(ça/1«p) (Hrv)(ça/1«p) 
V A ' • 

D'où (3 .5 .8) et le lemme. 

Désignant alors, pour a ̂  b, par } la classe modulo M- de 
b a'b 

la fonction ou -» Exp } / V(ou(s)) ds \ (ou € W), on a, d'après le Lemme ci-
a 

dessus [propriété (l) et (2)1 et la formule de Feynman-Kac (3 .4 .3) 

(voir 3 . 4 ) , 

(3 .5 .9) a , b 
(Hrv)(ça/1«p) pour 1 < p < + °°, et, 

(3.5.10) 
V l 0 X a 

= E 
(Hrv)(ç 
a/1«p) 

(Hrv)(ça/1«p)(Hrv)(ça/1«p) 
(Hrv)(ça/1«p)(Hrv)(ça/1«p) 

(1) 

(l) Voir remarque ci-dessous. 
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3.5 

Cela étant, on raisonne de façon standard comme suit : on 

remarque dfabord que (3*5»10) entraîne que, 

hbkg 
(Hrv)(ça/1«p) 

a,b (Hrv)(ça/ sfdg (Hrv)(ça/ 

d'où ( 3 . 5 . 3 ) , puisque E 
^1 
(Hrv)(ça/ (Hrv)(ça/ 

Ensuite, grâce au théorème de prolongement par mesurabilité (voir 

Meyer [ 9 ] , Théorème 1 , 2 0 ) , on se ramène à montrer que (3«5 .4) a lieu 

lorsque F 
[a,b] est de la forme 

n 
n 

sdfg 
*s ° Xt 

j 
, avec 

a ^ t ^ < < t ^ < b e tCPj € &(TR) (j = 1 , 2 ,...,n). Et, en raison

nant par récurrence sur n, on voit qu fil suffit pour cela de montrer 

que, pour a s ^ t ̂ b , si, 

( 3 . 5.H) (3«5-^) est vérifiée pour tout F 6 '"«M—]*' 
alors ( 3 . 5 . 4 ) est aussi vérifiée pour tout F de la forme G.(çp o X̂ _) , 

avec G € X ( tyOT- -,) et cp ^®(TR)<* Or, on a, 

E fG.(cp o X.)] = E n [G. (N , cp o X ) ] d'après la propriété de M<2

 L ^ t J M̂ 1- 2,t-s s J 

Markov de |J»2 [en notant que
 N

2 t s^ ^ ^b^ ^ ^ l ' 

récurrence ( 3 « 5«H) 
= V [ G' ( N2,t-s»° V - A a , b ] 

d'après l'hypothèse de 

(Hrv)(ça/1«p)(Hrv)(ça (Hrv)(ça/ (Hrv)(ça/ 

2 / 1 
par définition de A . et en désignant par Z la classe modulo M», de 

a, b 1 
la fonction G, 

(Hrv)(ça/1«p)(Hrv)(ça M ™ 
a, s 

( ( V l N 2 , t - . " ® X . ^ 
d'après 

(3«5»10) écrite avec s mis pour a, 
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3 .5 

(Hrv)(ça/ 
M0](N[v] 
a,s l,t-s 

!»2/lT)^,)]. d'après la pro

priété (3) du lemme, 

(Hrv tz({p2/l©xa) (Hrv (Hrv ((CP2/1CP) ̂ >Xt)]' d'après la for

mule de Feynman-Kac ( 3 . 4 . 3 ) ? 

(Hrv 
[z((pé)xt)(cp2/lg,xa) 

a, t 
(<p2/1<pxt)] 

= E 

»*1 
[z((p(£)Xt)(«p oxa) 

a, t t.b 
(cp2/lOxb)], d ' après 

( 3 . 5 . 1 0 ) écrite avec t mis pour a, 

= [G(ipoXt) (Hrv 

Dfoù (3.5.4) avec G.CcpoX^) mis pour F et la propriété (l) 

du Théorème 3»HI. Afin d'établir la propriété ( 2 ) , on raisonne par 

contraposition en supposant que et p.̂  ne sont pas étrangères, 

c'est-à-dire que la mesure V = M»̂  A M-̂  est non nulle (voir Neveu £8 ] , 

§ IV.1, p. 1 0 2 ) , Alors, d'une part, la mesure v est absolument conti

nue par rapport à M»̂  et par rapport à ; soit € ( \W, ̂ , |Jk ) la 

densité de v par rapport à [i>Ai = 1 , 2 ) . Et, d'autre part, v est inva

riante par les transformations (t € ]R) en même temps que (Ĵ  et l-î » 

D'où il résulte que Z. O 9. = Z. : donc aussi (n A Z.)0 8 = n A Z . ; 

pour tout n > 0 et tout t 6 JR (i = 1 , 2 ) . Et la propriété ergodique 

E5 (Théorème 2.II en 2 . 3 ) entraîne que Z et Z sont des constantes 

CV̂  et 0^ ; constantes qui sont égales puisque et M»̂  sont des mesu

res de probabilité et non nulles puisque \) ̂  0 par hypothèse. Ainsi 

^ = Ha » d'où Hljc = H2)Q ; puis Pl)Q = p2i0 et enfin Qj = % d'à-

près l'équation (d) (Lemrae 1 . 5 ) • Ce qui achève la démonstration du 

Théorème 3.III. 

Remarque - Les relations (3*5.9)et ( 3 - 5 . 1 0 ) expriment que, pour chaque 

a € ]R , le processus stochastique 

( 3 * 5 . 1 2 ) (Hrv ( A * ) a, t 
t e [a,+ °°) 
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3.5 

est une martingale par rapport à la famille croissante de tribus 

(<?V ^ i)L3'^ t € [a,+ - ).Ce fait joue aussi un rôle central dans la 

démonstration de la formule de Cameron-Martin à partir de la formule 

d'Ito (voir par exemple £l3^)« 
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§ 4 , - QUASI-INVARIANCE DE LA MESURE EUCLIDIENNE 

Dans ce paragraphe, on montre que la mesure Euclidienne P 

spécifiée par le polynôme d'interaction Q (Théorème 2 . 1 ) est quasi-

invariante par les translations de S =-^(]R,IR), et on explicite le 

module de quasi-invariance correspondant (Théorème 4 en 4 . 1 . 2 ) . 

La démonstration de ce résultat donnée en 4 .2 est basée sur 

la formule de Feynman-Kac (Théorèmes 3 . 1 et 3»H) selon les étapes 

suivantes : on obtient d'abord (proposition 4 . 2 . 2 ) des conditions por-
( Q ) 

tant sur une fonction K 6 I (voir 3»l*l) pour que la fonctionnelle 
fKï 

JJ" -J sur W définie par, 

(4.i ) L3'^ t € = exp 
1R 
K (U)(s),s) fdg (ou e №), 

soit la densité par rapport à M e la mesure translatée (Jb = (i(«+f) 

(f €J) ; et on établit que ces conditions déterminent une fonction 

K = Qf, ce qui fournit un calcul a priori du module de quasi-invariance 

(proposition 4 . 2 . 4 ) . On montre ensuite (proposition 4 . 2 . 5 ) que la 

fonction ainsi introduite vérifie la condition en question. Pour 

cela, on s'appuie, d'une part lorsque f a son support compact, (voir 

4 .2 .6 et 4 . 2 . 7 ) sur la résolution explicite de l'équation d'évolution 

spécifiée par Qf et sur les résultats du paragraphe 3 (Théorèmes 3 . 1 

et 3-II) î et, d'autre part (voir 4 . 2 . 8 ) sur un calcul préalable de 

la martingale, 

(4,ii) t,+ =: E [M 
L3'^ 

'°ï- -,t]3 
(t e TR) , 

lequel permet de montrer a priori son uniforme intégrabilité et la re-

lation fondamentale E [j£ [Qf] ] = 1 lorsque f G S est quelconque. Cette 

démonstration satisfait à 1'esprit."non perturbatif" de ce travail en 

ce sens qu'elle procède directement avec la mesure Euclidienne spéci

fiée par Q et non par perturbation de celle du champ libre. La quasi-

invariance de cette dernière étant aussi établie indépendamment en 
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s'appuyant sur 11injectivité de la transformation de Fourier des me

sures (voir 4 . 3 - 2 ) , une démonstration basée sur lfapproche perturba-

tive et la formule de Cameron-Martin (Théorème 3«IIl) est donnée par 

ailleurs en 4 . 3 . 3 (voir aussi [ 2 7 ] à ce sujet). 
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4 . 1 . 1 , 4 . 1 . 2 

4 . 1 . - Enoncé du résultat 

4 . 1 . 1 . - La situation et les notations étant celles intervenant en 

2 . 1 , on désigne pari le sous-espace de^(3R) formé des fonctions 

réelles et on met } et V en dualité par la forme bilinéaire réelle 

standard, 

( 4 . 1 . 1 ) < ou,f > = 

fgh 
0)(t) f(t) dt (u) e w , f e 5) 

(on note que la condition ( 2 . 1 . 1 ) qui définit IK dans C(]R,IR) entraî

ne que l1intégrale figurant au second membre est absolument conver

gente). Le triplet ($ , Otf, <•<,'>) ainsi défini constitue une spécifi

cation de la situation envisagée dans l'appendice A (voir Al) : avec 

S mis pourl^et Garnis pour W î on a ici exactement ci V(J^ et ? = f 

pour tout f £V; le produit scalaire <•,"> sur J coïncide avec celui 

induit par L2(]R) ; et la plus petite tribu á£ sur V rendant mesurables 

les fonctions ou -» < ou , f > (f £S) coïncide avec la tribu (? (proposi

tion 2 . 5 . 1 ) . 

4 . 1 . 2 . - Etant donné un polynôme d'interaction standard Qv 1 ) } pour cha

que f € i , on désigne par Qf la fonction relie sur TR XIR définie par, 

( 4 . 1 . 2 ) Qf(x,t) = [x + \ f(t)j fM(t) [6(f(t)+x) - Q(x)] 

(x € 1R , t G TR) , 

où Q désigne une primitive de Q ; et on pose, pour chaque ou £ \K, 

( 4 . 1 . 3 ) A(f,a>) = 
TR 

Qf (ou(s) ,s)ds , 

l'intégrale figurant au second membre étant absolument convergente 

en vertu de la relation ( 2 . 1 . 1 ) qui définit V. 

(1) Voir 1 . 3 . 
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4 . 1 . 2 , 4 . 2 . 1 

On vérifie que la fonction A : $ X V -> TR ainsi définie est un cocycle 

additif [relation ( A 2 . 1 ) ] , et que, pour tout f € $ la fonction A(f,») 

est (r-mesurable sur ty. 

Cela étant, 

THEOREME 4 . - La mesure Eucl id ienne |JL spéc i f i ée par l ' i n t e r a c t i o n 

Q (1) est quas i - i nva r ian te par les t r a n s l a t i o n s de S et admet l e 

cocycle multiplicatif e^ : ( f,U)) -> g ^ ^ ' ^ ) comme module de quas i -

invariance. 

Autrement dit, 
(2) 

pour chaque f € S , 

( 4 . 1 . 4 ) 
fgh 

e A U ^ V ( d c ) = i, et, 

( 4 . 1 . 5 ) 
fgh 

F(ou-f) (J-(dou) 
gh 

F(ou) 
A(f,w) 

e 
M-(dOU) 

pour tout F € X gdsg (3) 

Une première démonstration de ce théorème est donnée en 4 .2 

(voir d'abord 4 . 2 . 2 et 4 . 2 . 5 ) ; et diverses variantes figurent en 4 . 3 , 

4 . 2 , - Démonstration du Théorème 4 
sdf 

4 . 2 . 1 , - Fonctionnelles multiplicatives et mesures Markoviennes,- Si v 

est une mesure de probabilité sur on appelle ici fonctionnelle 

multiplicative relativement à V tout élément M de L (V,^,v) tel que 

( 1 ) Théorème 2 . 1 en 2 . 1 . 3 . 

(2) Voir Al et A2. 

(3) On désigne par Z ( V,^) l'espace des fonctions complexes sur W , 

^-mesurables et bornées. 

(4)Voir d'abord 4 . 2 . 2 et 4 . 2 . 5 . 
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4 . 2 . 1 . 

(FMI) M est strictement positive v-presque partout et, 

( 4 . 2 . 1 ) E v[M] = 1 

(FM2) Pour tout t € TR , il existe M-,t € L°(W, -«,t J' v) et 

M. 
t,+ 

€ L°(V,F 
t,+») ,v) 

tels que, 

( 4 . 2 . 2 ) M > O 
- , "C 

M + > C 
t,+ 

et M = M , • M 
-,t t,+ 

(1) 

Par ailleurs, on dira qu'une mesure de probabilité v sur 

(W,G0 est Markovienne si elle vérifie la propriété de Markov ( 2 ) : 

MK(v) Pour tout t € ]Ret tout Z € L^toT,^ + œ^ , v) , 

€ L°(V,F €L°(V,F. 

On s'appuiera ci-dessous sur les propriétés suivantes de ces 

mesures : 

LEMME - (l) Soient v et V1 des mesures Markoviennes sur ( Alors 

v = v' si et seulement si, pour tous t € TR et u €: TR , 

( 4 . 2 . 3 ) E [(9 o X)(çp o X )] 
v u t ^ u "* 

= E v f[(6 o Xt)(cp o X u)] 

pour tous 9 eS(TR) et Cp €J©(]R). 

(2) Soient v une mesure Markovienne sur ( W,GQ, et M une fonction

nelle multiplicative relativement à v. Alors la mesure M.v sur 

( W,flO est aussi Markovienne. 

En effet, en ce qui concerne la propriété (l), supposant 

que, pour chaque t € TR et u € TR, ( 4 . 2 . 3 ) est vérifiée, on remarque 

(1 ) Cette définition est à rapprocher de celle donnée par Nelson 

au § 4 de [21J. 

(2) Voir la propriété (l) de la proposition 2 . 4 . 1 . 
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4.2.1 

d'abord que cette relation entraîne que les mesures v et vf ont même 

marginale m̂_ ̂  d'ordre 2 . D'où on déduit qu'il existe une probabilité 

de transition ^ de TR dans TR telle que, pour tout cp £jS(JR) , la 

fonction Pt, vr m o Xtx sur soit à la fois un représentant de la 

classe o x

u /^j-tj] ̂  L ( V,6*, v) et un représentant de la classe 

E^ f [cp o x

u / ^ | - t - j l ^ L ( V ) [appliquer le théorème d'existence des 

probabilités conditionnelles régulières (1) dans l'espace de probabi

lité (IEXIR, m^ u ) ]•
 E - t cette propriété, jointe aux propriétés de 

Markov de v et de v', permet de vérifier que les marginales X^Cv) et 

X (vf) [voir 2 . 2 . 3J coïncident pour toute partie finie non vide J de 

TR [le raisonnement est standard par récurrence sur le nombre d'élé

ments de JJ. D'où V = v' et la propriété (l). 

Afin d'établir la propriété ( 2 ) , on pose v' = M.v et on dé

signe par Z un élément de L (W,$rLt, + ) »» 1 v) = L (W,Pr^t,+ ; * , V ) et par 

Y un élément de L (W,6^_ œ tJ?v) = L°°(V,Ĝ _ m t J , V ) . On a alors, en 

supposant Z ^ O et Y > O, 

Ev,[Y E v f [z / t f ( _ % t ] ] ] « E

V , [ Y - Z ] 

= E fï M ^ Zl 
V u -,t t,+ J d'après ( 4 . 2 . 2 ) 

MK (v) 
(2) 

= E f Y M E [M, 
V L -,t V Lt,+ 

Lt, + 
) 

d'après 

= E [Y M E [Mx Z/(?\ , ] (EvtM t,+/^ t|]) _ 1 V J ' 

encore d'après MK (v) (en notant que ](EvtMt,+/^t| est > 0 v-presque 

partout comme M ). Ainsi, 
t, + 

(1 ) Voir par exemple le corollaire de la proposition V . 4 . 4 . de 

Neveu [8J p. 185• 

(2) Voir le nota ci-dessous. 
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4 . 2 . 1 , 4 . 2 . 2 

](EvtMt,+/^t|])](EvtMt,+/ ](EvtMt,+/^t|])](E ](EvtMt,+/^t|]) 

D'où, puisque Y est arbitraire, 

( 4 . 2 . 4 ) ](EvtMt,+/^t|]) = EvtMt,+z/(Kit|](EvLMti+/^t)])-1 « 

et finalement Ê t[z/(F̂  » tj] = Ev»LZ//^t}' Puisclue le second membre 

de ( 4 . 2 .4 ) est j-mesurable. 

Nota - Si v est une mesure de probabilité sur ( V,(P), si @ est une 

sous-tribu de G* et si X € L? -i(W,0«/1v) ^ \ on pose, 

( 4 . 2 . 5 ) \W<S ] = sup 
n 6 *r 

Ev[n A X / g ] . 

Alors, E^[x/^ ] est un élément de + œj(W,8,v) qui est caractérisé 

par la relation, 

(4 .2 .6 ) EV[Y Ev[X/@ ]] = Ev[X Y] 

pour tout Y 6 L?^ -i ( W,®,v). [avec la convention O . (+ °°) = ol. 
L°i+ J 

-iSlSl" 5ïP«-fsÎ2iî a--il^Ì3u^ de ia quasi-invariance de M-

La situation étant celle du théorème 4 . 1 (voir 4 . 1 . 1 et 

4 . 1 . 2 ) , on désigne par K un élément de 3K( q ) ( 2 ) .On suppose d'a

bord que, 

( 4 . 2 . 7 ) K est réel et / |K (eu ( s ) , s ) | ds < + « pour tout m € W. 

Et on désigne par M>- J (resp M L J ) l a classe(modulo M*) dans 
—, t t, + 

L°( W,0% jj.) de la fonction numérique 

(1 ) L?^ Lo,+ °°j-i (V,(S,v) désigne naturellement le cône des classes 

(modulo v) d'applications -mesurables de W dans [o,+ °°]. 

(2) Voir 3 . 1 . 1 . 
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4.2.2 

t 
cu -» Exp } / K(ou(s) ,s)ds } (resp cu -> Exp \f K(cu ( s) , s) ds [, 

- 00 t 

+ 00 

U) -* Exp ! / K(ou( s) ,s) ds I) • On note que (voir 3.1.2), 
1R 

(4.2.8) 
—, t ( q ) ( 2 )6 L0(W,<rj M+[K] 

t , + 
6 L0(W,<rj-tf + -)1H), 

(4.2.9) 
~ î t 

> o MLR] > 0 

t , + 
et M W = 6 L0(W,<rj 

On suppose ensui te que, 

(4.2.10) 6 L0(W,<rj 

Ains i , qdsg 
est une fonctionnelle mul t ip l icat ive re la t i ve 

ment à la mesure p. (voir 4.2.1). Enfin, on considère les éléments 

v - , t et 
schd de L [0,+ -] (]R,|J<) déf inis par les relat ions (î) 

(4.2. il) 6 L0(rj 6 L0(W,<rj e t , 

(4.2.12) 6 L0j 6 L0(W,<rj 

et on suppose que, 

(4.2.13) pour t ou t t € 3R , ? - , t et f t , + appart iennent à L°° (1R,M. ) . loc o 

Par a i l l eu rs , pour chaque z € 3R , d'une part, on désigne par 
T (z) la transformation l inéaire de L°(3R,|-0 induite par la t ransfor-
mation g -» g(*+ z) des fonctions g € <£ 5 et d'autre part on désigne 

par a (z) la fonction p(»+ z)/p(«) de C (]R). Ains i , pour tout z € H, 

a (z)€ 
o L (]R,H< ) , o e t , 

(4.2.14) 
1R 

T (z) if dM* o o 
TR 

llf a (-z) dlJb o o pour tou t if € L ^ K j f i ) . 

Enfin, on désigne par f un élément de S (2) et par M< la me

sure de probabi l i té sur ( fyT,0O qui est image de \i> par l 'app l icat ion 

P-mesurable ou -* ou - f de W sur ; autrement d i t , 

(1) Vo i r l e nota en 4.2.1. 
(2) Vo i r 4 . 1 .1 
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4.2,2 

(4.2.15) /F(<I))M» (dcu) 

V 
= /F(ou-f) M-(dcu) 

V 
pour tout F e • M M , ? ' ) . 

Cela étant, 

PROPOSITION - Pour que les mesures M̂ J.jjl et (Jb soient égales, 

il faut et il suffit que, 

(4.2.16) (2) Vt,+ 
= a (f(t)) 

o 
pour tout t € ]R , et, 

(4.2.17) (2) (2) T (f(t)) N . T (f(u))"1 o u-t o (2)(2) 

pour tous t < u et tout cp €á)(3R) 
(2) 

On note que, si (4.2.16) est satisfaite, ( I~K1 -IU' + J) est bien 

défini comme élément de Lœ,loc (]R,M<o) d'après l'hypothèse (4.2.13) puis-

que a (f(t)) est inversible dans l'algèbre Lloc,( IR, M> ) |en effet, 
o o L 

a^(f(t) est continue et partout > 0 comme p] ; ainsi 

( I K 1-1 
U . 4-

6 Lœ(]R,M. ) 
o 

et le second membre de (4.2.17) est bien défini 

comme élément de LK I — 1 puisque LK I — 1 6 C ' » . ^ d'après l'hy
pothèse (4.2.13) et puisque les opérateurs T (f(u)) Nu-t et T(f(t)) 

_ o o 
00 

appliquent L (]R,M< ) dans lui-même. Par ailleurs, le premier membre 
o 

de (4.2.17) appartient à D(H) d'après le théorème 3*1? donc aussi à 
00 . 

(IR,̂  ) LProPOsition 1.6 |. loc o w J 

Pour montrer cette proposition, on vérifie d'abord que la 
f 

mesure M- est markovienne en même temps que M- (voir 4.2.1) : si 
t € I R , G 6 x"<Mt,+ -)> et G 6 x " < M t , + -)> 

(3) on a, aussi 

F(.-f) 
6 X'<M-,t]> 

et G(. - f ) G 6 x"< W ->> ; donc 

(1) Sous les hypothèses (4.2.7), (4.2.10) et (4.2.13) faites ci-

dessus sur K. 

(2) En ce qui concerne lfopérateur N¿ voir le théorème 3-1 en 3«1»2. 

(3) Si (E,¿) est un espace mesurable,on note X (E,£) l'espace des 

fonctions complexes sur E qui. sont ¿*-mesurables et bornées; on note 

£ (JR) au lieu de X (]R,(3^, où est la tribu borélienne sur ]R. 
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4.2.2 

E [FG] 
M. 

E [F(- -f )G(. -f ) J 

E [F(- -f )G( E [F(- -f ) en désignant par Z la classe 

modulo li de F(- -f ) , 

= V z Ej[ G(-- f)/^{t|] d
 1 après MK( |i) , 

= E [F(- -f) g o X t ] , où g e X°°( IR) (1) est tel que 

g o x t 
6 E^[G(.-f)/^ t j]. Ainsi E 

M* 
f[F.G] = E [F.g(. + f(t))o X ] ; 

M* 

f 
d'où la propriété MK(ji ) puisque t, F et G sont arbitraires. 

Par ailleurs, la mesure v = M*- -*. |jl est aussi Markovienne 

d'après la propriété (2) du Lemme 4 . 2 . 1 . Donc, d'après la propriété (l) 
f 

du même Lemme, v = M* si et seulement si, pour tous t ̂  u et tout 
00 

g 6 X ( IR) , g ^ O et à support compact, 

( 4 . 2 . 1 8 ) E [ ( 0 o X + ) ( g o X ) ] v L t u J = E f[(6 o X )(g o X )] 

M» 

pour tout 9 6 <©( m) , 6 > o. 

00 
Or, désignant par y l a classe de g dans L ( IR, ) , on a, 

E [(0 o X.)(g o X ) 1 
v L t u J = E, J M M O G X . ) 

M* -,u t 
( Y(9X u) u,+J d'après (4 .2 .9 ) , 

= E [ M M 
(JbL - , u (0©X t)(Y*X u) (^

K^0X )] 
u,+ u J d'après la 

propriété de Markov MK(p<) et ( 4 . 2 . 1 2 ) (voir le nota en 4 . 2 . 1 ) , 

[f )G( ( Bflx ) t , U ((+£K^ y) 
u,+ 1 

c p X u ) ] 

E [F(- -*-[Kt]> O X ) « M 
t, u 

Tu,+ y) ̂
 x-t^l d ? a P r e s 

(l) Voir la note (3) page précédente. 
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4.2.2 

la propriété de Markov rétrograde de \i [propriété (2) de la proposition 

2 . 4 . 1 ] et ( 4 . 2 . 1 1 ) , 

- V(e*ïKt] 
NLK]UIK] Y))ox ], 

t,U U,+ T UJ 

d'après (3.1.10) (Théorè

me 3 . 1 en 3 . 1 . 2 ) et l'hypothèse ( 4 . 2 . 1 3 ) laquelle entraîne que 

t^P+Y ^ L (H, MO [compte tenu de ce que g a son support compact]. 

D'où 

( 4 . 2 . 1 9 ) E [ ( 6 0 X ) ( g o X ) ] 
Vu t u J 

/ e*LKJ nLKJ difW Y)d^ . 
^ T-,t t,u Tu,+ o 

D'autre part, 

E I ( 9 o X ) ( g o X ) J = E [((T (f(t))"1 Q)0X) 
^ o t 

((T (f(u))"1Y) ©X ) ] 
o T u J 

= En[((T (f(t))" 9) pL o 
N .(T (f(u))"1Y))<S)X J, 
u-t o T t J 

d'après la propriété de Markov M2 de [1 (Théorème 2.1 en 2.1). D'où 

en vertu de (4.2.14), 

(4 .2 .20) E i(9oX,)(goX ) J 
J1 t 

= f 0 a (f(t)) T (f(t)) 
IR ° 

N T (f(u))" V dM- * u-t o 1 o 

Ainsi, en comparant les seconds membres de ( 4 . 2 . 1 9 ) et 

( 4 . 2 . 2 0 ) , on voit que ( 4 . 2 . 1 8 ) équivaut à 

(4.2.21) ^ W N [ K ] ( LK] ) 

-,t t,u Tu, + T 
= a (f(t)) T (f(t)) 

o o N T (f(u)f1Y, u-t o T 

00 
où Y désigne la classe de g dans L (3R,M- ). 

o 
Cela étant, la condition annoncée est nécessaire car, si 

f _ 00 
v = p , alors ( 4 . 2 . 2 1 ) a lieu pour tout y € L (TR,\i>J à support com
pact et pour tous t ̂  u. D'où, d'abord ( 4 . 2 . 1 6 ) en faisant t = u ; 

TkI - 1 
puis ( 4 . 2 . 1 7 ) en prenant y = ( • ) Cp ( cp € £) (TR)) . Inversement, si 

u, + 

( 4 . 2 . 1 6 ) et ( 4 . 2 . 1 7 ) sont satisfaites, alors ( 4 . 2 . 2 1 ) a lieu pour tout 

Y de la forme ( \|fL j)(p avec Cp 6£)(]R) ; donc ( 4 . 2 . 1 8 ) a lieu pour tout 
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4.2.2, 4.2.3 

g de la forme h çp avec hu €|K 1 -1 -I) et cp £«2)(]R). Mais, en vertu de^ _ 

( 4 . 2 . 1 6 ) , on peut choisir h partout > 0 et appartenant à Xn ( TR) 

ainsi que son inverse l/h ; et le théorème de prolongement par me-

surabilité entraîne alors que ( 4 . 2 . 1 8 ) a lieu pour tout 

g 6 X (TR) à support compact : d'où v = M- . 
cqf d. 

4 . 2 . 3 . - Un calcul préliminaire 

Le Lemme suivant sera crucial pour établir (voir 4 . 2 . 4 et 

4 . 2 . 7 ) que la condition de quasi-invariance (4.2.17)(proposition 

4 . 2 . 2 ) est vérifiée si (et seulement si ; voir 4 . 2 . 4 ) K = Q : 

LEMME - (1) soient i|r € D(H) , y € §)(TR) et z € TR . Alors, 

\Jf £ C^IR), y T (z)* € D(H) et on a, 

( 4 . 2 . 2 2 ) H(yT (z) #)= YTo(z)H\|f+(HY)To(z) #+[y( £-T (z) Ç) . -Dy JTq ( z ) D i|r 

(2) Soient K € K q , f C j , u € ]R ; et soit t -* t|r une solution 

avant u pour l'équation d'évolution spécifiée par K. Alors, pour 

tout t < u, tous cp €2>(]R), B €© (1R), et tout 61 e$)(TR) identique 

à 1 au voisinage du support de 6, la fonction complexe 

s -» o i e * t 
1 1 s o 

(f(s))N cp) (2) est derivable en t et on a, 

( 4 . 2 . 2 3 ) d 
ds 

s=t 
( 01 9 \Jf~ T (f(s)) N cp) 1 1 s o u-s « H - K (t))9|e1ttTo(f (t)) Nu_tcp) 

+ (9|e (Dt t - [c-To(f( t» £-f'(t)ft ]l|f )T (f.(t))DN ,cp). 
O t O XX ™ t-

On désigne ici par Di|r € C(TR) la dérivée de t|f € C (TR) . En 

effet, la propriété (l) est facile à vérifier à partir de l'expression 

( 1 . 6 . 2 ) de H. Afin d'-établir la propriété ( 2 ) , on va vérifier que la 

(1) Voir par exemple Meyer L9], Théorème 1 . 2 0 . 

(2) (• |«) désigne toujours le produit scalaire de L (]R,M-q). 
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4 . 2 . 3 

fonction complexe R définie, sur U = (- 00,u[ , par, 

(4.2.24) R ( b 1 , b 2 , b ) = <eleA To(f(s2))Nu_s cp) 
1 3 

(s£ < u, i =1 , 2 , 3 ) , 

admet des dérivées partielles données par, 

( 4 . 2 . 2 5 ) 
d 
ds 
's=si 

R(s ,s2,s ) = ((H-K(SI)) *s 
1 

|0 TQ(f(s2)) n 

(4 .2 .26) d 
ds 's=s2 

R(Sl,s , s ) = f (s2)(*s |9 To(f(s2))DNu-s cp), 
1 3 

et, 

( 4 . 2 . 2 7 ) d 
ds s=s 

3 

R(s ,s ,s ) sdg 
|8 v « V > N HCp) u-s3 

et que ces dérivées sont fonctions continues sur U. Il en résultera 

la dérivabilité cherchée et l'expression, 

(4 .2 .28 ) d 
ds: 's=t 

(610,* T (f(s)) N cp) = 
1 1 s o u-sv (( H-K ( t )) *t J 0Tq ( f ( t )) Nu_tcp ) 

+ f ' (t) (ft |0TQ(f (t)) DNu_tcp) 

+ (* |0T (f(t)) Nu_tHcp), 

D'abord, remarquant que R(s1,s2,s ) -(•Bjero(f(.a»N cp) 

puisque 8 8 = 0, la relation (4 .2 .25) résulte de ce que l'application 

s ** \|fs est fortement derivable de (- °°,u[ dans L (]R,rO par hypothèse ; 

la relation (4 .2.26) s'obtient par dérivation standard sous le signe 

somme dans l'intégrale qui exprime R(s ,s ,s ) ; et la relation 

(4 .2 .27) résulte de la dérivabilité forte de l'application 

s gCp en écrivant, d'après (4.2.14) (voir 4 . 2 . 2 ) , 

R ( S 1'S2'V = (a (-f(s„)) 
O 2 

V-f(S2))(e*S >INu-b»>-
1 

Pour montrer ensuite que les dérivées partielles ( 4 . 2 . 2 5 ) , 

(4 .2 .26 ) et ( 4 . 2 . 2 7 ) sont fonctions continues de (s ,s ,s ) € U, on 
1 2 3 
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4.2.3 

note que la continuité de l'application t *̂ \|r de (- °°,uj dans 

L (]R,M<o) entraîne celle de l'application t -» 6^K(t) grâce au théo
rème de convergence dominée de Lebesgue, cela résulte de ce que K 
est localement borné et de ce que l'application t ->K(x,t) est conti
nue pour chaque x € 1R (condition K3 en 3 - l « l ) ] 5 ce qui permet de se 

ramener à établir que les applications R ,R et R de 

(- °°,u[ X (- °°,u[ dans L (JR.H ) définies par 

R (s ,s ) = H(0T (f(s )) N cp) 
i & j o 2 3 |0 TQ(f(s2)) n 0T (f (s" )DN cp o 2 u-s ^ 

et R ( s . s ) 
3 2' 3 

= bT ( f ( s i ) 
O 2 

N Hep 
u-s^ x ( S i < u ; i = 2 , 3 ) sont continues. 

Or, ces continuités ne sont pas difficiles à vérifier en utilisant 

d'une part celle des applications s-» N m et s -» N Hep, le théorè-

me de Lebesgue et (4.2.14) ; et d'autre part, en ce qui concerne R̂  et 

R0, la relation TT « H (Théorème l.III et proposition B5) après avoir 

calculé R (s ,s ) au moyen de ( 4 . 2 . 2 2 ) [avec t|f = N cp, y = 6 et 
1 2 3 u - s ^ 

z = f(s )1 et exprimé DN Cp en fonction de TT N Cp grâce à (A5«7)« 
2 J u-s^ o u-s^ 

D'où la relation ( 4 . 2 . 2 8 ) . 

Il reste alors à transformer le second membre de ( 4 . 2 . 2 8 ) 

en celui de ( 4 . 2 . 2 3 ) . Pour cela, il suffit de calculer la quantité 

H( © ilrT (f(t)) N Ĉp) fque l'on fait apparaître au second membre de 1 t o u-t^ w 

( 4 . 2 . 2 3 ) puisque H est symétrique] au moyen de la propriété (l) du 

Lemme : une première application de ( 4 . 2 . 2 2 ) avec \|f = t|r̂, 

Y = 6 T (f(t)) N ĉp et z = 0 donne une expression où figure le terme T 1 o u-t x 

Hy = H(6^To(f(t)) Ĉp) , lequel est à calculer par une seconde appli

cation de ( 4 . 2 . 2 2 ) avec ib = N .,©,7 = 6, et z = f(t) ; et 1 ' expres-

sion de ( 0 |H( Q^ty^TQ(f (t)) ^cp))ainsi obtenue (compte tenu de ce que 

(0|D01) = (0|H01) = 0 par définition de Q±) fournit ( 4 . 2 . 2 3 ) lors

qu'on la confronte au second membre de ( 4 . 2 . 2 8 ) . 

cqfd. 
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4 . 2 . 4 

4 . 2 . 4 . - Détermination_a priori du_module de quasi-invariance ( d 

Comme an 4 . 2 . 2 , on désigne par K un élément réel de 3K q et 

par f un élément de $ , mais on suppose ici qu'il existe un inter

valle compact t"tQ,t^] de TR tel que, 

(4 .2 .30 ) f(t) = O et K(t) = O pour tout t ê \t , t I. 
I «- o 1 J 

La condition ( 4 . 2 . 7 ) est alors satisfaite, et on a (avec les nota

tions introduites en 3 . 1 . 1 et 4 . 2 . 2 ) , 

( 4 . 2 . 3 1 ) |0 = Ci si tt< t, 

( 4 . 2 . 3 2 ) |0 t,t si t < t, 1 , et, 

( 4 . 2 . 3 3 ) |0 T 
t,tt 

si t < t . 
o 

En particulier, d'après ( 4 . 2 . 3 3 ) et la proposition ( 1) du Théorème 3 . 1 , 

M W e L1( V,tf,H). 

Cela étant, 

PROPOSITION - On suppose ( 2 )que ( 4 . 2 . 1 0 ) est vérifiée et que les 

mesures ML J.M» et M» sont égales . Alors,i 

(1) Pour chaque t 6 3R , ̂FkIt, + J appartient à C (TR) et vérifie 1'é-

quation différentielle 

(1) Cet alinéa constitue une justification a priori de la forme ex

plicite du module de quasi-invariance de Son contenu est logique

ment indépendant de la démonstration du Théorème 4 . 1 (voir 4 . 2 . 5 à 

son sujet) mais cherche à l'introduire "naturellement" 

(2) en plus de (4 .2 .30) 

(3) Avec les notations introduites en 4 . 2 . 2 . 
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4.2.4 

( 4 . 2 . 3 4 ] d 
dy dfhn 

t, + Lç(x)-c(x+f(t» - f(t ) ]« | iL K ] ( x ) 
t , + 

(x e TR) 

(2) Il existe une fonction numérique Ot sur ]R , continûment deri

vable et telle que, 

( 4 . 2 . 3 5 ) + W ( X ) at(t) 
= e e 

-[x+ ±f(t)Jf'(t) 
e 

1 
2 
A (f(t),x) 
o (x € TR) 

(4 .2 .36 ) K(x,t) = - cy»(t) + Qf(x,t) 

4 . 2 . 3 7 ) at(t) = O si t, +t, + 

On rappelle (voir 1 . 7 . 3 ) que l'un a posé, 

( 4 . 2 . 3 8 ) A (z,x) = log( p(z+x)/p(x)) (z € TR , x € TR) , 

de telle sorte que exp\/\ (z, )} = a (z) 
o ' o pour tout z t TR 

(1) 

Cette proposition fournit de façon naturelle, au moins lors

que f a son support compact, la formule donnant le module de quasi-

invariance présumé de \i> [relation ( 4 . 2 . 3 6 ) ] en supposant seulement 

que ce module est de la forme M^ K J où K (:K^^ satisfait la condition 

de localité ( 4 . 2 . 3 0 ) . En outre, la relation ( 4 . 2 . 3 5 ) donne la forme 
I"K1 

explicite des fonctions i|rjr qui jouera un rôle central dans la dé-t , + 
monstration du Théorème 4 . 1 (voir 4 . 2 . 5 ) . On note l'indétermination 

représentée par la fonction cv ; indétermination qui ne contredit pas 

l'expression ( 4 . 1 . 3 ) de A(f,ou) en termes de Q„ puisque /<*'(t)dt = o 
TR 

d'après ( 4 . 2 . 3 7 ) . 

Le pivot de la démonstration de la proposition ci-dessus 

va être l'équation différentielle ( 4 . 2 . 3 4 ) que l'on va commencer par 

établir. Pour cela, on remarque d'abord que, d'une part, d'après 

(l) Avec les notations introduites en 4 . 2 . 2 
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4.2.4 

( 4 . 2 . 3 1 ) , ( 4 . 2 . 3 2 ) et ( 3 . 1 . 1 0 ) [Théorème 3 . 1J, 

( 4 . 2 . 3 9 ) ¥t,+ o 
si t^ ̂  t, et, 

(4.2.40) t, + n | k 1 
t, u 

Q 
o 

si t < u et t, + 

et, d'autre part, en vertu de l'invariance de |i par la symétrie S, 

(4.2.41) t, + 
V-t,+ 

pour tout t 6 IR , 

où K € est défini par K(x,t) = K(x,-t) (x € ]R, t € TR ) ; et ces 

relations, jointes au Théorème 3 ^ 1 ? entraînent que £ et \|f£ -J ap

partiennent à D(H), donc aussi à C (nR) [Lemme 4 . 2 . 3 , propriété (l)]. 

En particulier, la condition ( 4 . 2 . 1 3 ) est satisfaite et on se trouve 

dans les hypothèses de validité de la proposition 4 . 2 . 2 . Fixant 

u > t , l'hypothèse M̂- ̂ ,\1> entraîne donc que ( 4 . 2 . 1 7 ) a lieu, la-

quelle s'écrit, puisque T (f(u)) (( îjfL J) Cp) = çp d'après ( 4 . 2 . 3 0 ) et 

(4 .2 .39 ) , 

(4.2.42) nMcp 
t, u 

, [ K ] T (f(t)) N +cp 
o u-1 (t < u, cp €JB(3R)). 

Mais, pour t < u et pour 9 G (1R), d'après le Théorème 3 . 1 , la fonc

tion s -> (9 |n s, u T est derivable en t, et on a 

d 
ds s = t 

(6 N M . ) 
s , u 

((H - K(t)) 9|n t, u , puisque, K étant réel, l'opé

rateur H - K(t) est auto-adjoint ; ou encore, d'après ( 4 . 2 . 4 2 ) , 

( 4 . 2 . 4 3 ) d 
ds 

s = t 

(9 |9 * [K] 
t,+ 

T (f(t)) o 
Nu-t«» = 

((H-K(t))6|9 
TK1 

f T (f(t)) 
O 

TK1 f 

où 6 €2)(]R) est identique à 1 sur le support de 9. Par ailleurs, 

d'après ( 4 .2 .39 ) , (4.2.40) et le Théorème 3 .1 , l'application 

s -» \|fL J est solution avant u pour Inéquation d'évolution spécifiée s , + 
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4.2.4 

par K ; on peut donc lui appliquer le lemme 4 . 2 . 3 ; et la comparaison 

de la relation ( 4 . 2 . 2 3 ) [avec W[k]t, +mis pour t|r̂  ] ainsi obtenue avec 

( 4 . 2 . 4 3 ) fournit la relation, 

(4 .2 .44) (e|ei(D^LK] - [C-T (f(t))£-f'(t)Q ] u o o 
[ K ] ) T 

t , + O 
(f(t))D Nu_tCp)=0 ; 

ou encore, puisque 6 €g)([R) est arbitraire, 

( 4 . 2 . 4 5 ) (D * M 
t ,+ - [ç-TQ(f(t))c-f'(t)fio]< [ K ] ) T 

t , + O 
(f(t)) DN + Cp = O, u-1 ̂  

pour tout cp £ â? (TR) , Pour conclure alors à ( 4 . 2 . 3 4 ) , on remarque que, 

pour tout intervalle ouvert J de TR , il existe cp € S) (TR) telle que 

E>Nu ĉp n'est pas identiquement nulle sur J [en effet, dans le cas con

traire, il existerait J tel que ĉp serait constante sur J pour tout 

Cp €g)(]R) ; ce qui entraînerait que, si 9 (TR) a son support dans J 

et (Q\Q ) = O, on aurait (N ©Içp) = (Q|n ĉp) = O pour tout 1 o u-t 1 1 u-t 

Cp £ f) (TR) ; c'est-à-dire ^ 0 = 0 ; donc 0 = 0 puisque est injec-

tif ; ce qui est absurde]. Et de cette propriété, on déduit que, si 

i|f € C(TR) est tel que tyTQ ( f ( t )) D t<p = O pour tout cp €g) (TR) , alors 

l|f = O. D'où l'équation ( 4 . 2 . 3 4 ) d'après ( 4 . 2 . 4 5 ) î et la propriété (l) 

L'intégration de cette equation fournit alors immédiatement 
TK 1 

l'expression ( 4 . 2 . 3 5 ) de ^f]r . La fonction t -»cv(t) ainsi introduite t, + 
est continûment derivable en même temps que les fonctions t ( e | t W ) 

et t - <e|*;f>) (0 €® (TR)) , où on a posé, 

TK1 
f 

= Exp }-[x + if(t)]f'(t) + 2 A0(f ( t ) 'x) I (t € TR, x 6 TR) ; et 

puisque \|f̂ f̂  = Qq si t ̂  C t 0 ' t 1 ] d'après ( 4 . 2 . 3 0 ) , on a a(t) = 0 si 

t^t1 d'après ( 4 . 2 . 3 9 ) , et CV(t) = O si t < tQ d'après ( 4 . 2 . 3 2 ) , 

( 4 . 2 . 3 3 ) et ( 4 . 2 . 1 0 ) [en calculant l'espérance E^ des deux membres de 

( 4 . 2 . 1 2 ) ] . D'où ( 4 . 2 . 3 7 ) • 

Enfin, ont peut obtenir comme suit l'expression ( 4 . 2 , 3 6 ) de 

K : puisque l'application s W[k]s,t est une solution de l'équation d'évo

lution spécifiée par K,on a,d'après ( 4 . 2 . 3 5 ) , pour tous t € TR et 

0 €2)(m), ^tf)+ e D(H) et, 
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4 . 2 . 4 , 4 . 2 . 5 

(4 .2 .46) _d_ 
ds *s=t 

TK1 f = - cv»(t)(eu;f)) + (9|(H-K(t)) TK1 

f 

ou encore, 

(4 .2 .47 ) 
sdf 

e[K(t)-Kv'(t)Q ]i t, + o <eN<*}> d 
ds 

f(e|* 

' s = t 

( f ) ) 
s, + 

Et il suffit de calculer le second membre pour obtenir l'expression 

(4 .2 .36 ) de K [ce calcul est fait ci-dessous en 4 . 2 . 6 ; voir la rela

tion (4,2.60yet ce qui la suit]. 

c. q. f. d. 

4 . 2 . 5 . - Articulation de la démonstration 

Désignant par f un élément de & , on pose d'abord, 

(4 .2 .48) tif(x) = e 
[x + if(t)]f (t) 

e 

1 

2 
A (f(t),x) 
o et, 

(4 .2 .49) TK1 f = e 
-[x + ±f(t)]f»(t) 

e 
2 o (f(t),x) 

(t €]R,x€3R) , 

ou A 
o 
est défini,comme ci-dessus en I . 7 . 3 , par, 

(4 .2 .50) A (z,x) = log( p(z+x)/p(x)) 
o (z 6 ]R, x€ IR) . 

Les fonctions gdfh et t,+ 
ainsi définies appartiennent à C (]R) et 

sont partout > O. 

On pose ensuite, pour chaque t ̂  u et chaque cp ££>(JR), 

( 4 . 2 . 5 1 ) t , U 
*<f>T 
t , + O 

(f(t))N 
u-t o 

(f(u)) -1«*(f)] 
u. + 

-1 

[où 
u, + 

désigne la fonction x -> l/llf (f) 

u,+ 
(x)]. La fonction 

t , 

ainsi définie appartient à C (3R) puisque la fonction T (f(u))"1 o 
((*(f)) 

U,+ 

appartient àSÊ)(3R), et puisque l'opérateur Nu-+ appl ique 3> ( ]R) dans 

C ('JR) [propriété (3) de la proposition 2 . 1 . 2 1 . 
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4.2.5 

Les définitions précédentes sont motivées par l'expression 

analytique (4 .2 .16 ) - (4 .2 . 17) delà quasi-invariance [proposition 

4 . 2 . 2 ] et par les formules ( 4 . 2 . 3 5 ) [proposition 4 . 2 . 4 ] et ( 4 . 2 . 4 1 ) . 

De plus, on remarque que la fonction Q [définie par ( 4 . 1 . 2 ) ] appar-

tient à K q et vérifie la condition ( 4 . 2 . 7 ) [voir 4 . 2 . 2 ] en vertu de 

la relation ( 2 . 1 . 1 ) qui définit \K • Cela étant, 

PROPOSITION - Pour chaque f € S> (1) 

(Cl) E [M 
[Qf] 

] = 1 . 

(cf2) Pour tout t e m, 

(4.2.52) 
dfhdh 

fgggg TK1 , et, 

( 4 . 2 . 5 3 ) 
[Qf] 

t,+ 
TK1 f 

(C 3) Pour tout u € IR, tout t < u et tout Cp € fû ( ]R), 

(4 .2.54) 
[Qf] 

Nt,u * t , UX 
(2) 

Le Théorème 4 va résulter de cette proposition et de la pro

position 4 . 2 . 2 : en effet, pour chaque f € S -, les propriétés C^l et 

C .̂2 entraînent que la fonction K = Q̂ . satisfait aux conditions ( 4 . 2 . 1 0 ) 

et ( 4 . 2 . 1 3 ) préliminaires à la proposition 4 . 2 . 2 [en même temps que 

( 4 . 2 . 7 ) elle aussi satisfaite par Qf]. Et, comme par définition 

(4 .2 .48) et ( 4 . 2 . 49 ), on a, 

( 4 . 2 . 5 5 ) TK1 
f 

*(f) 
= e 

A (f(t),.) 
o = a (f(t)) o (t € ]R) , 

les propriétés C .̂2 et C .̂3 entraînent, compte tenu de la définition 

( 4 . 2 . 5 1 ) , que les relations ( 4 . 2 . 1 6 ) et ( 4 . 2 . 1 7 ) de la proposition 

(1) avec les notations introduites en 4 . 2 . 2 , 
CQfJ 

(2) En ce qui concerne l'opérateur N_̂  , voir le Théorème 3*1 en 
3 . 1 . 2 . 
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4 . 2 . 5 , 4 . 2 . 6 

4 . 2 . 2 sont vérifiées. D'où, en vertu de cette proposition, l'égalité 

dés mesures M . et M« ; et la quasi-invariance de M- annoncée par 

le Théorème 4. 

La proposition précédente est établie ci-dessous en 4 . 2 . 6 , 

4 . 2 . 7 et 4 . 2 . 8 , en commençant par le cas où f a son support compact. 

4 . 2 . 6 . - Démonstration des_propriétés Cfl et C^2 lorsque f a son 

support compact 

Soit f un élément de $ ayant son support dans l'intervalle 

compact [t ,t ]. La propriété de localité de Qf ( 1 )entraîne alors 

que, Qf(t) = 0 pour tout t ^ t-̂ o'̂ l̂ ( 2 ) * D,°u résulte que, 

(4 .2 .56 ) 
[Qf] 

M 
[Qf] 

si t < t , 
o 

et, 

( 4 . 2 . 5 7 ) ?t.+ 

TK1 

t, u 

[Qf] 
Q 
o 

si t < u et t ^ u . 

Cela étant, on remarque d'abord que la propriété C l décou-

le facilement (3)de la propriété C^2 : en effet, en prenant l'espé

rance des deux membres de ( 4 . 2 , 1 2 ) écrite pour K = Qf, on obtient 

S * d|i = E [M ] ; d'où, d'après ( 4 . 2 . 5 6 ) , 
jp,t,+ o M* t, + 

( 4 . 2 . 5 8 ) 
3R 
•t,+ d^o 

TK1 f 
TK1 f 

Si t < t . 
O 

Mais, + (f) ?t,+ = Ci si t < t 
o o 

puisque supp TK1 f Donc ( 4 . 2 . 5 3 ) 

(1) Pour tout x € ]R, Q^(x,t) = 0 dès que t (Ç Supp f ; voir aussi 

6 . 4 . 2 . à ce sujet. 

(2) Ce qui fait que l'on est ici dans la situation de 4 . 2 . 2 avec 

K = Qf. 

(3) dans le cas particulier envisagé ici (f à support compact ) ; il 

n'en sera pas du tout de même dans le cas général (voir 4 . 2 .8 ) ! 
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4.2.6 

écrite pour t ^ t entraîne C l . On remarque ensuite que ( 4 . 2 . 5 3 ) pour 
o i 

t = s entraîne ( 4 . 2 . 5 2 ) pour t = - s, puisque, d'une part 
V 

^f;s = ^s^t CAVEC = f(-s)(s€lR)] et, d'autre part 

dfgh 
[Qf] 

-s,+ 

deghrd 
en vertu de l'invariance de ^ par la symétrie S et de 

la relation Qf(-s) = Q^(s) [on note que l'hypothèse de support faite 

sur f n'intervient pas ici]. 

On est ainsi ramené à établir ( 4 . 2 . 5 3 ) ; et pour cela, d'a

près ( 4 . 2 . 5 7 ) i la propriété (3) du Théorème 3.1 et le Théorème 3 « H 

(voir 3.1 .2 et 3 - 3 ) , il suffit de montrer que l'application t -* t|r(f )t ? + 

est solution faible (avant u avec u > t^) pour l'équation d'évolution 

spécifiée par [on note que la condition de validité K3 du Théo

rème 3.H est satisfaite pour K = Qf]. 

Tout d'abord, on vérifie facilement à partir de (4.2.49) et 

(4.2.14) que, pour tout t € TR ) , 

(4 .2 .59) 
TR 
( * ! f ) ) V 
t, + o 

= e 
f(t)f•(t) 

TR 

-2f'(t)x 
e 

H (dx) o 

Donc, d'après le corollaire de la proposition 1 .6, i|f(f ) ap-

partient à L ( 1R - M< ) pour tout t € TR , et, en vertu du Théorème de 
o 

convergence dominée de Lebesgue appliqué au second membre de (4 .2.59), 

l'application t -» j|[»|f ( f )|j est continue de TR dans 3R . Par ailleurs, 
il est clair que l'application t -> (9|i|f( f )) est continue pour tout 

6 €g)(B) ; et de ces deux continuités résulte celle (au sens fort) 

de l'application t -» \|l de 1R dans L (]R,^). 

Il reste alors à montrer que, pour tout 9 €$t)(]R), la fonction 

numérique s -> ( 91 i|f ) est derivable et vérifie, 
s • + 

(4 .2 .60) d 
dŝ  s=t 

( f )( f ) = <(H-3f(t))9|t[fJ) pour tout t t TR, 

Or, d'une part, par dérivation standard sous le signe somme, et compte 
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4 . 2 . 6 

tenu de ce que, 

( 4 . 2 . 6 1 ) d 
dy y=z 

A (y,x) 
o 

= p»(z+x)/p(z+x) = - 2£(z+x), 

on obtient la dérivabilité cherchée et la relation ( 1 ) 

( 4 . 2 .62 ) 
À / ( e J 

' s=t. 

À/(eJ = o i^Hx + J f ( t ) n o ) f » ( t ) 
- i f (t)20 

2 o 

- f'(t)T (f(t)) 
o t ? + 

où 9 €Ô(2R) est identique à 1 sur le support de 6. D'autre part, on a, 

puisque ®±rt + £S>(3R), 

( 4 . 2 . 6 3 ) (H6 |*; fJ) (9|H<9 *ff))) 
( 1 ) 

Mais désignant par D\|f la dérivée de i|f 6 C (]R), et compte tenu de ce 

que, d'après ( 4 . 2 . 5 0 ) , 

(4.2.64) _d_ 
dy y=x 

A (z,y) = 2(ç(x)-£(z+x)) (z € ]R , x € ]R ) , on a, 

t ? + = [-f (t)Q +r-T (f(t)) w o * o t ? + et 

-"•if! 
= [dç-dt (f(t)) c+(-f• (ton +e-T (f(t» c) 2] vt,+ 

et, en portant dans ( 4 . 2 . 6 3 ) la valeur de H(6̂ i|r̂  + ) calculée à partir 

de ces relations, on obtient, après simplifications [compte tenu de ce 

que H9^ et D9^ sont nulles sur le support de 9 et de ce que 

£2-DÇ = 2Q (Lemme 1 . 5 ) ] , 

( 4 . 2 . 6 5 ) t ? + (9|91[-(TQ(f(t)) Q - Q) - \ f»(t)
2Q 

2 o 

- f'(t)T (f(t)) ç] t ? 

(l) X désigne l'application identique de IR . 

(2) à ce stade de la démonstration, on ne sait pas encore que 

Vt, + 

€ D( H) . 

1 2 9 



4.2.6, 4.2.7 

D'où la relation (4 .2 .60) cherchée en confrontant ( 4 . 2 . 62 ) et ( 4 . 2 . 6 5 ) 

avec la définition ( 4 . 1 . 2 ) de Q . 

cqf d. 

4 . 2 . 7 . - Démonstration de_la propriété Cf3 

On va s'appuyer sur les résultats auxiliaires suivants : 

LEMME - Soit r £ ]R tel que r > 2 . Alors, 

( f ) (l) Pour chaque f € S , l'application t -> l|r est solution de 1 • é-t, + 
quation d'évolution spécifiée par Q , et envoie continûment 

IR dans L ) . 
o 

(2) L'application z -» a (z) est continue de 3R dans Lr(]R,M')« 
o o 

(3) Si r' € TR est tel que 1 < r' < r, l'application z -» T (z)i|f est 

continue de 3R dans L r (]R,M< ) pour tout llf € Lr(]R,^ ) ; en particu-

lier, pour tout compact J de 3R, il existe C > 0 tel que, 

(4 .2 .66) IIV*>tllr,< pour tous z G J et i|f 6 Lr ( ]R, M» ) . 
o 

(4) Pour chaque t ^ 0 , l'opérateur N̂_ induit une contraction de 

Lr(lR,M<o) dans lui-même ; et pour chaque i|î £ L** ( 1R, MO , l'application 

t -» N. ̂  est continue de [o,+°°) dans Lr(3R,M<). 
t u o 

( f ) En effet, remarquant sur l'expression (4 .2 .49) que l|f ne t, + 

dépend que des valeurs de f au voisinage de t, on se ramène à montrer 

la propriété (l) lorsque f a son support compact. Or, si f a son 

support dans l'intervalle compact [tQ,t^], on a, d'après ( 4 . 2 . 5 3 ) [dé

jà établie dans ce cas en 4 . 2 . 6 ] et ( 4 . 2 . 5 7 ) ? 

( 4 . 2 . 6 7 ) f t ,+ 
[Qf] 

N, Q 
t, u o 

si t ̂  u et t̂. ̂  u : 1 

et la propriété annoncée résulte de cette relation et du Théorème 3«I» 

Grâce à l'inégalité de Holder, la propriété (2) découle de la proprié-
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4 . 2 . 7 

té (l), de la relation ( 4 . 2 . 5 5 ) et de ce que \|r . = • pour tout 

t € TR, En ce qui concerne la propriété (3)? si \|f G L (TR,V> ), on a, 

/|To(z)*|r,dH 
TR 

/|*|r,ao<-z)dM.o 
3R 

d*après 4.2.14 ; 

donc, d'après l'inégalité de Holder, 

(4 .2 .68) 
llV*>tllpi <l|ao(-z)||;/r,||*||r pour tout z 6 3R , 

où r" est déterminé par —rr + — = 1 . D'où, d'après la propriété (2) 

avec rM mis pour r, T (z)i|î € Lr (IR,^) pour tout z € TR et (4 .2 .66) 

avec C = sup ||a (-z)||*̂ r • En outre, il est clair que l'application 

z -* T (z)\|f est continue de TR dans L (TR,\i> ) pour tout \|r €g)(]R); d'où 

la continuité cherchée pour tout \|f € L (]R,|-0 , en vertu de l'uniformi

té locale en z qui a lieu dans ( 4 . 2 . 6 6 ) . 

Enfin, en ce qui concerne la propriété ( 4 )(1), pour chaque 

t 5^0, N. induit une contraction de L^IR,^ ) dans lui-même d'après le 

Théorème de Riesz-Thorin et la proposition 2.1.2 ; et l'adjoint N^ de 

N dans 1 » anti-dualité entre Lr(]R,M< ) et LP(3R,p< ) (avec — + — = 1) cons-

titue un opérateur contractant de L*>(1R,M' ) qui prolonge N . En outre, 

en vertu de la majoration ||Nt6-6|| ^ 2||0-r|f||p+ ||Nt\|f-\|f||2 [9 £ LP(]R,M<o), 

tir € L2 ( ]R, ) , t ^ ol (N. ). est un semi-groupe fortement continu 

dans L^IR,^), vu que (N.). ^ ^ l'est dans L2(3R,(i«). Il en résulte 

que pour tout % € Lr(]R,M» ), lim N \|f = t|r faiblement dans Lr(3R,|̂  ) : d'où 

la continuité forte annoncée pour l'application t -» N̂_\|f en vertu du 

Théorème IX.1 (page 233)de Yosida [ 3 ] ; ce qui achève d'établir le 

Lemme. 

On peut alors établir la propriété C 3 comme suit : d'après 

(l) voir aussi la démonstration de la proposition 6.1.1. 
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4.2.7, 4.2.8 

les Théorèmes 3 - 1 et 3 . H (voir 3 . 1 . 2 et 3 * 3 ) , il suffit de vérifier 

que l'application t -» ĉp (t ̂  u) est une solution faible avant u 

pour l'équation d'évolution spécifiée par Q . Tout d'abord, cette ap-

plication est continue de (-°°,uj dans L (IR,̂  ) [et même dans L (IR,̂  ) 

pour tout r € [2 ,+°° ) ] en vertu de l'inégalité de Holder car les appli-
( f ) -1 ( f) _i 

cations t -> \|r ; et t -* T (f(t))N Cp , où cp = T (f(u)) CC t|f ) Cp) , 
Tt,+ o u-t u o u,+ 

sont continues de (-°°,u] dans L2r(]R,|JO [avec r € [ 2 ,+°° ) ] ; la première 

d'après la propriété (l) du Lemme, et la seconde d'après los propriétés 

(3) et (4) , compte tenu de ce que Cp appartient à 2) ClR) [donc à 

L (]R,M- )J comme Cp. Cela étant, il reste à montrer que, pour tout 

0 € S) (]R) et tout t < u, la fonction complexe s -» ( 61uCp) est deriva
ble en t et vérifie, 

— / (0|N(fV 
de/ I s,u* 

((H-Qf(t))0|NJ.f^cp). 

Or, cette relation résulte du Lemme 4 . 2 . 3 [propriété (2) ap-

pliquée avec Q mis pour K, t|f pour \|f et cp pour cp], de la propriété 

(l) du Lemme ci-dessus et de ce que i|f satisfait l'équation, 

(4 .2 .69) D*if)-[ç-T (f(t)) t, + u " o c-f(t)n ] D*if)-[ç-T (1) 

cqfd. 

4 . 2 . 8 . - Démonstration_des_propriétés C .̂1 et C .̂2 dans le cas_général 

Pour chaque f G $ et chaque t £ JR , on pose, 

(4 .2 .70) 
" i f - D*if)-[ç-T 

D*if)-
[ç-T 

et, 

( 4 . 2 . 7 1 ) t,+ D*if)-[ç-T 
[Qf] 

' M-.t 

Ces termes, définis comme éléments > O de L° ( W, 0* , M-) , sont 

en fait dans ( W, G* , M») et donnent lieu à l'énoncé suivant qui va cons-

tituer le pivot de la démonstration des propriétés C^l et C^2 : 

(1) Voir la proposition 4 . 2 . 4 à ce sujet. 

(2) Voir la remarque 2 ci-dessous. 
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4 . 2 . 8 

PROPOSITION - Pour chaque f € J> (1) 

(C*l) Pour tout t 6 ]R, 

( 4 . 2 . 7 2 ) D*if)-[ç-T et, 

( 4 . 2 . 7 3 ) D*if)-[ç-T 

(C*2) Pour tout t € ]R , 

(4 .2 .74 ) D*if)-[ D*if)-[ 
[Q f] 

[t,+») 
et, 

(4.2.75) t , + D*if)-[ 
[Q f] 

*(--,t]J-

En vertu des propriétés ( 4 .2 .8 ) et ( 4 .2 .9 ) de la fonctionnel-

le multiplicative M (voir 4.2.1 et 4 . 2 . 2 ) et de ce que, d'après la 

propriété de Markov et la propriété de Markov rétrograde de M- , 

(4 .2 .76 ) 
[Q f] 
*-,t * X t 

E [M 
[Q f] 

-,t [t,+«)J pour tout t € ]R , et, 

(4.2.77) 
[Q f] 

dgd 
OXt = Eµ[M 

[Q f] 

t,+ D*if)-[ç-T pour tout t € ]R , 

la conjonction de C fl et C f 2 équivaut à celle de C fl et C f 2 . Il sfagit 

donc d'établir ces dernières pour tout f 6 $> . Pour cela, on va s'ap

puyer sur le Lemme suivant : 

LEMME - Pour chaque f € «5> , 

lim 
t -» -°° 

D*if)-[ç-T lim D*if) 
t,+ 

O X = Q, 

ces limites ayant lieu dans L ( W, (K, p-) , donc aussi dans L° ( V, , p») 

(i.e en p-mesure ). 

(1) voir la remarque 1 ci-dessous. 

(2) voir 2.4.1. 

133 



4.2.8 

En effet, en vertu de la propriété Ml de p. (Théorème 2.1 en 

2.1 . 3 ) , il suffit de montrer que, 

lim 
t -» i°° 

D*if)-= lim * f) 
+. -> î» t,+ 

= Q 
o 

dans L (3R,|Jb ) : 
o 

ou encore, par définitions (4 .2 .48) et (4 .2 .49) de D*if)-et *(f) et 

d'après l'inégalité de Holder, que, 

(4 .2 .78: 1 îm e 

1 
2 

A (f(t),.) 
o = Q 

o 
dans Lr(]R, [A ) pour 1 < r < 2 , et, 

(4.2.79) 1 im e 
e[x + §f(t)]f'(t) 

o dans LP(3R,M- ) pour 1 < p < +00 o 

et e = - 1. Or, en ce qui concerne ( 4 . 2 . 7 8 ) , on a, lim f(t) = O, et 

r t -» -œ 
pour chaque x t ]R, 

1 im 
z -> O 

e 
2 o 

= 1 im 
z -» 0 

(p(z+x)/p(x)f = 1, et, 

e 

1 
2 

A (z,x) 
o D*if)-[ç-T sdg pour tout z € 3R ; 

et on conclut grâce au Théorème de convergence dominée de Lebesgue, 

puisque p £ d ( ]R) (Lemme 1 .5) entraîne que, 

/P(x)"r/2H (dx) 
TR 

= /p(x) 
d - f ) 

dx < + 00 si 1 < r < 2 . 

Ensuite, en ce qui concerne ( 4 . 2 . 7 9 ) , on a, pour chaque x € ]R, 

lim 

t -» + 00 
e 

e[x +.i f(t) Jf'(t) 
= 1 et (e 

e[x+ |f(t)]f'(t) P 
< c ealXl, 

avec c = e 
f IWLII'ML 

et a = p | | f IL I et on conclut grâce au Théorème 

de Lebesgue et au corollaire de la proposition 1 .6. 

cqf d. 

On peut alors procéder comme suit pour établir C^l et C^2 : 

d'abord, lorsque f a son support compact, C l et C 2 ont été établies 
4** 1 1 

en 4^2.6, donc C l et C 2 sont aussi vérifiées dans ce cas. 
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4 . 2 . 8 

On suppose ensuite que f a son support borné inférieurement^ 

supp f c [t , + °°) ; et on désigne, pour chaque entier n > 0 , par f+ la 

fonction t -» f(t)h(t-n) de $ , où h € C (IR) est donnée telle que 

1( œ 0j ̂  h ^ 1^ 00 l]* Pour chaque n, d'une part f*a son support com

pact, supp t+c [t ,n+l] ; et d'autre part, f+ coïncide avec f sur 

(- °°,n] ; donc, 

(4 .2 .80) M 
D*if 
-, t 

= M_ tn 
[Qf+] 

pour tout t ^ n, 

( 4 . 2 . 8 1 ) D*i 
= t 

(f+) 
n et 

*(f) 
= 't,+ 

(f+) 
n pour tout t ^ n. 

Il en résulte d'abord que, 

(4 .2 .82 ) 
t,+ = ut.+ 

(f+) 
n pour tout t ̂  n. 

Et, en prenant l'espérance des deux membres de cette relation, on ob

tient ( 4 . 2 . 7 3 ) pour tout t ^ n en vertu de 1 déjà établie, donc 

n aussi pour tout t £ 3R. 

En outre, d'après le Lemme, on a, 

(4 .2 .85 ) lim 
t -» +œ 

t,+ = M 
[Qf] 

en |i-mesure ; 

donc, en extrayant une sous-suite (t ) pour laquelle la convergence a 

lieu presque partout, et en appliquant le Lemme de Fatou à la suite 

(U^ ), on obtient, en vertu de ( 4 . 2 . 7 3 ) que l'on vient d'établir 

pour tout t, 

(4 .2 .86) 
[QfJ 

E^[M ] < 1 . 

Pour obtenir l'égalité dans cette relation (i.e Cfl), on 

remarque que, pour tout t € TR , ( 4 . 2 . 5 2 ) est satisfaite [en effet, si 

[Qf] [Qf+] 
t < n, d'une part, t = • tn d'après (4 .2 .80) ; d'autre part 

[Qfn] ( V 
• . = i|r . en vertu de C + 2 déjà établie ; et enfin -,t -,t fn 

(f+) (f) 
• + = • + d'après ( 4 . 2 . 8 1 ) ] . Donc, d'après ( 4 . 2 . 7 6 ) , ( 4 .2 .74 ) est — , t — , "t 
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4.2.8 

aussi satisfaite pour tout t € 1R . Il en résulte, compte tenu de ce 

que M € L ( W, G* , 1̂ ) , d'après ( 4 . 2 . 8 6 ) , que l'ensemble des 

U (t 6 1 ) est uniformément integrable (voir Meyer [ 9 ] , Théorème 

V . 1 9 ) . En outre, d'après le Lemme, on a, 

( 4 . 2 . 8 7 ) 1 im 
t -» + 0 0 

U ( f ! = Q 
- , t 

en ^-mesure ; 

donc, en vertu de l'uniforme intégrabi1ité que l'on vient d'établir 
( f ) 

lim E [u "] = 1 (voir Meyer [ 9 ] , Théorème 1 1 . 2 1 ) . Mais,d'après 

* " + œ 1 4 m W ( 4 . 2 . 7 4 ) , E, [u M = E, [M Ipour tout t •€ 1R ; d'où C^l et ( 4 . 2 . 7 2 ) M» -, t J p»u 

pour tout t G JR ; donc aussi C fl, puisque ( 4 . 2 . 7 3 ) a déjà été établie. 

Enfin, pour montrer ( 4 , 2 . 7 5 ) [toujours en supposant que supp f C't

0»
 + C 0)] 

on remarque d'une part que, 

(4 .2 .88) lim M 
n -» » 

n 
= M 

[Q f] 
|A-presque partout 

[en effet, cela résulte, en appliquant le Théorème de Lebesgue, pour 

chaque ou € % à l'intégrale / Q + (u) ( t ) , t ) dt, de la propriété (2.1.1) 
]R n 

de Uû et de ce que f*(t) et f + M(t) sont majorées uniformément en n par 
^ n n 2 — 1 n 

cte (l+t ) (t € 1R)J ; et d'autre part que ( 4 .2 .82 ) s'écrit aussi, 

d'après # 2 , 
n 

(4 .2 .89) t ,+ 
= E TM 

[Q f +] 
n D*if)-[ç-T pour tout t ^ n ; 

donc, d'après le Lemme de Fatou pour les espérances condtionnelles 

(voir Neveu [ 8 ] , § IV.3) appliqué à la suite (M n .) , 

(4 .2 .90) D*if)-[ç-T 
[Q f] 

D*if)-[ç-T pour tout t € IR ; 

Et dans cette relation, on ne peut avoir que l'égalité puisque les 

espérances des deux membres valent 1 ainsi qu'on vient de le montrer. 

Ce qui achève d'établir les propriétés C^l, C^.1, C^2, et C .̂2 lorsque 

f G S a son support borné inférieurement. 
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4 . 2 . 8 

Pour finir, soit f un élément quelconque de S ; et, pour 

chaque entier n > 0 , soit f la fonction t -» f(t)h(-t-n) de S où 

h c C ( IR) est donnée comme ci-dessus. Pour chaque n, d'une part, on a, 

( 4 . 2 . 9 1 ) supp f n c C - " - 1 ^ 0 0 ] i 

et d'autre part, f coïncide avec f sur [-n, + °°) ; donc, 

(4 .2 .92 ) -[ç-T t, + 

D*if) 
n pour tout t ^ - n, 

(4 .2 .93 ) 
• 3 

-[ç-T 
et * ( f ) 

-[ç-T 
pour tout t > - n. 

Il en résulte d'abord que, 

(4 .2 .94) uff> 
-[ç-T 

pour tout t ^ - n. 

Et, en prenant l'espérance des deux membres de cette relation, on ob-

tient ( 4 . 2 . 7 2 pour tout t > - n en vertu de C f- 1 [laquelle est véri-

fiée d'après ( 4 . 2 . 9 1 ) et ce qui précède], donc aussi pour tout t € IR, 

Il résulte ensuite de (4 .2 .92) et ( 4 . 2 .93 ) que, pour tout t € IR, 

( 4 . 2 . 5 3 ) est satisfaite T en effet, si t ^ — n, d'une part, 

[Q f] 
*t.+ 

-[ç-T 

-[ç-T 
n d'après (4 .2 .92) ; d'autre part, dsfg 

-[ç-T 
n 

= 't,+ 

(f-) 
n 

en vertu de ^^-2 ; et enfin 
(f ) 

ft,+ -[ç-T d'après (4.2.94)j . Donc 

( 4 . 2 . 7 5 ) est satisfaite pour tout t € IR d'après ( 4 . 2 . 7 7 ) [l'égalité 

ayant lieu dans + œ ) ' & •> ̂  5 voir le nota en 4 . 2 . 1 ]. Mais, f G S 

étant ici arbitraire ( 4 . 2 . 7 2 ) et ( 4 . 2 . 7 5 ) sont aussi satisfaites pour 

tout t t IR, avec f mis pour f ; d'où résultent ( 4 . 2 . 7 3 ) et (4.2.*74) en 

vertu de la relation, 

(4 .2 .95 ) U<*> 
-t,+ 

-[ç-T S pour tout t € 1R, 

et de l'invariance de [i> par la symétrie S. Ce qui achève d'établir la 

proposition ci-dessus, la proposition 4 . 2 . 5 et le Théorème 2 . 1 . 

Remarque 1.- La démonstration ci-dessus fournit, en fait, la quasi-

invariance de la mesure p» par toutes les translations de W dont le 
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4 . 2 . 8 , 4 . 3 . 1 

2 
vecteur f est une fonction réelle de C (TR) telle que, 

(4 .2 .96) sup (1 + t 2 ) | f ( k ) ( t ) | < + » pour k = 0,1 , 2 . 
t € TR 

Remarque 2 . - La proposition ci-dessus entraîne que les familles 

( f ) ( f ) 

(U ) et (U ) sont des martingales positives uniformément in-
_ , t t€3R t , + t€lR 

tégrables relativement aux familles croissantes de tribus 

(&r + .) et (&, -i) respectivement. On trouvera dans [ 2 7 ] une 
L t , + } t€]R K~ , t J t€]R 

exploitation systématique de ce fait dans ses liens avec le "Problème 

des martingales" en théorie des processus de diffusion. La démonstra

tion ci-dessus ne fait pas appel à la théorie des martingales, mais 

elle a été élaborée à partir des idées de Pierre Priouret s 1 appuyant 

sur cette théorie. 

4 . 3 « - Variantes à la démonstration du Théorème 4 . 

4 . 3 .1.- On peut établir la proposition 4 . 2 . 5 en s 1 appuyant seulement 

sur l'unicité forte à laquelle donne lieu l'équation d'évolution spé

cifiée par Q̂ . conformément au Théorème 3»I (i.e sans faire intervenir 

l'unicité faible stipulée par le Théorème 3 . H ) : en ce qui concerne, 

par exemple, la démonstration de la propriété C f 3, le Théorème 3«I per

met de se ramener à montrer que (avec les notations de 4 . 2 . 5 et 4 . 2 , 7 ) 
( f ) 

l'application t -» i|r̂  = est solution (forte) avant u pour l'équa

tion d'évolution spécifiée par Q f (voir 3.1.1)• Pour cela, la difficul

té est de montrer la dérivabilité (forte) de cette application, car, 

une fois cette dérivabilité obtenue, la vérification de l'équation d'é-

volutio (3.1 .5) (avec mis pour K) peut être faite "faiblement" 

comme à la fin de 4 . 2 . 7 en s 1 appuyant sur le Lemme 4 . 2 . 3 , lequel est 

indépendant du Théorème 3 . H (et la situation est analogue en ce qui 

concerne la démonstration de la propriété C 2 ), Or, la démonstration 

directe de la dérivabilité forte en cause v ' est délicate, au moins 

(l) démonstration directe, car cette dérivabilité est établie indirec

tement en 4 . 2 . 7 en s'appuyant sur l'unicité faible. 
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à la mesure de nos possibilités techniques actuelles, et réclame à peu 

près autant de travail que l'ensemble des démonstrations du lemme d'u

nicité faible (appendice D) et du Théorème 3«H en s•appuyant,de plus, 

sur 11hypercontractivité du semi-groupe(N ) (laquelle n'est pas in-

tervenue dans la démonstration donnée en 4 . 2 . 7 ) . L'idée de départ con-

siste à calculer comme suit la quantité i|r T (f(t)) 9 ( 0 €2> (1R)) : on 

remarque d'abord que, d'après ( 4 . 2 . 4 9 ) , 

¥t,+ 
T f(t» 9 = e 

o 

- |f(t)f'(t) 

e 

-f ' (t)$ 
o 

{ 2Ao 
(e 

(f(t),•) 
T (f(t)) 9 ) ; d'où 

(4 .3.1) • <f)T (f(t)) 9 = e 
t., + o 

- if(t)f't) 

e 

-f » (t)# 
o e 

if (t)rr 
gfh puisque 

e 

£ a (f(t),.) 
2 o T (f(t)) 9 = e 

if (t)rr 
fgh d'après ( A 3 . 3 ) et (A5.1). 

Mais, par prolongement analytique de la relation de commutation de 

Weyl e 
iO$ 

o 
e 

ipTT-
o -[ç-T fgh 

iSrr 
o e 

fgh 
o (a € M , p € TR ), on obtient 

(4.3.2) e 
z$ 
o e 

i BTT 
fhg = e 

-zB 
iBlT zi 

o oQ 
e e o (z € £ , p € jr ) , 

en notant que e 
igTT 
, ° 9 appartient à $) ( IR ) en même temps que 9 . D'où,en 

faisant dans cette relation z = - f'(t) et p = f(t), et en portant dans 

( 4 . 3.1), 

( 4 . 3 . 3 ) t, + o (f(t))9= e 
|f(t)f»(t) 

e 

if ( t ) TT 
o 

e 

-[ç-T 
° 9 

Il en résulte que, avec le notations de la fin de 4 . 2 . 7 , on a, 

( 4 . 3 . 4 ) N!f)Cp t , uT = e 
|f(t)f»(t) 

e 
if (t)TT 

O 
-f»(t)& 

N ,Cp , u-t u 

le second membre étant bien défini, puisque, si 2 < r < + 00, 

Nu-tCPu ^ LrdR,p-Q) d'après le Lemme 4 . 2 . 7 [propriété ( 4 ) ] , et 

-f'(t)$ 

L (IRjtOc D(e ) d'après le corollaire de la proposition 1 .6. 
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Ainsi, on est ramené à montrer que l'application 

(t ,t ,t ) 
V 1 ' 2 ' 3 -» e 

if(t.)1T 
1 o 

e 
-f»(t)* 

o N + 
u-t 

9 de (- »,u[3 
2 

dans L ( 3R, |jl ) 
Ci admet des dérivées partielles continues (et c'est pour traiter la dé

rivée partielle par rapport à t qu'intervient la continuité des opé-

rateurs (t > O) de L ( IR, M* ) dans L ( IR, M- ) pour une valeur au 

moins de r > 2 ) . . . . 

4 . 3 . 2 . - Dans le cas du champ libre de masse m > O, la quasi-invariance 

(par les translations de S ) de la mesure Euclidienne |i (voir 2 , 6 . 2 ) 

est un cas particulier d'un Théorème général sur les mesures Gaussien-

nes Elle peut être établie très simplement à partir de l'injecti-

vité de la transformation de Fourier des mesures bornées (sur Wou .sur 

S , voir 2 . 6 . 1 ) , en même temps que l'on vérifie que le cocycle A 

correspondant est donnée par, 

( 4 . 3 . 5 ) A(ra)(f,u,) = - <ou + -i f,S f > 
2 m 

(f € $ , eu G ^ . 

En effet, en vertu de 1'injectivité précitée et de la relation ( 2 . 6 . 2 ) 

qui définit la transformée de Fourier de [i , il suffit de vérifier 

que pour tous f € S et g € fp , 

e 
-i<f ,g> 

e 

1 ̂  v-l ^ 

<s m 

gfh 
e 
i <co, g > 

e 
2 ' m H(m)(daO * 

ou encore que, 

( 4 . 3 . 6 ) 
¥ 

i <co,g > 
e 

-<ou,L f > 
m 

(*(m)(da) = 

e 

-i<f ,g>- i<g,S-1g>+ ±<f,2 f > 
eL m 2 m 

Or, d'après ( 2 . 6 . 2 ) , on a, pour Q € IR et P € IR, 

(l) Voir, par exemple, le Théorème 3 du § IV.5.2 de [ l 9 j « 
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J e 
i<* < cu,g > + iP < cu,2 f > 

m /ra)(d*) = 

e 

- ì < arg+pL f, ^ m 
S_1(ag+p2 f) > 
m m 

c• est-à-dire, 

(4.3.7) / e 
icr<(ju,g > + ip < cu,2 f > 

m H(m)(du,) 

= e 
-*r<0X1*> 

£ m 
2 

< f , 2 f > - Œ P < g , f > , 
m 

pour tous Ot € ]R et p € TR ; donc aussi, par prolongement analytique, 

pour tous Ot € C et p € (C . Et on obtient ( 4 . 3 . 6 ) en -faisant or = 1 et 

P = i dans ( 4 . 3 . 7 ) . 

4 . 3 . 3 « - Dans le cas d'un polynôme d1 interaction Q quelconque, la quasi-

invariance de la mesure Euclidienne |i par les translations de 

D = S> (3R,IR) [relations (4.1 .4 ) et ( 4.1 . 5 ) pour tout f £ 3D ] peut être 

déduite du résultat correspondant pour le champ libre établi ci-dessus 

et de la formule de Cameron-Martin (voir 3 » 5 ) : en effet, conjuguant 

le Théorème 3.III avec m X mis pour Q (X) et Q mis pour Q avec l'éga-

lité de quasi-invariance ( 4.1 . 5 ) écrite pour |i , on obtient, pour 

a < b, F € [ a , b j et f € B , 

( 4 . 3 . 8 ) fgd F(co-f ) KdU>) 
dfg 

F(«ï) 
A(m), v A (f,cu) e 

A _(tt)+f) a,b 
A (co) a, b 

H(dtu) 

en notant A au lieu de A *. Mais si Supp f c [a,bl, l'expression a, d a, d 
( 3 . 5.1) de A , donne, pour tout eu £ W , a, b 

A , (co+f) 
a, b 
A (eu) a,b 

= e 

- /[Q(o)(s)+f(s))-Q (to(s))]ds 
TR TR 

e 

/[Q(m)(«)(S) + f(s))-Q(n,)(«)(S))]ds 

où Q(m)(X) = 
m2 Y2 
T x 2 [relation (1 . 7 . 4 ) ] et où Q désigne la primitive 

centrée de Q ; d'où il résulte, compte tenu de l'expression ( 4 . 3 . 5 ) 

de Âm̂  , que, lorsque Supp f C [a,b], 

( 4 . 3 . 9 ) e 
A(m)(f,u>) A . (u)+f) a, b 

A (tu) 
a, b 

A(f,co) 
pour tout cu € VW, 
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où A(f,u>) est défini par les relations ( 4.1 . 2 ) et ( 4.1 . 3 ) • On a ainsi 

établi l'égalité de quasi-invariance ( 4.1 . 5 ) pour tout f G ID et tout 

F € U £ (\W,uV i) : donc aussi pour tout F c X (№,<?) en vertu du 
théorème de prolongement par mesurabi1ité. D'où la quasi-invariance 

de M- par les translations de 3D. 

Remarque .- La démonstration ci-dessus de la quasi-invariance de la 

mesure Euclidienne p par les translations de TD est évidemment plus 

simple que celle que l'on a choisi de présenter ici en priorité (voir 

4 . 2 ci-dessus). Ce choix est essentiellement motivé par l'esprit géné

ral de ce travail, lequel consiste à construire directement les champs 

avec interaction pour qu'ils satisfassent une équation donnée d'avance 

plutôt qu'à perturber un champ libre selon l'esprit de la théorie cons

tructive (voir la complainte finale 6 . 5 à ce sujet). Par ailleurs, à 

partir de la quasi-invariance par les translations de TD, il n'est pas 

simple d'obtenir, pour f G ID, les évaluations ( 4 . 2 . 5 2 ) et ( 4 . 2 . 5 3 ) 

[proposition 4 . 2 . 5 ] sur lesquelles est basée la démonstration de la 

quasi-invariance par les translations de S donnée en 4 . 2 . 8 . 
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§ 5 . - ÉQUATIONS DE SYMANZIK ET DE SCHWINGER 

On s'intéresse ici à diverses conséquences de la quasi-inva

riance de la mesure Euclidienne p établie au § 4 : on montre que la 

transformée de Fourier I de [i vérifie l'équation de Symanzik (Théo

rème 5.1 en 5.1 . 2 ) , et que les moments de M- vérifient le système infini 

des équations de Schwinger (Théorème 5 » H en 5 . 3 ) . Ces équations appa

raissent comme des formes infinitésimales de la quasi-invariance en ce 

sens qu'elles sont obtenues en dérivant par rapport à O en ûf = o l'é

galité de quasi-invariance, 

(5,i) /F(ou-af )n(da>) 
w 
/F(.)eA(M'B)rt*) (f € $ ) 

pour F(tt>) = e1 < ou,g > dans le cas de l'équation de Symanzik et pour 

F(a>) 
n 

= n 
j = l 

tt)(t.) dans le cas des équations de Schwinger. On établit aussi 

l'équation suivante [où 
q 

k=0 

Yk 
aicX 

= Q(x)], 

(5,ü) 2ilT(f)0 - *(f")Q + 
q 

k=0 
a *k(f)0 = 0 

k 
(f e * ) , 

que vérifie la représentation des relations de commutation canoniques 

($(»),TT(»)) dérivée de la représentation de Weyl associée à M» (voir 

5 . 4 . 3 ) , après avoir étudié le domaine de cette représentation (propo

sition 5 . 4 . 2 ) . 

5.1.- Equation de Symanzik 

5.1.1.- On définit d'abord la classe des fonctions indéfiniment dif-

férentiables sur $ =^(IR,]R) qui vont intervenir dans l'équation. 

Munissant^ de sa topologie canonique d'espace de Frechet nucléaire, on 

désigne par (jp°( fp ) l'espace des fonctions complexes continues sur fp , 

et, pour chaque entier n ^ 1, on désigne par<3 n( S ) le sous-espace 

de (S °( •$ ) formé des fonctions F € <3 °( $ ) telles que, pour chaque 

g G $ , les conditions Gl et G2 ci-dessous soient satisfaites : 

(1) voir 4.1.1. 
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5.1.1 

(Gl) Pour chaque (f .) 
3 1 ^ j ̂  n 

-[ç-T la fonction 

(5.1.D (t.) 
J K j <n 

-> F(g + i 
j = l 

t .f .) 
3 3 

((t.) 
Jl -[ç-T 

€ m11) 

est n fois continûment différentiable sur JR • 

(G2) Il existe une fonction continue et bornée Cp sur ]Rn telle que l'on 

ait, 

( 5.1 . 2 ) 
b 
bs 
1 s =0 1 

bs 
n s =0 n 

F(g+ 
n 
S s.f.) 
j = l J J 

-[ç-T 

n 

f.(t.)»(t.,...,t )dt dt , 

3 3 1 n i n 

pour tout (f.) 
J 1 ̂  j ̂  n 

€ S n. 

Remarquant que la fonction cp intervenant dans la propriété 

G2 est déterminée de façon unique par ( 5.1 . 2 ) , on notera 

b, F(g) le nombre cp(t ,...,t ) ((t.) € 3Rn) . En parti-

culier (cas où n = l), si F 6 ̂  ^ $ ) et g ^ J , les nombres b^F(g) 

(t € TR) sont déterminés par la continuité de la fonction t -» b̂ _F(g) et 

par la condition, 

( 5.1 . 3 ) d 
ds 

s=0 

F(g+sf) = 
]R 
f(t)b F(g)dt pour tout f € S> . 

Autrement dit, si F € (S ( Jp )• F es"t dif f érentiable au sens de 

Gâteaux, et, pour tout g £ , sa différentielle 

f -» 6 F(g) = F( g+sf) en g est une mesure admettant conformément 
f ds / ^ 

/ s=0 
à ( 5*1 . 3 ) . la fonction t -» b^F(g) comme densité continue et bornée. 

On désigne alors par (S ( S> ) le sous-espace de 
n ^ 1 

formé des fonctions F telles que, pour tout entier n ^ 1, d'une part 

la fonction (t ,....t , g) -» b F(g) soit continue et bornée 
i n x.,....,*c 

1 n 
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sur ]Rn X $ , et d'autre part, pour tout entier p ^ 1 et tout 

(t.) 6 ]Rn , la fonction b F : g -+ b F(g) appar-
J l < j < n tl'"-'tn V " * " ' n 

tienne à (S P( $ ) et vérifie, 

(5.1 . 4 ) b 
u.,...,u 
1 p 

b 
tt,...,tn 

F(a) = b 
u 1 , . . , u , t 1 , . . . , t n 

F(g) 

pour tous g € 5 et (u ) 
1 ̂  k ^ p 

€ 3RP . 

Dans ces conditions, pour chaque t € TR , b̂_ : F -> b^F induit 

une application linéaire de @ ( 5> ) dans lui-même, et on a, d'après 

( 5.1 . 4 ) , pour n ) 1 et (t.) 
J 1 j^n 

€lRn, 

( 5.1 . 5 ) Òt t F = b ... bt 

1 n 

F pour tout F ( © ( S ). 

En outre, la condition Gl implique que, 

(5.1 . 6 ) b b F 
s t 

b b F 
t s pour tous s € IR, t € IR et F 6 á ( 5 ) . 

L'espace (*p ) et les opérateurs b (t € IR) étant ainsi définis, si 

R(X) = 
n 

dfgh 
-[ç-T est un polynôme et si F € 0 (S>), on désigne natu

rellement par R(b^)F l'élément 
n 

4=0 
-[ç-T de et la fonction 

(t,g) -» R(b^)F(g) est alors continue et bornée sur IR X . 

5 . 1 . 2 , - Etant donné un polynôme d'interaction standard Q , on dira 

que J! 6 (©T ( $ ) est une solution de (ou vérifie) l'équation de  

Symanzik spécifiée par Q si, pour tout g € 5 -> la fonction t -» b^ JE(g) 

est deux fois continûment dérivable sur IR et on a, 

( 5 . 1 . 7 ) 
d2 

ds I 
s=t 

b JE(g) 
s + iQ(-ròt) JDE(g) + g(t) JI(g) = 0 

pour tout t 6 IR. 

Cela étant, 

(1) Voir 1 . 3 . 
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THEOREME 5.I.- Soit JL la transformée de Fourier de la mesure Eu-

clidienne spécifiée par l'interaction Q . Alors, 

(l) Pour tout T] € 3E et tout g € S 
( 2 ) 

(5.1 . 8 ) JE(g o T]) = JE(g) . 

( 2 ) JE appartient à 

( 3 ) JL vérifie l'équation de Symanzik spécifiée par Q. 

La transformée de Fourier JE de |i est définie par, 

( 5 . 1 - 9 ) Jl(g) = 
W 

e1 <lU'9 ^(du,) (g e s ) . 

Ce Théorème est établi en 5 . 2 : d'abord en 5 * 2 . 2 . à partir de la quasi-

invariance de M* ; puis en 5 . 2 . 3 directement. 

5 . 2 . - Démonstration du Théorème 5.1 

5 . 2 . 1 , - Quasi-invariance infinitésimale _ _ . . j. . * * .- Dans la situation générale 

mise en place en Al (appendice A), on suppose donnés, d'une part un co-

cycle additif A : (f,cu) -> A(f,co) (f € l? , eu € Vif-, voir A2) tel que, pour 

tout f € l^, la fonction A(f,«) soi t <£-mesurabl e sur et d'autre part 

une mesure de probabilité |i sur (Vy,(3t), quasi invariante par les trans

lations de Vet admettant le cocycle multiplicatif a = e^ comme module 

de quasi-invariance [relation (Al.l)]. Cela étant, 

PROPOSITION.- On suppose que les deux conditions suivantes sont sa

tisfaites par A et [i : 

(Ll) Pour tout f € ifet tout eu € U?^ la fonction numériqu 

u -» A(uf,eu) est derivable en u = 0 ; et on pose, 

(1) Voir 2.1 . 3 . 

( 2 ) IE désigne le groupe Euclidien de IR ; voir 2.1.1 
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(5.2.1) A(f ,(!)) d 
du 

Wuf,«)) 

u=0 

(f €lf, o) é ¿4/"). 

(L2) pour tout f € l/̂  d'une part, 

( 5 . 2 . 2 ) |A(f,0)) |n.(dti>) < + 00 

et d'autre part, pour tout eu € U/ , la fonction u -> A(f ,cu+uf) 
(1) 

(u € IR) est localement sommable sur ]R 

Alors, on a, 

( 5 . 2 . 3 ) - i 
UT 

i <co, g > 
e 

A(f ,uj) |J.(dU)) + <f,g > 
UT 

e1 <U,'g>^(dco) = O 

pour tout f € \f et tout g € u (2) 

En effet, l'équation ( 5 . 2 . 3 ) s'obtient formellement en cal

culant la dérivée par rapport à u en u = 0 des deux membres de l'équa

tion , 

(5 .2 .4)e 
-iu <f ,g > 

sdg 
e1 <U)'g>p(do,) 

dfg 

i <0),g > A(uf ,cu) , , v 
e e M-(doj), 

laquelle n'est autre que l'égalité (Al.l) exprimant la quasi-invariance 

de |Jb avec e mis pour F(uj) et uf mis pour f . Et la deriva

tion sous le signe somme perpétrée au second membre de ( 5 . 2 . 4 ) pour 
obtenir ( 5 . 2 . 3 ) est justifiée par le lemme suivant qui interviendra 
aussi plus loin : 

LEMME. - Soit B une fonction complexe sur \jf, flz-mesurable , bornée et 

telle que, pour tout f 6 et tout 10 € V?', la fonction u -> B(cu-uf) 
( 3 ) 

soit continue sur IR Alors , pour tout f € 1̂  , la fonction 

u / B(co) eAUf ,U,)M<(d<D) ( u € IR) est continûment derivable sur IR et 

(1) Voir la remarque 2 ci-dessous. 

(2) Voir la remarque 1 ci-dessous. 

(3) Sous les hypothèses Ll et L2. 
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on a, pour tout t €IR, 

( 5 . 2 . 5 ) 
d 
du 
ù=t 

UT 
B(cu)e , A ( u f^V(d(y) 

dhfg 
B(cu-tf A(f ,<i))M.(da)) . 

On peut déduire ce Lemme comme suit du critère donné dans 

l'appendice E : prenant pour (Z,j£ , v) l'espace de probabilité 

(l/fi &/i 1-0 et pour J un intervalle [a,b] tel que O € ]a,b[, on pose 

( 5 . 2 . 6 ) F(t,cu) = B(co) A(tf ,ou) 
e 

et 

( 5 . 2 . 7 ) G(t,cu) = B(co) A(f ,tu+tf ) 
A(tf ,co) 

e (t€ J,CO e w), 

où f est fixé dans . La relation de cocycle (voir A2.1), 

A((t+s)f,(o) = A(tf,to) + A(sf,C0 + t?) (t €]R, u € IR) , jointe à l'hypo

thèse Ll montre d'abord que la fonction u -» A(uf,co) est derivable en 

tout point t G IR et que l'on a, 

( 5 . 2 . 8 ) d 
du 

u=t 

A(uf,co) = A(f,co+tf) 

En particulier, par définitions ( 5 . 2 . 6 ) et ( 5 . 2 . 7 ) de F et G, 

pour tout eu € 1iX et tout t € J, la fonction F(« ,cu) est derivable en t et 

on a, 

( 5 . 2 . 9 ) du 

'u=t 

'F(U,CU) = G(t,C0) 

d'où il résulte que F(» ,m) est continue sur J pour chaque eu € \jT\ donc 

la fonction F est $ ® ©•-mesurable sur J X K^; et il en est de même de 

la fonction G d'après ( 5 - 2 . 9 ) . On vérifie alors que les conditions (6), 

(66), (666) et (ÔV) sont satisfaites : d'abord, 

b 

a 
ds / |G(s,co) li(dco) 

b 

a 

ds / |B(u>) I I A(f ,iu+tf ) I e A ( t f ' ^ ( d c o ) 

< (b-a)||B||œ 
I A(f ,co) I M-(dco) 

d'après la quasi-invariance de M- et l'hypothèse ( 5 . 2.1). Ensuite, la 
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condition (66) est satisfaite d'après ( 5 . 2 . 9 ) puisque, pour tout 

eu G tl/̂ , la fonction G(« ,(o) est sommable sur J d'après la seconde partie 

de l'hypothèse L2 ; et la condition (ôôô) en vertu de la relation, 

( 5 . 2 . 1 0 ) 

fgh 
G(s,0D)|i(daj) 

fgh 
B(ou-sf ) A(f ,iu) (i(daj) (s e J) 

(laquelle résulte de la quasi-invariance de |jl) , de l'hypothèse faite 

sur B et du Théorème de convergence dominée de Lebesgue. Enfin, la 

condition ( ÔV) est évidemment satisfaite puisque / e ̂  * *,UJ ^ p( dtu ) = 1 

pour tout t € 3R. Cela étant , la conclusion (E .2) jointe à ( 5 . 2 . 1 0 ) 

fournit celle du Lemme en cause. 

cqf d. 

Remarque 1 . - L'équation ( 5 . 2 . 3 ) peut aussi s'écrire, 

( 5 . 2 . 1 1 ) - i 
sgfd 

i <co, g > 
e 

A(f ,u>) M.(dou) + <f ,g >JE(g) = O, 

en termes de la transformée de Fourier JE de p ; et, en vertu de la 

biunivocité de la correspondance entre JE et M-, le permier terme de 

l'équation ( 5 . 2 . 1 1 ) peut être considéré comme une fonction donnée H 

de f, g et JE ; de telle sorte que l'équation ( 5 . 2 . 3 ) peut aussi être 

considérée comme l'équation en JE, 

( 5 . 2 . 1 2 ) H(f ,g, JE) + <f ,g >JE(g) = 0 (f € ir , g e ir ). 

Dans le cas particulier en cause ici [cas où V = fp et 

W= W, et où A est donnée par ( 4 . 1 . 2 ) et ( 4 . 1 . 3 ) ; voir 5 . 2 . 2 ci-

dessous] l'équation ( 5 . 2 . 1 2 ) convenablement explicitée fournira l'équa

tion de Symanzik. 

Vu la manière dont ( 5 . 2 . 3 ) a été obtenue [en dérivant ( 5 . 2 . 4 ) ] , 

( 5 . 2 . 3 ) et ( 5 . 2 . 1 2 ) apparaissent comme des propriétés de "quasi-inva

riance infinitésimale". Nous ignorons dans quelle mesure on peut remon

ter ("intégrer") cette quasi-invariance infinitésimale en la quasi-

invariance elle-même (on note à ce sujet que A détermine A ; voir aussi 

les remarques de 5 - 3 . 3 et 6 . 3 . 2 , ainsi que le début de 1 . 7 . 3 et 6 . 5.I). 
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Remarque 2 . - Sans altérer la conclusion ( 5 . 2 . 3 ) , on peut affaiblir les 

hypothèses Ll et L2 de la proposition ci-dessus en mettant "pour 

M--presque tout eu £ UT" au lieu de "pour tout (U £ ". 

5 . 2 . 2 , - Equation de_Symanzik_déduite_de_la quasi-invariance_de la 

mesure 

On désigne ici, d'une part par M- une mesure de probabilité 

sur (% Q* ) et par JE sa transformée de Fourier [définie par ( 5 . 1 . 9 ) ] ? 

et d'autre part par A le cocycle additif défini par ( 4 . 1 . 2 ) et ( 4 . 1 , 3 ) 

à partir du polynôme d'interaction standard Q, Cela étant, 

PROPOSITION.- ( 1 ) la fonctionnelle JE appartient à a; dès 

que, 

( 5 . 2 . 1 3 ) sup 

-[ç-T 
|eu(t) I M,(deu) < +00 pour tout r € [l, + °°) ; 

et pour tout entier n > O, tout (t.) 
J 1 ^ j < n 

G ]Rn et tout g € $ , on 

-[ç-T 

(5.2.14) \ \ 
1 n 

JE(g) = in 
W 3 = 1 

r» 
eu(t Je1 

3 
<UJ'g>^(deu) 

( 2 ) 

( 2 ) Si la mesure M- vérifie ( 5 . 2 . 1 3)et possède la propriété de quasi-
invariance par les translations de fp avec comme module de quasi-

invariance , alors la fonctionnelle JE vérifie l'équation de 

Symanzik 

Si M- est la mesure Euclidienne spécifiée par l'interaction Q, 

la condition ( 5 . 2 . 1 3 ) est satisfaite (propriété M4 du Théorème 2 . 1 

en 2 . 1 . 3 ) , ce qui fait que les propriétés ( 2 ) et ( 3 ) du Théorème 5 . 1 

( 1 ) Voir 5 . 1 . 1 . 

( 2 ) Intégrale absolument convergente en vertu de ( 5 . 1 . 1 3 ) ; voir le 

Lemme suivant. 

( 3 ) i.e si ( 4 . 1 . 4 ) et ( 4 , 1 . 5 ) sont vérifiés pour tout f € $ . 

(4) Voir 5.1.2. 
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résultent du Théorème 4 et de la proposition ci-dessus [la propriété 

(l) découlant immédiatement de l'invariance Euclidienne M3 de ^ . 

Pour établir la proposition ci-dessus : 

LEMME.- On suppose que la mesure p. vérifie ( 5 - 2 . 1 3 ) . Alors, pour 

tout r £ ri,+°°) et tout entier n > 0 , 

(l) L'application (t.] 
J 1 ^ j ̂  n 

n 

-[ç-T 
xt. 

3 

est continue et bornée de 

]Rn dans rr(W,6^,p) . 

(2) La fonction CU -» 
n 

d = i 
< c u , f j > appartient à X (ttV,Ç* ,|jl) pour tout 

( f . ) 
< j < n 

-[ç-T 

En effet, ( 5 . 2 . 1 3 ) et le fait que W£C(]R,IR) entraîne d'a

bord que l'application t -» est continue de IR dans £p(^f}C*, \i) pour 

tout p G [l, + °°) (voir, à la fin de l'alinéa 2 . 2 . 5 la démonstration de 

la propriété M 4 ) ; d'où la propriété (l) d'après l'inégalité de 

Holder (I II xt 11 ^ n ||x .Et, en ce qui concerne la propriété ( 2 ) . 

toujours d'après l'inégalité de Holder, il suffit de montrer que 

<• , f > € XP( W, , |Ji) pour tout p 6 ce qui résulte du Théorème de 

Fubini via les inégalités, 

dfg 
|<0) ,f >|PM-(dcu) gfdg 

dfhf 
d t , . . . d t 

1 p 

P 
n 
k=l 

-[ç-T 
W k=l 

P 
|ou(tR) I fJL(dtfj) 

( 5 - 2 . 1 5 ) cgfg 
]Rn k=l 

vdhb 
l*(tk)| 

P 
n 

¿=1 *> p 
dt dt , 1 p 

< II* II? ( sup 
t £ IR W 

|ut)(t) |pn(da>)) < + oo. 

Afin d'établir alors que JE appartient à (¡3 ( f&- ) , on commence 

par déduire du Lemme de dérivation sous le signe somme (appendice E), 

grâce au Théorème de convergence dominée de Lebesgue et au Lemme ci-

dessus, que, pour -[ç-T 
1 ̂ j ^m 

r m 
£ IR, 

-[ç-T 
1 ̂  k ̂  p 

-[ç-T et g £ 5 , 
w 4 i 

m 
n u>( t ^) 

P 
n 

k=i 
e 
iu <o) , f > i <0U , q > 
k k e M-(dcu) 

est une fonction p fois continûment différentiable de 
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5.2.2 

K 1 ~<s*k̂ p 
£ TRp et que l'on a, 

Ô 

ÔU1 
-[ç-T 

b 
bu 

u =0 
P 

V .4=1 

m 
n ï)(tj 

P 
n 

k=l 
e 
iuk<«),fk> i <OJ,g > 

e -[ç-T 

( 5 . 2 . 1 6 ) = iP 

-[ç-T 

m 
n co(ti) 

P 
n 

k=l 

<co,f >e i<U, ' g> k p.(du>) . 

Il en résulte d'abord que, pour chaque entier n > 0 , la fonc

tionnelle JE appartient à (S n( «$ ) et que l'on a, 

( 5 . 2 . 1 7 ) 
\,...,tn 

JE(g) = in 
n 
n 

V j = l 
u>(t.) 

J 
ei<aj'g>^(dco), 

pour tout (t.) 
J1 ^n 

€iRn puis que la fonctionnelle 
6t t JE 

appartient pour tout entier p > O et que ( 5 . 1 . 4 ) est satis

faite avec JE mis pour F [la fonction (t ,...,t ,g) -» b JE(g) 

étant continue et bornée sur IR X $ en vertu de la propirété (l) du 

Lemme ci-dessus (avec r = 2 ) et de la continuité de l'application 

g -» e1<,9>deIR dans S? ( W, (f , p.) ]. D'où la propriété (l) de la propo

sition. En ce qui concerne la propriété ( 2 ) , on va déduire de la quasi-

invariance postulée pour M- et de la proposition 5 . 2 . 1 que, pour tout 

q € $ et tout f € S , 

( 5 . 2 . 1 8 ) 
LR 
f "(t) bt JE(g)dt + i 

sdfg 
f(t)Q(jbt) JE(g)dt + <f,g>JE(g) = O. 

Pour cela, on vérifie d'abord, par dérivation sous le signe 

somme dans l'intégrale ( 4 . 1 . 3 ) qui définit A, que la condition Ll 

(proposition 5 - 2 . 1 ) est satisfaite et que l'on a, 

( 5 . 2 . 1 9 ) A(f ,cu) 
-[ç-

[f"(t)U)(t) f(t)Q(co(t)) ]dt (f € £ , co € 

[l'intégrale au second membre étant absolument convergente en vertu de 

( 2 . 1 . 1 ) ] . Après quoi, la condition L2 est satisfaite : vu l'expression 

( 5 . 2 . 1 9 ) de A, la relation ( 5 . 2 . 2 ) découle de l'hypothèse ( 5 . 2 . 1 3 ) et 

A(f,co+uf) est une fonction polynômiale de u. Il suffit alors de porter 

( 5 . 2 . 1 9 ) dans l'équation ( 5 . 2 . 3 ) que fournit la proposition 5 . 2 . 1 et de 
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tenir compte de (5-2.14) pour obtenir l'équation de Symanzik "faible" 

(5-2.18). Mais; compte tenu de ce que les fonctions t -* Ô^JŒ(g), 

t -» Q("̂ "̂ )̂ JE (g) et g sont continues et bornées, le fait que cette 

équation soit vérifiée pour tout f G S entraîne que la fonction 

t -> Ô^Jl(g) est deux fois continûment dérivable et vérifie l'équation 

de Symanzik "forte" (5-1-7) [voir le corollaire de la proposition de 

l'appendice f ] . 

cqf d. 

5.2^3-- Etude_directe_de_l^équation_de_Symanzik 

On va donner ci-dessous une démonstration de la propriété 

(3) du Théorème 5-1 basée sur la formule de Feynman-Kac et complète

ment indépendante de la quasi-invariance de la mesure Euclidienne |i 

que stipule le Théorème 4 [la propriété (2) du Théorème 5-1 résultant 

comme ci-dessus de la propriété (l) de la proposition 5-2.2]. 

La situation et les notations étant celles de 3-1? pour cha

que g ^ 5 , on considère l'élément K delC^^ (voir 3.1.1) défini par, 

K (x,t) = i g(t)x 
Q 

(x € 3R, t <E TR) ; 

et, pour chaque t G IR, on désigne par 
-[ç-
T 

et 
-[ç-
T 

les éléments de 

L ( IR, P ) o définis par, 

(5-2.20) -[ç-T 0 X. E [M 
[K ] 

g J 
-, t 

-[ç-T et, 

(5-2.21) 
-[ç-
T 0 xt E [M 

[K ] 
g t,+ 
-[ç-T 

OÙ 
[ K ] 

( resp 
[ K ] 

M : 9 ) 
t, + 

désigne toujours (1) la classe modulo M< de la 

fonction complexe de module un eu -> Exp ii 
t 

_ 00 
g(s)eu(s)ds 

(resp eu -» Exp fgh 
+ 00 

t 
g ( s )eu ( s ) ds j ) ; en notant que, 

(1) Voir 3-1-2 et 4.2.2. 
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( 5 . 2 . 2 2 ) 
[K ] Q 

M-,t 6 L " < w ^ - - , t ] ' ^ et 
[K ] 
M? 9 

t ,+ 
G L°°( w,F r + v , f x ) . 

|_t ,+co) 

Ces définitions sont évidemment motivées par les formules, 

( 5 . 2 . 2 3 ) JE(g) = -[ç-T I t H (t G ]R) et, 

(5.2.24) JE (g) = in(tJ9J o t, + (n entier > 0, t € IR) 

(1) 

lesquelles se déduisent des expressions ( 5 . 1 . 9 ) deJE(g) et ( 5 . 2 . 1 4 ) de 

b£ JE (g) (proposition 5 . 2 . 2 ) grâce à la propriété de Markov et à la pro

priété de Markov rétrograde de p [on note, en ce qui concerne ( 5 . 2 . 2 4 ) 

que \|rj9 ^ G D($ n ) , puisque L°°( IR, P ) C. D($ n) : voir le lemme 1 .5 , relate.+ o o o 
t ion ( 1 . 5 . 4 ) ] . 

Cela étant, le pivot de la démonstration que l'on a en vue 

ici va être le Lemme suivant : 

LEMME. - Pour chaque g G Jp , 

(l) L'application t -» ft ,4 est solution de l'équation d'évolution 

spécifiée par K 
g 

( 2 ) 

(2 ) Pour tout r G [l,+°°), l'application t -> {gì 
Tt,+ 

est continue de IR 

dans L r( IR, M- ) . o 

( 3 ) L'application t h> H 
t,+ est continue de IR dans L

2( IR, p ) o 
( 3 ) 

(4) Pour tout t -[ç-T {g| 
-,t 

|g i 
-t,+ 

En effet, fixant u G IR, et rappelant que, 

(1) (' | #) désigne toujours le produit scalaire (anti1inéaire à gauche) 
2 

de L ( IR, p ) . 
o 

( 2 ) Eu égard à la définition donnée en 3 . 1 . 1 , "solution" est mis ici 

pour "solution avant u pour tout u G IR". 

( 3 ) \|fjgî G D ( H) pour tout t G IR d'après la propriété (l). 
t, + 
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(5.2.25) {g} 
t,+ € L°°( 3R,M-o) , 

on a, avec les notations introduites en 3 . 1 . 2 , 

( 5 . 2 . 2 6 ) t, + = N 
L a J 
t, u V, t pour tout t ^ U , 

ainsi qu'il résulte de ( 5 . 2 . 2 1 ) , ( 5 - 2 . 2 2 ) , ( 3 . 1 . 1 0 ) et de la propriété 
de Markov de p», via les égalités, 

*t,+ -[ç-T -[ç-T 
,L gJ 
t,+ -[ç-T 

= E [M 
[ K ] 

t, u M 9 
U, + №(--,t]-l 

= E [M 
[K ] 
t, u E [M 

[ K ] 
L q J 
-[ç-T 

-[ç-T -[ç-T 

-[ç-T 
[ K ] 

t , U U , + 
-[ç-T -[ç-T t , U 

-[ç-
T 

©xt. 

Et, u G IR étant arbitraire, les propriétés (l) et (2) du Lemme sont 

conséquences de ( 5 . 2 . 2 5 ) , ( 5 -2 .26 ) et de la propriété(3) du Théorème 

3 . 1 . Pour établir la propriété ( 3 ) , on va utiliser la forme intégrale 

de l'équation d'évolution spécifiée par K . (voir 3 . 2 . 2 ) : en vertu de 

la proposition A, on a, d'après ( 5 . 2 . 2 5 ) et ( 5 . 2 . 2 6 ) , 

( 5 . 2 . 2 7 ) ¥t,+ u-t 
* ta! 
u, + 

+ 

u 

t 

N[Vt] s-t (ig(s)ft - V) 
o —' 

s, + 
ds , 

pour tout t ^ u et tout V € V q . Afin de montrer d'abord que la fonc

tion t -» ||H^9J|| est localement bornée, on applique l'opérateur 
H(t) 

= H - K (t) 
—g 

aux deux membres de (5*2 .27) écrite avec K (t) mis 
q 

pour V [on note que 
t,+ 

e D(H(t)) = D(H) d'après la propriété (l)] ; 

ce qui donne, 

( 5 . 2 . 2 8 ) „(t) 
¥t,+ = H(t)N(ti^«l 

u-t u,+ 

.H(t) 
+ îH 

u 

t 
g(s)-g(t)) 

s-t o s,+ 
ds, 

pour tout t ^ u, en posant 
v = N 

V 

[K (t)] 
(v > 0) ; ou encore, 
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t ,+ 
= ig(t)* t^9' o t, + 

• H ( t ) 

u-1 u , + 

( 5 . 2 . 2 9 ) + i 

u 

t 
(g(s)-g(t)) H [t)N(t,l t19' s-t oTs,+ ds. 

On note que l'intégrale au second membre est absolument 

convergente car, d'une part il existe X > O tel que, 
n 

(5.2.30) l|H(tV!î*ii s£ (e"1(s - t )"1 + I* |) 
1 O 1 

X t 
e ° 11 + 11 

pour tous s > t et t € L2( IR,Po) , 

d'après la propriété (l) du Lemme 3 . 2 . 1 et le Théorème C3, et d'autre 

part, 

( 5 . 2 . 3 1 ) sup 
t ̂ s <u 

11« vgh 
11 o Ts . + 11 

< + 00 pour tout t < u, 

d'après la propriété (2) établie ci-dessus et la propriété (2) du 

Lemme 3 . 2 . 1 avec X mis pour V. En outre, l'égalité, 

H(t> 
u 

t 
(g(s)-g(t)) S-t i * "Ids 

O S , + 

U 

t 

/(g(s)-g(t)) H(t)N(t}* ^ s-t o s,+ ds, 

qui permet de passer de ( 5 . 2 . 2 8 ) à ( 5 . 2 . 2 9 ) résulte de façon standard 

de ce que l'opérateur est fermé, des majorations ( 5 . 2 . 3 0 ) et 

( 5 . 2 . 3 1 ) qui, jointes à la majoration |g(s)-g(t)| < ||g ' ||00( s-t ) entraî

nent (en vertu du théorème de convergence dominée de Lebesgue) que, 

u 

t 
(g(s)-g(t)) H(t)N(tJl *{gî s-t o s,+ ds = 1 im 

n -» +°° 

u 

n 

(g(s)-g(t)) H ( t ) N <*>« H9Ì 

s-t oTs,+ 
ds, 

et de ce que, 

u 

n 

(g(s)-g(t)) H(t)N(t)§ № S-t o s,+ ds = 
H(t) 

u 

t+± 
n 

(g(s)-g(t)) N s-t o s,+ ds, 

puisque l'opérateur *(t) N(t) 
_1 
n 

est borné et que l'on a, 

*(t)t 
s-t = N 

(t) (t) 
1 
n s-t- 1 

n 
pour tout s > t 1 

n Et on voit alors que la fonc-
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tion t -» ||Hi|r*9̂ || est localement bornée en portant les majorations 
t, + 

( 5 . 2 . 3 0 ) et ( 5 . 2 . 3 1 ) au second membre de ( 5 . 2 . 2 9 ) . Cela étant, pour 

établir la continuité cherchée de l'application t ->H\|fj9̂ , on applique 

l'opérateur H aux deux membres de ( 5 . 2 . 2 7 ) écrite pour V = 0 ; ce qui 

donne, 

( 5 . 2 . 3 2 ) t,+ 
= N H \|r u-t u,+ 

+ iH 

dfgh 

fgdh 
g(s)N ï l|i 19 * ds, 

s-t o s,+ 

pour tout t ^5 u. Et on remarque que, pour tout u < u, il existe C > 0 

tel que, 

( 5 . 2 . 3 3 ) -[ç-T -[ç-T < C(s-t) /2 pour u < t < s < u. 
o 

[en effet, compte tenu de ce que sup 
u ^ s ̂  u o 

K 9 J | | < + 00 ainsi qu'on 

vient de l'établir, cette majoration résulte, d'une part, de ce que 

H $ « H d'après le Théorème l.III et la propriété ( 5 ) de la proposi-
6 

tion B5, ce qui entraîne que, pour tout s > t, 

o s, + 
€ D ( / 2 ) et HN Í \|r^ 

s-t o s,+ 
= H1/2N H1/2§ *lgî ; 

s-t o s , + 

et d'autre part de ce que, 

||H\*| I < 2-1/2 e"1/2 v"72 (UH (v > o, i|r € L2( 3R,M- )) 1 

puisque H est un opérateur auto-adjoint positif]. Mais, de la majora

tion ( 5 . 2 . 3 3 ) , on déduit d'abord de façon standard que, 

( 5 . 2 . 3 4 ) H 

u 

t 

rg(s)N * t|f 19 Ms = s-t o s.+ 

u 

t 
/g(s)HN J ttgi ds s-t o s,+ 

puis, par le traitement classique des noyaux integrables, que l'appli

cation t -* 
u 

t 

g ( s ) HK J tl9Íds 
s-t o s,+ est continue de (-°°,u] dans L2( IR, p ) 

J o 

[en effet, il suffit d'écrire, 

u 

t 
g(s)HN J i|fl9>ds s-t o Ts,+ 

u 

_ 00 
I(t,s) ds (t < u), où 
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l(s,t) = g(s)HN * \|f*9* si t < s < u et l(s,t) = 0, sinon, et de re-s-1 o s,+ 

marquer que le noyau l(.,*) ainsi défini sur (-°°,u] est integrable 

d'après ( 5 - 2 . 3 3 ) et que, pour chaque s € IR,1'application t -» l(t,s) 

est continue sur le complémentaire de {s }, car pour t < s-e (e>0), on 

a HN = HN N , et HN est un opérateur borné]. D'où la continuité 
s-t e s-t-e e J 

stipulée par la propriété ( 3 ) en portant ( 5 - 2 . 3 4 ) dans ( 5 . 2 . 3 2 ) . Enfin, 

la propriété (4 ) résulte de l'invariance de la mesure |ju par symétrie S. 

Ce qui achève la démonstration du Lemme. 

On peut alors établir comme suit la propriété ( 2 ) du Théorè

me : partant de l'expression ( 5 . 2 . 2 4 ) de b^JE(g), on va d'abord mon

trer que l'application t -» JE ( g ) est derivable en tout point t de IR 

et que l'on a, 

( 5 - 2 . 3 5 ) d 
ds 

sdg 

bg JE(g) ( + { g j 
1 O Tt,+ 

[on note que \|f *9 * € D(TT ) car, d'une part, t+ ^ D(H) d'après le 

Lemme, et d'autre part TT « H d'après le Théorème l.III et la propriété 
o 

( 3 ) de la proposition B 5 ] , Pour cela, on considère la fonction F sur 
2 . . 

IR dé f in i e par , 

-[ç-T = i(*5gi I $ \lf *g Í ) 
1 ° v + 

= i ( $ liftai 
o-,t •t +} 

D'après les propriétés (l) et (4 ) du Lemme, cette fonction admet des 

dérivées partielles données par, 

( 5 - 2 . 3 6 ) d 
ds 
s=t1 

-[ç-T = -i (( H+ig(t ) i ) 
1 o 

-[ç-
T 

* Jg¡ ) 
o t 2 ' + 

et 

( 5 . 2 . 3 7 ) 
d 
ds 

s = t2 

F(t ,s) = i($ \|fl9j 
o-,t1 

|(H-ig(t2)io)^9J+) ; 

et ces dérivées partielles sont fonctions continues de (t ,t )€]R en 

vertu du Lemme ci-dessus et de la propriété ( 2 ) du Lemme 3 - 2 . 1 avec 

X mis pour V. D'où la dérivabilité annoncée de l'application 

t -» bt JE(g) = F(t,t) ; et, en faisant t = tg = t dans ( 5 - 2 . 3 6 ) et 

( 5 - 2 . 3 7 ) , 
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( 5 . 2 . 3 8 ) d 
ds 
's=t 

b JE(g) s -[ç-T H*tl!i> -[ç-T 
I * ,ifîg!) 
1 o*t,+; 

Mais, d'après la propriété (ii) de H (Théorème 1.1 en 1.3 
(i! ) , on a 

( 5 . 2 . 3 9 ) (* • I H6) 
o 1 

(H\|f j # 6) = i($ I n 6), 
1 o 1 o 

pour tout f ̂  * ( 3R) et tout 9 G S) ( IR) ; donc aussi pour tout 

l|f G D(H) et tout 0 G D(H) , puisque S) ( 3R) est un cœur pour H (proposi

tion 1.6 ou Théorème 1 .4) et que $ et ïï sont dominés par H (Théorè-

me l.III et proposition B5). D'où ( 5 - 2 . 3 5 ) en portant ( 5 . 2 . 3 9 ) avec 

+ ^9J mis pour i|r et i|rj9 ̂  mis pour 9) dans ( 5 . 2 . 3 8 ) . Partant maintenant 

de ( 5 . 2 . 3 5 ) , on va montrer que l'application t ~* ~T~I b JE ( g ) est con
cis/ s 
/s=t 

tinûment derivable sur IR et que l'on a, 

(5.2.40) 
ds2 

's=t 

/b JE(g) 
s 

= iQ(i b ) JŒ(g) + g(t) JE(g) pour tout t G IR ; 

ce qui achèvera dfétablir la propriété cherchée. Pour cela, de façon 

analogue a ce qui précède, on considère la fonction G sur IR définie 

par, 

(5.2.41) G ( W -[ç-T _,tl 
I n tl9i ) = - ( 1T rifig 5 oT-,tl I +ig! ). 

D'après les propriétés (l) et (4) du Lemme, cette fonction admet des 

dérivées partielles données par, 

( 5 . 2 . 4 2 ) d 
ds 
s = t 

G(s,t2) = (( H+ig(t )* ) 
1 o 

.ig! tt *lg ] ) 
0 V + 

, et, 

( 5 - 2 . 4 3 ) d 
ds 

fdsghdf 

/G(t1,s) 
1 -[ç-T -[ç 

-T 
:H-ig(t )$ )t]gh ; 

2 o t ,+ 

et ces dérivées partielles sont fonctions continues de (x1'x2^ ^ en 

vertu du Lemme ci-dessus et de ce que TT est dominé par H. D'où la dé-
° d / 

rivabilité annoncée de l'application t -» — /b JE (g) = G(t,t) : et, en 
ds/ s 7 
's=t 

(l) ou encore de la propriété (jj) (Théorème l.II en 1 . 4 ) . 
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faisant t- = t = t dans ( 5 . 2 . 4 2 ) et ( 5 . 2 . 4 3 ) , 
1 2 

d2 

ds2 
'ò JŒ(g) 
S 

s=t 

= (Htigj 
1 o t, + 

(TT Jgi I < g ! ) 

( 5 . 2 . 4 4 ) + ig(t) {(TT f wj I 
oTt, + ' v o*-,t l V t * J > | . 

Mais, d'après la propriété (iii) de H (Théorème 1 . 1 ) et 

la relation de commutation canonique (A5.2), on a, 

(5.2.45: (H* I ttq6) (TTo1r I H6) = i(t I Q($o)6) et. 

(5.2.46) (TT * I * 8) 
o 1 o 

(* f I TT 9) = - ±C • I Ö), 

o 1 o T 1 

pour tout \|f e S) (m) et tout Q e S) ( IR) ; donc aussi pour tout 

\|r € D(H) et tout 6 € D(H) , puisque S ( IR) est un cœur pour H et que 

$ et TT sont dominés par H. D'où (5 .2.40) en portant ( 5 . 2 . 4 5 ) et 

(5 .2.46) (avec l|r • * mis pour t|f et \|f19 ' mis pour 0) dans ( 5 . 2 . 4 4 ) et en 

tenant compte de ( 5 . 2 . 2 3 ) et ( 5 . 2 . 2 4 ) , 
cqf d. 

5 . 3 . - Equations de Schwinger 

5 . 3 . 1 - - Formulation des équations - On désigne par ̂  l'espace n C (]Rn) 
n=0 

[où C, (TR ) est identifié à IR et où C, ( TR ) (n ̂  1 ) désigne l'espace 

des fonctions complexes continues et bornées sur K J et par ffi le 

sous-espace de (d formé des suites (S ) telles que, pour tout 

n ^ 2, la fonction S est symétrique en ses n arguments. Par ailleurs, 

on désigne toujours par Q un polynôme d'interaction standard : 

( 5 . 3 . 1 ) 0(X) 
q 

k=0 

-[ç-T 

On dira alors qu'un élément (S ) ̂  ^ de (f* est une solution des (ou vé-

rifie les) équations de Schwinger spécifiées par Q, si, d'une part, 

(l) ou encore la relation ( 1 . 4 . 7 ) jointe à l'équation (d) (Théorème 

l.II et Lemme 1 . 5 ) . 
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pour tout f € 4> ^ , 

( 5 . 3 . 2 ) 
IR 
/f"(t) fhg (t)dt = 

q 

k=0 TR 
(t)S (t,...,t)dt, 

et, d'autre part, pour tout n ^ 1, tout (t.) 
Jl -[ç-T 

€ IR et tout f 6 S , 

/f"(t)S 
TR n+1 

(t,t , . . . , t )dt = 1 n 
n 

j=l 
f(t.)S „ .1 n-1 (t1,...,t ,t i+1 tn) 

( 5 . 3 . 3 ) + 
q 

k=0 
ak 

TR 
f (t)S n+k (t,...t,t . . . . ,t )dt 1 n 

[le premier terme au second membre se réduisant au nombre S lorsque 
o 

n = il. Cela étant, 

THEOREME 5» IL- Soient M- la mesure Euclidienne spécifiée par Q, 
JE sa transformée de Fourier et (S ) n n ̂ 0 

11é1ément de sym défini 
par, 

( 5 . 3 . 4 ) -[ç-T et, 

( 5 . 3 . 5 ) sn(tlf...,tn) 
W ,i = l 

n 
n 0)(tj^(dcu) 

(n entier >0, (t.) 
1 <j <n 

SIR"). 

Alors : 

(l) La suite (S ) est une solution des équations de Schwinger 
, . ~. , " n >0 spécifiées par Q. 

(2) Pour tout entier n > 1, tout (t.) 
3 1 -[ç-T 

€ 3Rn 3t tout T] € IE 
(2) 

( 5 . 3 . 6 ) sn(T)(t1),...,Ti(tn); = S (t ,...,t ) 
n i 7 n 

(3) Pour tout n ) 1 et tout t .) 
3 1 -[ç-T 

-[ç-T 

( 5 . 3 . 7 ) s t ....,t ) 
n i ' ' n 

. -n 
- 1 -[ç-

T 
.0 t n 

JE(0) . 

( 1 ) 5 = 1 (3R,IR) . 
(2) TE désigne le groupe Euclidien de IR ; voir 2.1.1. 
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(4) On a, 

( 5 . 3 . 8 ) 

+00 

n=0 
n! 

-[ç-T < . 00 pour tout X > 0, et, 

( 5 . 3 . 9 ) JL(g) 
+ 0 0 

n=0 

. n 1 
n! 

,n 3R 

S (t 
n 1 

...,tn) 
n 
n 

dg 
g(t.)dt...dt 

3 1 n 

pour tout g € 5 . 

On note que l'intégrale figurant au second membre de ( 5 * 3 . 5 ) 

est absolument convergente en vertu de la propriété M4 de M- (Théorème 

2.1 en 2.1 . 3 ) , et que la série figurant au second membre de ( 5 - 3 * 9 ) 

est absolument convergente en vertu de ( 5 » 3 » 8 ) (écrite pour \ = \\g\\^) . 

Pour chaque n > 1, la fonction S^ définie par ( 5 - 3 . 5 ) est la 

fonction de Schwinger d'ordre n associée à la mesure M*. 

Ce théorème est établi en 5 - 3 - 3 à partir de la proposition 

5 - 3 - 2 ci-dessous. 

5 ^ 3 - 2 , - Equations de Schwinger_et_équation_de_Symanzik 

PROPOSITION.- Soit JL ( $ ) une solution de l'équation de 

Symanzik spécifiée par Q . Alors , on définit une solution 

(S ) des équations de Schwinger spécifiées par Q, en posant, 
n n >0 

(5-3-10) S = JI(0) 
o 

et, 

(5-3-11) S n ( t l V 
. -n 

= 1 
6 . . . ò t 

1 n 

JC (0) 

(n entier ^ 1, (t.) 
1 <j «Sn 

e iR n ) 

et cette solution appartient à 
sym 

En effet, d'une nart la suite (s ) 
n n ̂ 0 

définie par (5-3.10) 

et (5 .3-11) appartient à 
sym par définition de 

(voir 5-1 . 2 ) . 

(1) Voir 5-1 . 2 . 
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D'autre part, de l'équation de Symanzik (5.1.7) que vérifie JE par hy

pothèse, on déduit que, pour tout g G S et tout f € Jp i 

(5.3.12; 
TR 
f"(t) b JE(g)dt = - <f ,g >JE(g) - i 

TR 
/f(t)Q (ib+) 

1 t JE(g)dt 

(voir la relation 5.2.18 en 5.2.2), Cela étant, on voit d'abord que, 

compte tenu de (5«3.10) et (5.3.11), (5.3.12) se réduit à l'équation 

de Schwinger (5*3.2) lorsqu'on y fait g = 0. Puis on obtient l'équa

tion (5.3.3) en appliquant l'opérateur b ...Ò aux deux membres de 

(5.3.12) (considérés comme fonctions de g € 5> ) et en faisant g = 0 

dans l'égalité obtenue. Ce procédé est justifié par le Lemme suivant 

de dérivation fonctionnelle sous le signe somme : 

LEMME.- Soient R un polynôme, f t 5 etl (5 ) . Alors, la 
fonctionnelle JE : g -* ff ( t ) R( b ) JE ( g ) dt sur $ appartient aussi 

R'f TR t 
a , et on a, 

(5.3.13) b ... b 
t t 
1 r 

JER,f(9) = / f(t)b 
TR qf 

...òt R (ô t ) 
n 

JE(g)dt 

pour tout g G $ , tout entier n > 1 et tout (t.) 
J 1 < j ^ n 

-[ç-T 

En effet, notant que le second membre de (5.3-13) est une 

fonction continue et bornée de (t^, ... ,t ,g) dès que JE G (S ( 5> ) , et 

tenant compte de la commutâtivité (5.1.6), on se ramène à montrer que, 

pour tout entier p ^ 1 et tout dgsd 
l^k <p 

r p 
tIR , la fonction 

<B*> 
1 <k <p 

-[ç-T 4-
P 

k=l 
-[ç-T est p fois continûment différentiable 

sur IRP et que l'on a, 

b  

ÒS1 
-[ç-T 

b 
bs 

df s =0 
P 

JR,f(fl 
P 

k=l 
-[ç-T 

TR k=l 

P 
n -[ç-T \I fit) 

TR 
b ...b 

1 P 
R( bt) JE(g)dt }dUl. . . du^ ; 

ce qui peut être fait de façon standard, par exemple en utilisant le 

Lemme donné dans l'appendice E. 
cqf d. 
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5.3«3»- Démonstration du Théorème 5»II« 

Les propriétés (l) et (3) résultent de la proposition ci-

dessus et de la proposition 5.2.2 [relation (5.2.14)]^1^, et la proprié

té (2) de l'invariance Euclidienne de La relation (5.3.8) découle 

du corollaire de la proposition 1.6, puisque . ||S U < / 1x1% (dx) d'a-
n n 00 TR ° 

près l'inégalité de Holder || II x || < n ||x || . Enfin, pour établir 
j=l j 1 j=l j n 

(5.3.9), on écrit l'expression (5.1.9) deJE(g) sous la forme , 

(5.3.14) JE(g) = 
œ 

n=0 

. n _i 
n! 

<U),g > n } M,(düü) 

et on remarque que, d'après les inégalités (5.2.15) (voir 5.2.2), 

(5.3.15) / |<w,g>|n fi(dcu) < ||g|| 
n 

1 TR 
|x|n p. (dx) pour tout n ̂  0 ; 

d'où il résulte, d'après le corollaire de la proposition 1.6, que, 

œ 

n=0 
n! |<œ,g>|n} 

M-( do?) < + 00 

et, en appliquant le Théorème de convergence dominée de Lebesgue au 

second membre de (5*3.14), on obtient, 

JE(g) 
00 

n=0 

. n 
1 
n ! <cu, g >n M-(dou) 

dfoù (5.3.9)1 puisque, d'après le Théorème de Fubini, 

/ <CU,g>n |J.(dtt>) 

TRN 

S (t ,...,t ) 
n i n 

n 
n 
j = l 

g(t .)dt ...dt . 
j 1 n 

cqf d. 

Remarque.- On peut aussi déduire les équations de Schwinger [proprié

té (l) du Théorème 5.1l] directement de la quasi-invariance de la me-

sur |i par le procédé de dérivation qui a fourni en 5*2. l'équation de 

Symanzik : afin d'obtenir l'équation (5.3.3), il suffit d'écrire l'éga-

(l) Voir aussi la remarque ci-dessous. 
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lité de quasi-invariance ( 4 . 1 . 5 ) avec 
n 
n 
j = l 

Xt 
3 

mis pour F et uf (u G TR) 

mis pour f ; puis de dériver par rapport à u en u = O les deux membres 

de l'égalité obtenue ; et enfin de tenir compte de l'expression ( 5 . 1 . 1 9 ) 

de A (voir 5 . 2 . 2 ) , la dérivation sous le signe somme perpétrée pouvant 

être justifiée de façon analogue au Lemme 5 . 2 . 1 grâce à la propriété 

M4 de M» (Théorème 2.1), laquelle entraîne ici que, 

( 5 . 3 . 1 6 ) A (f,-) € LP(W,(?» pour tout p € [i,+ »). 

5 . 3 . 4 . - Forme_intégrale des équations de Schwinger 

Le polynôme d'interactionQ étant donné par ( 5 . 3 - 1 ) , 

PROPOSITION.- Pour qu'un élément (S ) de C vérifie les équa--* n ̂  ^ 

tions de Schwinger spécifiées par Q, il faut et il suffit que, 

pour chaque m > 0 , d'une part pour tout t € IR, 

( 5 . 3 . I 7 ) s„(t) 
1 

m 
p, TR 

-m It-sI 
e 1 1 

S„ (s)ds 
1 

1 
2m 

q 

k=0 
ak 

TR 

-m t-s I 
e 1 1 

S (s,..,s)ds, 

et, d'autre part, pour tout n ^ 2 et tout (t.) 
3 1 <j <n 

€ TR , 

S (t , . . .,t ) 
n i n 

1 
2m 

n 

j = 2 
e 
-Biltrtj I 

-[ç-T -[ç-T -,t. , • • • , t ) 3-1 j+1' n 

( 5 . 3 . I 8 ) m 
f 2 JR 

e 
-m t-s 

i 1 i S (s,t,...,t )ds 
n 2 n 

1 
2m 

q 
7! 

k=0 
ak 

IR 
e 
-m|t -s| 

S 
k+n-1 

(s,...,s;t ...,t )ds. 
¿i n 

En outre, ces relations ont lieu pour tout m > 0 dès qu'elles 

ont lieu pour une valeur de m > 0. 

Cet énoncé découle immédiatement de la proposition de l'appen

dice F. 

(1) Voir 5 .3.I. 
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5.3.4, 5.3.5 

Remarque.- Le système d'équations ci-dessus peut aussi s'écrire sous 

la forme condensée suivante : 

( 5 . 3 . 1 9 ) s = r(m) S + rQ S avec S = (S ) 
n 
n ̂  O 

où r^m^ [resp T^m^] est l'application linéaire de l'espace <ù dans lui-

même pour laquelle la projection d'indice n de T [resp T SJ est 

fournie par le premier terme [resp la somme des deux derniers termes] 

de ( 5 . 3 . 1 8 ) (ou de ( 5 - 3 . 1 7 ) si n = 1 , en posant en outre ( T ^ S ) = S 

et (rVnUS) = O [resp ( F "J S) = 0 ] ) . Il est tentant d'essayer d'appli-

quer un Théorème de point fixe à l'équation ( 5 « 3 « 1 9 ) î mais nous ne 

savons pas le faire [on note que r^m^ et rfm^ n'appliquent pas 

dans lui-même] 

5 . 3 . 5 . - Analyticité des fonctions de Schwinger 

Par utilisation répétée de la propriété de Markov de la me

sure Euclidienne M-, on vérifie que la fonction de Schwinger S^ d'ordre 

n ^ 2 associée à |i< est donnée par la relation, 

sn(V...,tn) 
' 1 * Nt -t 

TR 2 1 
(* Nt -t 

3 2 
( N 

n n - 1 
x)...)) dp. 

o 

( 5 . 3 . 2 0 ) = (QolXNt -t (X Nt -t ° t 2 tl t 3 2 
(...Nt _t X)-.-)) ) 

n n - 1 

si t ^ t ^ ... ̂  t (X désignant toujours l'application identique 

de IR). On note que le second membre de ( 5 . 3 . 2 0 ) est bien défini, car, 

pour tout r € [ 2 , + ° ° ) , X ̂  ^r( IRjl-O (Lemme 1 . 5 ) et l'opérateur 

N^(t ^ 0 ) applique Lr( IR,^) dans lui-même (Lemme 4 . 2 . 7 ) . De l'expres

sion ( 5 - 3 . 2 0 ) , on peut déduire que la fonction S^ est analytique 

réelle sur l'ensemble ouvert de IRn formé des (t.) 
1 ̂  j ̂ n 

tels que 

-[ç-T -[ç-T si 3 / j1-

(l) Voir la propriété ( 3 ) de la proposition 6 . 4 . 1 . à ce sujet. 
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5 . 3 . 5 

Remarque. - Pour chaque n ^ 2, (5«3«2o) pexit aussi être écrite, 

(5.3.21) S (t , ... ,t ) 

n i ' n 

= (Ci |S e 
o 1 o 

(t2-t )H 
* ...S e 
o o 

(t -t ) n n-1 H 
$ Ci ). 
n n 

Par ailleurs, revenant à la réalisation de Guelfand-Segal du champ 

quantique d'interaction Q (voir 1 . 5 ) , on a (formellement, voir ci-

dessous) , df après (1.1.3) et (1.1.1), si (u.) 
' 3 . 1 <n 

e iRn, 

( 5 . 3 . 2 2 ) (Ci I $ § . . . * Ci ) 
o 1 u u u o 

1 2 n 
= (Ci ! § e 

o 1 o 

i(u2-u )H 
§ e 
o o 

i(u -u J 
n n-1 S Ci) 

o o 

Ainsi, on pressent 1'existence d'une fonction W , analytique sur un 

ouvert de £ contenant l'ensemble des (z.) tels que 

Im(z^^-z^) < 0 pour l^j^n-1, telle que,, d'une part, 

( 5 . 3 . 2 3 ) S (t ,...,t ) 

n i n 
= W '(-it . , . . ,-it ) n 1 n 

pour tout (t.; 
3 1 <n 

€ IRn tel que t l<t2<"-<tn 

et d'autre part (formellement), 

( 5 . 3 . 2 4 ) 
e <...<e,*0 

n 1 

lim 
Vf (u + ie .... ,u + ie ) 
r 1 l n n 

= (Ci I $ * . . . * Q ) 
o1 u u0 u o 

1 2 n 

pour tout (u.) 
J 1 <j <n 

sdgs 

Nous ignorons si Ci € D($ ) pour chaque (u.) € IRn, oe qui 

permettrait de donner un sens à ( 5 - 3 . 2 2 ) et ( 5 . 3*24). Il suffirait pour 

cela que l'opérateur $ laisse stable C (H) = ^ D(Hn) (ce que nous 

ignorons). De toute façon, on peut développer ici la théorie de 

Wightman (voir le chapitre 3 de [lj ou le § 2 de [ 5 J ) en introduisant 

les opérateurs $(h) = / h(t)$ dt (h € -«f (TR)) sur le domaine C°°(H), le-

quel est stable par ces opérateurs ; et alors, ( 5 . 3 - 2 4 ) s'écrit ri

goureusement , 
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5.3.5, 5.4.1 

e <. . .< e * O 

n 1 

1 im 
-[ç 

W ( u + ie . .. , u + ie ) 
n i l n n 

n 
n 
0 = 1 

h. ( u.)du,... du 

J J 1 n 

( 5 . 3 . 2 5 ) = (Q |*(h.)»(h9) 
o 1 & 

*(h )CÏ ). 
n o 

DOUr tOUt (h.; 
j 

1 <j <n 
€ lJ(3R)n. 

5 . 4 , - Représentation de Weyl Euclidienne 

Afin d'étudier la représentation des relations de commuta

tion canoniques associée à la mesure Euclidienne (voir 5 . 4 . 3 ci-

dessous) , on envisage, en 5 .4.1 et 5 . 4 . 2 dans la situation générale de 

l'appendice A, comment la régularité du cocycle A se traduit en termes 

de la représentation de Weyl correspondante. 

5 .4.1,- La situation et les données étant les mêmes qu'en 5 . 2.1, on 

désigne par (U,V) la représentation de Weyl engendrée par la mesure 

quasi-invariante |x [conformément à A 3 , (U,V) est ainsi une représenta-

tion de Weyl à valeurs dans l'espace L {yjf , (St , MO et de modèle 

(v, <»,•>)]. Cela étant, 

PROPOSITION.- On suppose que le cocycle A possède la propriété sui

vante 

(LO) Pour tout f 6 V et tout au € HT, 

(5 .4.1) 
lim 

t -» O 
A(tf,cu) = O 

Alors la représentation de Weyl (U,V) est régulière (d 

En effet, il s'agit de montrer que l'on a lim U(tf)Z = Z 

t -> O 
et lim V(tf)Z = Z dans L ( VJ , (JL , |i) pour tout f € lT et pour tout 

t -» O 

z € L2(VT , fit ; ou seulement pour tout Z appartenant à un sous-

ensemble total dans L ( W , â/ , |i.) . Donc, puisqu'il en est ainsi de 

l'ensemble des classes modulo M» des fonctions e1 ' 3 (g € V ) , il 

(1) Voir A 3 . 
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5.4.1 

suffit de montrer que, pour f 6 IT et F = e i<-,g> ( avec g € D*" ) , on a, 

( 5 . 4 . 2 ) 1 ira 
t -* O 

l e 1 
<U),tf > F(«î) - F(ou) | 2 JJL(dcu) = O, et, 

( 5 . 4 . 3 ) 1 im 
t -» O W 

, 1/2A(tf,uj) 
e ?(U)+tf ) - F(cju) |2M-(dou) = O 

Or, d!abord, ( 5 . 4 . 2 ) découle immédiatement du Théorème de 

convergence dominée de Lebesgue. Ensuite, en ce qui concerne ( 5 . 4 . 3 ) , 

on commence par écrire, 

VT 
• y 2A(tf,oj) F(cu+tf ) - f(ou) \2v>(aw) 

( 5 . 4 . 4 ) ^ 2 / e 
vT 

M t f ,oj) |F(co+tf ) 2 
- F (ou) M»( do>) 

+ 2 e y2 A(tf ,<u) - l|2^(du)) 

[utiliser l'inégalité |a +b|
2 < 2(|a| 2

+ |b|^]. Mais, d'une part 

( 5 . 4 . 5 ) A(tf ,ou) 
e 

|F(ou, tf ) - F(co)2 | M-(dou) |F(a))-F(co-tf) I2 

M-(dou) , 

d'après l'égalité de quasi-invariance, et, 

(5.4.6). 1 im 
t -» O 

|F(œ)-F(cu-tf ) I M-(dcu) = O, 

en vertu du Théorème de Lebesgue et de la spécification de F. 

D'autre part, 

( 5 . 4 . 7 ) 1 /2 A(tf ,0U) - 1 1 2 |4.(do>) = 2 ( 1 -
UT 

1/2 A(tf .0)) 
e 

(̂ (duu )) puisque 

( 5 . 4 . 8 ) 
Vf 

e A ( t f ' w ) ^ ) = 1 pour tout t £ IR. 

Enfin, 

( 5 . 4 . 9 ) 1 im 
t -> O 

Yz A(tf M-(dco) = 1, 
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5.4.1, 5.4.2 

car, l'ensemble des fonctions 
1/2A(tf, ) 
e 

(t £ IR) étant borné dans 

-[ç-T -[ç-T d'après ( 5 . 4 . 8 ) , cet ensemble est uniformément intégra-

ble (voir Meyer [ 9 ] , Théorème 1 1 . 2 2 ) ; et, par conséquent, l'hypothèse 

LO entraîne que ( 5 . 4 . 9 ) a lieu (voir Meyer [ 9 ] , Théorème 1 1 . 2 1 ) . Et 

( 5 . 4 . 4 ) , ( 5 . 4 . 5 ) , ( 5 . 4 . 6 ) , ( 5 . 4 . 7 ) et ( 5 . 4 . 9 ) entraînent ( 5 - 4 . 3 ) . 

cqf d. 

Remarque.- Si est muni d'une topologie d'EVT métrisable rendant con

tinu le produit scalaire <• , •> et si A est tel que, pour tout co £ li^, 

l'application A(«,cu) est continue sur jj" , alors la représentation de 

Weyl (U,V) est continue (même raisonnement que ci-dessus). 

5 - 4 . 2 . - La situation étant la même qu'en 5 . 4 . 1 , on suppose que la con

dition LO est satisfaite et, pour chaque f G \f , on désigne par $(f) 

[resp TT(f)] l'unique opérateur auto-adjoint dans L^ {\jf >>&/, MO tel que 

it^(f) it^(f) 
e±L V1; U(tf) [ resp e = V(tf)] pour tout t € IR. On se propose 

ici d'expliciter les opérateurs $(f) et TT(f). Pour cela, on désigne 

par O1 (V, W,µ)MO le sous-espace de L ( ?(̂  , (9i , MO formé des 

Z € L° ( W, , (i) admettant un représentant F € Z tel que 

( 5 - 4 . 1 0 ) pour tout f £ If et tout au € \C , la fonction t -» F(cu,tf) est 

continûment differentiate sur IR (2) ; 

et pour un tel Z et pour f € , on désigne par Ô̂ Z l'élément de 

L°( ])f, Ct, MO défini par, 

( 5 . 4 . 1 1 ) 6fz = 1 im 
t -> 0 

-[ç-T fdghfd - z) 
( 3 ) 

[la limite au second membre existant dans L° ( W, &/, M- ) par définition 

de ® "̂( lf,Uf,№) : Ô̂ Z est la classe modulo M» de la fonction 

0) -* -rr / F(co+t?) . Ainsi (2) ^ ( t/', 24/TmO est l'espace des classes modulo 

dt/t=0 
M* des fonctions "continûment différentiables au sens de Gateaux 

( 1 ) Voir A 3 . 

(2 ) Voir la remarque ci-dessous. 

( 3 ) r f est défini en Al et Z O Tf en A 3 . 

1 7 0 



5 . 4 . 2 

On peut alors énoncer : 

PROPOSITION.- ( 1 ) Pour tout f € lT , 4(f) coïncide avec lfopé-

rateur induit dans L ( W , QL , M») par l'opérateur de multiplication 

Z -> 2(f)Z, oùa 2(f) désigne la classe modulo p. de la fonction <• , f > 

sur W . 

(2) On suppose que A possède les propriétés Ll et L2 , et même 

que l'on a, 

(5.4 .12) 
or 

I A(f ,cu) |PM-(dou) < + 00 DOUr tout f € LT 

avec 2 ^ p < + 00. Alors, s i r G 12,+ 30 ) est défini par A i _ i 

P + r ~ 2 , 
pour chaque f € t?'' , le domaine de TT(f) contient l'ensemble des 

Z € ® 1 ( lT , WT ; M-) A Lr( UT , ¿ 1 ,H) tels 6fZ G L2 ( 1 i r , & , MO ; et, 

pour un tel Z, on a, 

(5.4.13) TT(f)Z = T(6fz f- I A(f)Z) , 

où A(f) désigne la classe modulo M- de A( f, ). En particulier, 

(5.4.14) Q € D(TT(f)) et 2 i n(f)Q = A(f) (3) 

En effet, on rappelle d'abord que, pour le générateur infini 

tésimal d'un groupe unitaire fortement continu (U(t)) 
(4) 

le do-
t € IR 

maine faible coïncide avec le domaine fort. Cela étant, le domaine de 

$(f) coïncide avec l'ensemble des Z G L2(RT , $L , p ) tels que, pour tout 

Y € l2(W7 , & 

( 1 ) Domaines compris ! 

( 2 ) Voir la proposition 5 » 2 . 1 , en notant que Ll implique LO. 

(3) On désigne toujours par Q la classe modulo M- de la constante 1 

sur UX . 
(4) Et plus généralement, pour le générateur infinitésimal d'un semi-

groupe fortement continus d'opérateurs contactrants. 
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5 .4.2 

( 5 . 4 . 1 5 ) 
sdg 

YW (f)Z S(f)d|i a une limite dans (£» lorsque t -» 0, où 

wt(f) désigne la classe modulo H< de la fonction 

ou -» 1 i<- , f > ^ 0 I 
(u))(e 

i t < u j , f > 
- l ) / t < c o , f > sur Or, d'une part, 

( 5 . 4 . 1 5 ) a lieu dès que Z2(f) 6 L2( UT , 6 t , n ) d'après le Théorème de 

convergence dominée de Lebesgue, puisque |wt(f)| < 1 et 1 im 
t -> 0 

W.(f) = i 

p-presque sûrement. Et, inversement, si ( 5 . 4 . 1 5 ) a lieu pour tout 

d'après le Théorème de Banach Steinhaus et le Théo

rème de Riesz, il existe Z 1 G L 2 ( UT , Qb,V>) tel que lim W ( f ) Z S ( f ) = Z' 
2 t ° 

faiblement dans L ( Vj , (2^, M-) ; d'où compte tenu de ce que 

lim W (f)zL(f) = iZ2(f) p-presque sûrement, il résulte que 
t -> 0 _ 

Z2(f) = -iZ' ; donc Z2(f) € L"( W , Ensuite, pour établir la 

propriété (2), il suffit de montrer que, 

si Z 6 6 *( IT , HT , p) H L r( HT , & , p) et tel que 6 Z € L2(KT,& , p) , 

alors pour tout Y € L2( WT , (9/ , |JL) , 

Y G L ( W , OL , 1-0 « 

( 5 . 4 . 1 6 ) lim 

t -> 0 
Y(V(tf)Z-Z)dM 

_1 
i 
HT 

Y( ôfZ+ -A(f )Z)d|Jb . 

Pour cela, on peut utiliser comme suit le Théorème de déri

vation sous le signe somme de l'appendice E : prenant pour (Z,3£, v) 

l'espace de probabilité (W, A,µ) pour J un intervalle £a,b] tel 

que O € Ja,b[, on désigne par F un représentant de Z vérifiant ( 5 . 4 . 1 0 ) 

et par K un représentant de la classe Y, et on pose, 

F(t ,cu) = K(u>) 
1/2A(tf ,ou) 
e F(o)+tf ) , et 

G(t ,(D) 
-[ç-T A ( f ,co+tf ) 

1/2A( tf ,(ju) 
e F(u>+tf ) + K(cd) y2A(tf ,co) 

e ds 

s = t 

/F(o)+sf ) . 

Remarquant d'abord que, 

qfs 
|G(t,<u) I |i(d(o) -[ç-T 

dfg 
I A ( f ,ou+tf ) I | F (u j+ t f ) I e 

A(tf ,co) 
M-(d0)))/2 

+ l|K||2 
llf 

1 ds, 
's = t 

-\ |2 
F(0),sf) A ( t f ,u>) 

e 
M-Cdoj))72 
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5 . 4 . 2 , 5 . 4 . 3 

l'égalité de quasi-invariance de M- jointe à l'égalité de Holder en

traîne que, 

UT 
|G(t,ou) |(i(do>) -[ç-T -[ç-T ll*(f)|| llZllr + IMI2 II « A 5 

d'où il résulte que la condition (6) est satisfaite. La condition (66) 

est ensuite satisfaite en vertu de la seconde partie de l'hypothèse L2, 

de ( 5.2 . 8 ) et de ( 5 - 4 . 1 0 ) , la condition (666) en vertu de la forte con

tinuité de V (proposition 5 - 4 . 1 ) puisque, pour chaque t € J, la classe 

de la fonction G(t,«) coïncide avec la quantité YV( tf ) (-̂-A( f ) Z + 6^Z) , 

et la condition (ÔV) par définition de V. Cela étant, la relation 

( 5 - 4 . 1 6 ) cherchée s'obtient par dérivation sous le signe somme pour 

t = O de l'intégrale F( t,ou) P(dou) . 
cqf d. 

Remarque.- On peut évidemment affaiblir la condition (5-4.10) qui dé-

finit l'espace ($ ( lT , yjf ; M.) ; et, ainsi, le domaine de l'opérateur 

TT(f) est strictement plus grand que l'ensemble des 

Z € ©1( lT , 247" ; M-) 0 Lr( UT , (St tels que 6fZ € L2( W , <9>,M0. Il 

serait intéressant d'arriver à délimiter exactement ce domaine [en in

troduisant un espace de Sobolev convenable sur VÏ J. 

5^4. 3 . - Si on prend pour V 1 ' espace $ , pour ( îtT , ) 1 ' espace ( W, (y ) , 

et pour )jl la mesure Euclidienne spécifiée par l'interaction Q [le co

cycle A étant alors défini par (4.1.2) et (4.1.3) ; voir 2.1.3 et 4.lJ, 

les hypothèses de la proposition 5-4.2 sont satisfaites et (5-4.12) a 

lieu pour tout p < + 00 ainsi qu'il résulte de l'expression (5-2.19) de 

A et de (1.5-4) (Lemme 1 . 5 ) . Et cette expression de A permet d'expli

citer comme suit l'équation (5.4.14) : pour chaque k entier ^ 0 et cha

que f € S , soit E(k) (f) la classe modulo |i de la fonction 

xcgvf 
]R 

u)(t)kf(t) dt sur W[avec E(o)(f) = yf(t)dt.n] ; et soit *(k)(f) 
JR 

1'opérateur(auto-adjoint) dans L2(\W,(?,H) induit par l'opérateur de 

multipiication Z -> 2 
!k) 

(f)Z. La relation ( 1 . 5 - 4 ) entraîne que 

-[ç-T (k) hsfd pour tout k entier ^ O et pour tout f € IT , et l'équation 

(5-4.14) s'écrit alors, si 0(X) 
q 

k=0 
a X*, 
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5.4.3 

( 5 . 4 . 1 7 ) 2 iTT ( f ) Q - $(f")G ± 

q 

k=0 
ak (k)(f)Q = o (f € ̂  ). 

Cette équation est la forme rigoureuse que prend ici l'équation ( 2 3 ) 

de [ 5 ] . 

Remarque 1 . - Soit © le sous-espace de L ( *W , , p,) formé des 

Z € (g) œ( IT , HT ;|i) H ( ^ LP( UT , & , M-)) tels que, pour tout n entier 
p<+°° 

> O et tout (f .) £ I7n, 6 6 Z 6 C\ LP( UT, dt ,|JL) ; où 
J 1 <j ̂ n 1 n P<+°° 

;fx) désigne le plus grand des sous-espaces (5 de 

® 1( lT , MT ; M-) tels que Z 6 <5 entraîne 6fZ £ <?> peur tout f € IT . On 

remarque que ̂2) est une sous-algèbre de L° ( UT , , M») et que, dans le 

cas particulier en cause ici, on a, 

( 5 . 4 . 1 8 ) E(f) G?) (f € lT ) et, 

( 5 . 4 . 1 9 ) A(f) t 5) :f € ir ) . 

Donc, d'après la proposition 5 - 4 . 2 , pour tout f € lT , î) est contenu 

dans les domaines de $(f) et n(f) et stable par ces opérateurs. Par 

ailleurs, 1̂  est dense dans L,2 ( UT, ¿2, ,M-)[en effet, la classe modulo M 

de e* l9 appartient à © pour tout g € l^d'après ( 5 . 4 . 1 8 ) ] et*© est 

stable par les opérateurs U(f) (f € \X ) ; donc J) est un cœur pour les 

opérateurs $(f) ( f € lT ) . Il est naturel de se demander, dans le cas 

particulier en cause ici [ou plus généralement sous les hypothèses 

( 5 . 4 . 1 8 ) et ( 5 . 4 . 1 9 ) j si © est aussi un cœur pour les opérateurs TT(f). 

Il suffirait pour cela que S? soit stable par les opérateurs V(f) ; ou 

encore que la classe modulo M- de e^^' ^ appartienne à %) [on note que 

cela a lieu d'après la propriété (l) du Théorème 3 . 1 lorsque f € 

est à support compact]. 

Remarque 2 . - Pour chaque k entier > 0 , l'espace V est contenu dans le 

domaine des opérateurs $^k\f) (f € S ) et stable par ces opérateurs ; 

et on a, 
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5 . 4 . 3 

( 5 . 4 . 2 0 ) *(k)(f)TT(g)Z - TT(g)$(k)(f)Z = ik$(k"l}(gf)Z 

(f € $ , g € S, Z € g? ) , 

ainsi qu'il est facile de le vérifier à. partir de ( 5 . 4 . 1 3 ) et de l'ex

pression ( 5 . 2 . 1 9 ) de A. En outre, on a, 

( 5 . 4 . 2 1 ) *(k)(f)*(^ (g)z = *(X)(g)$(k)(f)Z et 

( 5 . 4 . 2 2 ) ïï(f)TT(g)Z = TT(g)TT(f)Z 

(k, ^ entiers > 0 , f € ft , g € 5 , z G © ) . 

En vertu des relations ( 5 . 4 . 1 7 ) et ( 5 . 4 . 2 0 ) , le plus petit 

sous-espace?)^ dejD contenant Q et stable par les opérateurs $^k^(f) 

(k entier > O, f € *p ) est aussi stable par les opérateurs TT(g) ; et 

le système 

-[ç-T -[ç-T (f)) 
k £ ]N, f€ $ 

, ( V (g)) 
g t tfc 

obtenu en prenant les restrictions *^^(f) et (g) de #^K^(f) et 

TT(g) à®^ peut recevoir une définition axiomatique en termes des rela

tions ( 5 . 4 . 2 1 ) , ( 5 . 4 . 2 2 ) , ( 5 . 4 . 2 0 ) et ( 5 . 4 . 1 7 ) ci-dessus. Cela étant, 

on peut se proposer de chercher quelles conditions supplémentaires im

poser à un tel système pour en obtenir l'unicité à un isomorphisme 

unitaire près (voir à ce sujet la première partie de [ 3 4 ] ) . 
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§ 6 . - QUESTIONS D'UNICITE 

Etant donné un polynôme d'interaction standard Q, on s'inté

resse ici à la caractérisation de la mesure Euclidienne p spécifiée 

par Q : caractérisation directement en termes de Q et pas seulement 

(comme en 2 . 1 dans le Théorème 2 . 1 ) en termes des éléments constitutifs 

de la réalisation de Guelfand-Segal du champ quantique,que sont la me

sure P et le semi-groupe (N, ) , lesquels ne sont déterminés par Q 

t r̂ O 
que très implicitement (voir 1 . 3 , 1 . 5 et 1 . 7 - 2 ) . Remarquant à ce su

jet que le module de quasi-invariance e^ de p [défini par ( 4 . 1 . 2 ) et 

(4.1 . 3 ) ] ainsi que le premier membre de l'équation de Symanzik ( 5 - 1 - 7 ) 

s'expriment explicitement en termes de Q, il est naturel de se deman

der si p est la seule mesure de probabilité sur ( \W , 0* ) qui soit quasi-

invariante par les translations de S> = tf ( IR,1R) avec e^ comme module 

de quasi-invariance (première question), ou dont la transformée de 

Fourier appartienne à (¡5} ( S> ) et vérifie l'équation de Symanzik (se

conde question) ; et on peut poser une question analogue en termes des 

équations de Schwinger. 

Dans le cas où Q(X) = m X (avec m > O ; cas du champ libre, 

voir 1 . 7 1 , 2 . 6 . 2 et 4 . 3 . 2 ) , la réponse à chacune de ces questions est 

affirmative (proposition 6 . 4 . 1 ) . Dans le cas général, le problème est 

ouvert ; mais nous conjecturons que la réponse est aussi affirmative 

(voir aussi les remarques 3 et 4 de 6 . 1 . 2 et la remarque 2 de 6 . 3 . 1 

où sont présentées d'autres conjectures, ainsi que 6 . 4 . 2 où est étudié 

le lien entre la propriété de Markov et la propriété de localité du 

module de quasi-invariance). 

Une réponse partielle à la première question est fournie par 

le Théorème 6 . 1 (voir 6 . 1 . 2 ) ; réponse partielle en ce sens que l'uni

cité n'est obtenue que dans la classe des mesures p possédant la pro

priété de Markov et la propriété d'invariance Euclidienne, et telles 

que la marginale p et le Hamiltonien H associé (ce dernier étant dé-
o 

fini par la construction de Nelson grâce aux propriétés précédentes ; 

proposition 6 . 1 . 1 ) satisfasse à diverses conditions de régularité et à 

la condition spectrale selon laquelle 0 est valeur propre simple et 
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isolée de H. Ce résultat est établi en 6 . 3 , en commençant par déduire 

de l'hypothèse de quasi-invariance une équation que satisfait le sys-

tème (^,(e )̂  ̂  ^ ) ( proposit ions 6 .3.1 et 6 . 3 . 2 ) ; puis en montrant, 

grâce à une variante convenable de la caractérisâtion du Hamiltonien 

de Guelfand-Segal (Théorème 6.II en 6 . 2 ) , que le système spécifié par 

Q est la seule solution de cette équation satisfaisant les conditions 

énoncées. 

Ainsi, on n'a pu aborder ici le problème central de l'exis

tence et de l'unicité de la mesure Euclidienne M lorsque son module 

de quasi-invariance est donné, que par la voie détournée consistant à 

ramener ce problème à l'étude de certains semi-groupes d'opérateurs 

Markoviens sur IR : la complainte finale 6 . 5 appelle une attaque de 

front ! (1) 

(l) Une telle attaque vient d'être menée à bien de façon remarquable

ment élégante par G. Royer (voir [ 3 5 ] ) . 
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6 . 1 . 1 

6 . 1 , - Une_caractèrisation_de_la_mesure Euclidienne en termes de 

quasi-invariance 

-ilil'~ -2™----2-i°-----^---°n Les significations des termes №, 
X (t € JR) , ff C JR) , (r , e (t € m) et S étant les mêmes qu'en 2 . 1 . 1 

on s'intéresse ici, pour une mesure de probabilité M» sur ( V, 0* ) , d'une 

part à la propriété de Markov MK( M>) (voir 4 . 2 . 1 ) , et d'autre part à la 

propriété d'invariance Euclidienne, laquelle stipule que M- est inva

riante par les transformations ^(t € IR) et S. En outre, la mesure de 

probabilité sur 3R qui est l'image de M- par X sera désignée par p» et 

appelée la marginale fondamentale de p- (si M* possède la propriété d'in

variance Euclidienne, Pq est aussi l'image de P par X̂_ pour tout t€ ]R). 

Cela étant, 

PROPOSITION.- Soient |i une mesure de probabilité sur (W,(f) pos

sédant la propriété de Markov et la propriété d'invariance Eucli

dienne, et, pour chaque t ̂ 0 , N l'opérateur linéaire contractant 

de L ( IR,M ) dans lui-même défini par la relation, 

( 6 . 1 . 1 ) -[ç-T -[ç-T -[ç-T (• € l/( IR,|a, )) 
o 

(2) 

Alors, 

(l) Pour chaque t ^ 0, N^ est un opérateur Markovien en ce sens que, 

( 6 . 1 . 2 ) Nt\|f > O pour toui • > 0 (• € \}{ m, m- )) 
o 

et, 

( 6 . 1 . 3 ) t o o 
(3) 

Et, pour 1 ^ p ^ + 00, N^ induit un opérateur contractant dans 

LP( ]R, M. ) et on a, si — + — = 1 (l ̂  Pf ^ + °°) , 
o P P 

(1) Voir la remarque 3 de 6 . 1 . 2 . 

(2) Avec les notations précisées en 2 . 1 . 3 à la suite du Théorème 2 . 1 . 

(3) On désigne toujours par Cl la classe modulo M» de la constante 1 . 
o o 
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(6.1.4) 
IR 
0 IN l|fd> 

IR 

(N 0) \|fdp 
t o 

(0 € LP(lR,p ) 
o 

t € LP'( 3R,M. )) 

(2) Pour 1 ^ p < + 00, la famille (N ) 

t ̂  0 
induit un semi-groupe 

fortement continu dans L ( IR, p) . 

(3) En particulier, la famille (N+)t ^Q induit dans L ( IR, M< ) un 

semi-groupe fortement continu d'opérateurs contractants et auto

adjoints. 

La famille (Nt) 

t > 0 
définie par ( 6 . 1 . 1 ) sera appelée le 

semi-groupe de transition associé à M- ; et l'unique opérateur auto-

adjoint positif H dans L ( IR,P ) tel que, pour tout t ^ O, l'opérateur 

e coïncide avec la restriction de N^ à L ( IR,!-̂ ) sera appelé 1 'opé
rateur Hamiltonien associé à p. En vertu de (6 .1.3), on a, 

(6.1.5) Q € D(H) 
o 

et HC1 = o. 
o 

Le procédé ci-dessus [faisant correspondre à la mesure P 

l'opérateur Hamiltonien qui lui est associé dans L^( 3R,p )] repré-

sente la construction de Nelson dans le cas particulier en cause ici 

(voir le § 3 de [6]. 

Si Q est un polynôme d'interaction standard et si M- est la 

mesure Euclidienne spécifiée par Q, la marginale fondamentale P de p 

coïncide avec la mesure quasi-invariante sur IR spécifiée par Q (voir 

1.5)? et 1'opérateur Hamiltonien associé à p coïncide avec l'opérateur 

Hamiltonien engendré par p (voir 1.4, 1.6 et le Théorème 2 . 1 ) . 

La démonstration de la proposition ci-dessus est standard : 

les opérateurs N (t > 0) sont Markoviens et contractants dans LP(lR,(J-) 

pour 1 ^ p ^ + 00 en vertu des propriétés correspondantes de l'espérance 

conditonnelle (voir Neveu [ 8 j , § IV.3) ; et ces opérateurs sont auto

adjoints [relation (6 . 1.4) J en vertu de l'invariance de P par la symé-

(l) Voir la démonstration du Théorème 1 de [6]. 
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trie S. La famille (N ) est un semi-groupe en vertu de la propriété 

de Markov de M- et de son invariance par les translations 9̂  ( t € ]R ) . 

Enfin, la forte continuité du semi-groupe (N,) dans LP(3R,!^) (avec 

1 ^ p < + 00) résulte de ce que W C C( IR,]R) : cette propriété et le 

Théorème de convergence dominée de Lebesgue entraînent en effet que la 

fonction t -» / 0 N \jldM- = E [("6 0 X )(\|f 0 X j ] (t > 0) est continue sur 

IR pour tout 0 € LP (]R,M- )(avec — + — = l) et pour tout \|r € t) (TR) ; 

donc aussi pour tout t|r £ L (3R,M- ) en vertu de l'inégalité de Holder, 

de la densité de 5) ( 3R) dans LP( IR,M< ) (si 1 < p < + œ) et de ce que 

est contractant dans cet espace. Et on conclut, grâce au Théorème 

IX.1 (page 2 3 3 ) de Yosida [ 3 ] . 

6.1 . 2 . - Désignant toujours par Q un polynôme d'interaction standard 

et;avec les notations de 4.1, par A le cocycle additif défini par les 

relations ( 4.1 . 2 ) et ( 4.1 . 3 ) , la caractérisation que l'on a en vue peut 

être énoncée comme suit : 

THEOREME 6.I.- La mesure Euclidienne spécifiée par l'interaction Q 

est la seule mesure de probabilité |Ji sur ( W, (y ) quasi-invariante 

par les translations de S ^2^ avec e^ comme module de quasi-inva
riance, possédant la propriété de Markov et la propriété d'invariance 

Euclidienne , et telle que les conditions suivantes soient satis

faites par la marginale fondamentale M- et l'opérateur Hamiltonien 

H associe a M- : 

(REl) La valeur propre 0 de H est simple et isolée. 

(RE2) Le domaine de H contient 9D (TR) . 

( R E 3 ) La mesure M* admet une densité p partout > 0 et de classe 

uu 
C ; 

et on a, 

(6.1 .6) q e l 2 ( m, M- ). 
o 

(1) Voir 1 . 3 . 

(2) Voir la remarque 4 ci-dessous. 

( 3 ) Voir 6.1.1. 
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6 . 1 . 2 

Ce théorème est établi en 6 . 3 ci-dessous à partir de la ca

ractérisation du Hamiltonien de Guelfand-Segal donnée en 6 . 2 . On note 

ici que les conditions de régularité RE1, RE2 et RE3 sont satisfaites 

par la mesure Euclidienne spécifiée par Q en vertu de la proposition 

1.6 et du Lemme 1 .5 (les autres propriétés en cause étant satisfaites 

en vertu du Théorème 2 . 1 , de la proposition 2 .4.1 et du Théorème 4 ) . 

Remarque 1.- Les conditions imposées à p dans le Théorème ci-dessus 

en plus de la quasi-invariance sont assez naturelles dans le contexte 

de ce travail : la propriété de Markov et la propriété d'invariance 

Euclidienne sont à la base de la construction de Nelson permettant 

d'associer un Hamiltonien à p (voir 6.1.1) ; la condition spectrale RE1 

est un des pivots de la théorie quantique des champs ; et les condi

tions RE2 et RE3 s'inscrivent dans l'approche du Hamiltonien de 

Guelfand-Segal présentée au § 1. 

Remarque 2 . - En ce qui concerne la condition spectrale RE1, on note que 

si M- est une mesure de probabilité sur ( U\T,0* ) possédant la propriété 

de Markov et la propriété d'invariance Euclidienne et si H est le 

Hamiltonien associé, la valeur propre Q de H est simple si et seulement 

si M* est ergodique par les translations ( t £ IR) (voir la remarque 

2 . 5 . 3 à ce sujet). 

Remarque 3•~ Nous pensons que, en fait, la mesure Euclidienne spécifiée 

par l'interaction Q est la seule mesure de probabilité sur ( W,6< ) 

quasi-invariante par les translations de 5 avec e^ comme module de 

quasi-invariance. Autrement dit, nous pensons que les conditions impo

sées à M* dans le Théorème en plus de la quasi-invariance découlent de 

cette dernière (voir 6 . 4 . 2 à ce sujet , ainsi que [ 3 5 ] . J 

Remarque 4 . - La proposition 6.1.1 et le Théorème 6 . 1 énoncés ci-dessus 

pour une mesure de probabilité M- sur ( W,ff*) quasi-invariante par les 

translations de S restent valables si on substitue à V l'espace 

C( IR, IR) et à 5 l'espace 1D = © ( IR, IR) [avec les définitions canoniques 

correspondantes pour les projections (t € IR) , les tribus ^j(^ ̂- ^ 

et le cocycle A ; voir 2 . 6 . l ] . Autrement dit, la caractérisation qué-

nonce le Théorème ci-dessus ne met en jeu que les translations de D et 

ne fait pas intervenir la propriété de croissance à l'infini exprimée 

par le fait que P est portée par ty.Nous pensons qu'il existe une in-
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finite de mesures de probabilité sur C(]R,IR), quasi-invariantes par 

les translations de 3D avec e^ comme module de quasi-invariance ; mais 

que, parmi ces mesures, la mesure Euclidienne spécifiée par l'inter

action Q est la seule qui soit portée par W , et également la seule 

possédant la propriété d'invariance Euclidienne (cette conjecture est 

vérifiée dans le cas du champ libre : voir la remarque 6.4.1) 

6 . 2 , - Une caractérisation du Hamiltonien de Guelfand-Segal 

6 .2.1,- Le résultat suivant complète les cara«: terisations que four

nissent les Théorèmes l.II et l.III : 

THEOREME 6 . II.- Soient p. une mesure de probabilité sur 3R, H un 

operateur symétrique et ferme dans L ( IR,^ ), et Q un polynôme d'in-

teraction standard . On suppose que |J» admet une densité p par-

tout > 0 et de classe C , et que l'on a, 

(6 .2.1) Q € L2( IR,M< ) . 
o 

Alors, pour que p. soit la mesure quasi-invar i ante sur IR spécifiée 
(2 ) ° , , ( 3 ) 

par Q et H l'opérateur Hamiltonien engendré par p-̂ ) , il faut 

et il suffit que les propriétés suivantes soient satisfaites par le 

couple (p. ,H) : 

j^* ) Le domaine de H contient © ( IR) 5 

! j j** ) Pour tout l|î € © ( JR) , 

( 6 . 2 . 2 ) TT • = i(H(x • ) - X H \|f) 

(jjj) Q € D(H) et HQ = 0. 
o 

(jV) X € D(H2) et H2x = Q. 

(1) Voir 1 . 3 . 

( 2 ) Voir 1 .5 . 

( 3 ) Voir 1 . 4 . 
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Comme en 1 . 4 , on désigne ici par (§ , TT ) le système de 

Heisenberg standard engendré par la mesure quasi-invariante p (voir A 6 ) 

et par Q la classe modulo p de la fonction constante égale à 1 . En 

outre, on désigne toujours par X l'application identique de IR (identi

fiée à sa classe modulo p ) ; et on note qu'a priori, l'égalité ( 6 . 2 . 2 ) 

a seulement lieu dans l'espace L (]R,P ). 

6 . 2 . 2 . - On utilisera plusieurs fois dans la suite le lemme suivant 

qui vient compléter le lemme 1 . 3 : 

LEMME.- Soient p- une mesure de probabilité sur IR et M une applica-o ^ 
tion linéaire de <£)( TR) dans L, ( IR,p ) telle que, 

loc o 

( 6 . 2 . 3 ) M(x i|r) = XM \|f pour tout \|f £ V ( IR) , et, 

( 6 . 2 . 4 ) 
TR 

0 M tifdp 
n 

f (Ml3)t|fdp 
o 

pour tous 0 €2? ( HO et • € © ( JR) . 

Alors, il existe un élément réel y de . 1 
"'loc 

-[ç-T tel que, 

( 6 . 2 . 5 ) M i|r = y • rjour tout • € t> (TR). 

En effet, en posant f) = f) ( TR) , ( 6 . 2 . 3 ) entraîne que, 

< 6 . 2 . 6 ) M( T| \|r) = n M l|r (ir e © ) 

pour toute fonction polynomiale T] sur 3R. Et ( 6 . 2 . 6 ) équivaut ày 

( 6 . 2 . 7 ) 
TR 

6 T) M tjf dp 
IR 

9M(T1 \|f)dp 
o 

( 6 £ X> , llr € © ) ; 

ou encore, compte tenu de ( 6 . 2 . 4 ) , à , 

( 6 . 2 . 8 ) 
TR 

0 Tl M ilr dp 
n ]R 

(M0) T\ \|f dp 
o 

(0 6 0 , f G © ) . 

Mais cette relation étant valable pour toute fonction poly-

nomiale T), l'est aussi pour toute fonction T) 6 C ( IR) [ainsi qu'on le 

voit en considérant une suite ( î] ) de fonctions polynômiales telle 
n 
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que lim 
n -> 00 

-[ç-T uniformément sur un compact contenant supp 0(Jsupp t|rJ. 

D'où il résulte, en remontant de ( 6 . 2 . 8 ) à ( 6 . 2 . 7 ) puis à ( 6 . 2 . 6 ) , que 

cette dernière relation a lieu pour tout T] e C ( IR) ; ce qui entraîne 

la conclusion annoncée [y devant être réel d'après ( 6 . 2 . 4 ) ] . 

cqf d. 

6 . 2 . 3 « - Démonstration du Théorème 6.II 

Posant t) - © ( IR) , on commence par un résultat partiel : 

LEMME. - (1) Soit H un opérateur fermé et symétrique dans L 2 ( ]R,M- ) o 
possédant les propriétés (j ), (jj ) et (jjj). Alors, 

( 6 . 2 . 9 ) (n ein ) 
o 1 o 

= i(H0|x) pour tout 0 6 5 ) . 

On note que Y € L ( IR,^ ) en vertu de l!hypothèse (6 .2.1). 
o 

En effet, d'après (j ) et (jj**"), on a, 

(6 .2 .10) (0|ttoi|O = Ì(0|H(x*) - (x6 |H •) -[ç-T -[ç-T 

d'où, puisque TT et H sont symétriques, 
o 

(6.2.11) (ir e|g ) 
o 1 o 

= Ì ( H 0 x) - i(H(xô| n ) 

1 1 o 
(0 € S) ) 

ainsi qu'on le voit en considérant une suite ( i|r ) d'éléments de £) telle 

que lim t|f = Cl et lim X • = X dans L (]R,M ). Et ( 6 . 2 .9 ) résulte 

de (6 .2.11), de (jjj) et de ce que H est symétrique. D'où le lemme. 

Cela étant, on suppose d'abord que |a. est la mesure quasi-

invariante spécifiée par Q et que H coïncide avec l'opérateur Hamilto

nien H engendré par . Les propriétés (j***), (jj4^) et (jjj) sont 

alors satisfaites d'après le Théorème l.II ; et on a, X ^ D(H) d'après 

la proposition 1.6 [propriété ( 2 ) 1 , et Cl € D(TT ) d'après (A6.4) et 

(1 .5 -3)• Il résulte donc du lemme ci-dessus que, 

(l) dans la situation du Théorème ; en désignant toujours par (•)•) 
le produit scalaire de L2 ( IR, M« ) 

o 
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( 6 . 2 . 1 2 ) (0 TT Q ) 
1 o o 

= i(9|HX) (6 6 g ) ) ; ou encore, 

( 6 . 2 . 1 3 ) TT Cl 
o o = i H X. 

Par ailleurs, dfaprès 1 . 4 . 7 et l'équation (d) (Lemme 1 . 5 ) qui déter

mine M* , on a, 
o 

HTT * - TT H i|r = 
o o i Q * (• 6 © ) ; donc aussi, 

puisque TT et H sont symétriques, pour tout 6 6 , 
o 

(6.2.14) (TT H6|t) - (HTT 0|\Jf] = i(Q e i if) (• £ S) ) 

ou encore, par densité de JD dans L ( IR, M» ), puis d'après (jjj), 
o 

( 6 . 2 . 1 5 ) (TT h e n ) 
o 1 o 

= i(Q9|Q ) , 
1 o 

Mais, Q € L2( IR,^q) [Lemme 1 . 5 , relation ( 1 . 5 . 4 ) ] et Qq € D ( H TT̂  ) [en 

effet, Cl € D(H2) d'après (jjj) et H H « H2 d'après le Théorème l.III 

et la propriété (4) de la proposition B5 ] ; donc ( 6 . 2 . 1 5 ) peut s'écrire 

(GIhïï^Q^) = i(91Q) ; et, finalement, 0 € §) étant arbitraire dans cette 

dernière relation, on a, HTT Cl = i Q : d'où (jV) en tenant compte de 

( 6 . 2 . 1 3 ) . Ce qui achève d'établir que les conditions énoncées sont né

cessaires . 

Inversement, supposant que H, opérateur fermé et symétrique 

dans L2(3R,M-q) vérifie ( j ^ ) , (jj^), (jjj) et (jV), on remarque d'a

bord que l'on a, 

( 6 . 2 . 1 6 ) Ç € L ( 3R,M. ) , 
o 

et, 

( 6 . 2 . 1 7 ) TT Q 
o o = iHX 

[ ( 6 . 2 . 1 6 ) entraîne que C1q € D(TT ) d'après (A6.4)]. En effet, d'après le 

lemme ci-dessus, on a, pour tout 0 , 

( 6 . 2 . 1 8 ) (tt eln ) = ì(0|hX) 

O 1 O 1 ^ 
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puisque X ^ D(H) d'après (jV). Mais, S) étant un cœur pour TT̂  (voir 

A6) , ( 6 . 2 . 1 8 ) a lieu pour tout 9 € D(TT ) ; ce qui entraîne que 
* 0 

Q € D ( TT ) = D ( TT ) ; d"où ( 6 . 2 . 1 6 ) d'après (A6 .4), puis ( 6 . 2 . 1 7 ) d'après 
0 0 n 

( 6 . 2 . 1 8 ) . Cela étant, on va montrer que, 

6 . 2 . 1 9 ) H l|r = H t|r pour tout -[ç-T 

où Ji désigne encore l'opérateur Hamiltonien engendré par [lequel 

est bien défini en vertu de ( 6 . 2 . 1 6 ) ci-dessus ; voir 1 . 4 ] . Pour cela, 

on considère l'opérateur M dans L ( IR,M- ) défini, avec comme domaine 

par, 

(6 .2 .20 ) M\|f = H i|r - Ht -[ç-T 

Puisque les opérateurs H et H possèdent tous deux la proprié

té ( j j**" ) , on a, M(x •) = XM • pour tout \|î € f) ; et, puisque H et H 

sont des opérateurs symétriques dans L ( IR,M-q) (H par hypothèse et H 

d'après le Théorème l.II), il en est de même de M; ce qui fait que, 

d'après le Lemme 6 . 2 . 2 , il existe y ^ Lloc^ ^o^ tel qUe M ̂ = Y • 

pour tout i|r € . Mais, cette relation entraîne, par définition ( 6 . 2 . 2 0 ) 

de M, que, pour chaque 8 6 J) , 

( 6 . 2 . 2 1 ) ( H e| t) - ( H e|i|r) = (veU) (* €fl) ) ; 

d'où, par densité de 2> dans L ( IR,M- ) , 
o 

( H e n ) 
1 o 

( H eln ) 
— o 

(Ye|Q ) ; 
T 1 o 

donc aussi, puisque H et H vérifient (jjj) (H par hypothèse et H par 

définition), (y 6|G ) = 0 ; d'où, puisque 9 v: X) est arbitraire, y = 0 et 

(6 2 . 1 9 ) . De cette relation on déduit, puisque H est supposé fermé et 

que est un cœur pour H [Théorème l.II, propriété (j)], que H prolon-

ge H. On va alors expliciter l'hypothèse (jV) pour conclure comme 

suit : d'après ( 1 . 4 . 7 ) (Théorème l.II) et ce qui précède, on a, 

(l) Cette hypothèse n'est intervenue plus haut dans la démonstration 

que pour montrer que C € L ( IR,^) ; voir la remarque ci-dessous. 
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( 6 . 2 . 2 2 ) H TT tir - TT H t|r = iF' i|f 
o o ( t e © ) , 

où -[ç-T -[ç-T Et de cette relation, il résulte, puisque H et TT 
o 

sont symétriques et appliquent^) dans £) , que, pour tout 0 € S) , 

:ttoh 0|i|o - (htto e| t) = i(F'0|t|f) (* € 0 ) ; 

donc, par densité de 5) dans L ( IR,^ ), 

(ir h ein ) 
o 1 o 

- (HTT ein ) 
o o 

= i(F«e|n ) ; 
1 o 

ou encore, d'après ( 6 . 2 . 1 7 ) et (jjj), (HG IHX) = (F'0 | n ) ; et enfin, 

d'après (jV), (G|Q) = ( F ' G | n^ ). D'où, puisque 0 £ f) est arbitraire, 

F' = Q. Autrement dit, la densité p de H» satisfait l'équation (d) 

(Lemme 1 . 5 ) ; ce qui fait que \x coïncide avec la mesure quasi-inva

riante spécifiée par Q. Et, d'après le Théorème l.III (ou la proposi

tion 1 . 6 ) , l'opérateur H est alors auto-adjoint. D'où H = 1[, puisque 

H est symétrique et prolonge H ainsi qu'on l'a vu ci-dessus. 

cqf d. 

Remarque.- La démonstration précédente montre aussi que, la mesure 

|Jb étant donnée comme en 1 . 4 [de telle sorte que Q € L2( IR,^)], l'opé

rateur Hamiltonien H engendré par fx est le seul opérateur fermé et sy-

métrique dans L ( IR,^) admettant ©(]R) comme cœur et possédant les 

propriétés (jj^") et (jjj). Autrement dit, dans la caractérisation de 

H qu'énonce le Théorème l.II, on peut supprimer l'hypothèse que H appli

que S) dans î) fpropriété (j)l à condition de supposer que H est svmétri-

que dans L2( IR, M- ) . o 

6 . 3 . - Démonstration du Théorème 6 .1 

On va procéder en trois étapes par introduction progressive 

des conditions imposées à la mesure en cause en plus de la quasi-inva

riance : le Théorème 6 . 1 résulte ainsi des propositions 6 . 3 . 1 , 6 . 3 . 2 

et 6 . 3 . 3 ci-dessous, où on désigne toujours par Q un polynôme d'inter

action standard, et par X l'application identique de3R. 
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6.3.I.- Exploitation de la quasi-invariance : première équation du 

semi-groupe_de transition 

Le cocycle additif A étant défini comme en 6.1.2, 

PROPOSITION. - Soient p une mesure de probabilité sur (%Q? ) 

possédant la propriété de Markov et la propriété d'invariance Eu

clidienne, Pq sa marginale fondamentale et (N^) le semi-groupe 

de transition associé . On suppose que P est̂  ̂  ^quasi-invariante 

par les translations de 5 avec e^ comme module de quasi-invariance 

et que, 

(6.3.1.) Q € L1( 3R,P ) . 

Alors, le couple ( M» ,(N ) o t 
t >Q 

) vérifie la propriété suivante ; 

(SG) Pour tous m > O, 9 £ c}( TR) , * € c£( TR) et (s,t,u) € ET, 

3R 
}s,t,u J 

9)(NU i 
(t,u,s j |u,s,t r o 

(6.3.2) l 
2m 

e-m|u-s| 

]R 
|t-s| 

-[ç-T e-m|u-t I 

TR 

AIN 
|t-.| 

Qdp-
o 

m 
+ 2 IR 

-m u-v 
e 1 1 dv TR 

(N 
s,t,v| e)(N{t,v,si+)(N -[ç-T -[ç-

1 
2m IR 

-m u-v 
e 1 1 

dv 
]R 
(N is,t ,v exN{t iV)s! t)(N (v,s,t[ o 

On pose ici, 

(6.3.3) |a,b,cj = I a V (b A c) - a A (b V/ c)| si (a,b,c) € IR3 
(3) 

et on désigne par C ( IR) l'espace des fonctions ijf € C ( IR) qui sont 

bornées ainsi que leur dérivée \|f1 . On note que, si y € L ( IR,P ) , 

(Ne . >0) 
(s, t, v j (N{t,v,si *)(N{v,s,tiY> 

appartient à L ( IR,P- ) 
o et 

TR 

(Ne . ,0) ls,t,v (Ni. i*) }t,v,s jT (Ni-[ç-T , iy) dp est fonction continue et bornée o 

(1) Voir la remarque 3 ci-dessous. 

(2) Voir 6.1.1. 

(3) Voir la relation (6.3.4) 
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de v G IR d'après la proposition 6.1.1 ; ce qui fait que les intégrales 

intervenant dans lféquation ( 6 . 3 . 2 ) sont absolument convergentes en 

vertu de l'hypothèse ( 6 . 3.1). On note aussi que, si y € C( ]R) fl L1 ( 3R, M» ) , 

( 6 . 3 . 4 ) 
TR 

(Ne . ,9) |s,t ,v (N(. )•) lt ,v,s (v, s, t j Y ) d(i 
o 

= E [(0 o X f i ) ( t o Xt)(y o Xv) ] 

quels que soient (s,t,v) £ TR , ainsi qu'il résulte de la propriété de 

Markov et de la propriété d'invariance Euclidienne de M». 

Afin d'établir cette proposition, on part de l'égalité de 

quasi-invariance ( 4.1 . 5 ) que la mesure fJb est supposée satisfaire. En 

écrivant cette égalité avec (0 o X ) ( \|f o X ) mis pour F et 

e f (e € IR, f € $ ) mis pour f, on obtient, 

( 6 . 3 . 5 ) 
V 
0(co(s)-e f(s))<r((ü(t) î f (t))M*(dœ) 

IW 
0(ou(s» •(U)(t)) 

A(e f ,(ü) , J \ 

Mais, pour chaque f € S , les deux membres de cette égalité sont 

fonctions continûment dérivables de € € IR ; et en égalant leurs déri

vées calculées pour e = O, on obtient, 

- f(s) 

rgt 
0»(ou(s)) <r(tt>(t)) fi(düü) - f(t; 

V 
0(cu(s)) i|/'(üu(t)) |JL(doü) 

( 6 . 3 . 6 ) 

dfg 
9(oü(S)) •(üü(t)) A (f ,(jü) |JL(dcü) , 

où, 

( 6 . 3 . 7 ) A(f ,üü) d 
de 

e=0 

A(c f ,tü) = 
IR 

[f "(v)flü(v) - f(v)Q((í)(v)) j dv 

(U) € W) 
(2 ) 

(1) ou seulement f € iD (]R,IR) ; voir la remarque 3 ci-dessous. 

(2 ) Voir à ce sujet en 5 . 2 . 2 . la justification de ( 5 . 2.19). 
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l'intégrale écrite au second membre de ( 6 . 3 . 6 ) étant absolument conver

gente, car- en vertu de ( 6 . 3 - 7 ) et de l'hypothèse ( 6 . 3 . 1 ) , on a, 

( 6 . 3 . 8 ) 
sdf 

A (f ,co)l |J.(d<u) < + 00 . 

[les dérivations sous le signe somme perpétrées pour passer de ( 6 . 3 - 5 ) 

à ( 6 . 3 . 6 ) peuvent être légitimées à partir du Lemme donné dans l'ap

pendice E : cela est clair en ce qui concerne le premier membre de 

( 6 . 3 . 5 ) puisque 9 et \|f sont supposées appartenir à ( IR) ; et en ce 

qui concerne le second membre, il suffit de se reporter au Lemme 5 » 2 l l 

en tenant compte de ( 6 . 3 . 8 ) ] . Et, en portant ( 6 . 3 . 7 ) dans ( 6 . 3 . 6 ) et 

en appliquant le Théorème de Fubini au second membre, il vient, 

- f(t) E [ ( 0 ' o X ) 
UL s ( • o X ) ] 

- f(t) En[(0o X )(t|f» o X.)] 
M- s t 

( 6 . 3 . 9 ) 
TR 
f"(v)E [ O o X ) 

UW S 

(to X )(Xo Xv) Jdv 

TR 
f(v)En[(0 o X ) 

M> s U o Xt)(Q o Xv)]dv ; 

ou encore, en retranchant 2f 
m ; TR 

f(v)En[(0 o X ) 
M> s 

(• o Xt)(x o Xv)] dv aux 

deux membres, en réordonnant les termes et en tenant compte de ( 6 . 3 . 4 ) , 

TR 

[-fM(v)+m2f(v)]dv 

TR 

/(N 
is,t,vl 0) (N [t , V, s 1 • )(N l v , s , i ^ o 

(6.3.IO) = f(s) 
TR 

sdfg 
it-s| td|JL + f(t) 

o 
TR 

T |t-s| o 

+ m 
V f (v)dv TR 

/(N 

TR 
s,t,v 

0)(N \t,v,s } 10 (N -[ç-T 

TR 
Jf(v)dv 

TR 
sfdg sdgtsg 0) (N 

it,v,s j 
• )(N i , )Q)d> , 

|v,s,t o 

D'où on conclut à l'équation ( 6 . 3 . 2 ) annoncée par application de la 

proposition de l'appendice F, ce qui est licite puisque ( 6 . 3 . 1 0 ) a 

lieu pour tout f € £) (!IR,IR) et que la fonction 

v -* 
TR 
(N |s,t,v] 

0)(N 
|t,v,si 

t) (N |v,s,t|Y)d^o est continue et bornée sur 

TR pour v = X ou v = Q. cqf d. 
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Remarque 1.- Le procédé de dérivation qui permet ci-dessus, en passant 

de ( 6 . 3 . 5 ) à ( 6 . 3 . 6 ) , de déduire l'équation ( 6 . 3 . 2 ) satisfaite par le 

couple ( |J» ,(N) ) de l'équation de quas i-invariance (4.1 . 5 ) satis-
n T t 

faite par p est essentiellement le même que celui qui permet de dé

duire de cette dernière équation, soit l'équation de Symanzik (voir 

5 .2.1 et 5 . 2 . 2 ) , soit les équations de Schwinger (voir la remarque 

5 . 3 . 3 ) . En fait, ce procédé est le seul dont nous disposons pour ex

ploiter la quasi-invariance de On note qu'il ne fait pas intervenir 

de façon cruciale l'hypothèse selon laquelle Q est un polynôme (voir 

I . 7 . 5 ) . 

Remarque 2 . - Il est naturel de se demander &i, inversement, pour une 

mesure de probabilité p sur (W,CÉ ) possédant la propriété de Markov et 

la propriété d'invariance Euclidienne et telle que (6 .3.I) soit satis

faite, la quasi-invariance en cause résulte de la propriété SG. A ce 

sujet, nous conjecturons que le couple ( p »(N.) ) spécifié par Q est 

le seul vérifiant (6 .3-1) et la propriété SG dans l'ensemble des couples 

(p. ,(Nt)t>0) pour lesquels p est une mesure de probabilité sur IR et 

(N) un semi-groupe d'opérateurs contractants dans L ( IR,P ) possé-

dant les propriétés (l) et (2 ) de la proposition 6.1.1. Cette conjec

ture sera établie ci-dessous (voir 6 . 3 . 3 ) en supposant de plus que les 

conditions RE1, RE2 et RE3 sont satisfaites. 

Remarque 3 . - La proposition ci-dessus reste valable si on remplace W 

par C(]R,1R) et S par TD (]R,]R) (voir la remarque 4 de ( 6.1 . 2 ) . 

6 . 3 . 2 . - Seconde équation du semi-groupe de transition 

On désigne ici par p une mesure de probabilité sur IR, par 

(N. ) 

t >0 
un semi-groupe d'opérateurs contractants dans L ( IR,M- ) possé-

o 
dant les propriétés (l) et (2 ) de la proposition 6.1.1, et par H l'u-

nique operateur auto-adjoint positif dans L ( IR,M< ) tel que, pour tout 

t ^ 0 , l'opérateur e coïncide avec la restriction de N, à L (IR,P ). 

Dans ces conditions, 
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PROPOSITION.- On suppose que la valeur propre O de H est isolée et 

simple, et que, 

(6.3.11) Q € L2( IR, (i ) . 
o 

Alors, si le couple (M. , (N ) o t 
t >0 

) possède la propriété SG (1) 

possède aussi les propriétés SGI, SG2 , SG3 et SG4 ci-dessous : 

(SGI) (Cl [Q) = 0 
(2) 

(SG2) Pour tout l|r € g) (TR) , 

( 6 . 3 . 1 2 ) (Û 1 *•) o • = 2 

+ °° 

o 

(N Q tlf) dv. 
\r 1 

(SG3) Pour tout 0 € & (TR) , 

( 6 . 3 . 1 3 ) ce ix ) - (e|Q )(n | x ) 

f 00 

o 

v(9 N Q)dv. 

S G 4 ) Pour tout t > 0, tout 6 6 3) (TR) et tout i|f € S? (TR), 

(6.3.14) (xe|Nt*)-(Nt0|x*) 

t 

c 
v(QN 0 I N tlf)dv 

v » t-v 

+ oo 

+ t 
t 
/(N e ,.Q)dv 

v-t 
t(N 0|l|i«). 

On note que les hypothèses faites ici sur le semi-groupe 

(Ntî 
t ̂  0 

entraînent comme en 6 .3.1 que les integrales figurant dans 

( 6 . 3 . 2 ) [propriété SGJ sont absolument convergentes. On note aussi que 

la condition spectrale imposée à H entraîne que, pour T| € L ( IR,^ )? 

Y € L ( IR,M. ) et v > 0, 

( 6 . 3 . 1 5 ) |(^|NvY)-( ï l lnj(no| y>1 < INL HyIL e 
ert 

, où 

( 6 . 3 . 1 6 ) qzfr = inf (cr(H)\{0 ) > O 

(1) Proposition 6 . 3.I. 
(2 ) On désigne toujours par Cl la classe modulo M- de la constante 1. 

o o 
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En particulier, SGI et ( 6 . 3 . 1 5 ) entraînent, compte tenu de l'hypothèse 

(6.3 .11).aue. 

( 6 . 3 . 1 7 ) ¡ M l 2 < llQll2 e 
-1/2X v 

(v > O) ; 

d'où il résulte que les intégrales figurant aux seconds membres de 

(6.3.12), (6.3.13) et (6.3.14) sont absolument convergentes. 

On commence par établir SGI en faisant s = t = u = O e t 

e = « = ci 
о 

dans ( 6 . 3 . 2 ) : puisque N est l'identité, cela donne, 
o 

<nol x) m 
P, TR 

-m M 
e 

(ft l N . . X)dv o I v| 
1 
2m TR 

e-m|v| (Q I N 
o* -[ç-T 

d* où (ft Q) 
o 1 

= O, puisque (ft |N v) (ft U) 
o* 1 

pour Y = Q ou Y = X et que, 

( 6 . 3 . 1 8 ) rn 
2 TR 

~mlV| ̂  A 
e dv = 1. 

Soient ensuite 9 et \|r des éléments de C^(]R) , Posant, pour y = X ou 

Y = Q, 

( 6 . 3 . 1 9 ) F (s,t,u) 
TR 

(N c 
(s , t, u 

9)(N« i |t,u,s j (u , s , t [ T o 

on remarque que, puisque les opérateurs N sont contractants dans 

L ( IR, M. ) et dans L ( 3R, M< ) , o o 

(6 .3 .20) F (s,t,u)| 
* l|e||œ \WL h\\2 

< + 00 ; 

donc,d'après ( 6 . 3 . 1 8 ) , 

( 6 . 3 . 2 1 ) lim sup 

m 4r 0 

m 
2 TR 

-mlu-vf 
e * 1 F ( s , t, v) dv I 

A, ' 

< + 00. 

Par ailleurs, 

( 6 . 3 . 2 2 ) 1 im 
m * 0 TR 

-m u-v 
e 

F (s,t,v)dv 
TR 

F (s,t,v)dv, 

en vertu du Théorème de convergence dominée de Lebesgue, car ( 6 . 3 . 1 7 ) 
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6 . 3 . 2 

entraîne que, si [ v - 5 ± t | > |t-| 

( 6 . 3 . 2 3 ) FQ(B,t,v) < l|9|L 1 1 * 1 1 - llQll2 e 
-[ç-T -[ç-T 

Multipliant alors par 2m les deux membres de ( 6 . 3 . 2 ) écrite avec 6 mis 

pour 6 et faisant tendre m vers zéro, on obtient, d!après ( 6 . 3 . 2 1 ) et 

(6.3.22), 

(6.3.24) <e.|N •) + (N|t-s | e l ' , ; 
IR 

F ( s , t, v ) dv. 
Q 

Et, en y faisant s = t = O et 0 = Q , cette relation se réduit à 

( 6 . 3.12); ce qui établit la propriété S G 2 . Enfin, pour établir SG3 et 

SG4, on réécrit ( 6 . 3 . 2 ) (avec 0 mis pour 0) en y tenant compte de 

(6.3.24) ; ce qui donne, 

2F (s,t,u) 1 
m 

(e -mlU"SI - 1 ) <e.|NLT_ •> 

( 6 . 3 . 2 5 ) 
1 + — 
m 

(e-"1'"-*'- 1 ) (N e|* .) 

+ m 
TR 

- m 1 u-vî e ' 1 F ( s , t , v ) d v 
X 

TR 
m 

-ml u-v| - 1)F (s,t,v)dv 

Mais, ( 6 . 3 . 1 5 ) entraîne que, si s +1 
v - ~ 

> |t-s 

( 6 . 3 . 2 6 ) Fv(s,t,v)l -(9|N 
|t-s| >)(no|x) < l|e||JUILllxll2 e 

. s+t 

et cette majoration, la majoration ( 6 . 3 . 2 3 ) et la relation 

1 . 
m I 

e-mlu-v| - 1 < |u-v| permettent d'appliquer le Théorème de Lebesgue 

pour passer à la limite au second membre de (6 3 . 2 5 ) lorsque m tend 

vers zéro ; ce qui donne , compte tenu de ( 6 . 3 . 1 8 ) , 

2F (s,t,u) 
A. 

-|u-s| (0'| N 
|t-s| 

•) -|u-t|(N 
jt-s| 

-[ç-T 

( 6 . 3 . 2 7 ) 
+ 2(0|N 

lt-sl ,•)(" X) 
TR 

|u-v|F (s,t,v)dv ; 

(Voir la remarque ci-dessous.) 
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ou encore,en tenant compte de la relation obtenue en multipliant les 

deux membres de (6.3.24) par |u I , 

2 F (s,t,u) 
X 

-(|u-s|-|u|) <e.|N *) ( [u-tj- |u| ) (N e h - ) 

( 6 . 3 . 2 8 ) + 2 ( 6 | N t ) (n |x) 
TR 

( [u-v|- |u| )F (s,t,v) dv. 

Cola étant, d'une part ( 6 . 3 . 2 8 ) se réduit à ( 6 . 3 . 1 3 ) lors

qu'on y fait s = t = u = Oet\)j = 0 : et d'autre part, en retranchant 

membre à membre ( 6 . 3 . 2 8 ) écrite pour s = 0, u = O, et ( 6 . 3 . 2 8 ) écrite 

pour s = 0, u = t, on obtient, pour t ^ O, 

(6 .3 .29 ) F (0,t,0)-F (0,t,t) 
X X 

1 
2 

TR 

( |v| - |t-vf +t)F (0,t,v)dv 

- t ( N t e | ) 
Et cette relation n'est autre que (6.3.14). 

cqf d. 

Remarque.- Daas la situation de la proposition 6 . 3 . 1 , mais en faisant 

les mêmes hypothèses que dans la proposition 6 . 3 . 2 , on pourrait déduire 

( 6 . 3 . 2 4 ) et ( 6 . 3 . 2 7 ) de (6 .3 -9) en utilisant l'inversion de l'opéra-

teur - â au lieu de celle de l'opérateur - A+m grâce à laquelle on a 

déduit ( 6 . 3 . 2 ) de ( 6 . 3 .10). On a préféré ici introduire comme inter

médiaire l'équation (6.3.2) car, contrairement à (6.3.24) et ( 6 . 3 . 2 7 ) , 

cette équation ne réclame aucun condition préalable sur le spectre de H. 

6 . 3 . 3 . - Fin de la démonstration du Théorème 6 . 1 

La situation étant celle de 6 . 3 . 2 , 

PROPOSITION.- On suppose que le couple ( fi , (N.) ) satisfait 

d'une part les conditions RE1, RE2 et RE3 , et d'autre part les équa 

tions SGI, SG2 , SG3 et SG4; Alors, M- coïncide avec la mesure quasi-

invariante sur IR spécifiée par Q, et H avec l'opérateur Hamiltonien 

engendré par M» . 

On va s'appuyer sur le Théorème 6.II : puisque, d'une part 

l'hypothèse de régularité faite sur (JL dans ce Théorème coïncide avec 
o 
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RE3 et (j ) coïncide avec RE2, et d'autre part (jjj) est satisfaite 

en vertu du caractère Markovien des opérateurs N, [relation ( 6.1 . 3 ) 1 , 

il reste à établir que (jj ) et (jV) découlent des hypothèses faites. 

On déduit d'abord (jV) de SGI et SG3 (ainsi que RE1 et RE3) : soit 

E(») la mesure spectrale, définie sur IR+ = [o,+°°) et à valeurs dans 

\?( IR, M- ), qui décompose H [i.e H = / XE(dX)], et E le projecteur or-
TR 

4-thogonal sur le sous-espace de L ( IR,P ) orthogonal à 0 . En vertu de 
° 2 ° 

RE1, on a, d'une part, pour tout 6 6 L ( 3R,p ) , 
o 

( 6 . 3 . 3 0 ) (9[x)-(e|Q )(Q Ix) 
o o (e|Eox) 

[on note que X ̂  L2( nR,PQ) d'après ( 6 . 1 . 6 ) ] ; et d'autre part, en dé

finissant X^ > O par ( 6 . 3 . 1 6 ) , 

( 6 . 3 . 3 1 ) E0 = E([\l, + -)) ; 

d'où il résulte que, en vertu de SGI, du Théorème de Fubini, et de ce 

que 
+ 00 

o 

v e 
-Xv 1/X2 (X > 0 ) , 

( 6 . 3 . 3 2 ) 

+ œ 

O 

v (0 |n Q)dv 
]R 
4 

p(X)(eiE(d\)Q) , 

où ¡3 est la fonction borélienne bornée sur IR+ définie par, 

P( X) = O si O ^ X < \ et p( X) = 1/X2 si X > X . 

Ainsi, d'après ( 6 . 3 . 3 0 ) et ( 6 . 3 - 3 2 ) , SG3 équivaut à, 

( 6 . 2 . 3 3 ) E X -o 
TR 

+ 

P(X)E(dX)Q. 

Mais, puisque X2P(X) 
-[ç-T 

( X) pour tout X € IR et compte tenu de 

( 6 . 3 . 3 1 ) , on a, par calcul fonctionnel, 

-[ç-T 
TR 

+ 

P( X)E(dX) = E (domaines y compris ! ) . 

Et, en conjuguant cette relation avec ( 6 . 3 . 3 3 ) , on obtient, 

E X € D(H ) o et 
2 
H E X = E Q. 

o o 
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D'où (jV), puisque HE = H d'après (jjj) et E Q = Q d'après SGI. On 

peut alors établir (jj ) à partir de (jV), S G 2 et S G 4 (ainsi que RE1, 

RE2 et RE3) : on commence par remarquer que (jV) entraîne que, 

( 6 . 3 . 3 4 ) X € D( H) et, 

(6.3.35) 
.00 

o 
(NvQ |t|f)dv (Hx|t) (• € S) ) , 

ainsi qu'on le voit par application du Théorème de Fubini et calcul 

fonctionnel ; et que S G 2 et ( 6 . 3 . 3 5 ) entraînent que, 

( 6 . 3 . 3 6 ) H X = C avec c = - ôP'/P 

[on note que la régularité de p stipulée par RE3 intervient dans l'inté

gration par parties qui fournit ( 6 . 3 . 3 6 )]. On exploite ensuite SG4 en 

calculant la dérivée en t = O des deux membres de (6.3.14) ; ce qui 

donne, pour 6 G© et t|f € â> , 

( 6 . 3 . 3 7 ) -(X©|Ht|r) + (H9|xt|f) 
+ 00 

o 
(9|i|fN Q)dv - (9|*'). 

La dérivation ainsi effectuée au premier membre de (6.3.14) est justi

fiée par RE2. Et, pour justifier celle effectuée au second membre J(t), 

il suffit, puisque J(o) = O, d'étudier la limite lorsque t tend vers 

zéro de (J(t)/t ; ce qui n'offre aucune difficulté, compte tenu de 

( 6 . 1 . 6 ) , ( 6 . 3 . 1 7 ) et de ce que (N ) est un semi-groupe fortement con 

tinu d'opérateurs contractants dans L ( IR,M-q). Mais, compte tenu de 

( 6 . 3 . 3 5 ) (écrite avec 0* mis pour * ) , ( 6 . 3 . 3 7 ) s'écrit, 

( 6 . 3 . 3 8 ) (H0 |xt) - (xelHiio = (0|#HX) - (©U1). 

Et, en retranchant membre à membre ( 6 . 3 . 3 8 ) écrite avec X+ mis pour \|f 

et ( 6 . 3 . 3 8 ) écrite avec X® mis pour 9, on obtient, compte tenu de ce 

que (X®WHX) = (G[xtHX) et de ce que H est un opérateur symétrique, 

(6 .3 -39 ) (9IH(X2iJ0 - 2(X6|H(X*)) + (x2ôlHt) + (9U) = o (0€#,i |r€2) 
(1) 

(l) Formellement ( 6 . 3 . 3 9 ) s'écrit ( e ! t [ H ^ 0 ] ^ 0 ] * ) + (0lt) = 0. 
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Cela étant, désignant par M l'application linéaire de f) dans 
2 

L ( IR, M* ) définie par, loc o 

(6.3.40) Mi|f = i(H(x*) - XH\|f) - rr % 
o 

( • € © ) , 

pour conclure à (jj ), il s'agit de montrer que, 

(6.3.41) M\|f = 0 pour tout \|f G £> . 

A cette fin, on remarque d'abord que ( 6 . 3 . 3 9 ) et la relation de commu

tation canonique TT (xlO - X n • = ~ i + ( • 6 ̂ ) ) entraînent que, 

TR 
"9(M(X + ) - XM#) dp. = O (9 , t € SD ). 

Donc, l'opérateur M vérifie la condition (6.2.3) du Lemme 6.2.2 ; et 

comme M vérifie aussi la condition (6.2.4) [en vertu de ce que H, $ q et 

TT sont des opérateurs symétriques dans L^( IR,P )J ce Lemme entraîne 
° 2 ° 
l'existence de v € L, ( 3R,P ) tel que (6.2.5) soit satisfaite. Fina-

loc o 

lement, afin de montrer que Y = 0,on multiplie scalairement par 0 € S) 

les deux membres de (6.3.40) après y avoir substitué y^ à Mijr ; ce qui 

donne, compte tenu de ce que H et n sont des opérateurs symétriques, 
o 

(©YÎ*> = i(Hel X*) - i(H( X0)U) - (TT 0|i|r) ( + 6 2)). 

D 'où, 

( 6 . 3 . 42 ) 
TR 

"5YdM- = i(H0|x) - i(H(xe)|n ) - (TT 0 Q ) , 
o o 

ainsi qu'on le voit en considérant une suite ( ilr ) de fonctions de 2) 
n 2 

telle que lim l|r = Q et lim X^ = X dans L (IR,P ). Et d'après 
v n o „ _ n o n -» œ n 0 0 

(jjj), (6.3.34), (6.3.36) et ( A 6 . 5 ) , le second membre de (6.3.42) est 

nul. D'où y = O, (6.3.41) et la propriété (jj^). 
cqf d. 
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6 . 4 , - Compléments et remarques 

6.4.1.- Dans le cas du champ libre de masse m > 0 (voir 1 7 - 2 , 2 . 6 . 2 

et 4 . 3 . 2 ) , toutes les propriétés dfunicité souhaitées sont vraies. Dé

signant par Q^m^ le polynôme m2X, et par A^m^ le cocycle correspondant 

[relation (4 .3 .5 )J, on peut énoncer, 

PROPOSITION. - (1) La mesure Euclidienne \i> m spécifiée par 1 » in-

teraction Q est la seule mesure de probabilité sur (W,0* ) quasi-

invariante par les translations de A avec e comme module de 

quasi-invariance. 

(2) La transformée de Fourier JE m de M- m est le seul élément JE 

de @ ( $ ) vérifiant l'équation de Symanzik spécifiée par Q m et 
(1) 

tel que JE(O) = 1 

(3) La suite (S^m^) des fonctions de Schwinger associées à \±̂ m̂  

est le seul élément S = (S ) ^ de C vérifiant les équations de 
n n>0 
( m ) ( 2 ) 

Schwinger spécifiées par Q et tel que S = 1 . 
o 

En effet, soit |J» une mesure de probabilité sur (W,(F) quasi-
A(m) 

invariante par les translations de $ avec e comme module de quasi-

invariance. On a, en particulier, pour chaque f 6 S , 

(6.4.1) 
sdg 

e 
A(«) (f ,w) |i(du>) = 1 ; 

c'est-à-dire, compte tenu de ( 4 . 3 . 5 ) , 

dr 
e 
-<.u>, f ̂  

m 
M-(düü) = e 

Jé<f,E f > m 

Donc, en écrivant cette relation avec - \ïT1f 
m 

mis pour f, 

(1) Voir 5.1 . 2 . 

(2) Voir 5 .3.I. 
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( 6 . 4 . 2 ) 
dfg 

X<cu,f > 
e 

M-(dcu) = e 
y2\2< ZT1f,f> m 

pour tout X 6 IR. 

D'où on déduit que eX< 'f > € .^(W,^ , |i) pour tout X € (J/ ; et la fonc

tion X -» / e^ ^ ' ^ M-(dcu) (X ) est alors entière ainsi qu'il ré-

suite de la formule de Cauchy et du Théorème de Fubini. Ainsi, par pro

longement analytique, la relation ( 6 . 4 . 2 ) est valable pour tout X 

en particulier, en y faisant X = i et en tenant compte de ( 2 . 6 . 2 ) , on 

voit que la transformée de Fourier JE de M< coïncide avec celle de p/m\ 

D'où M* = M- en vertu de 1 1 inj ect ivi té de la transformation de 

Fourier des mesures sur $} et de ce que G* = £f (proposition 2 . 5 « 1 ^ ^ « 

Passant ensuite à la propriété ( 2 ) , soit JE un élément de @ ( 3 ) vé-

rifiant l'équation de Symanzik spécifiée par Q . Cette équation 

donne, pour chaque g 6 S , 

( 6 . 4 . 3 ) 
d2 

ds2 
s = t 

b JE(g) 2 
+ m b JE ( g ) 

= - g(t) JE(g) (t € m) ; 

ou encore, en ver tu de l a proposi t ion de l ' appendice F et compte tenu 

de ce que l a fonction t -» b JE ( g ) es t bornée par dé f in i t i on de @ (3), 

b JE ( g ) = - L " 1 g ( t ) JE (g) m 
(t € IR) . 

D'où, par définition de l'opérateur b , pour tout f € S , 

d 
dtt sdfg 

JE(g+CVf ) = -<f,Z g> JE(g). 
m 

Mais, en écrivant cette relation avec Xf mis pour g, i l vient, 

El 
sdfg 

(«f ) = - X<f ,2_1f >JE(Xf) m (X € IR) ; 

et, en intégrant cette équation différentielle en X, on obtient, 

-y2X2 <f , Z " 1 f > 
JE(Xf) =JE(0) e 

= JE(0) J Œ ( m ) ( X f ) (X € 3R) . 

( l ) Cette démonstration nous a été communiquée par G. Royer 
(voir [35]). 

200 



6.4 .1 . 

D'où JE = JE si on suppose de plus queJE(O) = 1 . Enfin, en ce qui 

concerne la propriété (3)i soit (S ) un élément de dr vérifiant les 

équations de Schwinger spécifiées par Q . Prenant ces équations sous 

leur forme intégrale (5.3 -17) , (5-3.18) (proposition 5-3.4), elles se 

réduisent ici à, 

(6.4.4) SH(t) = 0 
1 

(t G JR) , et, 

(6.4.5) S (t ....,t ) 

n i n 

1 
2m 

n 

J = 2 
e 

-m [t -t .1 
1 1 3 s n . 2 ( t a , . . . , t • , , t . , , . . . , t ) 

3-1 j+1 n 

(n > 2, ( t . ) 
-[ç-T 

-[ç-T 

et il est clair que, une fois donné S = 1 , ces équations permettent 

de déterminer tous les de proche en proche ; d'où l'unicité annon

cée. 
cqf d. 

Remarque.- L'unicité stipulée par la propriété (l) de la proposition 

précédente ne subsiste pas si on remplace W par C(1R,IR) et par 

D = 3) (1R,IR), en ce sens qu'il existe une infinité de mesures de pro

babilité sur C(lR,IR) quasi-invariantes par les translations de© avec 

A 
e 

(m) 
comme module de quasi-invariance. Toutefois, parmi ces mesures, 

-[ç-T est la seule qui soit portée par W ou seulement par «$ ' et éga
lement la seule possédant la propriété d'invariance Euclidienne. 

Dans le même ordre d'idées, on peut étudier l'équation de 

Symanzik dans l'espace (? (D) défini à partir de3D comme @ ( S ) 

l'est à partir de $ , mais en omettant les diverses conditions de bor-

nitude intervenant dans la définition de ce dernier espace. Et cette 

étude donne lieu à des remarques analogues à celles faites ci-dessus. 

En particulier, on peut montrer que, pour qu'une fonctionnelle 

JE € (Jj ( ID) soit solution de l'équation de Symanzik (6.4.3) (pour 

tout g Ç ]D ), il faut et il suffit qu'elle soit de la forme, 

(6.4.6') JE(g) •n- (m) / \ 
= JE (g) 

K ( E ( m ) ( g ) + ]Ê m)(g)) (g € D ) , 
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6 . 4 . 1 , 6 . 4 . 2 

où K est une fonction complexe de classe C sur IR XIR et où 

( 6 . 4 . 7 ) IE C m ,(g) 
+ ]R 

g(t)emtdt et < m ' ( g ) 

dsqf 
g(t)e"mtdt. 

6 . 4 . 2 , - Dans la perspective où, au-delà du Théorème 6 . 1 , les mesures 

quasi-invariantes en cause sur sont déterminées par leur module 

de quasi-invariance, il est naturel de se demander, pour ces mesures, 

à quelles propriétés du module de quasi-invariance correspond la pro

priété de Markov. 

Pour étudier cette question, on se place ici dans la situa

tion suivante : on désigne par |JL une mesure de probabilité sur 

quasi-invariante par les translations de & ; et pour chaque 

f £ $ , on désigne par a (f) l'élément de L̂ "(W,G*,pO qui est la densi-

te par rapport a M- de la mesure translatée |J* . Ainsi, l f égalité 

de quasi-invariance s'écrit, 

(6 .4 .8 ) E [T(f)z] 
V V ~ f ) z ] 

(z € L°°( , f € $ ) , 

où T(f) désigne la transformation de L ( W, V* , \I) induite par la trans

formation ou "*U)-f de W[i.e, pour Z € L° (W,f , |J<) , T(f)Z désigne la 

classe modulo M- commune aux fonctions F(» + f) avec F € z ] ; dfoù ré-

suite la relation de cocycle , 

(6 .4 .9 ) a (f+g) = a(f)T(f)a(g) —u- —H-
(f € 5 , g € $ ) 

Cela étant, on considère la propriété de localité suivante de \I> : 

LC(H0 Pour tout t € IR et tout f € S tels que supp f C. (-œ,t], 

( 6 . 4 . 1 0 ) a(f) € L -[ç-T -[ç-T 

Et on aimerait pouvoir énoncer l'équivalence, 

( 1 ) On pourrait aussi prendre C(]R,IR) au lieu de ¥ et 3D au lieu de $ 

(voir la remarque 4 de 6 . 1 . 2 ) . 

(2) Voir Al. 
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( 6 . 4 . 1 1 ) MK( MO<s=s> L C ( M.) 
( 1 ) 

En fait, sans autre hypothèse sur M* que la quasi-invariance supposée 

ci-dessus, on a MK((-L) — L C ( M - ) , ainsi qu'on va d'abord le montrer ; 

et^la réciproque n'étant pas vraie en général (voir la remarque ci-

dessous) , on introduit ensuite une condition de régularité supplémen

taire qui permet de conclure (la condition (*) ci-dessous). 

On va s'appuyer sur le Lemme suivant, 

( 2 ) ( 3 ) 
LEMME .- Pour chaque sous-ensemble J de IR , 

( 1 ) Pour tout f € $ et tout Z € L°(W, G\, MO , 

( 6 . 4 . 1 2 ) T(f)Z € L ( W, S ^ I JO , et, 

( 6 . 4 . 1 3 ) T(f)Z = z si f(t) = 0 pour tout t 6 J. 

(2) Pour tout f € $ et tout g € S , 

(6.4.14; E^Vf+9)/CJ] = E [a (f)/^]T(f) -[ç-T -[ç-T 

(3) Pour tout f € 5 et tout Z t L ( W, * , |i) , 

( 6 . 4 . 1 5 ) E [T(f)Z/?J]T(f) -[ç-T -[ç-T T(f)E [Z a <-f)/^]. 

En effet, on commence par vérifier que ( 6 . 4 . 1 2 ) et ( 6 . 4 . 1 3 ) 

sont vérifiées lorsque Z ne dépend que d'un ensemble fini de coordon

nées X (t € IR) ; puis on passe au cas général en utilisant le Théorème 

de prolongement par mesurabilité . D'où la propriété (l). Ensuite, 

en ce qui concerne la propriété ( 2 ) , posant a^(f) = E [a (f)/G\-l 

(f £ S ), la relation (6 .4 .8 ) donne, 

( 1 ) en ce qui concerne MK ( f i ) , voir 4 . 2 . 1 . 

(2) sous la seule hypothèse de quasi-invariance faite ci-dessus sur |i. 

(3) avec les notations introduites en 2 . 1 . 1 . 

(4) voir Meyer [9]? Théorème 1 . 2 0 . 
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( 6 . 4 . 1 6 ) E [T(f)z] -[ç-T -[ç- -[ç-T -[ç-T -[ç-T W,(> , 

Et, en appliquant cette relation et en tenant compte de la propriété (l) 

déjà établie, on obtient (6.4.14) via les égalités suivantes où 

Z £ L°°(W,Oi est arbitraire, 

%[zVf+g)] = E [T(-f-g)z] E [T(-g)T(-f)z] 

= E [aJ(g)T(-f)z] 

= E [T(-f)(ZT(f)a^(g))] 

= E [Za (f)T(f)a;(g)] ( 1 ) 

Enfin, en ce qui concerne la propriété (3), on remarque d'anord que 

(6.4.14) écrite pour g = -f donne, 

sdgg E^[a (f)/^]T(f)E^[a (-f)/*,] 
(2) 

ce qui fait que (6.4.15) équivaut à, 

( 6 . 4 . 1 7 ) E [l(f)Z/^] E^(f)/^]T(f) -[ç-T -[ç-T 

Mais, en supposant d'abord Z > 0, on a, en désignant par X le second 

membre de ( 6 . 4 . 1 7 ) , 

X = EiVf)T(f) -[ç-T -[ç-T -[ç-T puisque, 

T(f)E[Za (-£)/(?] € L°(VhT, H) d'après la propriété (l) (voir le nota 

à la fin de 4 . 2 . 1 ) . Donc, si Y e L ( V,^ ,|J.) . avec Y ^ 0, on a, 

(1) En sortant du cadre adopté ici pour la quasi-invariance, on peut 

aussi dire que af est le module de quasi-invariance de la restriction 

de M- à ÔVj. et que (6.4.14) est la relation de cocycle correspondante. 

(2) En désignant toujours (voir 2 . 3 ) par Cl la classe modulo M- de la 

constante 1. 
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-[ç-T E^Ya^(f)T(f)E^[za^(-f)/(Prj]] 

= E [a ( - f ) (T( - f )a ( f ) ) (T( - f )Y)E [Za (-f)/iTrJ] 

en vertu de (6 .4 .8 ) étendue aux fonctions mesurables à valeurs dans 

r°.+"]. 

= E [ (T( - f )Y)E [za ( - f ) / ^ ] ] dfaprès la relation de 

cocycle (6 .4 .9) écrite avec g = -f, 

= E [(T(-f)Y)Za(-f)], 
r1 M* 

puisque T(-f)Y € L ( W, & . 

= W f ) ( T ( f ) ^ - [ ç - T (-f))YT(f)ZJ d'après (6 .4 .8 ) 

= E [YT(f)Z] encore d'après (6 .4 .9 )* Ainsi, 

E [Y X ] E^[YE^[T(f)Z/(PJ]] , 

pour tout Y € L (ty,£_,pO ; d'où ( 6 . 4 . 1 7 ) d'abord pour Z ^ 0, puis 
00 J 

pour tout Z € L (W,G*,|i). 
cqf d. 

On peut alors montrer que MK(|Jb) I Z ^ LC(p-) : 

Supposant que (Jb possède la propriété de Markov MK( M-) , on désigne par 

f un élément de $ tel que Supp f c (-œ-tJ et par Z un élément de 

L (W,(Hj-^ +OO)'M0* On a lors, d'après la propriété (l) du Lemme [rela

tion ( 6 . 4 . 1 3 ) avec (-°°,t1 mis pour j] et d'après l'hypothèse faite 

sur f, 

( 6 . 4 . 1 8 ) T(f)Z = Z. 

Par ailleurs, d'après la propriété de Markov, 

( 6 . 4 . 1 9 ) E ^ / ( ? ( _ ^ t ] ] -[ç-T -[ç-T 

mais, de nouveau d'après la propriété (l) du Lemme [relation ( 6 . 4 . 1 3 ) 
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avec }t } mis pour JJ, on a, 

(6 .4 .20) T(f ) E ^ [ z / ( ? L T | J = V z / ( î r t t H 

Donc, en conjuguant ( 6 . 4 . 1 8 ) , ( 6 . 4 . 1 9 ) et ( 6 . 4 . 2 0 ) , 

Eli[T(£)Z/fif(_<Bjt]] T ( f ) \ [ Z / « * _ œ ) t ] ] . 

Et, en portant cette relation dans ( 6 . 4 . 1 5 ) écrite avec (-°°,tj mis 

pour J et -f mis pour f, on obtient, après avoir appliqué l'opérateur 

T(-f) aux deux membres , 

E^ z / f l ,(--,t]] 
-[ç-T -[ç-T -[ç-T -[ç-T 

ou encore, pour tout Y 6 L (W, ( ?(--,t]^ )' 

E ^ Y Z E ^ a (f) -[ç-T -[ç-T VYZan(f)^ 

Mais, Y € L°(%&F œ ,, M.) et Z € L°°( W, Gy œv,|i) étant arbitraires 

dans cette relation, le Théorème de prolongement par mesurabilité en

traîne que, 

E J > J V f ) / -[ç-T -[ç-T E ^ x V f ) ] 

pour tout X € L°°( (?, (Jb) D 1 où -[ç-T -[ç-T -[ç-T et la relation 

( 6 . 4 . 1 0 ) à établir. 

En ce qui concerne la réciproque, on peut procéder comme suit : 

supposant que la propriété LC(|~0 est vérifiée, on remarque que la pro

priété (3) du Lemme entraîne dans ce cas (i.e avec (-°°,t] mis pour J) 

que, 

( 6 . 4 . 2 1 ) 
VT(f)z/dr(--,t]3 

-[ç-T -[ç-T 

pour tout Z E L ( % , tout t 6]R et tout f t $ tel que, 
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( 6 . 4 . 2 2 ) supp f C ( -00, t J. 

En particulier, si Z £ L ( W, (?r, , MO , on a T(f)Z = Z d'après la pro-

priété (l) du Lemme ; donc (6 4 . 2 1 ) se réduit à, 

( 6 . 4 . 2 3 ) V z / V ~ , t ] - J 
T(f)E [Z/ -[ç-T 

Et, pour établir que M» possède la propriété de Markov, il s'agit de 

déduire de ( 6 . 4 . 2 3 ) , valable pour tout f € Jp vérifiant ( 6 . 4 . 2 2 ) , que, 

(6 .4 .24) 
V Z / * ( - . , t ] - [ ç - T 

J € L ( W, 0^t 

cela, au moins pour tout Z € L (\K, 
« ï t . - ) ^ 

de la forme cp Q X avec 
u 

cp ^ Z> (IR) et u ̂  t. A cette fin, on introduit la condition suivante : 

(*) Pour tout Cp € © (]R) et tous t ̂  u, il existe un représentant F 

de la classe E [cp Q X / (?( œ i j qui est une fonction bornée et con-

tinue sur VW lorsque cet espace est muni de la topologie de la con-

vergence uniforme sur les compacts de TR 

On note d'abord que, lorsque M- est la mesure Euclidienne spé

cifiée par le polynôme d'interaction, standard Q, cette condition est 

satisfaite en prenant (avec les notations de 2 . 1 . 1 ) , F = N M o X, 

[en effet, _̂cp £ ( IR) d'après la proposition 2 . 1 . 2 ] . Cela étant, on 

peut conclure comme suit à la propriété de Markov en utilisant la con

dition (*) : on vérifie d'abord que la propriété de quasi-invariance 

de \I> entraîne que tout ouvert non vide de W a une M* mesure > O ; d'où 

il résulte que ( 6 . 4 . 2 3 ) (écrite avec cp © X^ mis pour Z) entraîne que 

F(ou+f ) = F(u)) pour tout ou £ V et pour tout f £ .£ ayant son support con

tenu dans (-°°,t] ; et, puisque tout élément de W ayant son support 

contenu dans (-°°,t] est limite uniforme sur tout compact de 3R d'une 

suite de fonctions de *P (et même de ID) ayant leurs supports contenus 

dans (-°°,t], on a aussi, F(a) + u>?) = F(cu) pour tout ou £ IW et tout 

OU1 € W ayant son support contenu dans (-°°,t] 5 autrement dit, on a, 

(l) Cette condition nous a été suggérée par P. Priouret ; on préfére
rait une condition s'exprimant directement en termes du module de 
quasi-invariance.... 
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( 6 . 4 . 2 5 ) F(u>) = F(O)1) dès que ou(s) = U)'(s) pour tout s € [t, + °°). 

Et de cette relation, il résulte que, 

(6 .4 .26) F € X°°( W, -[ç-T 

Mais, par hypothèse, F € £*( y, fi* -[ç-T : donc 
F G X (W,(H 

-œ, t] RIS 
[t,+») Et finalement, F € sF(W,& dsgf [d'où 

(6.4.24)], puisque, 

(6 .4 .28) -[ç-T ^[1, + «) t 

(pour déduire (6 .4 .26) de ( 6 . 4 . 2 5 ) et montrer ( 6 . 4 . 2 8 ) , on peut utili

ser les méthodes introduites au §1 de [ 3 2 ] ) . 

Remarque.- Si on prend pour M- la mesure induite sur V par la mesure 

Gaussienne de moyenne nulle et de covariance (-A+1) T avec r entier^2, 

LC(MO est satisfaite mais non MK( . Par contre, dans ce cas, la pro

priété de Markov et la propriété de localité ont lieu si on remplace 

les tribus 6̂  œ tj par les tribus &̂  œ ^ -j (voir 2 . 3 ) ; et nous conjec

turons que l'équivalence (6.4.11) a lieu dans le cas général avec ce 

changement de tribus (on note que le Lemme ci-dessus demeure alors 

valable ainsi que la démonstration de la partie directe). 

6 . 5 . - Complainte et rêveries finales 

6 .5 .1.- L'ensemble de ce travail est sous-tendu par le problème de 

l'existence et de l'unicité d'une mesure de probabilité M< sur l'es

pace % quasi-invariante par les translations de S ^ et admettant 

le cocycle e^ [donné par (4.1.2) et ( 4.1 . 3 ) ] comme module de quasi-

invariance : l'existence d'une telle mesure a été établie ci-

dessus en se ramenant, grâce à la propriété de Markov due au caractère 

(1) Voir 2.1.1 et 4.1.1. 

(2) Voir Al et A2. 

208 



6.5.1 

local de A (voir 6 . 4 .2 ) à la construction du semi-groupe de transition 

associé et de la mesure invariante de ce semi-groupe (voir 2.1 ; cette 

construction étant basée en fin de compte sur les propriétés de l'opé

rateur anharmonique) ; et le résultat d'unicité que constitue le Théo

rème 6.1 concerne, en fait, ce même semi-groupe de transition (voir 

6 . . 2 et 6 . 3 ) . Ainsi, sauf dans le cas du champ libre, on n'a pas atta

qué le problème de front ; autrement dit, on n'a pas exploité la pro

priété de quasi-invariance directement, mais seulement via la proprié

té de Markov. Et on peut faire la même remarque à. propos de l'appro

che de Priouret et Yor dans [ 2 7 ] , où la quasi-invariance n'apparaît 

qu'a posteriori, après la construction d'un processus de diffusion à 

partir delà donnée analytique que constitue la fonction Q . 

Voici quelques idées d'attaques de front : on remarque d'a

bord que l'étude du problème dans le cas du champ libre (voir 2 . 6 . 2 , 

4 . 3 * 2 , 6.4.1) constitue une telle attaque (la seule qui à notre con

naissance ait été menée à bien ' ) . Et notant le rôle fondamental que 

joue dans ce cas la transformation de Fourier, on peut envisager, dans 

le cas d'un polynôme d'interaction Q quelconque, de conjuguer une ré

solution directe de l'équation de Symanzik spécifiée par Q (avec uni

cité, au moins dans l'ensemble des transformées de Fourier des mesures 

de probabilité sur \W) avec un "procédé d'intégration" permettant de 

remonter de la quasi-invariance infinitésimale qu'exprime l'équation 

de Symanzik (voir 5*2.1) à la quasi-invariance elle-même de la mesure. 

Cartier suggère dans [ 5 ] (bas de la page 4 l8-05) une démarche analogue, 

mais en remplaçant le procédé d'intégration par un passage aux fonc

tions de Schwinger grâce à la relation (5*3*7)* Une autre approche (que 

Cartier veut éviter dans sa remarque précitée, car lorsque d ^ 2 les 

équations de Schwinger sont a priori mal définies) consiste à chercher 

une expression de la quasi-invariance de la mesure M- sous forme d'un 

système (infini) d'équations portant sur ses marginales. Un exemple de 

tel système est évidemment fourni par les équations de Schwinger (où 

n'interviennent que les moments des marginales) ; mais on peut aussi 

en écrire d'autres, au moins de façon heuristique, faisant intervenir, 

soit les densités des marginales, soit leur transformées de Fourier 

(l) Voir aussi [ 3 5 ] 
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(sous forme différentielle, un tel système découle de l'équation de 

Symanzik). Enfin, on peut aussi envisager d'établir directement 

l'existence et l'unicité de la mesure M» en remplaçant les projections 

X : W I R (J partie finie de IR ; voir 2 . 2 . 3 ) par des applications 

non linéaires X : W -» IR déterminées (en fonction du cocycle A don
né, sans doute de façon implicite) de telle sorte que la quasi-inva-

riance de M. se traduise, pour les pseudo-marginales m̂ . = xj( M*) » par 

une propriété de quasi-invariance (par des transformations des espaces 

IR représentant les translations de W,) susceptibles de permettre de 

les déterminer. Après quoi, il resterait à déterminer |JL à partir du 

système projectif non linéaire de ces pseudo-marginales. 

6 ^ 5 ^ 2 . - Quoi qu'il en soit, c'est surtout le problème dans le cas où 

d > 1 qu'il s'agit d'attaquer de front : en effet, si nous avons étu

dié en détail le cas où d = 1, c'est essentiellement parce que nous 

pensons, au-delà de ce que suggère Cartier pages 4l8-07 .et 4l8-08 de 

[ 5 ] et dans la lignée des idées de Segal (voir, par exemple, [ 3^J)? 

que le problème de la détermination des champs (le champ quantique et 

le champ Euclidien) à partir de l'équation d'interaction supposée posée 

d'avance est étroitement lié au problème de l'existence et de l'unicité 

d'une mesure de probabilité sur certain sous-espace VT de SJ ( 3RK, 3R) , 

quasi-invariante par les translations de ^= "£ ( IR̂ , 3R) et admettant 

un module de quasi-invariance e^ donné ^ ; le sous-espace Vuf de 

*3' ( IR^, 3R) (avec k = d-1 pour le champ quantique et k = d pour le 

champ Euclidien) devant être choisis de façon à permettre - via la 

définition des sempiternelles pseudo-puissances de ses éléments - la 

détermination (sûrement implicite pour le champ quantique ; voir 1 . 7 - 3 ) 

du cocycle A en fonction du polynôme d'interaction donné. 

En l'absence d'une attaque de front, la théorie constructive 

peut jouer par rapport à ce problème dans le cas où d = 2 (voir par 

exemple [ 3 3 ] à ce sujet) un rôle analogue à celui que joue la théorie 

de l'opérateur anharmonique par rapport à l'approche ci-dessus dans le 

cas où d = 1. 

(l) Voir le second problème mentionné en A 2 . 
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APPENDICE A 

MESURES QUASI-INVARIANTES 

ET RELATIONS DE COMMUTATION CANONIQUES 

Al.- Mise en place de la situation : définition des mesures  

quasi-invariantes en cause 

On suppose donnés, d'une part deux espaces vectoriels V et 

W sur R mis en dualité par une forme bilinéaire non dégénérée <ou,f > 

(ou € f £ ) ; et d'autre part une application linéaire g -» g de 

V dans W telle que la forme bilinéaire (g,f) <g,f > sur îTX ITsoit 

un produit scalaire [noté aussi <g,f > ] sur l'espace ^ . 

L'exemple fondamental de cette situation est le suivant : on 

se donne l'espace vectoriel lT, muni d'une topologie localement convexe 

séparée et d'un produit scalaire •<• , *> continu pour cette topologie ; 

pour chaque g £ 1^ , on note g la forme linéaire continue f -» < g, f >, et 

on suppose que est un sous-espace du dual IT1 de U^tel que g 

pour tout g £ yy ; la dualité <* , •> étant alors induite par celle entre 

IT et IT' . 

On désigne par & la plus petite tribu sur l(T rendant mesurables 

les fonctions numériques ou -»<ou,f>sur f 6 \f ) 5 et on note que, 

pour chaque f la translation : ou -> ou+f est mesurable de m un 1 

de la tribu Qi dans* lui-même. 

Cela étant, on dira qu'une mesure de probabilité \± sur (VJ .0-) 

est quasi-invariante (par les translations de [T ) si, pour tout f € t 

la mesure ^ = T ( |i) est équivalente à M». En vertu du théorème de 

Radon-Nikodym, pour que |i soit quasi-invariante, il faut et il suffit 

qu'il existe une fonction a : (f ,ou) -> a(f ,ou) de IT X UT dans ]o, + °°) telle 

que, pour tout f £ )f , a(f ) € X1 ( 1<f, S/ (JL) et, 

( A l . 1) 
UT 

F(ou-f) (i(dou) 
UT 

F (eu) a ( f , U J ) [i(dou) 
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pour tout F 6 Z ( W , OU ) (1) 

Une telle fonction sera appelée un module de quasi-invariance  

de M*. Pour chaque f la classe a(f) de a(f,*) modulo |jl est détermi

née de façon unique par 

Il résulte immédiatement de (Al.l) que, pour tous f 6 1/ et 
g € V , on a, 

(Al.2) a ( f + g , o u ) = a ( f , u o ) a(g,au + f ) pour ^-presque tout (JU £ UT . 

A2.- Cocycles et mesures quasi-invariantes 

La relation (Al.2) ci-dessus introduit la définition sui

vante : on appellera cocycle additif toute application A de ITX U^dans 

IR telle que, 

(A2.1) A(f+g,uO = A(f,U)) + A(g,cu+f) pour tous f 6 i r , g e if et 

ai € VT. 

La donnée d'un cocycle additif A est évidemment équivalente 

à celle du cocycle multiplicatif a défini par, 

(A2.2) a( f ,U>) A(f ,ou) 
= e 

(f € 17 , cu t U7). 

Cela étant, deux problèmes se posent : d1 abord dans quelles 

conditions [sur les données de base V , MX et <• , •>] toute mesure quasi-

invariante |i admet-elle pour module de quasi-invariance un cocycle mul

tiplicatif ? Ensuite, et inversement, étant donné un cocycle multipli

catif a, dans quelles conditions existe-t-il une mesure quasi-invariante 

[II admettant ce cocycle comme module de quasi-invariance ; et dans 

quelles conditions une telle mesure est-elle unique ? 

Lorsque l'espace V est de dimension finie [auquel cas UT peut 

être identifié à V au moyen du produit scalaire <• , *>], ces deux pro

blèmes sont entièrement résolus : pour qu'une mesure [i> ( sur VX = if ) 

(l) On désigne par £ ( Vf , & ) l'espace des fonctions complexes sur [(f 
^-mesurables et bornées. 
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soit quasi-invariante, il faut et il suffit qu'elle soit équivalente 

à la mesure de Lebesgue X sur V" ' M» = P • ^ avec p(x) > 0 pour tout 

voir par exemple [ 1 9 ] , alinéa IV.5 . 1 , théorème 2 , p.352) ; et 

M" a alors pour module de quasi-invariance le cocycle multiplicatif a 

défini par, 

(A2.3) a(z,x) = p(z+x)/p(x) (x € IT , z G lT). 

Lorsque les espaces V et sont de dimension infinie [par 

exemple IR, IR) avec le produit scalaire <• , "> induit par L (]R) , 

et lT C ItT a C ( IR, 3R)] , c'est essentiellement le deuxième problème 

qui va nous intéresser ici ; on va se donner explicitement un cocycle 

additif [voir la relation Cl . l6) de l'introduction, et les relations 

( 4 . 1 . 2 ) et ( 4 . 1 . 3 ) J et chercher à construire une mesure M- sur J^admet-

tant le cocycle multiplicatif correspondant comme module de quasi-

invariance. On note que le cocycle donné n'est explicite que sur un 

certain sous-espace de lT' ; et c'est sur ce sous-espace, en l'occu-

rence que l'on cherche à construire (JL, et que l'on espère son uni

cité. On voit ainsi l'intérêt d'introduire la donnée supplémentaire 

W au lieu de se limiter à tf 1 , et aussi le peu d'intérêt, 

dans cette perspective, d'un résultat établissant l'existence non cons-

tructive d'un cocycle multiplicatif (par exemple sur Vx Wy) que [i 

(considérée comme mesure sur W1 ) admettrait comme module de quasi-

invariance (i.e le peu d'intérêt du premier problème ci-dessus). 

A3. Représentation de Weyl engendrée par une mesure quasi-invariante • 

Etant donnés un espace préhilbertien réel ( V , <• , *>) et 

un espace de Hilbert complexe ( fâ? , < • I •» , on appellera ici représen

tation de Weyl à valeurs dans/6 et de modèle un couple (U,V), de re

présentations unitaires du groupe additif 1? dans le groupe M» ( <^ ) des 

opérateurs unitaires de f& tel que, 

(l) comme dans [ 1 9 j ou dans |_5 ] . 
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(A3.1) U(f)V(g) -1 
= e 

<f,g > V(g)U(f) pour tous f GIT et g € tr. 

On dira que la représentation de Weyl (U,V) est régulière si, pour tout 

f € V et tout \|f € /6 , les applications t -» U(tf ) l|[ et t -> V(tf ) i|f sont 

continues de IR dans %> [i.e si (U(tf)) et (V(tf)) sont des groupes 

à un paramètre fortement continus ]. Si est un espace vectoriel topolo

gique sur lequel le produit scalaire <• , •> est continu, on dira 

que la représentation de Weyl (U,V) est continue si, pour tout \|r € /5 , 

les applications f -» U(f)\|f et f -* V(f)\Jf sont continues de V dans $6. 

Toute représentation de Weyl continue est évidemment régulière. 

Cela étant, on se place dans la situation générale introdui

te en Al, et on suppose donnée une mesure de probabilité M* sur ( t(T, QU ) 

quasi-invariante par les translations de dont on désigne par a un mo

dule de quasi-invariance [en notant _a(f) la classe modulo |i de la fonc

tion > 0 a(f, . ) (f € V ) ]. Pour chaque f on désigne par 4 la 

classe (modulo M) de la fonction e ' ; et on note Cl la classe 

de la fonction égale à 1 (i.e Cl = \|f ) . On a alors, 
o 

PROPOSITION.- On définit une représentation de Weyl (U,V) à valeurs 

dans L2 ( W , GC , M) et de modèle V en posant, 

(A3.2) U(f)\|f = \|ff\lf 

(A3.3) V(f)* = a(f)/2U & Tf) (f e tr , « e L2 ( u r , A , ^ ) -

En outre, {u(f)fi|f € (T | est total dans L2 ( ar, db ,n) (D 

Pour chaque \|f € L° ( KT , et , on désigne ici par f ̂  Tf la 

classe modulo M commune (d'après la quasi-invariance de M*) aux fonc

tions F o T avec F £ \|f. La représentation de Weyl (U,V) ainsi définie 

sera appelée la représentation de Weyl engendrée par la mesure quasi-

invariante M». 

( l ) i.e, le vecteur Cl est cyclique pour la représentation U. 
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La démonstration de la proposition ci-dessus est une simple 

vérification : il est dfabord clair que U est une représentation uni

taire, puisque | i|rf \ = 0 et ^ = ^f^g* Ensuite (A3-3) écrite avec 

\|l € L°(U7, (Si , M«) définit un isomorphisme algébrique V(f) de 

L°( UT , OL ,H) sur lui-même, et on a V(f+g) = V(f)V(g) (donc en particu-

lier V(f) = V(-f)) en vertu de la relation de cocycle (Al.2), laquelle 

peut aussi être écrite, 

(A3.4) a(f+g) = a(f) . (a(g) O rf) (f € V , g € IT ) , 

De plus, V(f) applique isometriquement L ( HT , (52 , M.) dans lui-même 

(donc sur lui-même puisque V(f) = V(-f) ) en vertu de l'équation de 

quasi-invariance (Al.l) écrite pour F € | \|f | ̂ ; et la relation de commu-

tation (A3 .1) est vérifiée puisque ( i|rf i|r) O Tg = e1 ,9 \|rf ( \|f QT ). 

Enfin, Q est cyclique pour la représentation U car, si l|r € L^ ( Uf , (% T № ) 

est tel que <W|u(f)M> = O pour tout f € y , toutes les marginales de 
la mesure bornée v = \|f . M- ont leurs transformées de Fourier nulles, 

donc v = 0 et aussi tlf = 0. 
cqf d. 

Diverses propriétés de la représentation de Weyl (U,V) ainsi 

obtenue sont étudiées au § 5 (voir 5 . 2 . 1 , 5 * 4 . 1 et 5 * 4 . 2 ) . En particu

lier, la proposition 5 . 4 . 1 fournit une condition suffisante pour que 

cette représentation soit régulière (voir aussi la proposition A6 à ce 

sujet). 

La proposition ci-dessus admet une réciproque qui constitue 

le Théorème de Guelfand (voir [ l 9 j« § IV.5.4, Théorèmes 5 et 6) ; ce 

Théorème n'intervient pas dans ce travail 

(l) Le Théorème 6 précité est vrai, bien que sa démonstration dans [ 1 9 ] 

présente une lacune grave : le passage de (26) (page 369) pour f de la 

forme (25) à (26) pour f quelconque dans L réclame de montrer au 

préalable que \± est quasi-invariante ; ce qui n'est pas fait. 
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A4.- Mesures quasi-invariantes ergodiques et représentations de Weyl 

irréductibles 

Dans la situation de la proposition A3, 

PROPOSITION.- Les deux propriétés suivantes sont équivalentes : 

irréductibilité de la représentation de Weyl (U,V)]. Tout opé

rateur borné de L^( V? , OU , [I) dans lui-même commutant avec tous les 

opérateurs U(f) et V(f) ( f € \X ) est un multiple de l'identité. 

(2) [ergodicite de la mesure M> pour 1'action de IX ]. Tout element 

• de L°°( UX , <9̂ ,M0 tel que i|r O T = t|f pour tout f £ est un multi

ple de CI. 

Cette proposition résulte immédiatement de ce que tout opé

rateur borné de L^( UX , (9/, M-) dans lui-même commutant avec tous les 

opérateurs U(f) ( f € ) est un opérateur de multiplication par un 
oo 

élément de L ( UX , 00 , M») . 

A5•- Systèmes de Heisenberg standards et mesures quasi-invariantes 

sur IR. 

Désignant par $ un espace de Hilbert complexe séparable, on 

appellera système de Heisenberg standard sur , tout couple ($ ? TT ) 

d'opérateurs auto-adjoints dans ?6tel que, si on pose, 

(A5.1) U(t) = e 
it$ 

o et V(t) = e 
i t n 

o (t € 3R) , 

le couple (U,V) constitue une représentation de Weyl iréductible de 

modèle IR . Ainsi, en vertu du théorème de Stone, la relation 

(A5.1) définit une correspondance biunivoque entre systèmes de 

Heisenberg standard et représentations de Weyl de modèle IR, régulières 

et irréductibles. Lorsque (A5-1) a lieu, on dira que le système , TT ) 

dérive de la représentation (U,V). On désignera par C (S ,TT ) le plus 

grand sous-espace vectoriel de Kp contenu dans D($Q) 0 D ( TT̂  ) et stable 

(l) Cette représentation est régulière par définition (relation (A5.1)). 
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par les opérateurs $q et TTq . De la relation de commutation (A3 . 1 ) 

(avec V= IR) dérive la relation de Heisenberg : 

(A5.2) [ $ , T T ]\|f = i\|f 
o o 

pour tout üf € C°°($ ,H ) 0 0 

L'exemple fondamental est fourni par la "représentation de 

Schrödinger" : dans 11 espace de Hilbert L ( IR) , les opérateurs 

i|f -* et l|r -* ( • € ( IR)) sont essentiellement auto-adjoints 

sur le domaine f) ( IR) : désignant par $ et TT les fermetures respecti-

ves de ces opérateurs dans L ( IR) , le couple ( $ , TT ) constitue un sys-

tèrne de Heisenberg standard sur cet espace ; et on a, 

(A5.3) C (* ,jr ) 
~o 

-[ç-T 

En outre, la représentation de Weyl (U,V) de modèle IR dont dérive le 
es/ /v-

système ($ , TT ) est donnée par les relations, 
""O ̂ o 

(A5.4) U(t) \|f itX, e i|f 

(A5.5) V(t) • = +t) 

(t € ]R, • € L ( m» . 

Le Théorème d'unicité de Von Neuman stipule que tout système 

de Heisenberg standard est unitairement équivalent au système ($ , TT ) 

de la représentation de Schrödinger 

Compte tenu de (A5«3)? on en déduit que, pour tout système 

de Heisenberg standard ($ , TT ) sur , C ($ ,TT ) est un sous-espace 

dense de ̂  qui est un cœur pour $ et pour TT . 

A6.- Le type de système de Heisenberg standard intervenant dans ce 

travail est introduit par la proposition suivante : 

( 1 ) L ( IR) = L ( IR,\) où \ est la mesure de Lebesgue sur IR. 

(2) X désigne l'application identique de IR. 

(3) Tous ces résultats sont "bien connus". 
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PROPOSITION.- Soit une mesure de probabilité quasi-invariante 

sur3R. Alors la représentation de Weyl (de modèle IR) engendrée par 

M- est régulière et irréductible, 

Le système de Heisenberg standard ($ , TT ) sur L ( IR, M-)déri-

vant de la représentation de Weyl (U,V) engendrée par (J. sera appelée 

1 e système de Heisenberg standard engendré par l-i . 

Cette proposition est immédiate en vertu de ce qui précède : 

désignant par p la densité de M- par rapport à la mesure de Lebesgue 

(voir A2) , il est facile de vérifier que l'application S : Cp -» p Cp 

est une isométrie de L ( 3R) sur L ( IR,(-L ) qui transforme la représenta-

tion de Weyl (U,V) en la représentation (U,V). 

En particulier, lorsque la densité p de M est de classe C 

et partout > 0 , le système de Heisenberg standard ($ , TT ) engendré par 

|i possède les propriétés suivantes : d'abord, S) ( IR) C C ( $ , TT ) , 

&) ( IR) est un cœur pour $ et pour TT , et on a, 

(A6.1) $ • = o 

(A6.2) rrj = i(iri-c<r) 
( if € 3D ( m)) 

où X désigne l'application identique de IR et où C € C ( IR) est 

défini par, 

(A6.3) C = - a P'/P-

Ensuite, 

(A6.4) Q € L ( IR, M-q ) si et seulement si Q € D(TT ) 
o o 

et, si C € L2( IR, M ) , on a, 

Q 6 

(l) identifiée à sa classe modulo M . 
o 
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(A6.5) TT Q 
o o -[ç-T 

où Cl désigne la fonction constante égale à 1 sur IR v x ' La première 

de ces propriétés s'obtient en transportant au système ($ ,TT ) ia pro-

priété correspondante du système ($ ,77 ) (voir A5) par la transfonna-

tion S ci-dessus [laquelle applique £D ( IR) sur SD { TR) en vertu de l'hy

pothèse faite sur p]. Pour établir ensuite (A6.4) et (A6.5), on com

mence par déduire de (A6.2) que, 

(A6.6) (n eu) 
o 

-[ç-T + i (csU) -[ç-T ( IR) , \|f € S) ( TR)) , 

où (• | • ) désigne le produit scalaire de L (IR,M- ). D'où il résulte que, 

(A6.7) (n e i Q ) 
o 4 o 

= i(çe|QQ) ( e g S> ( IR)) , 

ainsi qu'on le voit en considérant une suite ( \|f ) d'éléments de ?b ( IR) 
n telle que 1 im 

n -» 00 
zetfr = CL 

o 
et 1 im 

n ~> 00 
feft = 0 dans L ( IR,u. ) . 

o Cela 

étant, si Q € L2( IR, p. ) (A6.7) s'écrit : 

(A6.8) (n e\ci ) 
o 1 o 

= i < 3 l o ( e € 2) ( m» 

d'où il résulte, puisque £> ( IR) est un cœur pour TT , que 
* ° 

CL € D(TT ) = D ( TT ). Et inversement, si Q € D ( TT ) , (A6.7) s'écrit , 
o o o o o 

TR 

9 ( n Q 
o o -[ç-T dp. 

o 
= O (0 € g) ( i r ) ) 

d'où il résulte que qsdgds TT CL o o [i.e (A6.5) ] et t; e L2( m,m, ) 
o 

(l) identifiée à sa classe |~i . 
o 

219 



B 1 , B 2 

APPENDICE B 

OPERATEUR ANHARMQNIQUE 

On a rassemblé ci-dessous, sans démonstrations ni références, 

les résultats concernant l'opérateur anharmonique qui interviennent 

dans ce travail. Ces résultats sont "bien connus" et peuvent être éta

blis par les méthodes standards en Théorie Hilbertienne des opérateurs 

elliptiques et de leurs perturbations (chapitres IV, V et VI de 

Kato [ 2 ] ) . 

Bl.- Définition de l'opérateur anharmonique 

Dans tout cet appendice, on désigne par P un polynôme réel, 

borné inférieurement et non-constant. Cela étant, 

PROPOSITION.- L'opérateur non borné A dans L ( TR) défini par, 

(Bl.1) D ( A) = {*€ L ( ]R)| loc 
(]R) et- i r+P.#€ L2(3R)|. et, 

(B1.2) -[ç-T 2f + P. \jf U € D ( A)) , 

est auto-adjoint et borné inférieurement. En outre £> (]R) et ^ (TR) 
sont des cœurs pour A, et A coïncide avec la fermeture de l'opé
rateur i TT2 + P(* ) (1) . 

L'opérateur A défini par (Bl.l) et (B1.2) sera appelé 11 opé

rateur anharmonique engendré par le polynôme P. 

B2. - Primitive centrée du polynôme Q et opérateur H 

Soit Q un polynôme réel de degré impair dont le coefficient 

dominant est > O. Il résulte immédiatement de la proposition Bl que, 

(l) Voir A5 (Appendice A) en ce qui concerne sg et TT . 
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LEMME.- Il existe un polynôme réel P et un seul admettant Q comme 

dérivée et tel que, si A est l'opérateur anharmonique engendré par 

P ( 1̂  , on a 0 inf <J(A) (2) . 

Le polynôme P caractérisé par ce 1 einme sera appelé la primi-
A tive centrée de Q et notée Q ; et on désignera par H l'opérateur an-. .—. . „...,— ,„. 

harmonique engendré par ce polynôme P. Ainsi, H est un opérateur auto-
2 

adjoint ^ O dans L ( IR) et on a, 

(B2.1) 0 = inf CJ (H) 

B3.- Spectre et régularité des vecteurs propres 

PROPOSITION.- (l) Le spectre 0{A) de l'opérateur anharmonique A est 

constitué d'une suite croissant vers + 00 de valeurs propres isolées 

de multiplicités finies. 

(2) Pour toute valeur propre X de A, les vecteurs propres de X ap

partiennent à S ( IR) . 

(3) La plus petite valeur propre X de A est de multiplicité 1 , et 

il existe un vecteur propre cp de X et un seul tel que, 

(B3 .1) !l<p'il = 1 et cp(x) > 0 pour tout x £ IR. 

On désignera par cp l'unique élément de X> ( IR) tel que, 
o 

Hep - o, i|cp ¡i = 1 et Cp (x) o > 0 pour tout x c IR. 

COROLLAI RE. - Le seul couple ( À., çp) pour lequel A est valeur propre 

de H, cp est vecteur propre de X et cp vérifie ( B 3 . 1 ) est le couple 
(0,cp ) . 

( 1 ) En vertu de l'hypothèse faite sur Q, P' = Q entraîne que P est 

borné inférieurement et non constant. 

(2) OÍA) désigne le spectre de 1'opérateur A. 

221 



B3.B4 

(conséquence immédiate des propriétés (2) et (3) puisque, si X / 0, 

toute fonction propre de X est perpendiculaire à CpQ, donc doit s'an

nuler) . 

B4.- Autres propriétés de régularité de H 

PROPOSITION.- (l) Pour tout X > 0 , l'opérateur Xi + H applique 

S ( IR) sur lui-même. 

(2) On a, 
n > O 

D ( H ) ce (m), 

B5.- Relations de domination, avec les notations introduites en CO : 

PROPOSITION.- (l) Pour tout entier n tel que O < n ^ deg (Q), on a, 

(B5.D $ n « H 
l~o ~ 

et, 

(B5.2) 1 in/2 
~o * 

-[ç-T 

(2) En particulier, il existe cv > o tel que, si O ^ n ^ deg (Q) , 

(B5.3) «p!|£0ln <P> ^ Œ[(çpJHcp) - IMI2] pour tout cp € D(H). 

(3) TT « H . 
~o *»" 

(4) H $ 

/%/ ^o 
« H 2 et H ïï « H2 

(5) H/2 $ « H. 
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APPENDICE C 

QUELQUES RESULTATS D'ANALYSE FONCTIONNELLE 

CO.- Dans tout cet appendice, on désigne par Ji^un espace de Hilbert 

complexe et separable, par (*|#) son produit scalaire (supposé anti

linéaire à gauche) et par ||-|| sa norme. 

Un opérateur T dans jiù> est toujours entendu avec un domaine 

D( T) dense dans № 

Soient T et B des opérateurs dans (fâ? . On dit que B est domi
né par T , et on note B « T, si, d'une part D(T) C D(B) et, d'autre 

part il existe a > 0 et b > O tels que, 

(C0.1) ||Bt|| ^ a||T*|| + b||*|| pour tout % t D (T) . 

On dit que B est strictement dominé par T, et on note 

B « < T, si, d'une part D(T) C D(B) et, d'autre part, pour tout e > 0, 

il existe b > 0 tel que, 
e 

(CO.2) l'iBiKll ^ e||Ti|r|| + b j t j l pour tout i|f € D (T) . 

Cl.- Opérateurs quasi-accrétifs maximaux 

On dira 
(2) 

lu'un opérateur T dans w> est accrétif si, 

(Cl.l) Äe,(T\|rli|r)^ o pour toul -[ç-T 

On dira que T est X -accrétif ( X € TR) si X I + T est accrétif, et que 
o . o o 

T est quasi-accrétif s'il existe X £ IR tel que T soit X -accrétif. o o 

(1) Pour les manipulations usuelles concernant les opérateurs, on se 

réfère à Kato [ 2 ] (en particulier, § III.5 et § V . 3 ) . 

(2) Voir Kato [ 2 J , alinéa V . 3 . 1 0 p. 278-280. 
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Un tel opérateur est fermable. 

On dira que l'opérateur T est quasi-accrétif maximal s'il 

n'existe pas d'opérateur quasi-accrétif prolongeant strictement T. Un 

tel opérateur est fermé. 

Pour qu'un opérateur symétrique soit quasi-accrétif maximal, 

il faut et il suffit qu'il soit auto-adjoint et borné inférieurement. 

Les opérateurs quasi-accrétifs maximaux donnent lieu à la 

forme suivante du Théorème de Hille-Yosida : 

THEOREME.- Soient T un opérateur dansée et X €3R. Les propriétés o 
suivantes sont équivalentes : 

(i) T est Xo-accrétif maximal, 

* (ii) T est X -accrétif maximal. o 

( i i i ) T est X-accrétif et i l existe X € C tel que Rl X > X et 

Xl + T applique D(T) sur d(E> . 

(iV) T est X -accrét if et, pour tout \ 6 ^ te l que Re y >yo 
Xl + T applique D(T) sur ̂  et on a, 

(Cl.2) t|(M + T ) * | | > ( <fa X - X ) ||i|r|| pour tout \|f € D (T) . 

(V) Il existe un semi-groupe fortement continu (N ) d'opéra

teurs bornés sur 9& admettant - T comme générateur infinitésimal et 

tel que, 

(C1.3) «Vi l ^ e 
X t 
o 

11*11 pour tous t > 0 et t|f € iio . 

En outre, le semi-groupe (Nt) 
t ̂ 0 

introduit par la propriété (V) est 

unique, et sdg 
t >0 

est le semi-groupe fortement continu de généra

teur infinitésimal - T . 

(1) Voir Phillips [ 2 8 ] , § 3 , p.18 à 2 5 , et Brezis [ 2 9 ] , Théorème l,p.29. 
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L'opérateur N (t ^0) est noté e . Le semi-groupe 

( e ) 
t >0 

est ainsi caractérisé par la propriété : 

(Cl.4) D(T) = -[ç-T 3 e eß> 1 im 
tlO 

ì(e"tT- I)# = 0) et, 

(Cl.5) •Tilr = lim 
t*0 

i(e"tT- I)* pour tout \|f € D ( T ) . 

C2.-0n obtient comme suit des opérateurs quasi-accrétifs maximaux par 

perturbation d'un opérateur auto-adjoint positif : 

PROPOSITION.- Soient, dans ̂  , H un opérateur auto-adjoint positif 

et B un opérateur tel que, 

(C2.1) B « < H et H + B est quasi-accrétif. 

Alors, H + B est quasi-accrétif maximal et H « H + B. 

De plus, (H + B) = H + B dès que B « < H. 

En effet, soit T = H + B [avec D(T) = D(H) puisque 

D ( H) C D ( B ) d'après l'hypothèse B « < h1]. D'abord H « T résulte de ce 

que, pour t|f £ D(H) et O < S < 1, la relation de domination 

||Bt|| «S e IMH + bJUH implique, 

(C2.2) | | ( H + B ) * | | ^ IMj IMI > (1-e) -[ç-T -[ç-T 

Pour montrer que T est quasi-accrétif maximal, il suffit, d'après le 

Théorème Cl [relation (iii)—£*( i) ], de vérifier que Xl + T est inversi

ble de D(T) sur 2̂ 5 pour tout X > 0 assez grand ; ou encore, cherchant 

l'inverse de Xl + T sous la forme R^(l + BR^)"1 où R^ = (Xl+ll)"1 ^ 1 ̂  , 

il suffit de vérifier que ||bRjJ| < 1 pour tout X > 0 assez grand. Or, 

d'après l'hypothèse B « < H, on a, pour l|J 6 ̂  et e > 0 , 

\\BR^\\ < e ||HRX1I|| -[ç-T 

< e Util + (eX+b ) U V » < (2e+(be/X)) ||i|r||, 

(l) c'est-à-dire en considérant la "seconde série de Neuman" ; voir 
dans Kato [ 2 ] la démonstration du Théorème V.4 . 11 p . 2 9 1 . 
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puisque -[ç-T -[ç-T et ||Rxt|| < (1/X)||t||. 

D 'où 
||BR II < i dès que e < y2 et X > b /(l-2e). e 

Enfin, pour montrer que * * 
T = H + B 

si B* « < H, on commence 

par remarquer que, si l|f € D( H) , on a 

H+B* ) \|f I \|f ) (HtU) + IRSL (B *!•) 

= (H\|fU) +02^ (i)i|B\|f; = ^ ( ( H + B ) * | * ) ; 

donc H+B est quasi-accrétif en même temps que T. Ainsi, d'après ce 
* * 

qui précède avec B mis pour B, H+B est quasi-accrétif maximal. D'où 

T = H+B , puisque T est aussi quasi-accrétif maximal [Théorème Cl, 

reiation -[ç-T -[ç-T puisque T ^ H + B , cqfd. 

C3.- Opérateurs m-sectoriels • 

On dit qu'un opérateur T dans $6 est m-sectoriel ^ s'il est 

quasi-accrétif maximal (voir Cl ci-dessus) et sectoriel en ce sens 

qu'il existe c > O et X̂  € IR, tels que, 

( C 3 . D |9 m (Ti|rU)| ^ c[ SU, (Tiri*) -[ç-T 

pour tout l|r € D(T) . 

[On note que (C3.1) implique que T est X^-accrétif]. 

Les semi-groupes engendrés par les opérateurs m-sectoriels 

sont holomorphes. En particulier, 

THEOREME.- Soit T un opérateur m-sectoriel : 

(1) Pour tout t > 0 , l'opérateur borné e ^ applique dans D(T). 

(2) Si X € IR est tel que (C3-1) est vérifiée pour une valeur au 
o 

(1) Voir Kato [ 2 ] alinéa V.3.IO p. 280. 
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moins de c > O, alors, il existe c1 > 0 tel que, 

(C3.2) l|Te-tT*|| -[ç-T -[ç-T )e 
\ t 
o 

Util 

pour tout t > O et tout t|r € <?ê . 

En outre, on peut prendre c1 = l/e. 

On peut obtenir cet énoncé en conjuguant le Théorème IX.1.24 

de Kato [ 2 ] (p. 490) avec la théorie des semi-groupes holomorphes fai

te par Yosida dans [ 3 ] , § IV.10 (p. 2 5 4 ) . 

C4.- Formule de Trotter 

THEOREME.- Soient T et S des opérateurs quasi-accretifs maximaux. 

Si D(T) (\ D(S) est dense dans $é et si la fermeture (T+S) de T+S 

est un opérateur quasi-accrétif maximal, alors, 

(C4.1) e 
-t(T+S) dfgbdf 1 im 

n -» 0 0 

(e n 
e 

- *s 
n 

n 
* (limite dans 

pour tous t > 0 et i|r €/fÉ? 

[Voir Nelson [25J, Théorème 9 (p.343)]. 

C5 » - Formule de Duhamel 

: PROPOSITION.- Soient, dans , H un opérateur auto-adjoint positif 

et -[ç-T des opérateurs tels que, 

(C5.D B . « < H 
J 

et H+B . 
J 
est quasi-accrétif !j = 1 , 2 ) . 

Alors, pour tout i|r 6 D(H), 

(l) Pour tout s ^ 0 , e 
-s(H+B2) 

)l € D ( B 2 - B ) ; et l'application 

s -> (B -B ) 
2 1 

e 
-s(H+B2) 

l|f est continue de [o, + °°) dans % . 
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[2) Pour tout t ^ 0 , on a, 

(C5.2) e 

-t(H+B ) 
1 

V = e 
-t(H+B2) 

• + 

t 

o 
e 

-(t-s)(H+B ) 
1 

( V B i ) e 

-s(H+B ) 
\|f ds. 

On note que les opérateurs H+B et H+B sont quasi-accrétifs 

maximaux en vertu de l'hypothèse (C5 .1) et de la proposition C2 ; et 

que la fonction intégrée au second membre de (C5.2) est continue en 

vertu de la propriété (l). 

En effet, soient T. = H+B. 
J J 

et sdgds 
= e 

-tT 
3 (3 = 1 , 2 ; t > 0 ) . 

Si • t D(H), on a e 
-sT 

fg € D ( H) , puisque D(H) = D( Tj) î donc aussi 

e 
-sT 

sdf € D ( B 2 - B I ) . puisque D(H) d D ( B _ - B . ) 2 1 
-ST 

Pour établir ensuite la 

continuité de l'application s -> (B -B )e ^ 1 
sfgh on remarque que l'hy

pothèse C5 . 1 entraîne que H « (proposition C2) ; donc aussi que 

B -B„ « T 0 2 1 2 ; d ' où , • l ( V B i : ,
( 2 )* 
u 

(B - B . ) N ( 2 ) t | | 
2 1 v 11 

^ cte(||T(N(2)\|f 11 2 u - N < 2 ) * | | + Il -[ç-T -[ç-T 

et la continuité cherchée puisque \Jf € D(T ) entraîne que 

T N \|f = N T i|f (s > 0 ) . Cela étant, pour établir la formule ( C 5 . 2 ) , 

il suffit de montrer, puisque D(T ) est dense dans , que, pour tout 

e e D ( T * ) 1 

(C5.3) -[ç-T -[ç-T 
t 

o 

( e K ! i <vv N ( 2 ) t ) 
S 

ds. 

Pour cela, on considère la fonction complexe h sur [0,tj définie par 

h(s) = ( N 9 IN \|f) (s € [o,t]). En vertu de la dernière assertion 

du Théorème Cl, et compte tenu de ce que 0 € D(T ) et ^ 6 D(T ), on vé-

rifie sans difficulté que la fonction h est continûment dérivable sur 

[0,t ], et que l'on a, pour tout s € [o,tJ, 

h' (s) * ( 1 ) » 
1 t-s 

e N ( 2 ) • ) 

s 

-[ç-T -[ç-T 

ou encore, puisque N ( 2 ) 

S 
* € D(T ) D(H) et D(T ) = D(H). 1 
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h' (s) = ( e | N ^ ( V T 2 ) N f >,) = (9 N^UB -BQ)N(2)l)f). 1 t-s 1 2 s T 

Et on obtient (C5•3) en portant cette expression de h1 au second mem

bre de la relation h(0)-h(t) 
t 

o 
h' (s)ds. 

cqf d . 
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APPENDICE D 

UNICITÉ DES SOLUTIONS DE CERTAINES ÉQUATIONS  

D'ÉVOLUTION NON STATIONNAIRES 

DO.- La situation étant la même que dans lfappendice C (voir CO), on 

suppose donnés ici T > 0 et, pour chaque t € [o,TJ, un opérateur fermé 

Â_ dansl'espace de Hilbert ̂  • Et on s'intéresse à l'unicité de la so

lution W du problème de Cauchy : 

(DO.1) W» (t) = - A W(t) (O < t < T) 

(DO.2) W(0> = l|r avec sfqsfgq 

Dl.- Unicité forte 

S'inspirant du Lemme donné par Yosida dans [ 3 ] ? § XIV.4, 

page 426, on suppose ici qu'il existe X > 0 tel que, 
o 

(U) Pour tout t € ]o,T[, il existe > 0 tel que, pour tout 

h € [o,6^[, I+hA^ applique D(A^) sur ̂  et vérifie, 

(Dl.l) ||(i+hA )•!! > (i-hXQ) Util pour tout € D ( A ) . 

On note que la condition U est impliquée par la condition suivante : 

(UO) Pour tout t € f"o,Tl, l'opérateur A^ est \ -accrétif maximal. 
L J t o 

[cela résulte de la relation (Cl.2) (Théorème Cl) en prenant Â_ = T 

et 6̂  = l/X pour tout tl. t o J 

Le résultat en vue s'énonce alors : 

LEMME D'UNICITE FORTE .- Soit W : t -»W(t) une application continue 

de [o,T] dans ̂fô telle que, pour tout t £ ]o, T[ , W admet (fortement) 

(l) sous l'hypothèse U ci-dessus. 

230 



Dl 

en t une dérivée à droite 
d + 

ds 
W(s) et; vérifie, 

s=t 

(Dl.2) W(t) € D(A ) et ds 
s=t 

W(s) = - A t W(t). 

Alors, 

(D1.3) ||w(t)|| < e 
tX 

°l|w(o)|| pour tout t € [o,T] . 

En particulier, W(t) = O pour tout t € [°>TJ d e s <lue w(°) = °-

En effet, l'hypothèse faite sur W entraîne que, pour 

O < t < T et 0 ^ h < (T-t) on a, 

W(t+h) = W(t) - h A W(t) + W (t,h) avec 

lim 
h l o 

1 
H 

||W ( t ,h) | | = 0 ; ou encore, en désignant par V t 1'inverse de 

l'opérateur I + hA ( condition U), 

W(t+h) = (I-hÀ ) J (I+hA ) h, t t W(t) + W (t,h) 

ce qui donne en développant, 

W(t+h) = . W(t) h, t - h A + J . A + W(t) t h, t t + WH(t,h) 1 

puisque t h, t = J

h , t A t v ( t ) D'où; compte tenu de ce que 

l k t ¥ ( t ) l l ^ ( l / ( l -hX ))| |w(t)| | d'après (Dl.1), 

||w(t+h) < ( i / ( i -hX o ) ) ||w(t)|| + 0(t ,h) 

avec lim 

h -V 0 

1 

H 
0(t,h) = O 

Et la majoration (D1.3) cherchée résulte alors de la variante suivante 

du Lemme de Gronwall appliquée à la fonction t -» ||w(t)|| : 
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LEMME.- Soit f une fonction numérique continue sur [o,TJ telle que, 

(D1.4) D+f(t) < X f (t) o 
pour tout t G ]o,T[. 

Alors, 

(D1.5) f (t) ̂  e 
TX 

°f(0) pour tout t £ [o,T]. 

On pose ici D f(t) 
h *0 
lim 1 

h 
(f(t + h)-f(t)) [ nombre dérive supérieur à 

droite en t J . 

On peut établir ce Lemme comme suit K1> : (<*) Si g : [o,T] 

-*1R est continue et si g(0) = g(T) = 0, alors il existe s 6 ]o, T[ tel 

que D+g(s) ^ 0 . En effet, si g atteint son minimum en un point 

t € ]o,T[, on peut prendre s = t. Dans le cas contraire, g est positive 

et il existe t £ ]o,T[ tel que g(t) = sup g > 0 . Alors, ou bien g a un 

minimum relatif en "t € ]o,t[, et on peut prendre s = t ; ou bien g 

est croissante sur l'intervalle [o,t], et tout s € ]o,t[ répond à la 

question. (P) Si k : [O,t] ->IR est continue, si k(0) = 0 et si 

sup k > 0, alors il existe s 6 ]o,T[ tel que D+k(s) > 0 . En effet, soit 

t € ]o,T] tel que k(t) = sup k.Sur l'intervalle [o,t] la fonction 

g : u -» k(u) - ~ k(t) satisfait à l'hypothèse faite en (cv); il existe 

donc s € ]o,t[ tel que D+g(s) ^ 0 ; or, on a D+k(s) = D+g(s)+ "^(t) ; 

dfoù D+k(s) > 0 . (y) Supposant alors que f satisfait aux^hypothèses du 

Lemme, on considère la fonction k : t -> f(t)-f(0) - \ / f(s) ds sur 

[o,T]. Cette fonction est continue et on a k(0) = O. Si°on avait 

sup k > 0 , il existerait donc, d'après ($);un nombre s € ]o,T[ tel que 

D+k(s) > 0 : c'est-à-dire, D+f(s) - X f(s) > 0 : ce qui contredirait 

en s l'hypothèse (D1 .4) . Ainsi k est positive ; ou encore 

f(t) < f(0) - X 

o 

t 

o 

f(s) ds pour tout t € [o,Tl ; d'où résulte la majo

ration (D1.5) en vertu du Lemme de Gronwall classique [voir par exemple 

Bourbaki [ 2 4 ] , §1, № 4 , Lemme 2 ] . 
cqf d. 

(l) cette démonstration nous a été communiquée par P. Priouret. 
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D 2 . - Unicité faible 

On suppose d'abord que les conditions Ul, U 2 et U3 ci-dessous 

sont satisfaites : 

îous les opérateurs [resp ] (0 ̂  t ^ T) ont même domaine. 

On désigne par 3 £ [resp dC #] l'espace de Fréchet Banachisable consti

tué par l'un quelconque des espaces D(A ) [resp D(A )] (0 ̂  t ^ T) 

muni de la topologie associée a la norme du graphe , et par 

m-m [resp Ul • HI* ] une norme définissant cette topologie. 

( U 2 ) H existe c > 0 tel que, pour tout t € [ o , T J , 

( D 2 . 1 ) 7 11*11 < ||A t|| + Util < c |||*|!I pour tout \|r € J t , et, 

( D 2 . 2 ) i n * m. < | | A % | | + 11*11 < c |||*||| „ pour tout y t 

(U3) Pour tout t|r € 3Ê- [resp i|f € X*^}, l'application t A l|f [resp t -» 

A,^] de [ o , T ] dans est continûment dérivable. 

Pour chaque t € [ o , T ] , on désigne par A^ l'opérateur de do

maine 3 6 défini par A J d 
ds 
's=t 

A \|r ( \|r € JT ) . 
s 

On a alors, 

( D 2 . 3 ) X , C D ( A | ) et d 
dsy 

s = t 

A tff 
s 

* 
= V 

pour tous t € [O,T] et • É 

On suppose par ailleurs, qu'il existe X > O tel que la con-

dition UO soit satisfaite (voir Dl). Alors, pour chaque X G (C- tel que 

X > Xq et chaque t € [o,TJ, ^!+At [resp. Xl+A^] est un opérateur 

inversible de 3 6 [resp 3 6 ^ ] sur M? , et son inverse R^ ^ vérifie, 

( 1 ) Voir Kato [ 2 ] alinéa IV. 1 . 1 , Remarque 1.4, page 1 9 1 . Ces diverses 

topologies coïncident en vertu du Théorème du graphe fermé puisque les 

opérateurs Â_ sont supposés fermés. 
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(D2.4) I K t f l l < (i/idU x-x » 11*11 pour tout (i/idU x-x (1) 

En outre, (i/idU x-x est l'inverse de Xl+A^, et on a aussi, 

(D2.5) ||RX t»|| < ( 1 / ( & X - X » ||*|| pour tout (i/idU x-x 
(1) 

On suppose enfin qu'il existe X € £s , avec (8e, X > X , tel que, 
o 

(U4) Il existe c' > 0 tel que, pour tout t € [ O , T ] , 

(i/idU x-x (i/idU x-x pour tout (i/idU x-x 

(U5) Pour tout ^ € $é , l'application t -» A R. l|r est continue de [ o , T ] 
4/ (2) ' 

dans /̂V 

Cela étant, 

LEMME D'UNICITE FAIBLE .- J Soit W : t ->W(t) une application con

tinue de [O,T] danŝ fe telle que , 

(SF1) Pour tout \|r € JC et tout f € C (IR) nulle au voisinage de T , 

on a, 

(D2 .6) 

T 

o 

f»(t)(* W(t))dt = 

T 

o 

/f (t) (At\JflW(t))dt - f(0) ( t|f|w(o)) • 

Alors, W(t) = 0 pour tout t € [0,T] dès que W(0) = 0. 

En outre, si est un sous-espace dense de 36 , l'application 

continue W vérifie SF1 dès qu'elle vérifie, 

(SFO) Pour tout i|r € et tout t € ] o , T [ , la fonction complexe 

(1) Voir le Théorème Cl. 

(2) Voir la remarque 1 ci-dessus. 

(3) Sous les hypothèses UO, Ul, U2, U3, U4 et U5 ci-dessus. 

(4) i.e si v est un cœur commun aux opérateurs Â_ (0 ^ t ^ T) . 
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s -» U|w ( S ) ) est derivable en t et on a, 

(D2.7) 
d 
ds 

s=t 

X * L W ( S ) ) = - (A*^W(t)) , 

Tout d'abord, SFO implique SF1 car, si f t C (IR) est nulle 

en T, en multipliant les deux membres de (D2.7) par f(t) et intégrant 

par parties au premier membre, on obtient (D2.6) pour tout \|f € *lg ; 

donc aussi pour tout \|f £ 36 , puisque les deux membres de (D2.6) sont 

fonctions continues de i|r sur JC * en vertu de la seconde inégalité 

(D2.2) . 

Pour établir la première partie de l'énoncé, on peut procé

der comme suit : soit W une application continue de [o ,T] dans !F& 

vérifiant SF1. Désignant par «F le sous-espace de C * ( [ o , T ] , X^) formé 

des fonctions nulles au voisinage de T, on va d'abord montrer que SF1 

entraîne que, (SF2) Pour tout F 6 TF , 

(D2.8) 

T 

o 
(F' (t) lw(t))dt = 

T 

o 

/(A*F(t)[-W(t)) dt - (F(0)| W(0» . 

[on note que la fonction t -» ( A F(t)|w(t)) est continue en vertu de la 
t * 

continuité de F, de celle de l'application t -» A _̂ (condition U3 ) et de 

1'équicontinuité de {A*| 0 < t ^ T} (relation (D2.2))]. En effet, SF1 

entraîne que (D2.8) a lieu pour tout F € de la forme, 

(D2.9) F(t) 
n 

i = l 
f. (t) l|f. î Ti 

(O < t < T) où dqgf sdgsd et f. G C (IR) î 

(i = l,2,...,n). Mais les fonctions de la forme (D2.9) forment un sous-

espace dense de C 1 ( [ O , T ] , X^) [on peut approcher dans C 1 ( [ o , T ] , OC #) 

une fonction quelconque en commençant par approcher uniformément sa 

dérivée JD'OÙ (D2.8) pour tout F € puisque les deux membres sont 

fonctions continues de F. 

L'idée essentielle de la démonstration est alors de se rame

ner au cas où W applique [O ,T] dans 3^, en prenant, dans (D2 .8), F de 

(1) Les idées de cette démonstration nous ont été communiquées par 
C. Bardos. 

(2) voir la note (l) page suivante. 
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la forme, 

( D 2 . 1 0 ) F(t) = R*G(t) ( 0 < t < T) , où G € C 1 ( [ 0 , T ] , 

[on note désormais au lieu de R^ ^ ( 0 ^ t ^ T)]• Il faut d'abord 

montrer que la fonction F définie par ( D 2 . 1 0 ) appartient à 

C ([o,T], X ^ ) . Pour cela, on commence par remarquer que la première 

inégalité ( D 2 . 2 ) jointe à la relation AtR^ = I - X et à la relation 

(D2.5) entraîne que, 

( D 2 . 1 1 ) III v i n < cte Util pour tous et t e [ O , T ] . 

Dfoù on déduit que, pour tous i|r et t e [ 0 , T ] , 11application 
* 

s -» R t|f est derivable en t et vérifie, 

( D 2 . 1 2 ) g 
ds 

s=t 

* 
R \|f 
s 

* * * 

[cela résulte de la relation M R , ^-R, i|î) = R, (•£•( A,R, ty-A, , R,t|0) et 

de la dérivabilité de 11 appl ication s -> AsRt\|f stipulée par la condi

tion U3 et la relation ( D 2 . 3 ) ] . Mais d'après (D2.ll) et ( D 2 . 1 2 ) , l'ap

plication (t ,t2) -> R* G(t2) de [ 0 , T ] x [ 0 , T ] dans j£\ admet des dé-

rivées partielles données par, 

_d_ 
dt 
*=t. 

/RtG(t2) * * * 
= - v v V ( t a ) 

1 1 1 

et _d 
d-t 

't=t2 

R* G(t) = Rt G , ( T 2 } 

et ces dérivées partielles sont fonctions continues de (t ,t ) à va-

leurs dans ,)£, # en vertu de ( D 2.ll), de la continuité de l'application 

t -> R*i|i ( \|l € /6 ) et des hypothèses U4 et U5. D'où F € C 1 ' ( [ O , T ] , X ^ ) et, 

( D 2 . 1 3 ) F'(t) = Vfi 1= 
RtAtRtG(t) 

- RtG'(t) ( 0 < t < T) . 

(l) Voir à ce sujet dans Lions [ 2 2 ] la fin de la démonstration du 

Lemme 1 . 2 , pages 45 et 46. 
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Cela étant, pour F £ J* de la forme (D2 . 10 ) , (D2.8) donne, 

(D2.14) 

T 

o 
'(R*G« (t)lw(t))dt = 

T 

o 

/(A*R*G(t)| W(t» dt 

+ 

T 

o 

/(R*A*R*G(t) |w(t)) dt (R*G(0)|w(0)). 

Ainsi, compte tenu de ce que * * 

V t 
= I - \ Rt et AtRt = 1 - X V on ob

tient , 

(D2.15) 

T 

o 

(G 1 ( t ) j W( t )) dt 

T 

o 
/(G(t)| A W(t))dt (G(O)I W(0)) 

pour tout G € ^ ( [ O j ] , f& ) lulle au voisinage de T, en posant, 

(D2.16) *t = At + RtAt et W(t) = R W(t) (0 ^ t < T) . 

On note que l'application W : t -» W(t) et l'application t -» A^W(t) sont 

continues de [O , T] dans 3f et respectivement. En effet, la première 

inégalité (D2 . 1 ) , jointe à la relation Â_R̂_ = I - et à la relation 

(D2.4), entraîne que, 

(D2.17) ffl R. IN < cte ||*|| pour tous • €>K et t € [o, T ] . 

D'où on déduit que l'application t -* \|f appartient à C ( [ O , T ] , ) 

pour chaque l|f € f& et que ¥ € C ( [ O , T J , X ). Et la continuité de W en

traîne celle de l'application t -* A W(t) [en vertu de la seconde iné

galité (D2 .1) et de la continuité de l'application t -» i|f stipulée 

par U3 pour chaque t|f € J£ ] et celle de l'application t -» R̂ Â _W(t) en 

vertu de la continuité de l'application t -> R̂Â_\|i pour chaque \|f € X* 

[condition U3 , relation (D2 .17) et continuité de l'application t ~> R \|f 

pour chaque t 6 ] et de la relation, 

(D2.18) | | R A *|| < c'||i|f|| 
t x 

pour tous ; € J£ et t € [o,T ] , 

laquelle résulte de l'hypothèse U4 et de ce que l'opérateur borné 

( A t V prolonge l'opérateur V f 
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Pour conclure, on va s'appuyer sur la conséquence suivante 

de la "formule de Green" : 

LEMME.- Soient Z et L des applications continues de [o,T] dans H 

telles que, 

(D2.19) 

T 

o 

(G 1 ( t )| Z(t))dt + 

T 

o 
(G(t)| L(t))dt + (G(0)lz(0)) = 0 

pour tout G € C ([o,T"l, f& ) nulle au voisinage de T. 

Alors, on a, pour tout t € [0,TJ, 

(D2.20) ||z(t)||2 - ||z(o)||2 

= 2 

t 

o 
(fol, (Z(s)| L(s))ds . 

Avec Z(t) = W(t) et L(t) = - AtW(t) (O ̂  t < T) , (D2.19) coïncide avec 

(D2.15) établie ci-dessus ; et (D2.20) donne, 

(D2.21) ||w(t)||2 - ||w(o)||2 

= - 2 

t 

o 

ftfc (W(s)| AsW(s))ds (O < t < T) . 

Mais, en vertu de (D2.18) et de l'hypothèse UO, on a, pour tous 

i|r £X> et s € [ 0 , T ] , 

SU (TL-A • ) > ( \ - c)|Uir. 

Donc, en portant dans (D2.21) 

(D2.22) Hw(t)||2
 - | L W ( O ) | | 2 ^ - 2(X -c») 

T 

o 
||W(s) ||2ds (0 < t < T) ; 

D'où, d'après le Lemme de Gronwall [voir par exemple Bourbaki [24J, 

§ 1 № 4 , lemme 2 ] , 

(D2.23) ||W(t)|| < e 
(c'-X )t o 

l|w(o)|| (0 < t < T). 

Finalement, si ¥(0) = 0, on a W(0) = R W(0) = 0; donc, pour tout 
t e io,Tj, w(t) = O d'après (D2.23) ; et aussi W(t) = O , puisque 

W(t) = (XI + A )W(t) par définition de W. 

cqf d. 

(1) Voir Lions [23 J alinéa 1.5-3 e"t la remarque 2 ci-dessous. 
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Remarque 1.- La conclusion du Lemme d'uncité faible subsiste en fait 

sans l'hypothèse U5 ' cela résulte en particulier de ce que la formule 

de Green (D2.20) est valable dès que Z et L sont dans £2([o,T],$£ ) 

(voir Lions [ 2 4 ] , alinéa 1.5-3) ; et on peut affaiblir dans le même 

sens l'hypothèse U3• 

Remarque 2,- On peut établir (D2.20) [Lemme ci-dessus] de façon élé

mentaire comme suit : de la formule (D2.19) écrite pour G de la forme 

p * K avec K € g) (]o,T[/#£) et p 6 (E ) à support assez voisin de 0, 

on déduit, par un changement de variable linéaire, que les restrictions 

à £O,T] des régularisées de Z admettent comme dérivées celles de L ; 

d'où (D2.20) par passage à la limite dans les relations correspondan

tes écrites pour les régularisées. 
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APPENDICE E 

DÉRIVATION SOUS LE SIGNE SOMME 

LEMME.- Soient (Z, %s ) un espace mesurable, V une mesure positive 

Œ-finie sur (Z,^ ) et J l'intervalle compact [a,b] de 3R (a < b) 

pourvu de sa tribu borélienne CJ . On considère deux fonctions com

plexes F et G sur J X Z, <d # & -mesurables et vérifiant les con

ditions suivantes : 

( 6) 

b 

a 
ds J IG(s,z)Iv(dz) 

Z 

< + oo 

(6 6) Pour v-presque partout z € Z tel que 

b 

a 
G(s,z) ds < + », 

(E.l) F(t,z) - F(a,z) 

t 

a 

G(s,z)ds pour tout t € J • 

(666) La fonction s -> / G(s,z)v(dz) [définie presque partout sur J 

d'après (6)] se prolonge en une fonction continue g sur J. 

( 6V) F(a,-) € X 1(z,¿ ,v). 

Alors, pour tout s € J, F(s,-) € X (Z,3£,v), la fonction 

s -* /F(s,z)v(dz) (s € J) est derivable en tout point de J, et on a, 
Z 

(E.2) d 
ds 
's = t 

Z 
/F(S,Z)v(dz) = g(t) pour tout t € J. 

En effet, pour chaque t € J, on a, d'après (6), (66) et (ÔV), 

F(t,«) € X (Z,2f,v) ; et, en intégrant par rapport à v les deux mem

bres de (E.l), on obtient, 

Z 

/ .F(t,z)v(dz) 

Z 

/F(a,z)v(dz) 

Z 

/ v(dz) 

a 

t 

G(s,z)ds. 

Donc, d'après (666) et le Théorème de Fubini, 

Z 
F(t,z)v(dz) 

Z 
F(a,z)v(dz) 

t 

a 
g(s)ds. 

d'où la dérivabilité annoncée puisque g est supposée continue. cqf d. 
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APPENDICE F  

A PROPOS DE L'ÉQUATION u" + m2u = T 

PROPOSITION.- Soient, sur IR, W une fonction continue bornée, et 

§ une mesure bornée ; et soit m > 0. Alors, 

(l) Si u est une fonction continue et bornée sur IR, les propriété 

suivantes sont équivalentes : 

(I) pour tout f € £y ( IR) , 

(Fl) 
IR 
(-f'(t) + m2f(t)) u(t)dt 

IR 
f(t)W(t)dt + 

IR 
f(t)§(dt). 

(II) pour tout t € IR, 

(F2) u(t) 1 
2m IR 

-mi t-s 
e 1 W(s)ds 1 

f 2m IR 

-m lt-s 
e 1 1 §(ds) . 

(2) La fonction t 1 
2m IR 

-m|t-s| W(s)ds est deux fois continûment 

différentiable sur IR. 

La démonstration est élémentaire : on vérifie d'abord que 

la fonction u 
o 

: t -> 1 
2m IR 

e 
-m j t- s| W(s)ds est deux fois continûment 

différentiable sur IR et que l'on a, 

(F3) - u"(t) + m 2u (t) 
o o = W(t) (t G IR) 

puis on vérifie que, 

(F4) 1 
2m IR 

(-f'(t) + m2f(t)) 
-m I t-sî 
e * 1 dt = f(s) (f € ® ( I R ) , s em). 

Cela étant, on voit que (II) (T) en portant au premier 

membre de (Fl) l'expression de u(t) fournie par (F2) et en calculant 

le premier terme ainsi obtenu grâce à (F3) et à deux intégrations par 

parties, et le second terme grâce à (F4) et au théorème de Fubini. In

versement, (I) —J>(II) car, si u- désigne la fonction définie par le 
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second membre de (F2) et si u vérifie (i), alors, d'après ce que l'on 

vient de voir. 

TR 
(-f'(t) + m f(t))(u(t) - Uç(t))dt = 0 (f € S) ( IR)) ; 

d'où il résulte que u = u^, puisque u et u^ sont bornés (u par hypo

thèse et u^ par construction). 
cqfd. 

COROLLAIRE.- Soient u et W des fonctions continues et bornées sur 

IR telles que, 

(F5) 

IR 
f"(t)u(t)dt = 

TR 
f (t)W(t)dt pour tout f t ?J (IR) • 

Alors, u est deux fois continûment différentiable sur IR et on a, 

(F6) - u"(t) = W(t) pour tout t € JR, 
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