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INTRODUCTION

L'origine de ce travail est un article du cinquiéme Symposium de Berkeley (23)
ou Motoo étudie le probléme suivant : soit G un ouvert dense dans S compact, dé-
crire tous les processus dont le comportement avant qu'ils atteignent la frontieére
9G de G est le m&me que celui d'un processus minimal donné. L'outil principal
est le balayage d'une fonctionnelle additive qui est probablement utilisé ici pour la
premiére fois d'une fagon essentielle, Cet article, généralisé d'ailleurs par Okabe
(24) est d'un abord difficile surtout du fait que les méthodes puissantes de balayage
développées depuis dans le cadre de la théorie générale des processus n'étaient évi-
demment pas a la disposition des auteurs ; par ailleurs les résultats sont relativement
limités, notamment, parce qu'il n'a pas été fait usage de techniques de compactifica-
tion qui sont a notre sens a la fois les plus naturelles et les plus aptes & donner une

description aussi compléte que possible du comportement du processus au voisinage



de la frontiére. Un pas important a été franchi lorsqu'on a pris conscience de 1'im-
portance des derniers temps de passage et de leur lien avec les techniques de balaya-
ge, Chung dans le cas des chafhes et Azema dans le cadre de la théorie générale ont
mis en place des outils particulierement adaptés a 1'étude du probléme de Motoo
Getoor et Sharpe (11) ont approfondi cette correspondance : ils ont d'abord mis en
évidence une loi d'entrée pour le semi-groupe du processus minimal. Ensuite, consi-
dérant L(t) le dernier temps de passage avant t dans un ensemble F (fixé une

fois pour toute et qui joue le r8le de 3G), h et & des fonctions boréliennes bor-
nées ils ont montré comment calculer Ex[ZL(t) h(Xt) ; OCL(t) <t] et

Ex Y

) $(X Xt),-O (L(t) {t ] ol Z est bien mesurable et Y prévisible. Ces

L(t L(t)’

résultats, fort important par eux-mé&mes, conduisent a des "last exit decompositions"
qui sont en fait des décompositions du semi-groupe d'un processus prolongeant le
processus minimal. Ces formules améliorent considérablement une formule de Motoo
qui donnait une décomposition des résolvantes. Des résultats tres liés aux précédents
sont des formules de conditionnement par rapport aux tribus yL(t) et I:(t) . Les
résultats sont d'ailleurs analogues aux résultats antérieurs de Pittenger et Shih
(25). Meyer (17) a repris cet article pour le présenter dans un cadre tout a fait géné-
ral et a introduit la notion d'ensemble homogene : nous avons repris cette présenta-
tion et conservé les notations. Pour plus de clarté nous avons méme reproduit aux
chapitres I et II tous les éléments nécessaires a la compréhension de la suite.

Notre travail -contemporain de celui de Getoor et Sharpe- a une orientation net-

tement différente : nous nous sommes surtout préoccupés de décrire le comportement



du processus au voisinage de la frontiére. A cette fin nous avons introduit d'une
fagon qui nous semble naturelle des processus prolongeant le processus minimal ou
un sous-processus de celui-ci. L'introduction et 1'étude de ces processus est une
des parties les plus importantes et les plus originales de ce travail, nous avons es-
sayé de les rendre intuitives d'une part en soulignant le réle d'une certaine famille
de temps d'arrét (les g+ e du chapitre I) d'autre part en donnant une formule ex-
plicite de densité de certaines fonctionnelles additives (voir chapitre X). On obtient
en particulier des renseignements relatifs a la fagon dont un processus prolongeant
le processus minimal repart de la frontiére, notamment en étudiant la limite

xL(t) +e quand €0 ou le support de la loi de X t quand t tend vers zéro, toutes
ces limites étant prises dans une nouvelle topologie obtenue par compactification de
Ray. On obtient également des théorémes d'intégration plus généraux que ceux de
Getoor et Sharpe ainsi que de nouvelles formules de conditionnement (en plus des
leurs que nous retrouvons), les noyaux figurant dans ces formules ayant une inter-
prétation relativement aux semi-groupes des processus introduits.

L'utilisation d'"une compactification -mais par rapport a une résolvante- avait
été introduite par Dynkin [8] dans un article complétant celui d'Okabe, puis dans
un article plus récent en Russe aux Teoria de 1971.

Dans le cas particulier ou 1'étude se rameéne a celle d'un processus sur un do-
maine de R' ou sur une variété & bord des travaux anciens (Sato-Ueno 1965 ,Bony-
Courrége~Priouret 1967, Priouret 1968) s'attachaient surtout & 1'étude des semi-

groupes de Feller ou d'un processus associé dont le générateur était donné, ainsi



qu'a la mise en évidence de certains opérateurs frontiéres limitant le domaine du gé-
nérateur et qui sont liés au processus sur le bord et au comportement du processus
au voisinage de la frontiére (condition de Waldenf els par exemple). Ces travaux ont
d'ailleurs été développés plus récemment. Nous avons essayé, dans le cadre abstrait
de 1'article de Motoo de mettre en évidence des opérateurs comparables, pour cela
nous étendons la définition du générateur d'un processus quelconque ainsi que celle
d'un processus sur un domaine avec bord (nous utilisons & cet effet la notion d'opé-
rateur presque positif de Mokobodski) et nous trouvons une formule analogue i celle
de Waldenf els faisant intervenir un opérateur qui a "presque'le principe du maximum
sur le bord. Une application de ces résultats a R" permet de généraliser un théo-
rém: classique sur les processus de réflexion.

Avant de fai re un résumé de chaque chapitre il convient de préciser les liens
qui peuvent exister entre notre travail et la Thése de B. Maisonneuve (14). Quand
Meyer a étudié 1'article de Getoor et Sharpe il avait présent a 1'esprit cette these
et il s'est apergu qu'il pouvait utiliser certains des outils et des résultats pour ré-
pondre a des questions qu'il s'était posé relativement a des généralisations de théo-
rémes de Getoor et Sharpe. Nous répondons nous aussi a ces questions et a d'autres
pour lesquelles Meyer n'avait pas de réponse, sans faire appel aux théorémes sur le
"processus d'incursion" de Maisonneuve et d'une fagon qui nous semble beaucoup
plus naturelle.

Nous allons maintenant donner une idée de chaque chapitre.

Chapitre I (p. 12). On introduit les notations de P.A. Meyer. Un fermé aléatoire ho-



mogeéne M est un sous-ensemble de Q X R™ dont les coupes en w sont des fermés

et tel que (q:.u,s) EM & (w, t+s) EM ; c'est ce qui remplace la frontiére topologi-

que de Motoo. On définit les intervalles contigus a M et les ensembles M et M

des extrémités gauches et droites de ces intervalles. M~ se décompose en Ml') et

M; . La proposition 4 précise cette décomposition ; Mt’)’ est réunion dénombrable de

graphes de temps d'arrét alors qu'il ne pense aucun temps d'arrét dans M; .

Chapitre II (p.17). On introduit d'aprés Meyer et Azéma 1'opération de balayage :

si p est une mesure sur R: on transporte la masse portée par les intervalles con-

tigus 8 M sur M~. Pour étudier ce qui se passe sur M on balaye les mesures asso-
t -ps (p) AP

cides aux fonctionnelles f e h(Xs)ds = A'Y/(h). Soit A"(h) le processus crois-
o ey Y ps )

sant ainsi obtenu, on considére AL (h) =j e dAl (h) : ce sont les projections du-

0

ales de cette fonctionnelle additive qui nous intéressent ; celles-ci se décomposent

en termes relatifs 8 M, M_" et M_. Sur M et M_

b b on calcule facilement ces projec-

tions en utilisant sur M';’ la propriété de Markov forte ; pour M; on peut obtenir ces
projections comme limite de terme du méme type que pour Mg (lemme 7), gréace a la
remarque suivante : si g €M est une extrémité gauche d'un intervalle contigu a3 M
dont la longueur excéde €, g + e est un temps d'arrét. Ce type de remarque constitue
une des raisons qui incitent a prolonger la résolvante du processus minimal,

Chapitre III (p. 25). On réalise ce prolongement suivant une méthode classique ; comme
nous désirons que le semi-groupe correspondant a la résolvante prolongée soit borné ,
nous prolongeons en fait la résolvante d'un sous-processus du processus minimal,

Le prolongement permet de calculer les termes relatifs a M_T'T et d'introduire des lois



d'entrées bornées. Ces lois sont analogues a celles introduites par Getoor et Sharpe,
le théoréme qui permet de les introduire leur est d'ailleurs emprunté. Ces lois d'en-
trée interviennent de fagon essentielle au chapitre suivant.

Chapitre IV (p.33 ). On donne ici un sens plus profond au prolongement introduit pré-
cédemment en introduisant un processus de Markov appelé v-processus d'entrée. Les
théoremes 13 et 13bis_ tous deux originaux - donnent les principaux résultats de cette
partie qui est un peu le coeur de cet article.

Soit (2 ,Eo, Xt, F tr Px) le processus que nous désirons étudier et qui est a valeur
dans E sous-espace borélien d'un espace métrique compact ; soit M un ensemble
homogene et D le temps d'entrée dans cet ensemble. On désignera par F 1'ensem-
ble {x€E, Px(D =0) = 1}; soit G un compactifié de Ray-Knight de E .

Soit é 1'espace des applications de RY dans E , prenant leurs valeurs dans F¢
pour t >0 , continues a droite dans E et G pour t> 0 , pourvues de limites a gau-
che dans G notées X; et d'une limite a droite dans G a l'origine notée X;’ .

X
Si Eo désignent 1a tribu engendrée par les coordonnées de ) , il existe sur

X X _ J‘/ v
(e Eo), pour toute loi p sur E , une mesure notée Q  telle que le processus

X X

(e % X t Q"AS soit fortement markovien jusqu'a 1'origine en prolongeant Xt par Xo.

Si u= 6x la loi n’x de X; charge 1'ensemble des valeurs d'adhérence dans G

des suites de points convergeant dans E vers x .

Ceci permet d'obtenir les projections duales bien mesurables de mesures d'une forme
g

voisine de ; Cokpob e g(dt) . On précise aussi le comportement de certaines
gEM
™

fonctions le long des trajectoires en fonction des limites a droite dans G de xL(t)+e‘



Chapitre V (p. 50). Pour obtenir les projections de Co eg eg(dt) on est amené

—
g Ty
a prolonger % VP ou VP est la résolvante du processus tué a4 D et v(x) = V1 1x) :

~

ceci amene a construire de nouvelles mesures P qui sont o -finies, et un processus
que nous appelons X-processus d'entrée.

Ce processus est construit sur 2, son semi-groupe est celui du processus de dé-
part. Nous donnons de nouveau le support des mesures I;’x en terme de fonctions

continues a droite ou limitées a gauche. Ce processus est fortement markovien pour

t >0 . La projection duale bien mesurable de ’ co § ¢ (dt) est Ext(c)dK
%“ »> g B8 t
geM

™
— gf

e
gLé'M; J]g,Dg/\ g )

Chapitre VI (p. 58 . On applique les résultats précédents pour démontrer des théore-

(K est la projection duale bien mesurable de e 3ds eg(dt)) .

a

mes de conditionnement dans le cas bien mesurable : soit ét f(x) = EX(§(X £ © kD))

ét-L(t)(X L(t)? D

A

QL)L) V \
résultat de Getoor et Sharpe, le probleme étant surtout de vérifier que Qt_S(XS,t)

E (t(xt)/g‘L(t)) = sur [0 {L(t) {t]; ce résultat est le mdme qu'un
est bien mesurable (lemme 28) . Par les m&mes techniques on démontre un théoréme

nouveau relatif aux tribus Ez(t) [ol £(t) = sup(s {t, s € M)] .

Chapitre VII (p.65). Il s'agit du cas prévisible ; on retrouve de nouveau un théoréme
de Getoor et Sharpe relatif a EI:(u) et un théoréme nouveau concernant I;‘-z(u) .
On redémontre aussi de fagon élémentaire un théoreéme de Walsh sur le post-L-proces-

sus qu'on compléte en démontrant une propriété de Markov a 1'origine.

Chapitre VIII (p. 74). Ce chapitre est consacré a la théorie pseudo-relative : si le
processus tué a t était markovien il suffirait de lui appliquer les résultats sur les

derniers temps de sortie pour obtenir toute une série des résultats précédents ; on



montre comment on peut se placer dans Q X R pour utiliser cette méthode et retrou-
ver a 1'aide du seul post-L-processus la décomposition des semi-groupes, les théo-

remes de conditionnement, etc... .

Chapitre IX (p. 79). Il s'agit de la partie relative a la frontiére topologique : on y
définit, comme nous 1'avons dit, les notions de générateur étendu et de générateur
généralisé et on décompose 1'opérateur frontiere. Relativement a ]Rn, on démontre
que si C2 est contenu dans le domaine généralisé du processus, la condition fron-
tiere a une forme nécessaire que 1'on donne. Ceci généralise d'une fagon assez large

un résultat obtenu par Bony, Correge et Priouret dans le cas des processus de Feller.

Chapitre X (Appendice) (p. 97). Nous avons réuni dans ce chapitre les résultats de
Mokobodski relatifs aux opérateurs presque positifs ainsi que leurs applications re-
marquables : il est bien connu que si A et B sont deux fonctionnelles additives
A <<B, un théoréme de Mokobodski permet d'obtenir une densité, il est curieux de
constater qu'on ne signale pas souvent que la construction mé&me de cette densité mon-
tre qu'on peut la choisir mesurable par rapport a la tribu engendrée par les fonctions
excessives,

Plus remarquable, peut-8tre, est le résultat qui montre que pour calculer cette
densité on peut remplacer 1'opérateur lim supi(I - W)) par n'importe quel autre

A~

"bon" opérateur presque positif, ceci permet de montrer par exemple qu'on peut choi-

sir pour densité



(V)
E, e'sst ol V est un voisinage fin et F(x,V)
lim su _O’T(U)-__
V] {x} U €F(x,v) E f e~SdA 1'ensemble des voisinages fins contenus dans V
X s
0

T(U) est le premier temps de sortie de U.
(npat en particulier démontrer le résultat intéressant suivant :
-1(U) .y Pl
Ex(e 1F‘(XL[T (U)_]) v t(X'r(U)))

VPl f(x) = lim sup
Ulix} E, (e

-7(U)
B CTRTNALLS Y

Nous remercions vivement M, S. Sharpe qui nous a fait 1'amitié de lire le

manuscrit.,
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NOTATIONS.

Toutes les notations relatives aux processus de Markov sont les notations usuel-
les (par exemple Blumenthal et Getoor), celles de la théorie générales sont celles de
Dellacherie.

Nous sommes contraints d'introduire un grand nombre de semi-groupes de résol-
vantes et de lois intervenant dans les divers processus jusqu'au chapitre VII, il nous
a semblé utile de donner un schéma d'enchainement de ces diverses notations.

Chapitres I et II . Processus initial (@, I:t' Xt’ Pt’ P*)

Processus tué a D : semi~groupe Q
résolvante VP
on notera v(x) = v! 1(x)

(v)

v -processus du tué semi-groupe Qt

résolvante WP

p B
Loi sur $§t Q/v (ou EQ/V) .
Chapitre III . Prolongement de WP : WP (on pose VPHTn - ﬁlp(g) )

(v)

V). v
V:Qtv N

Prolongement de Qt

qui est une loi d'entrée de Q

Chapitre 1V. Compactifié de Ray-Knight. A ét(v) on associe une loi sur le com-

=(v)

" —
pactifié (W, Y,, G2 Q/ V) de résolvante WP et semi-groupe Q.'’ . La loi d'entrée
Y o=t t

(Aliv) se prolonge en une loi d'entrée é(tv); si m est la loi de Xc: il lui correspond
™y X Xo e . (.
Q . Q et E‘ étant définis (cf. Introduction) les mesures précédentes se trans-

X X X A
portant sur Eo pour donner le v-processus d'entrée ( @, l:o , X £ Q

/V).

. . - A .
Chapitre V. On construit sur (Q, 50) des mesures o-finies Px qui permet-

tent d'intégrer )} co 8 eg(dt). (2, For Xpo P") est alors un processus de semi-

g



1

groupe P, :c'estle X-processus d'entrée. On pose ét(f) =E’ t(Xt o kD) c'est
cette mesure qui intervient dans les formules de conditionnement. Les notations rela-

tives au chapitre IX sont données en téte de ce chapitre.
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CHAPITRE (I) - NOTATIONS ET DESCRIPTION DE L'ENSEMBLE HOMOGENE M ,

Le processus que 1'on désire balayer est un processus de Markov satisfaisant
aux hypotheses droites, a valeurs dans E sous-espace borélien d'un espace métri-

que compact. On notera (2, Eo, X;» B, 0

E, 8, P,% ) sa réalisation canonique. L'ex-

pression "presque surement" signifie P! presque surement pour toute loi p .

§ 1. Fermé aléatoire homogene .

* +
On note R+=R - 0 .

Définition 0. On appelle ensemble aléatoire un sous-ensemble de Q xR : progressi-
vement mesurable par rapport aux tribus E . Un tel ensemble est dit fermé si ses
coupes M(w) = {t >0, (t,w) € M} sont fermées, il est dit homogene si son indicatri-
ce est un processus homogene c'est-a-dire si (et w, S) €M &= (w, t+s) € M .
[M(w) ]C est une réunion dénombrable d'intervalles ouverts, ces intervalles sont
appelés intervalles contigus a M . M est parfait si et seulement si deux intervalles
contigus n'ont pas d'extrémité commune.

On désignera par M~ (resp. M¥) l'ensemble des extrémités gauches (resp.
droites) des intervalles contigus a M . Il est clair que M~ et M* sont des ensem-
bles homogenes.

Les quantités suivantes caractérisent les passages dans M :

D(t) =inf(s >t ; s € M)
L(t) =sup(s¢t, s € M)

{(t) =sup(s<t s € M).
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D(t) est le premier temps d'entrée dans M apres t , c'est une fonction croissante,
continue a droite, limitée a gauche, constante sur les intervalles contigus a M .

On notera D(0) =D . D est un temps terminal exact parfait * D(t) =t+ Do 8
est un temps d'arrét, mais le processus D(t) n'est pas adapté aux tribus Et . La
famille de tribus EDt est continue a droite.

On supposera que Mc ]0,T [,alors D >% = D= .

D caractérise M : il est en effet facile de voir que M = { Do 9; =01}. Le processus
L(t) est adapté et constitue une famille co-terminale au sens de Pittinger et Shih
c'est-a-dire que L(t)o 8, A L(t+u) -ut.

Il est clair que M~ = {t>0, L(t) =t, D(t)> t} .

Le processus ¢, est prévisible et L(t) = £'(t).

Le théoréme 2 (Chapitre V) de Dellacherie [6], implique immédiatement que

Proposition 1. a) Les ensembles M et M sont bien mesurables

b) M~ est progressivement mesurable

c) Sipour tout ¢ >0, ) Lre1 , Ds [ désigne le pieme intervalle conti-
gua M dont la longueur dépasse strictement ¢, Ls + ¢ et Ds sont des Et temps

d'arrét.

Exemple fondamental . Soit X un processus a valeurs dans un fermé G de frontiére

o
3G=G-G ,M={ (t,u), t>0 XtTw) €3G |} est un fermé aléatoire homogéne. Les
(]
intervalles contigus sont les portions de trajectoires contenues dans G . D est le

temps d'atteinte de la frontiere,

*
Si on suppose seulement que M est homogene pour presque tout w , D n'est pas
parfait, on peut cependant -grice aux techniques de Walsh-~ le rendre parfait [26] .
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§ 2. Propriétés liées au processus.

Soit F = 1x €E, PX(D =0) = 1} . C'est un ensemble finement fermé et pres-
que borélien. Dans 1'exemple précédent F est 1'ensemble des points de oG régu-
liers pour 3G .

Soit o F= {(t,w), t>0 Xt(“’) € F} c'est 1'ensemble des impacts dans F
il est donc indistinguable pour chaque loi P ®  d'un ensemble bien mesurable pour
les tribus E!' . pp(w) estun fermé droit de R .

Proposition 2. Soit M' 1'ensemble des points non isolés de M et M le noyau par-
fait de M , alors M c ppEM pus..

Démonstration . Remarquons d'abord que d'apres la propriété de Markov forte
tout temps d'arrét passant dans p F est instant d'accumulation a droite de points de
M, 1'ensemble PR M qui est bien mesurable ne contient donc aucun graphe de temps
d'arrétet p.c M p.s.

Soit T(w) =inf {t> 0 Xt(w) € F} ledébutde o , soit T(t)=t+ To 8

t
par continuité a droite X € Fet g.= U [T(r)]; lesinstants T(r,w) sont
T(t) F reQ
points d'accumulation a droite de points de M et comme e S M p.s. p FS M!' p.s.
Soit Nn(w) =inf {t>T : [rt J N M(w) comporte une infinité non dénombrable
de points | . On sait ([6 ]), que N, est untemps d'arrét et M= U [N, ]
reqQ
pour tout ¢ >0, JN.(w), No(w)+ e JNM(w) est non dénombrable ce qui entrafhe
que DN (w) = N.(w) et donc que [N,] c ¢ F  Ce qui achéve la démonstration.

Proposition 3. L'ensemble M~ des extrémités gauches d'intervalles contigus a8 M

admet une décomposition en deux ensembles homogenes
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M'; =M"N P(;, qui est une réunion dénombrable de graphes de temps d'arrét ;

MT‘T'= MmN Pr qui est un ensemble progressif dans lequel ne passe aucun gra-

phe de temps d'arrét (p.s.).
Démonstration. On peut d'abord remarquer que p.s. M~N P;, =MN PIC,
MN plC:,EFF - ; F qui est une réunion dénombrable de graphes de temps d'arrét,
comme M N Pg, est bien mesurable, il est lui-m&me réunion dénombrable de graphes
de temps d'arrét [6].
or (M=M)N PIC: “M-MN plc;‘ est bien mesurable et est contenu dans M - M
c'est donc aussi une réunion dénombrable de graphes de temps d'arrét, par suite

MN p;‘ = Mt'; 1'est également. Ceci entrafhe d'ailleurs que g € Mt‘)’ = Xg €EFC.

Tout temps d'arrét passant dans PR étant point d'accumulation a droite de
points de M il est clair que MT'T’ ne contient aucun graphe de temps d'arrét, en

particulier g € M;[’ = Xg = Xg_ , de plus un tel point n'est pas isolé car 1'ensemble

des points isolés de M soit M -M est précisément une réunion dénombrable de
graphes de temps d'arrét. Pour préciser la structure de M~ nous allons considérer
un compactifié de Ray-Knight de E ([19]). Soit E un tel compactifié et B! I'en-
semble des points de branchement, on peut restreindre Q au sous-ensemble des
trajectoires « continues a droite et limitées a gauche dans E , ces limites & gauche

seront notées X; , X_ appartient presque sQirement soit 3 E , soit &4 1'ensemble B

S

des points de branchements x tels que ex'Po soit porté par E ; on se restreindra
donc aux trajectoires telles que X; € EUB . On sait alors ([19]), que si T est

un temps d'arrét la partie totalement inaccessible de T est T A ou
A={0<T<o; Xr # xT_;xT_ﬁ B} .
Proposition 4. Soit M_'=M_"N {(t,»), X3 £ B, xt;é xt}

Mo —
Ma = Mb MS



M_L =MIN{X] € F}
Mg = M2 (XY £F}.

M s—’ est une réunion dénombrable de graphes de temps d'arrét totalement inaccessible

Ma" est une réunion dénombrable de graphes de temps d'arrét accessibles.

L'ensemble des points isolés de M est contenu dans M—a;+ M;i et

a) teM XtEF‘ Xy =X~

b) t e M & X, €EF¢ X, €F
sr t t

eFC, XTeFS©

c)tEMSi = X t

X, # X, et le saut est totalement inaccessi~

t t
ble

d) te€ NF(_; = X, € F‘C, X;E FC ; s'il y a saut ce saut est accessible.

t
Démonstration . Pour les points a) b) c) d) le seul résultat & démontrer est que

X €F°,X

g -€F = ge¢ M;‘ ce qui est réalisé car si T est un temps de saut

%4

de F dans F‘C ce saut est totalement inaccessible, g ne saurait donc appartenir

a M.
a

On sait déja qu'un point de M; n'est pas isolé.

Soit p;‘ ={(t,w), t>0, X; € F} : c'est un ensemble prévisible, Soit T un

temps de saut de F dans FC : il est totalement inaccessible, dans ces conditions
Dellacherie a démontré ([7]), que pour presque tout w T(w) est point de conden-
sation a gauche de pF(w) c'est-a-dire que pour tout e positif ] T(w)—e, T(w)]
contient une infinité non dénombrable de points de p;, , il est alors point d'accumu-

lation a gauche de points de M :t € M;r => t non isolé.
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CHAPITRE (iI).- L'OPERATION DE BALAYAGE.

Dans toute cette partie nous suivons de trés preés la présentation de Meyer
[17 Ch. 1.

§.1. Transport d'une mesure sur M .

Soit u une mesure positive bornée sur R: . Transporter u sur M, cela
veut dire ramener sur M . La masse de u contenue dans MC, en attribuant a 1'ex-
trémité gauche d'un intervalle contigu ] L(t), D(t)] non vide toute la masse contenue
dans cet intervalle,

11 faut noter que cela déplace aussi la masse placée en D(t), et que la masse
contenue dans 0, D(0)] est entierement perdue.

Si nous notons p la mesure obtenue nous pouvons écrire que :

(Ir.1.1.) p=1 . u+ p(]g, Dg)) e
M-M g;W e

soit en intégrant si f est borélienne positive;

@a2) [ g) @)= [ |t Y10} uias).
R+
C'est la forme obtenue par Azéma dans [1] sous certaines hypothéses supplémen-

taires. Getoor et Sharpe ont considéré les fonctions de répartition :

Soit a(t) = p(]o,t)) et a(t)=p(]o,t 7).

Alors a(t) = a(D(t)) - a(D(0) .
L'opération qui fait passerde a & a s'appelle dans leur terminologie le ba-
layage brut (par opposition aux balayages adaptés et prévisibles que nous utiliserons

plus loin). de a sur M.
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Une notion techniquement utile parce qu'elle s'applique a des mesures non bor-
nées est la suivante : soit p une mesure sur R_: , non nécessairement bornée, mais
admettant une transformée de Laplace finie. Nous appellerons p-balayée brute de p ,

- (p)

S
u 7, la mesure eP

-ps
e p p.(ds) .
Explicitement

~PS p(as) . e

- (p) — . Pg
(I1.1.3.) =1 «ol + e e
T MM I3 f]g,o(gn g

geEM

4y [ts) 5P - [ ta(s) *6) Viyisps0p @S uces),
Si la mesure u est diffuse, on peut remplacer ¢/ par L dans toutes ces formules.

§ 2. Fonctionnelles additives brutes.

Nous appellerons fonctionnelle additive (resp. p-additive) brute (selon Getoor-
Sharpe) toute famille (At) £>0 de fonctions réelles sur 2 telle que pour tout w
la fonction A.(w) soit croissante, continue a droite, a valeurs finies, additive
(resp. p-additive) c.a.d.

Agp =Ag +Apo B (resp. A

Nous supposerons Ao =0 p.s.

Nous ne supposons pas ces processus adaptés.

Le résultat suivant, dl a Getoor-Sharpe dans le cas bien-mesurable, plus an-
cien dans le cas prévisible, a été démontré par Meyer dans la forme ol nous 1'énon-
cons [17 ChapitreI].

Théoréme 5. Soit A, une fonctionnelle additive brute telle que : Ex(At) < 4+ pour

t

tout x et tout t . Alors les projections duales bien-mesurables A“t“ et prévisibles
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Af de A sont des fonctionnelles additives (adaptées).
Remarque. On obtient le m&me type de résultats dans le cas des fonctionnelles
p-additives.

La proposition suivante, sur le p-balayage des fonctionnelles brutes sera utile.
Proposition 6. La p-balayée brute d'une fonctionnelle additive brute est encore
additive.

Démonstration. Tout revient 3 montrer que la balayée brute d'une fonctionnelle

p-additive est p-additive. Soit Ct = BD(t) - BD(O) R

-pD
Cys(w) = Cglw) =By, (w) = Bpyg(w) =& (S)BD(t+s)-D(s) ° 8py(s)

= e-ps [e-PD(O) BD(t)_D(O) o D(o)]° es
=< [Bpy = Bp(g) Jo &= Cpo 8y

§ 3. Calcul des p-balayées adaptées .

Nous abordons maintenant 1'essentiel de ce travail. L'idée de travailler sur les
projections bien-mesurables est de Getoor-Sharpe, les autres auteurs ayant fait
1'hypothése a priori que M: était vide ce qui, comme nous le verrons, permettait
de ne considérer que les projections prévisibles.

a) Quelques notations concernant le processus.

Nous noterons Pt le semi-groupe du processus droit dont on est parti, et
{ Up} sa résolvante.
Soit D le début de M , temps terminal (parfait exact)

Qt(x,t) =E, [f(Xt) 1{ t<D] ] est le semi-groupe du processus tué de
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X al'instant D . Sa résolvante sera notée {VP} .
Notons v(x) = V1(1)(x) . C'est une fonction 1-Q-excessive bornée et

F={x;v(x)=0}.
-t Ex 1) v(X) 1y (py )

. C
63) si x€ F

On définit Q(tv)f(x) - e

ng) f(x) = 0 sinon.
C'est le semi-groupe du v-processus associé a e—t Qt . Sa résolvante sera notée

WPt c'est-a-dire

WPE(x) =‘7&)— VPt (x)  si x € FS

=0 sinon.

b) Définitions des p-balayées adaptées.

h désignant une fonction presque borélienne bornée, nous introduisons les

fonctionnelles suivantes :

t
At(h) = f h(Xs)ds (additive)
0
(p v ps
Ag Xn) = f &® h(x)) ds  (p-additive)
0
A(p) (h) = processus croissant obtenu par balayage brut de A(p)(h) sur M
t
<P ) .
Af (h) = J' e dAJ (h), p-balayée brute de (At(h)) sur M.
0
D'apres II) proposition 6, K?(h) est une fonctionnelle additive brute. Le théoréme 5
entrafhe alors que sa projection duale bien-mesurable, que nous noterons Ap(h)

est une vraie fonctionnelle additive (adaptée).

Clest A p (h) que nous nous proposons de calculer.
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§ 4. Intégration par rapport a AP(h).

Rappelons que d'apres II.1.
D(t)
Aﬁp) (h) = f eP® h(x_) ds
S
D
et que si Zs est un processus mesurable positif,

fozs dAﬁ(h>=j:5ps SRR FRL GRS IR

Cette formule donne naturellement que si ZS est bien-mesurable .

(1.4.1.) Euﬁo z, dK‘S)(h) - Euj’o =p(s-4(s)) Z (s) h(x,) He(s)> 095 -

Nous travaillerons en général sur les mesures associées aux fonctionnelles et
parlerons de la projection prévisible (ou bien mesurable) des mesures dA{) etc...
rappelons,une fois pour toute, que si p est une mesure la fonctionnelle associée a
est donnée par a, = p]o, t].

Tenons compte maintenant de la décompositon de M en ses deux morceaux
Mt_; et M; . Kip) peut alors s'écrire comme somme de trois fonctionnelles additives
brutes :

le terme "continu banal"
?

P _ =
(I1.4.2.) dBY = 1\ y~(t) dA(h) = 1),(t) h(X) at .
11 ne dépend pas de p , et est bien-mesurable.

le terme "discontinu banal",

=D _ pg =ps
was) - f}g’D(g)]e (X )ds . e (ct).

Or Ml: est une réunion dénombrable de graphes de temps d'arrét, alors si Z est

bien-mesurable,



11, §5 22

rm

W gP _ g* pg =ps
E‘.J, z_ dg =E"( Z;M-'de e h(Xs)ds]
0 g €My 1e,D(@)]

- p
= Eu[gg\ﬁ; Z,Vinixy) ] .

vPh étant presque borélienne, la projection duale bien-mesurable de E? notée

évtp est telle que

(I1.4.4.) dgP = VPh(X ) e (dt).
t g;;v; e e

11 reste le terme "discontinu intéressant", qui contient toutes les difficultés de

la question

(11.4.5.) di® (h) = el
‘ ggw;’ fJg,D(g)]

Comme I-p(h) ne charge aucun graphe de temps d'arrét, sa projection duale bien-

ePs h(X)ds eg(dt).

mesurable est continue, et identique a sa projection duale prévisible.

§ 5. Comparaison des p-balayées.

On se propose de comparer les p et q balayées.
Auparavant, établissons un lemme qui nous sera souvent utile dans les calculs
concernant _I?(h) . C'est une conséquence de la proposition 1.

Lemme 7. Définissons la fonctionnelle additive brute e-ilt)(h) par

(I1.5.1.) deIlh) = 1 p(g+e)
ot g};;vi; {g+e <D(g) }€ f Jere, D]

* Alors de I-? (h) converge en un sens évident vers df? (h) lorsque ¢ tend

s h(X)ds eg(dt).

vers zéro.
¥*¥ D'autre part, eT?(h) a m&me projection duale bien-mesurable que la mesure

d e?tp(h) définie par :
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(11.5.2.) deP(n) =g[€'_"Mq1 (gre < D(@)] VP h(Xg, ) eg(dt).
L

Remarque . Comparons les relations I1.4.4. et II.4.5. aux relations II.5.1. et
II.5.2.. Elles signifient que tout ce qui est vrai pour Ejt) sera vrai "a la limite"

pour Itp . Nous préciserons par la suite cette notion de "3 la limite".

Démonstration du lemme 7. Seul le second point demande démonstration.

Considérons 1'ensemble aldatoire {(w, g+¢) ; (v, g) € M et g+ e« D(g,w)} .

C'est la réunion dénombrable des graphes des temps d'arrét er + ¢ (cf. proposition

€Me jntervalle de longueur strictement

1) ou L:]: désigne 1'extrémité gauche du n*
plus grande qu' ¢ .

Soit Z un processus bien-mesurable. Z e est mesurable par rapport a la

L
n
tribu F ¢ . Si Z est bien-mesurable, positif
L>+ e
Euf”nz P - B4 (2 Pl h(x )es)
d I'th)= E Z 1 e [ e "h(X_)ds
0 S €8 = Ler:] {XL:];GF} ]L§+e,D2] s

1]

EH z VP h(x
ég*” g+e<D(g)} “g ( g+e))
T
d'ol le résultat et le sens évident de la convergence.

Proposition 8 .
(.5.3.) 8P - 8%n) = (a-p) BP(VI )
(U.5.4.)  1P(h) =T %) = (g-p) TP(vI )
(I1.5.5.) AP(h) - A%(n) = (g-p) AP(VI h).
Démonstration. La relation I1.5.3. se déduit immédiatement de 1'équation résol-

vante et de la définition de BP (cf. II.4.4.)
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De m&me d'apres le lemme 7 et 1'équation résolvante I1.5.4. s'obtient aisément
apres passage a la limite.
On en déduit alors aisément II.5.5. en remarquant que dgf ne dépend pas de

p et ne charge que pF .
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CHAPITRE IIl.- CALCUL DE DENSITES BIEN-MESURABLES SOUS-

MARKOVIENNES .

§ 1. Position du probleéme.

On commence par remarquer que si h est bornée, les processus croissants
8P(h) et TP(h) sont absolument continus par rapport 2 §1( 1) et 'IVI(I) respecti-
vement.

En effet, si py 1, 1P(h) est majoré au sens fort par |lhi| f1(1)

BP(n) . v gl
. ~p 1 ~1...P 1 ~1
sipct, BN =F+0-pBVP) < 5 B().
Ap 1
De méme I7(1)g [-)I (1).

D'ou le résultat.

Définition . Nous noterons K t la fonctionnelle Y:(1), fonctionnelle de référence
associée a MT"_[’ . Elle est de 1-potentiel borné. On dira qu'une propriété N(x)
alieu K p.s. si NE = {x , N n'est pas réalisée} est de K-potentiel nul.
Remarque. Le choix de }t‘(l) est évidemment arbitraire. En particulier, nous énon-
cerons en appendice les relations qui lient les divers opérateurs que nous allons ob-

tenir, si on avait pris ~I?(l) o> 0 comme fonctionnelle de référence.

Nous nous intéressons 4 la forme des densités de #(h) par rapport & é1(1)

et de 1P(h) par rapport 3 K .
Examinons d'abord le cas de §:

P ~
D'aprés la détinition (11,4,4) d §] (h) - V(X)) e (d) - f LR (x ) d ).
€%
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Si p>1, la densité de dﬁ‘t’(hv) est alors ﬁt‘-v-)m wP~(n), résolvante du
v-Q-processus.

Nous allons montrer qu'on peut modifier les opérateurs —l-)-—ll et WPh sur
F , ol par convention on les avait pris nuls, de fagon a obtenir des densités de
P(h) et de \I'p”(hv) respectivement par rapport a K , le caractére de résolvante
sous-markovienne de WP étant conservé.

Dans toute cette partie nous nous intéresserons aux fonctionnelles NIpH(hv) :
Notation. On pose ~1p+1(hv) =JP (h) .
Proposition 9. Les fonctionnelles additives JP(h) ont les propriétés suivantes :

i) 3P(n) - 3%n) = (a-p) IP(W h)

ii) p JP(1) est majorée au sens fort par K .

iii) Si h est presque borélienne bornée et continue a droite sur les trajectoires

P JP (h) converge en un sens évident vers h.K , lorsque p tend vers 1'infini.

Démonstration . La propriété i) est une conséquence immédiate de la définition
de JP et de la proposition 8. Nous démontrons les propriétés ii) et iii) simultané-
ment en utilisant les fonctionnelles e?p définies au lemme 7.

+ ©o

- -]
Par définition, E“f z_d :Ig(h) =E* f zZ d Ig+1 (hv) pour tout Z
0

0
bien-mesurable positif.

Nous savons d'apres le lemme 7 que :

oo oo =
E¥ f z a1 (hv) est la limite de E“f z d P hv) qui vaut par
0 S S 0 S € S

Criips p p+1
définition E (gz i _'Zg \4 (hv)(Xg+€) Y g+eDg} ).
m
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Or

D D
Vo, () = E j . a(p+1s h(X )ds By f . ¥ 1(xy)du

DAY s
= E f &Y qu ju P h(X,) ds .
XJo 0

< = gh T —n(s
Donc E* f z d€12+1(hv) =E* T z eBte jD e du f P(s <g+€))h(Xs)ds
0

8;}\4 gte g+e

qui tend lorsque e tend vers zéro vers
% Dgh? (s-g)
F“f z de(h)=E“(z;1 z egf e duf epis-e h(X)ds).
s s g
0 g €M7 g
Par ailleurs, | pf-l Pls-e) h(X)ds| < IIh (1 -Pl-e)y Iy,

et si h satisfait aux conditions de 1'énoncé,

p ju ép(s-g) h(X s)ds converge lorsque p + « vers h(X ).
g o
D'apres le lemme de Fatou, EY f Z pd Jp (h) converge alors vers

E‘(%_z h(x)egf eudu)=E“ f;wZSh(XS)dKS.

Le processus h(Xs) etant bien-mesurable, la mesure p d :fg (h) converge vers

h.K . Si h =1, les relations ci-dessus permettent d'obtenir 1'inégalité annoncée.

§ 2. Construction de la v-résolvante d'entrée.

Théoreme 10 . 11 existe une résolvante sous-markovienne, mesurable par rapport
dlatribu  Be engendrée par les fonctions 1-excessives, notée WP (p> 0) telle

que 1) Pour toute h presque borélienne bornée et p> 0 ,
LY t A
Bln) = f WP h(x_)dK_ .
s’ s
0
2)si x €FC  WP(x,dy) = WP(x, dy)

3)Si x € F, la mesure WP(x,dy) est portée par F©

4) Si f est continue bornéede E , p WP £(x) converge vers f(x)
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sauf sur un ensemble de K-potentiel nul.

Remarque . Nous donnerons en appendice une forme explicite de ces densités, qui

fait mieux comprendre la maniére dont s'effectue le prolongement de W et 1'influ-
ence du choix de la fonctionnelle de référence ; cela nous permettra d'améliorer
le caractére de mesurabilité de W .

Démonstration du théoréme. Nous avons vu au début de ce paragraphe que les

fonctionnelles continues \I'p(h) donc aussi JP (h) sont absolument continues par
rapport a la fonctionnelle K - D'apres la généralisation d'un théoréme de Motoo,
par Mokobodski, dont nous donnons une démonstration simple en appendice, permet-
tant de montrer un bon caractére de mesurabilité, il existe une densité wP h(x)
mesurable par rapport a la tribu engendrée par les fonctions 1-excessives que nous
noterons suivant Benveniste et Jacod [4] e, telle que

3P () = f(: WP h(x)d K, .
I1 reste a montrer que 1'on peut choisir une bonne version de ces densités qui satis-
fasse aux conditions du théoreme : la méthode est un peu longue mais classique.

Soit tout d'abord D un sous-ensemble dénombrable dense de 3(15) . (Rappelons
que E est borélien de E , métrique compact), qui soit un sous-espace vectoriel
sur Q , stable par inf et contenant les constantes.

Pour toute £ de D , nous choisissons une densité wPt , et notons N1 1'ensem-
ble des x telles que les propriétés suivantes ne soient pas satisfaites pour un p

rationnel au moins :

a) WP(x,1)¢ % .
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b) WP(x,.) est Q-lindaire.

c) si f appartienta D, p WPt tend vers f le long ces rationnels lorsque p
tend vers + > ,

N1 étant Be-mesurable et K-négligeable, on le fait disparaftre en remplagant
wP par O sur cet ensemble. On peut alors prolonger wP (x,.) en une mesure posi-
tive bornée sur E . Un argument de classe monotone puis de complétion, montre alors
que WP est un noyau de (E,3Be) ans (E , $u(§)), tel que pour toute h de Bu(E)
et p rationnel,

IFn) = f ; WP h(x) dK _ .

Quelques modifications restent encore a faire : on a manifestement K p.s.
wP (1§ FC) =0 . On peut donc remplacer wP par O sur l'ensemble Be-mesurable
des x tels que WP ne soit pas portée par F¢ (et oublier en particulier E ).
P ne charge que o . F est Be-mesurable, puisque P, (0 =0) est la limite
des fonctions p-excessives E)x(e_p ), on peut donc supposer que WP(x,.) =0 si
XEF .

Reste a montrer que 1'équation résolvante peut &tre satisfaite :

soit N2 1'ensemble des x tels qu'il existe p et q rationnels et f €D tels que

WP(x, £ 1) - wx, £15) # (a-p) WPLx, WHE1p)].

Notons ﬁ/p(x,.)=wp(x,.) si x EFON(Z:
=0 S1 X EF‘ﬁNZ

WP satisfait aux conditions de 1'énoncé pour p rationnel. On peut alors prolonger

. . ] N . : .
1'application p w— WP a R: en une application continue pour la norme des mesures,
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ayant les propriétés recherchées.
Nous venons de construire une résolvante qui prolonge de maniére non triviale
wP 3 F.Onse propose de montrer qu'on peut lui associer un semi-groupe densité

d'une certaine mesure aléatoire que nous expliciterons.

§ 3. Construction du v-semi-groupe d'entrée.

Théoreme 11. Notons N 1'ensemble des x tels que p WP ne converge pas étroite-

ment vers €y - I1 existe un semi~groupe universellement mesurable de noyaux sous-

a(v)

markoviens sur E , noté Q ¢ (t »0), continu a droite sauf sur IN tel que
b t A( ) "~
i) f P Q" hix)at = WP h(x)
0
ii) si x €FS, QEV)(x,.) = Q(tv)(x,.)
iii) si x €F , Q(tv)(x,.) est portée par FC si t>0 ,
et E)((‘)/)(x, ) = ey sauf si x €N

sur lequel é((;/)(x, J=eg

(v)

Qﬁv) est une loi d'entrée bornée pour Q

Démonstration . On utilise le théoréme suivant établi dans [10] :

Théoréme . Soit C N (x> 0) une famille de mesures finies telles que lim Ca(1) =0;
Q- ©

Ca(t) -C (f)=(8-0) C, UP ; alors il existe une loi d'entrée n, et une seule pour

B t

la résolvante UB , telle que pour toute f universellement mesurable bornée
* at 1
C (f):j e m(f) dt de plus f n (1)dt < o .
a 0 t 0 t

Comme ®% - WB =(B~q) ﬁ'a WB , on établit 1'existence de Q(tv) semi-groupe

(v)

de résolvante WP et loi d'entrée pour Qt .

Les points ii) et iii) résultent alors des points 2), 3) et 4) du théoréme 10 et de
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1'unicité.

D,
. g+ g€ -s
Proposition 12. La mesure e 1 oru<D f(X +u) j e ~ds e (dt)
g)—:ﬁe I {eru<D} “Tgru’ [ g

a méme projection bien mesurable que 6(:) f. 1F.K , ou f est universellement mesu-
rable.
Démonstration. La démonstration est celle de Meyer [ 17 ] exposé II,

I1 s'agit de montrer que si Z est bien mesurable positive

g -s
(I11.3.1.) E"Z‘N z 8 £(X_ ) f e Sds
ge ;T. g {g+u< Dgl g+u gHu

_EH 5(v)
=E fqzs Qu f(XS) sz .
0
Vérifions d'abord que ces deux termes ont mé&me transformée de Laplace : d'aprés

oo -]
, . m -~ _ U Ap
le théoréme 10 E fo Zd Jg(f) =E fo z WP (X)) dK

[T [T AW
—fo R E.“fOZSQu HX) dK .

Mais, par définition EM f z, da38(r) = B f z d1P* (tv), or
DAg 0 0 °

v(x) = Exf e’ I(Xr)dr‘ , donc d'apres la définition (II.4.5.) de I , 1'expression
0

précédente est égale a :

D
E* Z e(p+1)g e-(pﬂ)S (X ) e° € v dv
D e S

S

o D
_ -pu ¢ g+ [ g '
= e Z_ e 1 f(X dv ,
jO gL?M—’ g { g+u <Dg} ( g+u), gru €
A
Nous allons maintenant vérifier que les deux termes de 1'égalité (II1.3.1.) sont conti-
nus a droite.

Soit d'abord f =W heet , Qt nulle si t> a et bornée, le premier membre
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- . N . AV .
comprend alors un nombre fini de termes continus a droite. Comme Qu est une loi

o
d'entrée e M é&v) (w9 n) =[ e~V N v(f) est décroissante, si u Sugu +e
‘u

- =] (-]
& (v) . f 5 ua ;
fo Zg Qu f(Xs) dK_ est borné par || Zl o Quo+e Wh) dK_ et on peut appliquer

le théoreéme de Lebesgue.

Pour passer au cas général, on commence par utiliser, pour h continue, la
convergence de q qu(x) vers f(x) pour tout x de F¢ , en particulier pour Xg+u y
on obtient donc (I11.3.1.) pour f continue, puis pour f borélienne par un argument
de classe monotone. Si f est universellement mesurable, il existe f! et f" boré-

liennes telles que v(f') = v(f'), f' ¢f ¢ f' et

- EH g+
v(f)=E .*de 1{g+u<D}
g eM g

D
(X ) f € & Sds,
g+u
g+u
alors
_wf 7 oW wf* ., aW)
v (f) = E"fo z,Q, f'(Xs)dKS =E Jo Z,Q t"(xs)sz ,
AWV e AV AV,
comme Q' “f'<Q Tfg Qu)f
v (f) = E“Jw Z f)(v) f(X ) dK ce qui établit la proposition.
0 s u S s
Corollaire . Soit F* la tribu complétée universelle de F=‘o , Soit ¢ une fonction
positive I_:‘*-mesurable et k(x) = Ex(c) . La projection bien mesurable de la mesure
aléatoire ¥ ¢ 1 o8t f Pe e®ds e (dt) est la mesure
ng- M e{g+u {g+uc Dg} g+ g
AV
Qu (Xt,k).K .
Démonstration. On sait qu'on peut énumérer les instants g+u a l'aide d'une

suite de temps d'arrét, on peut alors appliquer la propriété de Markov forte et

conclure a 1'aide de la proposition précédente.
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CHAPITRE 1V.- LE v-PROCESSUS D'ENTREE.

Nous venons de construire un semi-groupe. On se propose d'étudier le processus
de Markov associé, que nous appellerons v-processus d'entrée.

Pour cela on remarque que si x € F, é(tv)(x,dy) (t > 0) est une loi d'entrée

(v)

bornée pour le semi-groupe Q t . I1 est alors possible de lui associer une mesure
sur le compactifié de ce v-processus. Ce point de vue nous permettra de préciser
les propriétés du v-processus d'entrée. Cette partie est trés technique, nous allons
en donner le schéma et énoncer deux théorémes qui rassemblent les résultats de ce

chapitre.

(v)

. oy C . PERTR
On considere sur F~ le v-processus de semi-groupe Qt et sa réalisation

/v

u
sur Q avec les probabilités Q . On désigne alors par G le compactifié de

-H
Ray-Knight de FC et (w, Yt , gt ,y Q / v) la réalisation canonique du processus

correspondant, WP sa résolvante Q(tv) son semi-groupe de transition et Gb 1'en-

(v)
t

2 (v)

semble des points de branchements. Q t qui est une loi d'entrée pour Q , peut
8tre prolongé en une loi d'entrée Q[tv ) pour le semi-groupe 6(tv ) , on sait alors
[19. qu'il existe une famille de probabilités Ty s N chargeant pas Gb telle que

nal) a0 k0
us -dg)() = rrx(.) .

X X X
On peut alors prolonger Q /v en une mesure Q /v définie par Q /v si x € F©

Tx
et Q /v si x€F.

11y a ensuite un probleme pour exprimer ce résultat sur 1'espace de départ Q ,
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car en général on ne sait traduire sur 1'espace de départ Q les propriétés du compac-

tifié que pour les lois  ne chargeant que 1'espace d'état de départ, ici F€ . Dans

(v)

le cas particulier qui nous occupe, on peut s'en sortir car 6 t est portée par

c ) . M
F~ , on parvient alors, pour toute mesure , , atransporter Q /v en une mesure

A

/v ; m v -
Q sur Q qui charge un ensemble H tel que Q (Hu ) =1 et sur lequel les

X
tribus Eo = o(Xs, s>0) et é‘o =0(YS, s > 0) coihcident.

On peut rassembler dans les deux théoremes suivants les résultats de ce cha-
pitre,
Théoreme 13. Soit o 1'espace des application de R dans E , prenant leurs
valeurs dans F€ pour t >0 , continues a droite dans E et G pour t> O , pourvues

de limites a gauche dans G notées X, , et pourvues d'une limite a droite dans G

t-
a 1'origine, cette limite sera notée X; . Si il y aune limite & gauche dans E

elle sera notée X:- . On désignera par éo la tribu c(XS( ﬁ ), s> 0). Pour toute

ap X
loi , sur E , il existe une mesure Q /v sur (& , EO) telle que le processus

o (v)

o ) soit markovien pour t >0 et de semi-groupe Q t . Le proces-

X X
(e, F

'Xt'

sus s'appelle v-processus d'entrée. Si on prolonge X, par X; en zéro, le pro-

t
cessus est alors un processus de Markov fort sur G jusqu'a l'origine. Siy = 6x
la loi M de X; charge 1'ensemble des valeurs d'adhérence dans G des suites de
points convergeant dans E vers x .

AX

Enfin la mesure Q v charge K . presque surement 1'espace des trajectoires

qui ont une limite a droite dans E a l'origine, soit X0 cette limite, alors
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Théoreme 1315,

x
a) Soit ¢ une fonction Eo (ou go) mesurable, telle que c([6])= 0. La

DAt
mesure aléatoire Ll f e_s(c 1 )o k, dsJo e € (dt) a pour projection
g€ M -0

duale bien-mesurable la mesure EQ / v(c)dKt , Cette expression est encore la projec-

tion duale bien-mesurable de § ' E g/ Y(c) f g e-sds e (dt) (ou X estla
g%m* Q g g 4

limite & droite dans G).

la limite a droite dans G de X , pour toute loi ,, ,

b) Soit X

L(t) L(t)+e

Ap 1 Ap l,__. _, . .
w ) converge vers 7 W v(XL(t)) sur 1'ensemble {0 < L(t) < t ; XL(t)EF}

JwP Bix
v v L(t)+e

PY ® , presque-sfirement.

§ 1. Rappels sur les v-processus.

Le semi-groupe Q( v) satisfait aux hypothéses droites suivantes :

HD1 . Pour toute loi p , portée par F¢ , il existe un processus markovien a valeurs

dans F€ , admettant in) comme semi-groupe de transition, p comme loi initiale,
et dont les trajectoires sont continues a droite.

Pour ne pas compliquer les notations, nous considérerons une réalisation de
in) sur 1'espace Q lui-m&me. Nous munissons alors Q des mesures Q“ v pour

lesquelles le processus X, est markovien de semi-groupe in) .

n
Qlv

t

charge le sous-ensemble de @ . formé des applications continues a
droite & valeurs dans F€ . Pour plus de détails sur de telles réalisations des
u-processus on consultera [2] au § II.7 sur les processus relatifs.

W
HDZ' Les fonctions excessives sont presque-boréliennes et pour Q /v presque tout

w, 1'application tw— f(Xt(w)) est continue a droite si f est excessive.
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Les méthodes classiques de compactifications utilisent ces hypothéses et le fait

que F© (espace d'état de ce in)-pmcessus, considéré alors sans point de branche-

ment) est borélien d'un espace métrique compact. Or FC n'est que Px-pr‘esque boré-
lien de E donc de E . Mertens [15] (cité dans [17]) a remarqué qu'il suffisait que

FC soit universellement mesurable de E et que pour toute loi p sur F¢ , le pro-

"
cessus X, reste Q /v p

t .S. dans une partie borélienne A de E contenue dans
u

C . . -
F~ , ce qui est bien le cas ici.

En effet, rappelons tout d'abord la maniére dont on intégre une variable aléa-

/v

"
toire par rapport a Q ([2] au paragraphe cité).

Notons kt les opérateurs de mairtreet Z une variable g‘o—mesur‘able telle que

Z([s)) =0.
DAL

. c X/, 1 XQ[ -s
(v.1.1.) si X €F ,EQ (Z)_W E o e " Zoksds .

La fonction v est presque borélienne. Par suite si ' désigne la mesure %-u , il
1
existe deux fonctions boréliennes v' v (v" , telles que QY p.s. , le processus

X, ne visite pas 1'ensemble vt < v i,

Notons Z = {w; Jt < D(w) tel que Xt(w) € {v' < v"}
X
E D Ag
By _f Q -s _ -S f 1 X _
EQ (Z) = p (dx) W o e Z o ks ds = o e “ds p,(dx) m) EQ(ZOKS) =0
W
De plus, par hypothése X; ne visite pas Q /v p.s. l'ensemble F = {v =0}=2{v' =0},

u
Par suite Q/vp.s. X appartienta {v=v'}ip{v' >0} < FC .

Nous aurons également besoin du lemme suivant :
Lemme 13. Pour le v-processus, le temps de mort est totalement inaccessible. La

projection duale prévisible du processus croissant 1 est absolument conti-

{Oo<cggt}
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nue par rapport au temps, sa densité est % .

1

7 Vl(:-,’) =1 si x € FS . Par suite

Démonstration. Remarquons que Wo(‘ll) =

Q

/g‘t) sont donc égales, ce qui prouve le résultat.

Eg/ Vit<o = 69') 1= éﬁ") [W(%)] . Les surmartingales E‘,x/ M f t ‘-,&-S-)- ds/pt)

X/v
et EQ (’w;

Corollaire. Soit f presque-borélienne
f(X.)
X/v o -A\C - X/ J‘m -\ S S
:E d
Bg [e77HX) ¢>0] Q J, ¢ g ®

§ 2. Construction du compactifié.

Construisons le compactifié de Ray-Knight du v-processus. On commence par

(v)

rendre markovien le semi-groupe Qt de la maniére habituelle, a 1'aide du point
{6} .

Notons § le plus petit c8ne convexe, stable par inf, stable pour la résolvante
contenant les fonctions Wp f,fe€ &1(1:‘). I1 contient les constantes et toute fonction
de S est g-excessive pour q> 0. S sépare les points de FC et est sépara-
ble pour la topologie de la convergence uniforme.

Nous appelons G le compactifié de Ray-Knight de F¢ .

Toute fonction f de S- S: est la restriction & F® d'une fonction continue
I sur G, unique et les fonctions £Eo(fe S) séparent les points de G .

La résolvante WP se prolonge en une résolvante wP de Ray sur G dont nous
noterons Gb 1'ensemble des points de branchement (non dégénérés).

Leterme (W, Y E}u/ v

, G ) désignera la réalisation canonique du processus

=(v)

de Ray associé a wP , dont le semi-groupe sera noté ng) » de loi initiale |, Q o .

t t’



1v, §2 38

Soit p une loi initiale sur FC ; rappelons comment on établit le lien entre le
processus initial et son compactifié : notons I;I un sous-ensemble dénombrable dense
dans S pour la topologie de la convergence uniforme.

A toute fonction f de § , presque borélienne et finement continue, nous asso-
cions deux fonctions f' et f' boréliennes dans E telles que : f'< f < " et
Qu/v [w, 9t f'(Xt)(m) < t"(xt(“’))] =0 . Comme FC n'est pas un borélien de E
nous considérons

A, = { f'=f"}{n{v'> 0} . C'est un borélien de E .

f

An :f(; " Af est un borélien de E contenu dans F°© qui porte up et pour Qu/ v
presque t:out w, Xt(w) EAp .

L'injection de Ap. dans G est borélienne, Au étant un borélien de E mé-
trique compact, donc lusinien A“ ainsi que tout borélien dans E de A‘l a une
image dans G qui est borélienne.

Donc toute loi p sur FC est portée par Au , borélien de E et de G . Nous
notons la mesure image de p dans G, qui est une loi sur G portée par Au
donc par F¢ .

En dehors de 1'ensemble Q“/ v négligeable des w pour lesquels il existe
f€ S telle que 1'application t ~ foX t(w) ne soit pas continue a droite et limitée
a gauche, les trajectoires restantes sont continues a droite et limitées a gauche dans
la topologie de G . On montre alors gue lorsque @ est muni de la loi Qu/ v , le pro-
cessus X, considéré comme processus a valeurs dans G est markovien, et admet

t
éﬁv) comme semi-groupe de transition et u comme loi initiale.
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Notons Eule sous-ensemble de Q et W formé des applications de R dans
Ap continues a droite pour les topologies de E et G et admettant des limites a
gauche dans' G . Sur E X =Y, etles tribus F° et G° coihcident, dés lors

t
By by . .
Q et Q induisent la mé&me loi sur Eu qui les portent toutes les deux.

§ 3. Prolongement des lois d'entrée.
1R

(v)

Nous avons construit une famille de lois d'entrée pour Q , les mesures

é(tv)(x, .) (t >0) portées par FC . D'aprés ce qui précéde, il existe un ensemble
- X (v)( T(V)(

borélien A de E etde G qui porte Q,;"1(x,.). Nous noterons Qx, .) la mesure

image de Qt )(x, .) dans G, qui est une loi portée par At,c.é.d. que si T est bordlieme

dans G,on pose:@(tv)(x, (V) (x, f/ AX) la fonction E/Ax étant borélienne sur E .

t
L'application X v~ éﬁv)(x ,-f) est alors manifestement universellement mesurable

50)

dans E . Reste & montrer que é(tv)(x, .) est bien une loi d'entrée pour Q

Soit f € S-§- et f sa restrictiona FC alors si x € FC , 6(:) (f)(x)=Q(Sv)f(x) pisqe

f est presque borélienne dans E . De plus, il existe ot f' e P(G) telles que

g Q(v)t < B et
oWy - &M -3V @
D'apres la définition 6(") ceci vaut encore

(V) [Q(v)f]()() V) ('f‘ 1 X)(x) = (v)(f" X) (V) [Q(V) f)]

q%

_ng) ({(x) car f appartient & S-S .

11 suffit alors de prolonger cette relationa &(G) puisa B(G) .pour conclure.

D'apres le théoréme 9 de [19], il existe alors une famille unique de lois de



v, §4 40

probabilité n, ne chargeant pas Gb telles que :
m 5(;')(.) = 5(tv)(x,.) pour t >0
n AV = ()

et 1'application x - r.x(.) est By(E)-mesurable,

.
nX/y coom XN
Nous noterons Q la probabilité Q si x € F

X
XAl

si x € F©
. - gv) . -
Ty étant la limite vague de t o0 Ty est la loi de X o °

,u
Pour toute loi |, sur E , le processus (w , Yt ’ Gt , Q/ v) est fortement

markovien de semi-groupe de transition C—Jﬁv) et de loi initiale Jf p (dx) nx(.).

$ 4, Le v-processus d!entrée : démonstration du théoréme 13 .

Nous avons vu au paragraphe 1, que lorsque , est portée par FC , on peut

v
transporter sur ¢ muni de la mesure Q /v , tous les résultats obtenus pour Y t

-y
et la mesure Q /v .

Nous allons étudier ce qui se passe si , charge F .
D'apres le paragraphe 1, la mesure (5(:' ) (t > 0) portée par F‘c et son image

dans G, f]t[v) sont portées par un ensemble A“t borélien de E et de G conte-
nu dans F€ .
(o] + o : .
Notons © 1'espace des applications de R dans E et Xt les applications
coordonnées .

o
Le sous-ensemble $ % de Q et W , constitué des applications de R dans
L't

A‘t1 continues a droite (origine comprise) pour les topologies de E et G et ayant

) v A
. . " Q(t ) H Qtv)
des limites a gauche dans G porte a la fois les mesures Q et Q .
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oW oA

p{)Evi étant une loi d'entrée pour Q t , la mesure Q est portée par

o
q 1 E: et ceci pour tout t > O ; sur cet ensemble Xt+s = Yt+s (Vs > 0) et les

t (o]

=o(X s> 0) et (=}t=o(Y

rgo

tribus > 0) coihcident,

; s
t+s ’ t+s ’

Choisissons r et q rationnels, d'apreés la propriété de Markov, si q > O
x K o
5 /v 1

est portée par U r

z: ¥ et donc aussi par hm sup 9 Zu , que
0<r«gq

nous notons z“ . Sur cet ensemble, les processus Xt (t > 0) et Y, (t >0)sont

égaux 2 valeurs dans 1'ensemble A¥ =1lim sup A , boréliende G etde E .

F
r-0
o o
\4 §P=O(XS;S> 0) et

II"ij

Toujours sur cet ensemble les tribus

X0 .
G = o(YS , 8 > 0) coihcident.

=M
Puisque ]~ porte Q /v

u/v

X
, 1l existe un ensemble GC-mesurable H" contenu

X
. Cet ensemble est aussi F=‘° -mesurable.

(H

0

dans [J" tel que

P

) =
X5
s F ) une mesure de probabilité que nous noterons Q ’V :

a4
Q/ V' induit donc sur ( @

87w - Mg - @V ag,).

X
I1 est alors facile de vérifier que pour cette loi, le processus %t (t > 0), lj‘o est

o
markovien de semi-groupe Q(v) , et on a ainsi un moyen de transporter sur
. AF/y . :
muni de Q , Ce qui est vrai pour le processus Yt (t > 0), et la mesure
A M
AN

X
Restreignons un peu 1'espace de départ. Nous noterons @ 1'espace des

applications de R dans E , qui pour t > O appartiennent a F© , sont continues
a droite pour les topologies de E et de G , admettent une limite & droite a 1'origine
dans G-Gb que nous noterons X; , et des limites a gauche dans G notées Xt‘

celles dans E étant notées X:_ .
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X X x X
Nous noterons encore §°=o [Xs(w), s>0 we Q.

x X
Définition . Nous appellerons v-processus d'entrée, le processus ( Q,l__:‘o,xt(t > 0)

aV/v

Q'") si p estuneloisur E , markovien de semi-groupe Q(tv ) la loi de Xt

(t > 0) étant u(“)(t") .
Nous pouvons aussi considérer ce processus comme étant a valeurs dans G , et
utiliser les propriétés du compactifié : on obtient alors la propriété de Markov forte.
Soit T un temps d'arrét de la famille de tribus ;‘t}( (complétées de i:(‘? a llai-

Al X o
de des ensembles Q) v -négligeables de }_:‘o) . Alors Q v p.s.
X =
Wy Y
E [co B 1= E [c] étant entendu qu'on prolonge le
Q T/Fu Q
T

processus X, (t > 0} par X; en 0,

t
Pour achever la démonstration du théoréme 13 il convient d'établir 1'assertion rela-

aX
tif au support de Ty ainsi que celle concernant le support Q /v , Ce qui sera

fait au corollaire de la proposition 15.

§ 5. Applications au balayage.

Nous allons d'abord étendre la proposition 12 a des processus >éo-mesur'ables.

X
Proposition 14. Soit C une fonction Eo-mesurable positive telle que C([6])=0 .

AC
La mesure aléatoire  J ; ( jD e 5(C.1 Q) okg ds) o Bg(dt) a pour projection
0
€ € m .‘xt/v
duale bien-mesurable la mesure EQ (C)dK ¢

X X J— X X
Démonstration. 8 = {w € 2 telsque Iim X _(w)=1lim X (w)} est
Demonstration, oo 2% %r

X
o o . .
F -mesurable C.1  estalors F~ mesurable et le premier membre a bien un sens.

Q

Nous suivons alors de prés la démonstration de Meyer [17] exposé II. Il convient

alors de montrer que si Z t est un processus bien-mesurable borné
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o X
EX( z [ e's(c1 ok )ds] ° & =E“f zZ, E t/"(c)dK
s a6

Soit C(a) = h (X, (w))X...h(X (2)) avec 0 <ty Lt
n

v ~-S =
EY [ S Zg(fo e C 1Qo kS)o eg]‘
g A
Dg A

=E“[§_}Z h (X, )...h (X )egf
¢ - g 1 t1+g n tn+g tn+g

ds J.

Puisque t; + g <Dg , les instants t.+g peuvent &tre énumérés a 1'aide de temps

d'arrét, 1'expression précédente est donc encore égale a

-t
" 1 £
E [Z;_] *zghl(xt +g) Yt.4g<D }©  Ex [hy(Xy 4 )...hn(X )1(t ~t,D € &)
1 1 g t1+g 21 t -t
DAY _ ] 1
)...h (X N 1[ e ~ds], alors
nt -t 7t -t, <D - ’

Soit Y(x) -(—) E [h (x
1

. DAC
E (g;; zg[fo e (§1ons)ds]oeg
T

=E¥[Z_h (X ) 1 ng ~d
=E7( t +g) v(X¢ 1+8 (t;e<Dy ) € e "ds)

t1+g
= B‘fn z, (A)(tv) (h1 y)(Xs) dK d'apreés la proposition 12.

(v)

Or Q(v) étant une loi d'entrée, ;}our le semi-groupe Q

é(t‘? (h Y)0x) = EQ [h,(X,) v(X)]
Qﬁv)(x, )
=B, [h,(X,) hz(th_t1) h“(xtn"1)]

Ax - N
E /v (h,(X,)...h (X, )] d'apres le paragraphe 4 .
Q 1 t1 t

I1 est facile alors par un raisonnement de classe monotone d'obtenir le résultat pour

X
. o - .
toute fonction F mesurable posmve puisque la mesure

C— E‘g)’_?_w zg[f 8" S(C 140 ks)ds]o 685 est bornée.
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On en déduit alors un résultat sur le support des mesures Q */v .

~AX
Proposition 15. K presque surement, Q /v ne charge que l'espace € des fonc-
tions continues a droite dans E jusqu'a l'origine. Soit Xo la limite dans la topo-

gie de E : la loi de X est dégénérée et Q */ v XO =X

AX/ X

Remarque . est une mesure sur Q qui est un espace de fonctions continues

a droite dans E pour t > O seulement, et continues a droite dans G pour tout t
positif ou nul,

x
Démonstration., 2 étant Eo-mesur‘able, on applique la proposition précédente

a C=1,

JD B nggAC-S
Eu(z z ( IRok ds) o 8, l=E (g:Wde e ds)

g

=E"( f Z dK)
=Ef‘fr v/ é/"(Q)dK
S S
0
si ZS est bien mesurable positif.

Le processus Q / v(Q ).th étant bien mesurable, pour tout Z mesurable

o X o X
o & S/v _ gk (1) 57s/v _
Eﬁ ZS[Q (Q)-l]dKS = Ef zZ, Q (Q)-]]dKS—O
0 0
A Xt/V
ce qui prouve bien que K p.s. Q )=1.
A X ~X X
Soit alors h continue sur E , si Q /V(Q) =1,Q /v[h(Xt)] - Q /V[h(XO)]
or &7V n(x,) = AV,
( * -pt ~(v)
La fonction Qtv) h(x) est alors continue a droite, et p f e P Qtv h(x)dt tend
0

X
vers Q / v[h(XO)]. Le théoréme 10 montre d'autre part que cette fonction tend vers

h(x), d'ou le résultat.
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Corollaire. Le processus d'entrée charge K p.s. l'espace des trajectoires conti-
nues a droite pour la topologie de E et de G, qui pour t >0 appartiennent a FC.
Si t > 0 les limites & droite dans les deux topologies sont les mémes. Mais pour

t =0 elles sont différentes.

La mesure T, loi de X; (limite & droite dans G de xt(w)) charge donc
1'ensemble des valeurs d'adhérence dans G des suites de points convergeant vers
x dans E ce qui généralise un résultat d'Okabe dans [24].

Une autre application de 1'étude du processus d'entrée est 1'extension de la pro-

s %o
priété de balayage aux variables (; -mesurables.
X
Proposition 16. Soit ¢ une fonction G0 mesurable positive telle que ('I ([¢) =0.
DAL
La mesure aléatoire £ _’( f S¢E, kg ds) o 6 eg(dt) a pour projection duale
[*4
bien-mesurable la mesure E / v(C) dK
Démonstration. Soit Z t bien mesurable bornée, il convient de préciser le sens
que nous donnons a une expression du type suivant :
_ DA(;_S v
EMST z eg(f e Cok_ds)o 0 ].
- g 0 s g
g
La mesure E* f e-S cp(Xs) sz est bornée en ¢ , par suite il existe un ensemble
0
o . Xo %o .
E’ » F~ mesurable tel que : sur E les tribus F~ et G~ soient les mémes et
o X ]
m -5 2 "'S/y " ] -s
tel que Ef e Eqy (I« =E e dK_
0 0
v X
La variable C 1 est alors lio -mesurable et c'est elle que nous considérons

c.a.d. que nous posons

DAZ v
=E¥ z ‘gf ~SC .
[g;wr' g o °© 1}:°k5ds)°eg]

T
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La proposition 16 n'est alors que la reproduction de la proposition 15. Donnons
une application immédiate de cette proposition :

Corollaire . Soit A la mesure de Lebesgue sur R% . Alors pour P*® A presque

1 .
tous (w,s), sur 1'ensemble {O<L_<s ; st € F} XLS+ . tend dans la topo-
. — . p P -
logie de G vers XLS etdoncsi fE€E(E) W f(XLS+€) - W t(XLS) .

Démonstration. . 11 suffit d'appliquer la proposition précédente a 1!'ensemble

{w Xt n'est pas continu a droite en 0 pour la topologie de G}= (VZ et de remar-

D
quer que EM( Z e+g(f eS&ok ds)o 6_)
A

_ EM -(s-L,) X
E j:) e Lo ©°¥sLg° %g Yix, eFj Yo cLg <5}
S

Nous avons beaucoup utilisé le fait qu'on pouvait énumérer les g+u {g+u < Dg}

—

g EM_ a 1'aide de temps d'arrét, ce qui permettait d'appliquer la propriété de

Markov a partir des temps g+u .
Nous allons voir qu'on peut en fait appliquer une "propriété de Markov a partir

de 1'instant g ". Soit Xé’ la limite (dans G) de X quand t—>0 .

g+t

Théoreme 17. Soit C une variable F‘ -mesurable telle que C[S] 0 , les mesures

-S /v G
g;w;(ﬁ) e Coksds)oegeg(dt) etg:’M ) []f dSe(dt)

ort pour projection duale bien mesurable, / v [C] dK
o Xt
Démonstration . Soit E un ensemble plein pour EV f EQ v[] dK t tel que
0
.. %o
C1 soit G -mesurable
Z -

/v "x/v -Xo/v aX/y xo/v
[C1 ]=E, [E [C1 J1=EJ "1 [c1 ]
o e it e e

_X
C1_ étant G°-mesurable, EQ/V [C 1_ ] est borélienne dans G et donc
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Xg;v
1 EQ
z

Appliquons alors la proposition 16 : pour toute loi 1 sur E

(C1_) est F°-mesurable.

x"
t/v [ EQO/V(C 1:)]‘1 K, estla P* -projection duae bien mesurable de
DA%
J °k FQO/V(C1 Jok_ds)o 6 ¢ (dt) qui est égale a

S oS g ‘g
DAY

%"EQ/V (C1 )(j e-s 1 oks dS)oGg eg(dt).

g My x o h

11 ne reste plus qu'a remarquer que 1'ensemble E étant plein, on peut 8ter

le 1 . (Appliquer le calcul ci-dessus en faisant C = 1),

§ 6. Quelques surmartingales remarquables du v-processus d'entrée.

Notre projet initial était d'étudier les densités des projections duales bien mesu-
rables des fonctionnelles dI-?(h) =3 ; ePe f e PSh(X_ )ds ¢ (dt) par rap-
- . 1 S g
g Je,De
port & th .
Nous allons voir que 1'utilisation de la compactification donne des résultats
intéressants quant a la forme de cette densité, généralisant des résultats de Dynkin
dans [9].
D'apres le théoreme 10,
IP hy = Py _ g0 ;
dP (n) = dP1E) = WP 8y ak, siop 21
Clest a la forme de WP _1(%) que nous nous intéressons .,
Lemme 18 . Soit h une fonction presque borélienne bornée
X

W) - E /wa;.)e'PC; c>0] six€FC.

(x Z_ représente la limite & gauche dans la topologie de E).
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(V)

Wp( ) est alors la restriction 3 FC de la fonction p-excessive pour Qy
vty
7

=X/ = =pC ) .

E [h(XC)e 1FC(XC) ; ¢ > 0] que nous noterons .
Démonstration. La forme explicite de Wp(g) a été donnée au lemme 13. Pour

montrer le lemme 18, il suffit de remarquer que ¢ étant totalement inaccessible

pour le v-processus, les limites a gauche dans G , Xz et dans E XE' exis-

tent, sont égales et appartiennent a Fu {8} p.s. pour toute loi ,0U p
ne charge que FC.
. ph X/v -ya-PC - . 1 e c
Par suite W'(=)(x) =E [h(X)e™ "1 C(XC),c>0J si x €EF .,
v C F
11 ne reste plus alors qu'a utiliser le fait que FC est universellement mesurable

dans G pour conclure.

Proposition 19. Définissons l'opérateur vt 1(h) = WP (l‘-:). Alors

Vp”(h)(x) = f n(x,dy) V (y) V¥ x €E, ol la mesure m, a été décrite a la
propositon

Pour toute loi y sur E, P*¥® A p.s. surl'ensemble

€F

) tend vers (X

1
h
{0 < L(t) <t xL(t) (XL(t)+c L(t))

Remarque. On retrouve ainsi, en le précisant un peu, un résultat de Dynkin dans

[9] et on généralise le corollaire de la proposition 15.

LY =(v)
(y) étant p-excessive pour Q}"’ , est conti-

)(x*)

) étant

Démonstration . La fonction

h)(Xt) converge donc vers (

nue a droite sur les trajectoires (V

aX N p+1
EQ/ v [wp(g)(x ¢)] tend par construction vers Wp(g)(x). La fonction ( V_h

bornée, le théoréme de Lebesgue entrafhe donc que

PO = BV [T oy,
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I1 ne reste plus qu'a se souvenir que nx(dy) représente la loi de Xc'; pour avoir

le résultat annoncé.



CHAPITRE (V).- X-PROCESSUS D'ENTREE.

Nous avons vu aux chapitres III et IV comment on peut trouver la projection

AL
duale bien mesurable de % N jD e co kg ds]o % eg(dt), oli c est
g
m O

E‘o-mesurable. On a été amené pour cela  prolonger la résolvante WP =‘1;- VP(v .).

Nous voudrions maintenant trouver la projection de Co Gg , hous allons pour
g EM
n

cela 8tre amené a prolonger % VP,

Considérons d'abord le cas de M;: la projection duale bien mesurable de

_Co eg eg(dt) est 7 | Ey (c) eg(dt) par simple application de la propriété
g g b g
de Markov forte, cette derniére expression vaut encore

Ex(C)

D
g f g -s . 1 g
—&-’e e ds ¢ (dt) ; or E (c)eJ
- nd X
g;Mb g g ¢ g;Mn XY X

g

Dg -S
e ~ds eg(t)

. : . 1 X
a pour projection duale bien mesurable m Exs(c) dKS , il est donc naturel de
chercher une mesure l?’x telle que S : ,Co eg eg(t) ait pour projection duale bien
4

o

X
t " " 1
mesurable £ (c) dK, cette mesure sera un "prolongement” de eIl Ex R

t
Nous allons d'abord mettre en évidence cette famille de mesure o-finie fDX ’

puis nous étudierons leurs propriétés et nous leur attacherons un processus de

Markov appelé le X-processus d'entrée.

§ 1. Construction des mesures f’x .

Soit u > 0, rappelons comment Dawson définit la trajectoire @ prolongée en
u par w':on définit la trajectoire (w |ulw') par

X (w [ulw?) =X (v) si t<u

— ] i
_xt_u(w) sityu.
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Si c est une variable F° mesurable Ex (w)[c(wlulw')] est une version continue
= u
a droite de E* (c/m).
u
Théoréme 20. Pour tout x de E , il existe sur (@ , l_j‘o) une mesure P* telle que,
pour toute variable c !_j‘o mesurable positive vérifiant c([ 6]) =0 , la projection

X
duale bien mesurable de ] ; Co eg eg(dt) soit E t(c) dK,

Démonstration . Pour réaliser 1'opération de prolongement que nous avons évo-
Ey (u)[c(w]ule")]

X
p s . u u
quée, considérons la variable F___° mesurable I‘u(w) =e WX (a)

si u <D(w)A (w)

=0 si u >»D()Arg(w)
‘ aX/y
nous allons veérifier que EQ [I‘u(w)] est une fonction décroissante et nous poserons

PS aX
EX(c) = lim EQ/v [I‘u(w)].
u_’() X \ AX/
. fd v
Soit 0< s<u Eq (Tu(w)) =Eg

X
que nous avons faite. Or pour s > 0 EQ/V p.s. X €FC U{s} et EQ

JXslw)yy

Eq T (ml sfw™) d'aprés la remarque

Xs/v

et I‘u([ 6]) =0 de sorte que d'apreés IV.1.1.

X (w) X _(w) DAC(w")
EyS /V[Tlslom]=E [fo -t

l"( Iulkw")dt—(m .

S

Soit a, 1'opérateur d'arrét a 1'instant u, sur 1'ensemble 1 < (DA )(w)

I‘u(w) = I‘u(au(w)) or au(wlsl k w") = (w|s]a w") puisque u > s

ust

siugsit (s|a w") = (w]|s| a,_go")

u-s kt

si u>s+t (o slau_s kp w") = (w]s| k,w"), comme t(w| s| k o")< s+t <u

ru(“’lslau s Kpw') =0 pour u>s+t de sorte que
el Xslo) Dac(a") _
(1ol sl = mif Gl age” [0 1 prcn]
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Explicitons maintenant I‘u(uslsl a, o w") : comme u > s, Xu(wls |a w“)zxu_s(w")

u-s

X (w)
et EQS /v{l'u(wlslw")]

X (w E w"
X9 By (o)

u
= WX, ! © VX,

DAC(w") -t
(u)") C[(“’ISI“") Iul“’ ]I{U s<DAC(w")}f a

X (m)

m[e By () cllolsloulot T 1y o py(un) ]

X (w)

m [es c[(w]slw M|y Gu_s(w")] 1 [u-s <Dag(w™)]

et comme [(w|s|w")|u| 8

w"]=(w|5]w"

- X (w)
Xs(w /V "
o) [FulolsTo™] =15 Dae)w)} m[e clol 1™ Yus D aglu")
< rs(“’)
Xy X/v .
Donc E [I‘(w)]\<E I‘S(w) si 0 ¢<s<u.

Nous définissons alors une mesure f’x sur (@, g‘o) par
A A x
EX(c) =lim E /v [T (w)].
Q u
u-»0
A xt
Nous nous proposons de montrer maintenant que E “(c) d Kt est la projection

duale bien mesurable de Z _Co eg eg(dt).
g My

En effet d'apres le théoreme 17 si Z est un processus bien mesurable positif

E"(F /V(T)dK—E“(; z(j Z'SI‘ok)dSoe)

AC_S
Or o T ok ds_‘{u<DA§} (.,) donc

Xs) o Exu+ [ g9uw']
B
E ﬂmzsg Y[, JdK, = E (% z '{u+g<D ° v&u+g)

AT _
e8 f)g e %ds)
u+g
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=E! wluyw! .
=E (g%;z Nusg <Dg}Exu+g[C(eg ldun] ]

Enumérons les g+u a l'aide de temps d'arrét et appliquons la propriété de Markov

s p, ry
forte. On obtient E (g i Z1 {uﬂ;mg} co8, ].

11 ne reste plus qu'a faire tendre u vers zéro.

§ 2. Propriétés des mesures P*

Lemme 21. Soit C une variable F‘o mesurable telle que C([8])=0.

AX DAc

Alors E fo SCokgds = EQ YIC 0]

Démonstration . Par définition de PX Ag(w| ul w') ¢

e 5Cok skl ulwt)as
fs"jmc‘sc li “éx/" %)
o & Colsds=lme B v(X ™) Yuoiad

Exu(w) DAC(WIUI l) X( )/v

Or m o SCo k(wlulw')ds EQ [c(wlul wr)]

et d'apreés la propriété de Markov E /v [E /v [Cllulw)] 1iu<DAC(w)} ]

_E/Y [Cw) 1 ]

Q {u <DAL(w)}
Le résultat cherché s'obtient alors aisément en faisant tendre u vers zéro.
Théoréme 22 . Sur 1'espace (2, g‘o), les mesures l?’x construites précédemment
sont o-finies telles que, pour toute loi u sur E , le processus (2, E -t ’ xt ’
(t>o0), p* ) soit markovien de semi-groupe Pt . De plus l?’x p.s. DA ¢ est posi-
tif, les trajectoires kD( w)(w) sont continues a droite dans les topologies de E et
G , les limites a droite étant identiques si t > 0 , différentes pour t=0:K p.s.

Px p.s. lalimite a droite dans E , soit Xo , existe et est égale a x dans G cette

limite, soit X’ existe mais est différente de x.Si T est un temps d'arrét des tribus
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1=~“t‘3r , P p.s. sur (T> 0), pour K presque tout x
AX o
E™(Co 6 F =E C).
( o T / =T+) XT(“’) ( )
Démonstration.

a) Nous allons d'abord vérifier que PX(DA ¢ =0) =0 . Par définition
u 2%/

X Xu(w)
im E/V 1 E [(z A D)(w|u]w') =0]
u\LO Q fu<Drg (w)} v(xu@))

PXD A c=0)=¢

Orsur u< (DA )w) (DA wju] o) =u+(Drg)(w')> O ce qui établit la propriété,
b) Il est alors facile de vérifier que ﬁ’x est o-finie K p.s. : en effet
x A
Q /V(Q )=1=E*(- o~(DAC )) d'apreés le lemme, cette fonction étant Px p.s.
strictement positive les mesures sont bien o-finies.
c) Etablissons maintenant la propriété de Markov : il suffit que pour toute fonc-
. _ _ AX _ax
tion @=h (X)...h (Xp) 0<t ... <t =t,E[o Xy, )] = E"[¥ Pgf(X))]
pour tout s > O et toute suite {ti} . Par définition
Ex (w)

EX[o £(X_ )] = lim " f;x/"[ S [oplw] u Jo")E(X_ (0 u )]0 ]
e Q VX W) s+t {u<DAquw)}

ordes que u <t f.(Xs+t(w|u| w!) = (X (') et g(w| ulw!) est une fonction

S+t-u

de W Eo mesurable, on peut donc appliquer la propriété de Markov au membre

“t-u E
. . p . u /v u ®) -
de droite qui est égal a ulin(l) e Eg [ m (ool ulw®) PHX,_ (011, <DAC(w)]

Comme pour u < t Xt_u(w') = Xt(wl ulw') cette dernidre expression est par
définition égale & EX[o P E(X)].
d) Etudions d'abord les limites a droite dans E : pour t> 0, il est clair
N aX/y
que les trajectoires sont continues a droite ; si t=0 Q p.s. sur £ >0, X0

existe et est égal a x , donc d'apres le lemme
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A ~(DACT) .
0= Ex[l-e 1{ x aprés a) entrafhe la

i 1
n'existe pas ou X _# x}] ce qui d
o o
propriété annoncée.
e) En ce qui concerne la topologie de G examinons

Cylw) = fw:3s>0 Xgok n'est pas continu a droite |

1

t AD(w )

DAL _ Cyo kg c(.,) DAC
F:"j 51 ds = EX[ 1 )f ~Sds )
0 {s <zok }vixtiok vix )" (t< Dac
t“Ex

UCt ¢ < pag))
mais le terme intermédiaire des égalités précédentes est aussi égal -d'apres le lemme
1
21-a “Ex/"[1 t ] qui est nul donc 0 = EX[1. 1 ]
(t <z) leti C; 't <Dag’
Pour terminer la démonstration du théoreme il reste a établir la propriété de Markov
forte sur (T > 0).
Rappelons que si A € E;_,, la variable TA qui est égale par définitiona T

si w€& A et al'infini sinon, est un temps d'arrét des mémes tribus. Or

.Co 8 . T

A
' e ax _ax _
qu'il suffit d'établir que E"[Co 6, 1(’1‘ N 0)] =E [EXT(w)(C) 1[T N O']'

EXn 1=, oty s Ty 01 =E*[Co 8

A > 0], de sorte

A TT>0 T A

Remarquons d'abord que si T est un f‘o temps d'arrét
=+

Twlulw') <t gu e T(w) <t <u car les trajectoires w| ulw' et w coihci-
dent jusqu'a l'instant u (Théoréme de Courrege et Priouret). Par ailleurs la varia-
ble qui vaut T(w|u|w') -=u si T(w)» u et 1'infini sinon, est en tant que fonction
de w' untemps d'arrét des tribus E?J, (il est en effet facile de vérifier que pour
tout A €__§2u+ , {w'; (wlujw') €A} € E? en conséquence comme

(T <t+u) € F,

Foy+ i 10'; T(w]ulu’) = u <t} € ES . Considérons alors la définition
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aX
de E™(Co OT 1T>O)—

EX ()

*/ '
uhTo EQV [ <" Yu <DA ow) }vix:iwﬂ [Cobplu]ufu) YT [ulu) > O }]'

D'apres ce que nous venons de voir

) > “*Exdw)[“ oLl T = Tra) 5w Bx (o) B (0 )ony 0 40

Remarquons que X =X (0] ulw') 51 T(w]ulw') >u.
|u w')-u T
D'autre part 10 < T(w) < u}EXu(w)[C o eT(wI ufw))

=10 <1(w) <ulBx ()[C° tr(u)elulen].

D'apres le lemme 21
X/y - u X, ()
Bq le Yu<o ag(w)} T(w) » u 'vTX_(W] (Ex (wlulw')[C]]
ax Exu(“’) DA;
= B o [Bxpo lulo) 111 Y cpac)lf, € Yok (w)pulte]

Toks< u e T<u si s >u donc ceci vaut,

X . )
E [EXu(w)[EXT(mlulw')[C]] 1{u < DA C(w) }-"
Le processus Xt (t > 0) étant markovien de semi-groupe Pt pour fix , il vient
que ceci vaut EX [EX ( )(C) 1111 <DA C(w)l qui tend vers EX [Ex (m (CNIO<DAC§]'

AX/, Ex,@)[Co 8 (w|U| w')]
@ [0 <t <u | TN

De méme E

=E (110 ¢ 1(w) < u} fu < Do)} Bx (0)[C0 fplelulen]

Ax -
=E [1 {0 < T(w) < u}‘ fu < DAC(w)}CO eTJ
terme qui tend vers zéro, lorsque u tend vers zéro.
Comme pour K presque tout x , D A>0 PX p.s., il vient
EX[Coe 1 ] = EX[1 E, (C))
T {T> 0} (> o) "x, 70

Contrairement & ce qui se passe pour le v-processus d'entrée on n'obtient pas

de propriété de Markov a 1'origine. On peut toutefois généraliser le théoreme 17, de
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X
la maniére suivante : notons G ' ={x€e G, telsque Q /vp.s. Y, eF® t>0}
aX — A — V
&V p.s. X, €G', doncaussi K p.s. P*p.s. X eal.

On montre alors comme dans le théoréme 20 que : si x € G1

, Ex(l"u) croft si
u tend vers zéro et on pose
EX(C) = 1im E(T)).
Pour retrouver 1'ensemble des résultats dils a Getoor-Sharpe - Meyer, il nous reste
a traduire ce qui se passe pour le semi-groupe Qt .
Posons f«:’é(c) =EXCo kD) .
Théoréme 25. Le processus (@ , g‘to, Xt’ éx , t > 0) est markovien de semi-groupe
Qt . Pour K presque tout x , QX p.s. D AC>O0, XO =X , la limite a droite dans la
topologie de G existe, et le processus est fortement markovien.
La projection duale bien mesurable de g;M Cokpeo Sg eg(dt) est
m
i::’é)(c).d}(t .
Nous noterons ét f(x) = Eg[t(xt):.

Démonstration. Il suffit d'utiliser la définition de fa’é) et d'utiliser les résul-

tats du théoreme 21 et de la proposition 22,
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CHAPITRE (VI).- APPLICATIONS AU CONDITIONNEMENT (CAS BIEN-MESURABLE)

Nous nous proposons de retrouver, par une méthode différente de cette utilisée
par Getoor et Sharpe, les formules de Shih et Pittinger relatives au conditionnement
par rapport a la tribu EL(t) ={ ZL(t) , ou Z est bien-mesurable }, puis de donner

de nouvelles formules concernant F o) = {Z 2(t) ? Z bien mesurable} .

§ 1. Conditionnement par rapport aux tribus EL(t)'
Pour ce faire, nous commengons par étendre le théoreme 20 a des processus
mesurables.

" . Ao o O .
Proposition 26. Soit H(s,w) un processus 3(R") ® F -mesurable borné. La pro-
jection duale bien-mesurable de la mesure : _H(g, 9g w) eg(dt) est la mesure
N XS g jat
E “(H(s,w))d K -

Démonstration . Commengons par considérer un processus de la forme

1 (s) C(w). Le théoréme 20 prouve que :
(r,u)

o WX
Eu(g‘_‘;ﬁr zg 1“ u](g) Co Gg(w) 1{g+T<D(g)} 1= E“j;zs 1[P,u](S)E Src ‘§T<D}]d K,.
'n‘ ?

Sur tout intervalle [O,a], les mesures qui correspondent aux deux membres sont

bornées. Un raisonnement de classe monotone permet ensuite d'affirmer que

© X
)
E“(g ;M;Zg Hig, egw) gt D(g)}) - Ep.J 0 Z_E “(H(s,u) i <D} JaK, .

11 ne reste plus qu'a faire tendre T vers zéro et a utiliser le fait que K p.s.

Nous sommes alors en mesure d'établir la formule de conditionnement.
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Théoréme 27. Soit Zs un processus bien mesurable positif et h une fonction uni-
versellement mesurable, positive sur E . On a alors pour tout u > 0
" - B4 BT
B2 ) ) Ty ) >0 1] = B (2 () hOX) + (DD 9 g (Xg )2

g <u

o[ e
+ E Qu-s (Xs,h)ZS d KS .
Jo,uf
Notations. Remarquons d'abord que dans toutes les formules ou intervient Ks on
A Py _ .
peut mettre aussi bien IF(XS)d K car f 1FC(XS)d Is(h) =0 puisque Xg € F pour

tout g de M; . Pour simplifier nous noterons l::x la mesure EX quand x €FC et

dfy =1_. dK, + : eg(dt). Le théoreme 27 exprime alors que
g € M

E¥ [ZL(u)h(Xu) 1{L(u) 50 }] = E"[zu (W h(X )]+ E Jf Jo,ur éu_s(xs,h)zsdrs.

?

Démonstration du théoréme 27.

11 suffit de remarquer que u appartient soit & M(w) soit & M(w)¢ et que dans
ce cas, L(u) appartient soit a M , Soit a M; .

Etudions d'abord le cas de Ml;; u € M(w)S donc u > L(u) et u > D(L(u)) = D(u)

ENZL ) X) Ty po) ‘{L(u)uq;}) ‘Ey(g%g Zg Xy e cu ¢ D(g))

est une réunion dénombrable de graphes de temps d'arrét donc :

Eu(ggv’; Zg Xy Vg u (@) E“(g;M; “e 'lg <u IEXg[h(X“'gn{ u-g<D})
_pH
=E (86:*"; Zg Vg cul Qu-ghtX )

My

De méme

E" (;‘ LM% YL - })=Fj‘(g%_’zgh(x Jo 8 lg cuy fu-g <Do g Y
m
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X
s
. ' s ys u A
qui vaut d'apres la proposition 26 E f] oo zZ EQ [h(Xu_S)] dK, .
?

Pour déduire du théoréme 27, une formule donnant la forme de 1'espérance condi-
tionnelle de h(Xt) par rapport a fL(t) , nous aurons besoin d'un lemme de mesura-
bilité.

Lemme 28 . Pour toute variable C g‘o-mesurable, positive, le processus

Axs/v

Eq [C(w| s|w')] est bien mesurable.

X
A S
Pour tout processus mesurable H(s,w) positif, le processus E /v [H(s,w|s|w"))
A s w -
est bien mesurable, de mé&me que E (H(s, (0] s|w")].
Démonstration. Remarquons que dans le cas ou XS eFC p.s. le processus

X

N

Q (C(w] s|w")) qui d'apres le théoréme de Dawson est la version continue a

u
droite de la martingale EQ/ MY Fs) et est donc bien mesurable.
Dans le cadre qui nous intéresse, on commence par considérer des variables
[ -] ()
- -Ppns
borndes C(w) = f e P15 (X )ds ... f e~ ™ h (X)ds .
J 0 1s 0 n's

On n'explicitera les calculs que dans lecas n=2 .

Xs(w
Q

m>

) S =p,t S
/v [Cl|sle)]= f .C L h(X)(w)dt f . o P2t h,(X,)(w)dt

, S _pit WXgw)/y e -pit '
i£j

Xglw)/ o =p,t @ ~p,t
aRs\Wl/y 7 =Py . 2
+ EQ Js e hI(Xt_S)(w )dth e hZ(Xt_s)dt .
R Exs/vfw -p1th (x )dtj+oo Paf ho(X, )dt
emarquons que e e =
Qg 17’ 2\ tas
-(py+p,)s X ® -p;t ® -p.u
e 12 EQS/ v f e h,(X,) f e I h(X )dudt
i,3¢0,2} 0 t J

i#j
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; est markovien de semi-groupe st) (t > 0).

-(pf'"pz)s “
L'expression ci-dessus vaut donc e (h W h )(X ).
i,JeN, 2} pl*"z Pyl

LA XS/V
Or pour la loi EQ , le processus X

i)
Comme la résolvante Wp a été construite %-mesurable (cf. théoréme 10) le proces-

sus w (h.W_h )(X ) est bien mesurable et on vérifie facilement qu'il
1,3:q1,z; PytPy 1 Py
iy X ()
a w
en est de méme de EQs v [C(w|s|w")] si C ala forme indiquée ci~dessus.
Pour conclure, il ne reste qu'a remarquer que toute variable du type
h1(Xt )... hn(xt ) (h1 oo by continues) peut &tre approchée uniformément par des
1 n

variables du type ci-dessus [cf . Meyer - Processus de Markov].

Soit maintenant H(s,w) un processus mesurable, borné, le processus

s(w)
E /v [H(s,w|s|w')] est bien mesurable si H(s,w) = 1 (s) C(w).
Q [r,7]
La mesure E‘.Qs/ V étant bornée, un raisonnement de classe monotone montre alors

que la propriété est vraie pour tout H € ®(R') & F.

3
] P
Passons aux mesures E ~., Par définition

E [H(s(w| ujw')]
- . aX/ X, (w)
EX(H(S;w)) = lljl—ﬂ'lo EQ v [eu I{U <DA§(®) U v(Xu(w)) ] .

Ex (o) [H(s,0] si(u'|uje™]  Ey ~ [H(s, ] § w")lutslw™]

s w|sjw!
Remarquons que v(Xu(w )]

E [H(s, wiu+s|wn)]v[xu+s(mls|wl)]

X
(w) ;
Posons ¥,(s,u) = V.o pa g(u)) VX )W) ¢3RN F

X w
f;QS/"( )

[euYu(s,wi s|w')] est bien mesurable,
I1 en est de m&me de sa limite quand u tend vers zéro, celle-ci est
s)
5 [H(s,w| s|w')) qui est donc bien mesurable.

Nous sommes maintenant 2 méme de démontrer le premier théoréme de conditionnement.
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Théoréme 29. Pour toute fonction h universellement mesurable, positive
1 O L)
LM 99X, )

(on convient comme d'habitude, que ©/, =0).

E [f(Xt)/F P" p.s. surl'ensemble {0< L(t)< t}

Démonstration. Soient 0 ¢ f' ¢ f ¢ f" deux fonctions boréliennes telles que
H f'(Xt)
E [1“: ¢ tlli(xt)] =0 . Soit c(uw) = V()Tt)‘ 1{v(xt) £ o} » en appliquant le lemme pré-

cédent & c¢ on vérifie que ét-s f(XS) est bien mesurable.
On peut alors écrire 1'égalité du théoréme 27 sur 1'ensemble {0 < L(t) < t}

(ce qui supprime le premier terme du second membre) en considérant
Q_(£,Xg)
z!=72 2= et h=1 soit:
Qt-—s(1 ’xs)

A

Qo) E X )
E P[ZL(t) - ) ( L

QL)X L)

o <L)« 1)) = E“f]o n Zg Q_¢(Xg, )Ty

sy N PR U
ce qui d'apres le m&me théoréme vaut E [ZL(t) t(Xt) 1 {0 <L{t)< t}] .
Remarque . A partir de la proposition 26 il est facile de retrouver le résultat
suivant de Bernard Maisonneuve [14] : le processus a valeurs dans
+ n
ExR"{Q, FL(t) , PV, (t=L(t), XL(t)) } est un processus de Markov dont on peut

exprimer le semi-groupe a partir de éx .

§ 2. Conditionnement par rapport aux tribus E 2(t) *

Ces s . . ble! .
Nous définissons la tribu E},’ t) par | Z[ (t) Z bien mesurable}

Les diverses configurations de u, ¢, et Lu sont les suivantes :

u

oubien u= ¢ (u) = L(u)

oubien g(u) =L(u) < u et ¢(u) €M , on sait que
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f(u) =L(u) < u et Au) =g «> g<usD(g) oubien 2u< L,=u eton sait
que {(u) <L(u)=u & g<u=D(g).
Proposition 30. Soit h mesurable sur 3(E) x 3(E) et Z un processus bien mesu-

rable borné, alors :

B [ZZ(u) h(XL(u)’ Xy Yew) > 0 E* (2 2 (u) h(XL(u) £ (u)) 1{/J(U)—Us—

X
W S
*P fwo Zg B [0 Xy-s) Yuos < D) 19T
10,uf

+ B Z_ E *[h(Xp,Xp) Y Deyeg) 19T -

Démonstration .

EX(Z , (h(W)i X)) 1,017 = B 12, (40 X)) T p(upeuy I+ B [ZyhXgyXd)
1 )
{e(u) < uj

or EF[Z, (yhlXp()»X) Yoep (ucup) = B [;MZ h(Xor Xug) ° % 1ig<u¥1iU-g<Do€g]

B d
+E [gE - Z, h(Xp,Xp) o 8, 4o ) 1£Doeg=u_g}]

d'apres le lemme 26 pour ce qui concerne dK s et la propriété de Markov forte sur

Mt‘)’ pour ce qui concerne L€ (dt), ces deux expressions sont égales aux deux
ge ;\/lb &

derniers termes de 1'égalité de la proposition 30.

Théoréme 31. Soit f universellement mesurable sur E x E , positive, P* p.s.

sur 1'ensemble {0 <gfu) < u]j

R(u-g (u),f
B (X *J/e, (u)) = Rt K (Yo=0

ol R(t,B)(x) = EX[H(X,,X,) Yeoppt EXp s Xp) 1 pogy

Démonstration. Soit H(s,w) = f(Xg, X1 le processus

{u<Dg}
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X
fod S - fad S 1 ' . ' N
E [f(Xo, Xu-s) 1(u-s ‘ D)] =E “(H(s,w| s|w') est bien mesurable d'apres le
X
-~ S \
lemme 28, 11 en est de m&me du processus E [t(XD, XD) 1 | D=u-s ] ] . On procede
alors exactement comme pour le conditionnement par EL’t)’ en utilisant la proposi-

tion 30 au lieu du théoréme 27.
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CHAPITRE (VII)- ETUDE DES PROJECTIONS PREVISIBLES ET

CONDITIONNEMENT.

§ 1. Projections prévisibles.

La fonctionnelle Ep(h) étant continue est identique a sa projection prévisible,
la projection bien mesurable de -fp(h) étant elle aussi continue est identique a la
projection prévisible de T°(h).

Il reste & étudier la projection prévisible de BP(h) ou aussi de gP(h). Rappe-

e

lons que dsp (h)= T _’Vp h (Xg) eg(dt). On a décomposé M, en deux ensembles
g E€ M]

M;' et M; respectivement réunion dénombrable de graphes de temps d'arrét totale-
ment inaccessible et de temps d'arrét accessible.

Nous ferons désormais 1'hypothése suivante (la m&me que Getoor et Sharpe).
Hypothese . M; est prévisible et donc réunion dénombrable de graphes de temps
d'arrét prévisibles.

Théoréme 32. La projection duale prévisible de %)Vph(xg) eg(dt) est la mesure
g
g% Py vP h(x;) eg(dt). I1 existe une fonctionnelle :dditive H etunnoyau T,
a

ﬁe mesurable, ne chargeant que FC tels que la projection duale prévisible de

P t(Xg) eg(dt) soit f(XS) dH . En conséquence pour toute variable c Eo
g€ M; -

mesurable satisfaisant & c([6]) =0 la projection duale prévisible de ¥ @ co eg eg(dt)

g M

est la mesure X-
E &[cle (dt)+ n(k(c) dH. ou k(c) = EX(c)
g%; [c] g S

(le dernier terme est la mesure d Hsf n (Xg, dy) EY(c)).
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Démonstration . La premiére partie est classique et résulte du théoreme IV de
[19]):si T estuntemps d'arrét prévisible fini E(t(XT)/ET-) = Pot(XT_) pour
toute f borélienne bornée, Pof(XT_) est donc la projection prévisible de t(XT) .

La deuxiéme est une application immédiate de la théorie du systeme de Lévy déve-
loppée par Benveniste et Jacod dans [4] au théoréme 3.1. qui permet de ne compter
que les sauts totalement inaccessible.

Soit X un processus de Ray. Il existe une fonctionnelle additive continue H

localement intégrable, adaptée a la famille E?_F , et un noyau positif 1 sur G- Gb

tel que (x, {x }) =0, et tel que pour toute fonction f borélienne sur E X E :

t
E* T fX._, X)) 1 =E'f dHf (X2, d)EX ).
domet s=? s 1XS_;éXS, X - €G-G} o s G, s’ s,y

§ 2. Application au conditionnement.

Nous définissons les tribus I__“L(a) et EZ(G) par EZL(u)’ Z prévisible} et
{ZZ (u)’ Z prévisible} respectivement. Nous allons procéder comme au chapitre

précédent, nous commengons donc par un lemme de mesurabilité.

Lemme 33. Soit H un processus mesurable positif, alors P! p.s. la projection

X (w)
prévisible du processus 1i X~ € G=G }E S [H(s, w|s| w')] est
- S b
Axs(w)
E [H(s ; w;s|w')], celle du processus

1.2
X, €G-G,}

xo EG_Gl)Jrl(xb((»), ay)) EY[H(s ; o] s|w")] est

_ y o X3(w) '
11X; EG-Gb}fn (xs(“’)’ dy) E'[H(s, w|s|w')] et 1{X; )éG—Gb}E [H(s ;0| slu")
est prévisible.

Démonstration. Soit T un temps d'arrét prévisible, si Xp- € G=Gy sur
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{0 <T <} X, =X..- cequiétablit immédiatement les 2 preméres propriétés.

T T
La propriété de Markov forte appliquée a un temps d'arrét prévisible montre que le
w
dernier processus est la projection prévisible de Yy ¢G-GIE S [H(s ; w|s|wT) 1.
s b

Théoréme 34. Pour tout processus Z prévisible positif et toute fonction h de

P(E x E),

(VIL2.1.) B 30y 100X Yo cpu) <up =

), 1 1d K

u-s <D

X
- g s
-E ﬁo ufzs E °[h(X_,X,_q
1Yy

y
+E* fﬂo,u[ Zg dH [T(Xg,dy)E (X, X o) s (D)

v
+E g;M_, l(g < u) zg Py EXE [h(Xo, xu_g) 1(u_g ¢ D)] .
a

(vi1.2.2.) Ep(z,e(u)h(xL(u), xu) 1{0 < L(u) < u}) = E“AO u[zs R(U—S;h)d KS

+ EugEe"M”Zg Py R(U-g,h)(Xg) +E fj o u[Z SdH JrT(XS—,dY)R(u-S,h)(Y).
a ’

Démonstration. En adaptant de fagon évidente le théoreme 27 on vérifie que

WX

E u(ZL(u)h(XL(u)’xu) 1{0 < L(u) < uf) = Epgo,u[zs E s[h(xo'xu-s)liu-s < D}] aKg
+ E:;ﬂ__zg 1(g <) Exg[(h(xo, Xu-g) 1(u-g) < D] . 1l suffit de décomposer ce
terme sur*b M; et M; et d'appliquer le théoréme 32 pour établir la premiére formule.

La deuxiéme s'établit de fagon analogue a partir de la proposition 30 et du thé-
oreme 32,
Notations. Nous rappelons qu'on peut toujours remplacer dKS par IF(Xs)d Ks ou
aussi bien IF(X;)d K, puisque sur M; Xg = X'g ; nous désignerons par ¢ et

. . __dK _ _dd s
n les densités -73e mesurables suivantes ¢ = m n= m (il s'agit de
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densités de fonctionnelles additives). Nous poserons alors
Gylx,h) = o) ,0c,hx, ) + )7 (x, ) @y, ()
R (1) = o) Ry(e,h) + ([ 1 (e, dy) Ry(y, ).
On peut alors retranscrire des formules VII.2.1. et VII.2.2. de la fagon suivante :
(vil.2.3) E* [zL(u) h(XL(u), Xy V(0 < L(w) <u }]

- E“f} O’U[zs QusXS 5 h) 1(XT) (K + H)

+ E“f oo z nQ, (., h)(X7) 1c(X))d Hy

V) -
+E geqf gg(dt) 1(xzeFc) (g ¢y Zg Po QushsX)]
a

(Vil.2.4)) E“[Zl(u)h(XL(u)rxu)‘ {0 <L(u) <u})

- E“f]o,u[zs Ru—s(xs_ ,h) 1F(x;)d(K + Hs)

+E* f]o uf z, R (. ,h)(X;)lFC(X;)d H
* g;n; € dt [1(5 <u) Zs P, Ru-s(h’ Xg) 1(X; € FC)] .

Pour établir des formules de conditionnement par FI:(u) et FZ(u) on voudrait
procéder comme au théoréme 29 en prenant h=1 et enposant Z' =Z x( )
mais pour pouvoir conclure on est amené a faire 1'hypothése suivante :
Hypothése H : les mesures 1FC(XS) dH_ et EM" eg(dt) sont portées par
deux parties disjointes U et US de E. °

11 est intéressant de savoir que Getoor et Sharpe ont construit un exemple simple

de processus ne vétifiant pas 1'hypothese H et tel qu'il n'existe pas de noyau de
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conditionnement dépendant de (u-L(u), xL(ﬁ)) et (u- £(u), X y (ﬁ)) respectivement.
Théoréme 35. Sous 1'hypothése H (qui entrafhe d'ailleurs que M; est prévisible)

il existe des noyaux Q et R (gels que :
Qu-L(u)(xL(u) /)
=T X e e o)

PQ (X1 o)
. o™ u-L(u)"" (u) 1 )+ Q- L(u)(-,h)(XL(u)) Ko )
|:,oQu-L(u)(xI:(u), 1) FCnu© )’ * TTQu L(u)( 1)(XL(u)) F‘ nu 1y

= 3(u, L), X -+, h)

C(u)’

- 8% ) o"
BRIy Xu/Ey )" T & R 2™ «u)") RO

N PoRu- l(u)(x; (u) /h) lﬁu)( -,h) (X7, A(u L)

Ru- l(u)("n(xl(u)) F°nu

1 ‘A (xl (u)) (x I (u))

PoRu-2 (u)(X y (u), 1) FN
= Rlu-2), Xz 0 -

Démonstration. Le caractére prévisible des différents noyaux résulte du lemme
33, le reste de la démonstration est le méme que pour les théorémes 29 ou 31.
Remarque . Si on ne fait pas 1'hypotheése H, on peut tout de m&me calculer les
expressions précédentes en remplagant 1UC(XL(U)) par L(u) € M, et 1U(XL(u))
par L(u) £ M; , il ne s'agit alors plus de noyaux de (u-L(u), X l(u)'h) ou

(u'l(u)y X—l(u)’ h) .

§ 3. Un processus de Markov : (t-£(t), X—z (t))'
Dans ce paragraphe nous supposerons que M n'a point isolés presque surement.
Théoréme 36. Sous 1'hypothése H le processus [, E, 08 (t-2(t), X; (t)nl(tPO)’FP]

est markovien pour toute loi P L
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Démonstration .Soit Z un processus prévisible, ou borné, et f une fonction
de &_(R+) ® HE) ; soit 0<s <t

E*(Z, (s)(Et=£(0) 5 X5 ()] = E" (2 4(s) Wa(t)e s) =40, Xy )

+E" (Z4(s) Yo (t)> S)t(t-z(t), x;(t))] .
Remarquons que £(t) < s & £(t) = £(s) presque surement car il n'y a pas de
point isolé, en effet £ (t) = £(s) => £(t) = ¢(s) ¢ s, £(t) <s entrathe évidem-
ment £(t) = £(s) etsi s et t sontels que £(s) <£(t)=s <t lepoint s est
isolé.
On sait aussi que £(t) < s <> t < D(s) et £(t) > s < ¢(t-s) 8> 0,
on peut alors transformer 1'égalité précédente :

EH [z, (S)f(t-/z(t), X, (t)j = E,“[Z[ (S)f(t-l(s), x;(s)) PXS (t-s ¢ D))

+ E" [Zl(s)’ Exs[t(t-s- £(t-s) x; (t-s)) 1 {z(t-s)>0}]‘

- ¢
Or, Ma étant prévisible, et sous 1'hypothése H, il existe un noyau R de condi-
tionnement par la tribu El_(u) ,telquesi 0< £(u) <u

E" [h(X,) /- 1= R(u-£ (u), x;(uy h); ainsi :
= #u)

E” [Zy(5) 1(a(s) 0)r 1=4(0s X, ()] =

-E"[Z ; (S)f(t-l (s), x;(s)) sz[t-s $DJ, 1 As) = s}]

+ B (2, () EX g [flt-s=At=5), X7, ) Yuii_c)> 0} Ya(s)=s) )

+ B [Zy0) Woce)< sitt=4(8), X (g) B(s-£(s), X; (o) E (t-5 < D)]

+ E¥ [Zy ) Vo cns) < s} RE-2(), X ()0 B (E(t=5-2(t=5), X, ) 1.5)5 0 -

Or pour tout processus droit E "h(Xg) /F- 1= Py h(X;) , toutes les expressions
=s
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faisant intervenir £(s) sont évidemment g; mesurable, posons donc
v -
R(t,f)(x,r) = {f(tyx)Po(E.(t RS D))(X) + PO(E. [t(t" t(t)y xl (t))‘l{l(t)) 0; ])} 1{ l"=0}
y M -
+{f(t-r, %) R(r,x, E (t< D))+ R[r,x, E.(t(t-l(t),xl(t))I{z(t»m g} (T
alors
1 - _ B(i- = -
& [liz(s)>0} Zy (S)f(t_l(t)’ %, (t))] - E"1[1{/2(s)>0} Z 4(s) R(t S’t)(xz(s),s £(s))
ce qui établit le théoreme et donne le semi-groupe du processus.
Remarque. B. Maisonneuve a démontré un théoréme analogue [147, en utilisant le
théoréme de Pittenger et Shoh, mais en supposant que L(t) =£(t) p.s. ce qui est

évidemment trés restrictif et réduit pratiquement ce théoreme au théoreme 29.

¢ 4. Remarque sur le Post-L processus.

Notons L =L = sup[t, (t,w) € M] ; 1'"hypothése M c )0 ¢[ implique que
L < T estéquivalenta L < « ; dans l'article [18] il est démontré que dans

P“) est markovien ; F,

>0), Bt

ces conditions le processus (2, X

L+t (t }:L+t ’

désigne la tribu {Z Z bien mesurable },

L+t?

Soit o(x) = P, (D=), ¢ est une fonction invariante pour le semi-groupe Qt ;

E, rt(xt)1(t<D)Pxt (D=e0) ]
olx)

soit Rctp le semi-groupe correspondant : R?: sigx)> 0

=0 sinon .
Il est démontré dans 1'article cité que R? est le semi-groupe du post-L-processus
sur 1'ensemble {L < =} ,
Nous allons retrouver ces résultats de fagon treés élémentaire et démontrer en

plus une propriété de Markov jusqu'a l'origine.

Etablissons d'abord le théoréme cité : soient 0 < s < t
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Mo _ M ;

E “iL < m}ZL+s h(xL+t)] =E R M*Zg+5 1{ D(g):m}h(xgﬁ)’ comme g+s < D(g) on
peut énumérer les instants g+s intervenant sous le signe ):’ par une suite de temps
d'arrét et appliquer la propriété de Markov forte en remarquant en plus que sur

{g+s <D(g)} {D(g) ==} < (Do eg+s = e} on vérifie alors que 1'expression

précédente est égale a

E“%_}Z h(X_ ) 1 1 -
¢ g+s g+t’ gt <D(g)} ' D°eg+t =00}

- gH E
-F gzewzws Ygrs <D(g)} “gts h(X¢_) Y¢-s< D} 1{Do‘at.s -]
- g* P P _
e g;M"Zg+S 1{g+s-; <D(g)} Ri-s h(Xg+s) Xg+s (D =)
SE'YT z 1 RY h(X_ )1
g;vl" g+s {g+s<D(g)} "t-s "+ g+s’ '[D(g+s) =}
_pH \Voj
=ETTZ o YL <o fRis X o) it
Pour établir le théoreme de Walsh il reste a vérifier que Rt-s h(XL+s) est §L+s

mesurable, c'est-a-dire que R

t-
Xs /o
Q

s h(XS) est bien mesurable, or cette expression
, N Xs/cp . s
est égalea E h(Xt_S(w')) = EQ h(Xt(wlslw')) qui est la version continue a

®
droite de EQ/ Vihy F ), et est donc bien mesurable.
=s

Nous montrons maintenant la propriété de Markov jusqu'a 1'origine.

A

P " . .
Théoréme 37. Le processus (2 , Xiq 120, 5 P ) est markovien de semi-
groupe éip :si t>0 ﬁ?f(x) = Rctpf(x) pour x 3

X

P*(D =)

si x € F

sit=0 Fec: f(x) = £(x) .

Démonstration. On peut d'abord vérifier que ﬁ,ctp h(Xs) est bien mesurable,
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c'est en effet le résultat du lemme 28 (en remplacant v = %), Il s'agit alors de mon-
98 v Aw )
trerque E"[Z; h(X| ) Yo <w}l=E (Z Ryh(X ) 1§ ¢}’ O
n ok
E" (2, hX ) o < <w}) =E QZ;M* Zoh(Xot) Ypg )

X
- gk s - B 3
=E f: Z E °h(X,) Do 8 ==]dK, +E pmn z, Exg [h(X,) @(x,)

E Shixe(x)] X, . o
- E* f: 2y — X £ D=k g)—';h; (2R hX) 1))

-g* R?

=ENZ Yo Lcw Ry MX).
Remarque . Ce dernier résultat pourrait &tre obtenu de la fagon suivante :

. . . P s

la fonction Ex(c 0B U M } 1o << w? est un potentiel régulier (puisqu'il
ne passe aucun graphe de temps d'arrét dans M;) majoré au sens fort, si c est

z - . V)
bornée, par Ex“{L ¢ Mn} 1{0 <L<o }). Par ailleurs E (ZL cof 1{L(—]vll;}1{0<L<°°})
est égala E “[ Z. 1 -1 EXL/ ()] ; on pourrait mener 1'étude de

L {LEMb} {0 <L <o} ’

la compactification directement dans ce cas et appliquer les résultats de "théorie

relative" .
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CHAPITRE (VIII).- LA THEORIE PSEUDO-RELATIVE.

Dans ce chapitre, nous nous proposons de montrer en introduisant un nouveau
processus de Markov, comment on peut retrouver assez aisément une partie des ré-
sultats précédents, relatifs en particulier aux densités Qp et aux formules de con-
ditionnement. Les méthodes utilisées sont des généralisations du chapitre "théorie
relative d'Azema" ([1], §5.).

L'idée générale est la suivante. Pour étudier le conditionnement par rapport
au processus L(t) (t fixé), on pourrait appliquer les résultats sur les derniers
temps de sortie pour le processus tué a t , si ce processus était markovien, Il est
évident qu'il n'en est rien. Nous allons construire un processus de Markov sur
1'espace € x R* , dont 1'une des composantes correspondra a ce processus tué.
Définitions 38. Sur @* = @x R’  définissons le processus

X*E(w, r) = (r-t, Xt(w)) sit<r

{6}  sinon

t*(w, 1) = ¢(w) Ar .

Nous noterons Et* les tribus A(R) ® Et complétées a 1'aide de tous les ensembles

P# négligeables de FO®A(R) ou p* =Jr p(dr, dx) €, ®P , et
Gi=A€RR)® F: JA € E' Apft <;*}=Am{t<«;*} }.
Les opérateurs de translation sont définis par 9:((» , T) = ((r-t)*, 8 w).

Le lemme suivant a été démontré par Azéma dans le paragraphe cité plus haut de [1 ]:

Lemme 39. Si TX w,r) est un temps d'arrét des tribus (=;t* , il existe une famille
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T(r)(w) de temps d'arrét des tribus Et tels que T(w,r) = Tr(w) si
T(w,r) <Z(w)ar . Si X' est un processus bien-mesurable des tribus G, il existe

(r)

une famille X de processus bien-mesurables des tribus Et tels que :

X(w,r) = X(r)(w) sur [0, C(w)y r[.
Théoréme 40. Le processus (Q%, : ’ Gt*, p* ’ Gt*) est un processus fortement
. . *
markovien de semi-groupe E_ [f(r-t, Xt) 1 (t<r }]- P f(x,r).
Démonstration . On remarque, comme au théoréme 22, que si A € GZX,, T;

est un temps d'arrét de ces tribus : il suffit donc de vérifier que pour tout temps

d'arrét T* des tribus G t* ,
- *
E&,P)[f(x%a@t) 1{ T*(C*}]_ E(x,l")[ 1 {T *C g }E)C*T(*t(xt) ]'
g as _ +
Par définition E&’r)[f(x’fﬁﬂ) 1{T*<C*} =E, [E(r=T*(r)-t) ’XT*(r)+t)1{T*(I‘)+t < arl ].
D'apres le lemme 1 ceci vaut encore :

+ N
E [f(r-T -t)", X 1{Tp+t<CAr}] ol T, estun F, temps d'arrét

Tr+t
=B [ pp g p) "X LHE=T 20", X) Yo g })
X r<g,r r r Ar=T,
— * * Iy .
= E;,F[I{TRC*} EX’,‘F.U(X,;) t <¢*]] , d'ou le résultat.
Remargue : les potentiels des fonctions du type e~ Mtf(x) p >0, f borélienne,
sont presque boréliennes dans E*=E x R sile processus initial satisfait aux
hypothéses droites, en effet
® ps T ~u(r-s)
* ~PS _=uViyx _ =p(r-s -ps
E(x,r)f e’ e f(Xs(w,v))ds = Exf e t(XS) e’ ds .
e 0
Le processus X* satisfait donc aux hypotheses droites.
Notons [Xw,r) = L(w) (ol L(r) est la variable définie plus haut pour le proces-

sus X :Lpw)=sup{s<r, (w,s) €M}, L* estle dernier temps de passage de X*
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dans M (rappelons que Mc]jO C[).

La fonction E( %,r) (o<L*< C*1F(Xi)) est donc un potentiel régulier pour
le processus X*, il existe alors une fonctionnelle additive At* continue parfaite,
telle que, (en particulier) pour tout Z bien-mesurable par rapport aux tribus E,

E¥(Z 5 0 <L*<E* 1(X) = B* . z_dAY
Puisque A: est additive pour le processus X*, on a

+
Al (@,r) = Afe,r) + AL g, (r-t)7] .

- -]
Définissons B, = f’ &r dr A;(w ,T) . B, est une fonctionnelle 1-additive du
0

processus initial, continue en effet:
+® p * -r +
_ - o *
Bt+s -fo e A;Tr,w) dr+r0 e As(et w, (r=t)")dr

+00
=B +f e A*(ew r-t)dr

=B, + e B ) (w) d'ol le résultat.
Lemme 41. La fonctionnelle additive € t A;(w,r) est absolument continue par rapport
a la fonctionnelle B;(w,r) = BtAr(w) .
o0
Démonstration. Il s'agit de vérifier que EZ r t(Xé)dBé =0 entrafhe
?

+eo
* =S * _
Ex, r f e t(X’*s)dAs =0 . Calculons

Ey fo t(x*;)dB*;:Exf: f(r—s, xs)dAs(m,x)f:) &t
=f0 e-xdkEx[f(IhL(K), XL()‘)) 1[0< L(X)< x}‘iL(}\) <I‘} ] H

a0
E;,r J; t(X*S*)dB; est donc supérieur ou égal A
=L(r)_ D(r)
E [l {0 < L(r) <r lt(p—L(r), X L(r ))(e )] qui revient a ne compter que
1'ingursion (L(r), D(r)) avec enplus L{r)<r . Supposons f positive :

f f(X%)dBZ = entrdne que
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Ex(fo < L(r) < p } Hr-L(D), XL(r))(éL(r) - &Py -0,
or 1-¢ (D(r)-L(r)) #0 si 0 <L(r) <r , donc

Bl Mo cr(e) <r} HF-LN Xy €710

11 ne reste plus qu'a exploiter cette propriété :
Pour toute fonction h presque-borélienne sur E x §+ , il existe une fonction
Q'h presque borélienne, telle que

B 2 o et 10 1= 4 2, anip e

1

Théoreme 42. E" (ZL(P) O<L(r)<r 'F(XL(r)) h(Xr)] -g" f o PI_ZSQ*h(XS,r—s)dBS

Euf; Mt Yo<L(s)<s } IFXL(s)N(Xs)ds = Ej: ' V*Ah(xs)st

ou V*lh(x) = f+°° e_k(r) Q*h(x,r)dr.
0

Remarque. Par construction esV*Il(xs) =1 Bp.s. etle théoréme est un théoréme
d'intégration sur M; analogue 2 la proposition 12.

On applique la formule & p* = ¢ r ® p , en remarquant qu'il ne peut y avoir
de sauts a l'instant CA r , temps d'arrét accessible

gHer @ “)(e'I:ZU 0 <L¥<T* 1L(X}) h(X})]

= E”[e'l"(r) ZL(r) 0<L(r)<r IF‘(XL(r)) h(xr)] qui est égal d'apres la

relation 3 EY( f QM(X_, r-s) dB_ .
o[ ° >

La seconde relation se déduit immédiatement de cette derniére, en intégrant

par rapport en r par la mesure e-)‘(P) dr

f;“e-"(r)dr E“f]o .

’

Q*h(xs,v-s)st = Eflfi) dBSf”e‘)‘(I‘)Q’h(Xs,r-s)dr
s

- g* f:) ere) aB, v{Oh(xg)
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4o
ol V*)‘h(x) = f e Mr) @h(x,r)dr .
0

On pourrait de la m&me fagon retrouver des formules de conditionnement.
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CHAPITRE (IX) .- BALAYAGE SUR UN PARFAIT ALEATOIRE.

APPLICATION A L'ETUDE DU GENERATEUR.

Dans ce chapitre nous supposons que M est un ensemble parfait. Au premier
paragraphe nous reprenons dans ce cas particulier des résultats des chapitres pré-
cédents pour obtenir une décomposition de la résolvante et une décomposition du
semi-groupe du processus droit que 1'on balaye. Dans le paragraphe deux on étend
la notion de générateur et on met ainsi en évidence deux opérateurs analogues au
générateur a 1'intérieur et a la condition frontiere qu'on rencontre dans 1'étude
des diffusions sur une variété a bord. Au paragraphe trois on étudie ces opérateurs

et au paragraphe quatre on donne une application a R" .

§ 1. Décomposition de la résolvante et du semi-groupe .

Puisque M est parfait M =p, F d'apres la proposition 2, D est donc aussi le
temps d'entrée dans PR OU PR c'est-a-dire le temps d'entrée dans F . Rappelons
que F est un fermé fin presque borélien et régulier.

La décomposition de M™ est alors plus simple, tout élément g de M est

—

point d'accumulation a gauche de points de M et Xg_. € F donc M; et My

ides + M= - VE c
sont vides : M’=M_ +M_ My =M = {geM Xg_EF,XgEF‘ }

g

M = X =X ~€F}.
- geM o = Xg }
Nous allons reprendre les résultats concernant les projections prévisibles. Soit

K 1la 1-balayée prévisible de la fonction 1, puisque M;’ est vide K est continue

et K= ftl(l) est absolument continue par rapport a K . Nous noterons Yy une
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densité B, mesurable de K par rapport a K . La projection duale prévisible
(ou bien mesurable) de la mesure § ; Cof_ ag(dt) est la mesure
4 e °
A x -
s
v(Xg) E7S(c)dK .
Si (N, H) désigne le systéme de Lévy du processus droit X , la projection
duale prévisible de ) : v(Xg) eg(dt) est égale a N(1FC v)(XS)dHS ; comme
g B d

) ; v(Xg) eg(dt) = d§:(1) est absolument continue par rapport & K il est clair

g

que N(1Fc v)(Xs)dHS <<lh< . Nous noterons n une densité J$e mesurable de cette

derniere fonctionnelle par rapport a f( et nous poserons

( N(x,1_chv) LN ‘0
n(x) _N(X_,t‘-;y si N(x, IFCV)
S(x,h) =

516} sinon

nous poserons aussi E.XS(C) =S(x, F;.VXE)) ; avec ces notations la projection duale
~ XS -~
prévisible de la mesure } ; _Co Gg eg(dt) est la mesure Eg (c)sz d'apres le
€=

théoréme 32.

soit par ailleurs

Soit 6(.) la densité dej‘ 1F(Xs)ds par rapport a f(t ,
0

R’ A
£X 1a mesure définie pour tout x de F par EX(c) = v(x) £*(c) + E)S((c) la projec-

2 X N A
tion prévisible de } : Co eg eg(dt) est donc E s(c)dKS ; on notera Ptf(x)
[*4

E:[ f(X t)] le semi-groupe correspondant, V*  la résolvante et

0>»

tt(x) = l%x[ (X t) 1{ t< D}] le semi~groupe subordonné, nous utiliserons trés souvent

A

le fait que VY ne dépend que de \;\ c'est-a-dire que V)‘ f= V)\g entrdhe que

>

A
g.

< >

f =
Les deux formules suivantes expriment avec ces notations des résultats déja

établis sur le balayage :
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Décomposition des résolvantes.

11 existe un noyau sous markovien sur le compactifié de Ray-Knight du

v-processus, soit m(x, dy) x € F, et des fonctions p-excessives du compactifié

p+1 p+1
v prolongeant

(o h est presque borélienne), telles que,

soit

pour toute h presque borélienne bornée, Yp > O

(X.1.1)  UPh(x) = VPh(x) + E,f &Pt i, [o(Xh(X,) + y(X)n(X,, l’-s'-‘-)
0

P
+5(x,, £1)

Décomposition des semi-groupes.

(IX.1.2.) Ex[h(xt)] = Ex[h(xt) t<D)] + Ex[h(Xt), X4 EF+ EJ]O t[:)t_sh(xs)df(s,
’
Nous concluons ce paragraphe, en rappelant un résultat de Bernard Maisonmuve
qui nous sera tres utile dans 1'étude qui va suivre :
Proposition 43. Posons ”I'Dt(r,x)(f) =f(r-t, x) si t<r
=E"[fDo§_., Xp(tr)] S trr.
Pour toute loi P", le processus (Do 8 , XD ° et) est fortement markovien par
rapport a la famille l;t = FD(t) et admet E)t comme semi-groupe de transition.
Ceci est vrai dans un cadre tres général.
Dans le cadre précisé ici, le processus xD(t) lui-m&me est fortement markovien.
Nous 1!'appelerons processus sur le bord.
Remargue. Sous 1'hypothése que M est sans point isolé, le processus D(t) (continu
a droite) est quasi-continu a gauche c.a.d. que pour tout temps d'arrét prévisible
T, D(T)” = D(T).

En effet, les sauts du processus D(t) sont les éléments de M~(w), et dans
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M~ ne passe aucun graphe de temps d'arrét prévisible, puisque M= M;U M; oot
,

que dans M; il ne passe aucun graphe de temps d'arrét et dans MS_' p Que des
?

graphes de temps d'arrét totalement inaccessibles, dés lors si Xt est quasi-

. ' .
continu a gauche XD(t) 1'est aussi.

§ 2. Extension de la notion de générateur.

Nous nous intéressons maintenant au générateur de X ; dans le cas ou F est
la frontiere topologique du domaine dans lequel le processus prend ses valeurs ,
nous aurons des résultats analogues a ceux qu'on rencontre en théorie des frontiéres.
Nous donnons auparavant une définition valable pour n'importe quel processus droit,
supposé sans point de branchement.
Définition 44. Soient (W, Yt' E__“, nx) un processus droit de résolvante K}‘ et de
semi-groupe T, , et A une fonctionnelle additive continue satisfaisant a Ex(At) <o
pour tout t et tout x . Nous dirons qu'une fonction f universellement mesurable
bornée appartient au domaine étendu de la fonctionnelle A pour X , que nous note-

rons De(A), s'il existe une fonction universellement mesurable bornée g , telle que

(1X.2.1) f(Yt) - f(Yo) - f g(YS)dAs soit une T martingale pour tout x pour
0 les tribus 3 .

Nous noterons Df la fonction g , nous dirons que D est 1'opérateur de dérivation
par rapport a A .
Lemme 45. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) fe De(A) et g=Df

@ ) =10 + B[ ; oY )dA,

(3) AkM f(x) = £(x) + Exfo e'xsg(Ys)dAs
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Démonstration . Seul 3) — 1) demande des explications : on suppose d'abord
que f= K" ¢ et 1'implication résulte de la propriété de Markov et de 1'unicité des
transformées de Laplace. On conclut comme d'habitude.

Nous allons maintenant rappeler une définition due a Mokobodski [21] .
Définition 46. Soit (X,%) un espace mesurable et (V}‘))\ 5o une famille résolvante

sous-markovienne de noyaux positifs sur (X,%). On suppose que V = S%\lp \?‘ est

un noyau borné. Soit C le c8ne des fonctions surmédianes par rapport a cette résol-

vante, un opérateur D de C dans XR est presque positif si

(P.P.) Vir Vy EC, v,V vl(x) = vz(x) => Dv1(x) < sz(x) .

17°2

11 est appelé un " bon opérateur presque positif" si :

a) D(w1+w2) > D(wz) >0 Vw1 +w, €C

b) D(w) >0 Vw €C et D(w+e V1) <D(w)+eDV1

c) pour toute fonction ¢ >0 de la forme o = g, -8, ou €, et g, sont des
fonctions excessives bornées, DV =¢ .
Le premier exemple est lim sup A(I - A \/\) (ou lim inf).

-t OO A — oo
On trouvera en annexe les propriétés dont nous nous servirons.
Proposition 47. a) La fonction Df est unique A p.s.
b) Supposons que la fonctionnelle T : Tt =tA ¢ soit absolument

continue par rapport a A , soit a%" g(x) = E, f e ot- )‘Atg(
0

Xt)dAt une résolvante,
a ‘ " . . ‘
et D Af un bon-opérateur presque positif pour cette résolvante, soit p la densité

de T parrapporta A:

Dt=apf-Df:f Ap.s.
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Remarque . I1 est facile d'établir que ak)\ est la résolvante du processus déduit

Bt

du processus tué de X par e " , par le changement de temps associé 3 A (une

démonstration figure dans [a]).

Démonstration. a) Supposons qu'il existe deux fonctions g et g' satisfai-

t
sant (IX.2.1.), les processus croissants fg(Y )dA_ et f g'(Y_)dA_ ne diffe-
o S s o s/ s

rent alors que par une martingale, ils sont donc T, P.S. égaux.
b) Soit U?\CP le o potentiel de ¢ par rapport a A , la formule 3

a
A

0

s'écrit alors f=U,(apf-g) comme UX = OLK

USTDS(US ee T- @)1] = U(a ot - @) = £ = US(DZ1),

A

1'équation résolvante U A

- U“A =(u=1) K“U}/‘\ = -2 K U/‘; entraine alors que
AK M =tf+ Uy (apt DS dlob le résultat,

Nous revenons maintenant au cadre précisé au début du chapitre et nous don-
nons une deuxieéme définition.
Définition 48 . Nous dirons qu'une fonction f universellement mesurable bornée,
appartient au domaine généralisé du processus X , que nous noterons Dg(x), s'il
existe deux fonctions universellement mesurables bornées, que nous noterons Lf
et II telles que:

t t A

(X.2.2.)  Pour tout x, fX,) - fX.) - Tl LIX )as - | TR,
est une PX martingale pour les tribus Et .
Remarque . Cela revient a dire que f appartient au domaine étendu de la fonction-

Df .

nelle IFC.T + K , alors Lf = 1F‘C Df et TX = 1F‘

o o
Notations. Nous noterons X le processus stoppé a 1'instant D , De(T) le domaine
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o o
étendude T pour X et D 1'opérateur de dérivation correspondant. Nous dési-

gnerons pour 3( le processus sur le bord, c'est-a-dire le processus XD(t) ’

\De(lﬂ() et D désigneront le domaine étendu de f( et d'opérateur de dérivation

~n
correspondant pour X .

Théoreme 49. 11 y a équivalence entre
a) £f€ D (X
) g( )
o ~
b) € D(T) et f/F € D(K) .

o
Si a) (ou b)) est réalisé IFC Lf =Df T p.s.

A

v AN
Tt =Df + f - Hf K p.s.

2 - A
ou f-Hf désigne la limite de Q,(f - Hf).

o
Démonstration . a) Nous allons d'abord montrer que f € Dg(X) =1f€ De(T)

o
et 1 CLf:Df Tp.s..
F

D'apres le théoréme de Doob et la relation (1X.2.2.)

AD
(1X.2.3.) f(xtAD) - f(Xo) -]:) IFC(XS)Lf(XS)ds est une P _-martingale des

~

tribus F car K ne croft quapres D, or

tAD

tAD o o
fo 1FC(XS)Lf(Xs)ds = j: 1FC(xS“))Lt(xs Ap)ds donc f €D (T) et 1FCLf =Df
(o]
T!' p.s. ou T! =tpn & AD par déﬁniﬁon,on veut démontrer que chLt =Df Tp.s.,

t

o
comme 1FCLf =0 sur F© ceci revient a vérifier que Df =0 surF

e
[alors f 1Fc(xs)u(xs) = DiX()ds] .
0 o 0
Rappelons que X , stoppé de X & D, est & valeur dans F UFC .

Soit HMf(x) = Ex(e' }‘Dt(XD)), la résolvante du processus X est ({/)' = \/\ + 5

(A\#0) ;si A=0 on désignera H® par H .
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H”“f)
A+ a

A °a . \/w-a 7 <
L'opérateur D f = lim sup =2 ( f+ est un bon opérateur
o
‘ A | .
presque positif pour la résolvante {V “1\) 0’ donc, d'apres la proposition 47
a
o o
Dt=at-Dif;orsi x€ F UM% =0 et H¥%(x) = (x), ainsi D f(x) = af

par suite Bf:O sur F .

o
b) Vérifions que f € De(T) => f - Hf € D (X) ; il est immédiat de démontrer

g

o o
que Hf(Xt) est une th , p Martingale, donc dans le cas présent f - Hf EDe(T)
o

et B(t-Hf) =Df (T p.s.)ce qu'on écrira ainsi :
t o

(1X.2.4.) Qt(f-Hf)=f-Hf+f Q Dfds .
0 S

11 résulte alors du lemme 45 (3), qu'il existe une fonction @ telle que f-Hf = V)‘ ® .

Considérons
6t(f-Hf) = () EX[(E-HOX) 14 py 1+ EX [(t-HD)(X,)]

Si t\ 0, cette expression converge alors vers v(x) f/;: + S(L/‘;Q) que nous noterons

— . ) . s A
f - Hf , cette expression ne dépend de ¢ que par 1l'intermédiaire de V ¢ . Montrons

que la relation (IX.2.4.) s'étend 3 Q sous la forme suivante :

=S A

Jt 2 A t = A ft A 2 0
(1X.2.5.) E . Q,_(t-HO(X )R = E Jo f-HE (X )dK + E_ . dKJ Q,DEHX)du.

0

' A
- =E - e
En effet E, f:) Ot st-HOX IR = B T2 (000 T ¢y c pg) ]

g<b

=lim E
u—0

[(£-Hf)(X

gu t-(g+u))1 {0 < t-(g+u)<D} By {g+u<Dg} ]

X [ ' —'EX
g
g+u <t

on peut transformer cette derniére expression en utilisant la formule (IX.2.4.)

appliquée aux temps d'arrét permettant d'énumérer les g+u soit :
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E, j:) Q_o(HOX Jak = lim B Lo~ g Ygau c(g) )

g+ru<t
[t-g+u AD,
E X
+ 11m (;M_‘ Xg+uj Df( )ds 1{g+u <D(g)} *
g+u<t

a~
A

Par définition des opérateurs °, en faisant tendre u vers zéro on obtient
(1X.2.5.). Il reste a vérifier que ceci entratne bien que f-Hf € Dg(X).

La formule de représentation des semi-groupes (IX.1.2.) permet ici d'écrire que :

E, [(-HO(X) ] =E, [(-HDX) 1, o) 1+ E, f‘so y Q_(E-HO(X )dK _ .

f-Hf appartenant a De(T), on peut expliciter cette relation en tenant compte des

relations (IX.2.4.) et (IX.2.5.). Il vient alors :

tAD o A -
E, [(-HE(X,) " = (E-HH() + E J . 1pc(Xg) DEX )ds + E, f 0 t[t-Hf(XS)dKS
f ok t-sé DI(X,)
+E du .
X 0,tr 0

Etudions ce que représente u dernier terme, en faisant le changement de variable

V = u+s

- -Sa ~ rta °
E f dK f Q Df(X )du = f dKJ Q Df(X_)dv
0,0 %Yo "x) 0,00 o s P

A o ~
=E f dvj’ Q Df(X )dK
X ]O,t[ TO,V[ V=S S s’

apres interversion de 1'ordre d'intégration.

A [ a o
Or, par définition E, f o] Q,_g Di(X )dK = E, [DE(Xy) 1FC(xv) YD} )
P

En intégrant par rapport a v , et en regroupant tous ces calculs, on montre donc

que
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o =3 -
Ex[(f-Hf)(Xt)]= (f-Hf)(x) + E, j:) 1Fc(xs) Df(X)ds + E, f] . tl_f—Hf(Xs)dKS

qui est le résultat cherché.

c) Pour caractériser complétement les fonctions qui appartiennent au domaine

généralisé de X , il reste a étudier la classe des fonctions £ pour lesquelles Hf
appartient a Dg(X) . Il suffit de remarquer que lo)Ht =0, Hf € Dg(X) est équivalent
a: E, [HI(X,)]= HE(x) + E_ f ; THE(X )dK .
i‘(s a son support contenu dans F , c'est donc aussi une fonctionnelle additive du
processus X . La relation ci-dessus signifie donc que f/p appartient 2 be(k)
et réciproquement.

Regroupant tous ces résultats, on voit qu'on a montré également que :

A
f

K p.s. Tf=THf+f- et K p.s. THf=D(/p).

§ 3. Etude de 1'opérateur TI'f .

Nous nous proposons de préciser un peu la nature de Tf , en montrant qu'on
peut 1'écrire sous la forme de la somme de deux opérateurs, 1'un traduisant 1'in-
fluence des incursions (dépendant donc de tout le processus) 1'autre ne dépendant
que de ce qui se passe sur F "indépendamment du comportement du processus a
1'intérieur" .

La forme explicite de T que nous donnerons dans le cadre des processus
de réflections dans un domaine fermé de R" , fera mieux comprendre ce type de
décomposition (cf. paragraphe suivant).

A - Définition de 1'opérateur A . Propriétés.

Pour toute fonction G de H(F) ® %(F) positive, la fonction définie sur F
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*x 4 . . - . P s z

par E [G(XO,XD) 1{u D7 }] croit si u décroit vers zéro, la limite étant _even-
o - . . ER [G(XorXp)]

tuellement infinie, si cette limite est finie, la surmartingale —u—v(x_j_ 1 DAL}
(pour 1a loi: Ex/ v), a alors des limites le long des trajectoires, lorsque u tend
vers zéro.

Il parait raisonnable que cela se produira plus fréquemment lorsque G(x,x) = 0.

[e]

Définition 50. Pour toute fonction f € De(T), on définit 1'opérateur

=X Ay
Af=f-Hf + lim E”[(Hf(X,,) - £ (X 1
L EX[(HE(X,) - £ ()

{u<D }]

(bien noter qu'il s'agit de X, et non de X; ).

Proposition 51. La mesure g%l»[f(xl)(g)) - #(Xg) " egldt), qui représente la fonc-
tionnelle des sauts du processus sur le bord dus aux incursions a pour projection
prévisible AHf.df( .

Démonstration. Les sauts du processus X dus aux incursions se produisent

D(t)
aux instants de M~ (y compris le saut en &), et si s/g = D(t) XD(s) converge
vers X; : 'expression représente donc bien les sauts en question.

Pour simplifier 1'écriture on notera A"Hf 1'opérateur Ex[(Ht(Xu)-f(Xo))1

{u<D%]

Aqu(Xs)df(S est par définition de I:Z la projection duale prévisible de
f(X - -
Leg 1¥0ie) = g T gu () | )
il suffit alors d'appliquer le lemme 7.

B - Etude de 1'opérateur Tf - af .

Dans ce paragraphe on suppose que pHf existe et est fini p.s.. Alors
par définition T - Af =T Hf - AHf .

On se propose de montrer que 1'opérateur Tf - Af satisfait "presque" au principe
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du maximum sur le bord.
Lemme 52. Supposons que f/F soit maximum en un point x. Alors pour tout

temps d'arrét T ,

Ey “(XD(T/\U)) -I]O,T/\u]AUHf(XS)dst <CHx) .

Démonstration. D'apres la proposition précédente

u " -\ - -
E, f b "HE(X )dK = Ex(g%r.[f(XD(g)) - 1X2) )Y oy <D(g)} g <rau}l -

Or entre les instants 0 et u, il n'y a pu avoir qu'au plus une extrémité gauche

]O,T/\ui

d'intervalle contigu a M de longueur strictement plus grande que u donc :

E, [ A”Ht(xs)dRS = B, [(1(x

‘J ]O,T/\U]

E, [f(X

£(X

() ~ EXL(rau) ] Y0 < L(tau)su <D(r )} J

s“HE(X )dR )= E [ £(X

D(TA u)) - D(TAU)) - 1{0<L(T/\u)+u <D(“r/\u)} ¢

J Jo,tAu)
+ t(XIZ('r/\u)) 1{0 <L(TAu)+u <D(T A u) }]
f(XD(T/\ u)) L f(x) , f(XI:(T/\u)) < £(x)

u A
donc Ex[ (X A"HE(X )dK S] < f(x) .

D))~ ) Jo,7au]
Remarque. On peut montrer que THf - A Hf appartient au domaine étendu par
rapport a K d'un vrai processus, obtenu a partir du processus sur le bord par
une transformation visant a lui 8ter les sauts du processus Doet d'amplitude
strictement supérieure a u . L'opération n'étant pas simple nous ne 1'indiquons
que sommairement ici. Notons 6 la densité de mort du processus xD(t) due aux

incursions, par rapport a f(t , et ku(. ,.) une fonction telle que la fonctionnelle

retorse du processus sur le bord § ' f(X
s<t

ait m&me projection prévisible que § ’ f(X ) 1y~ -k (X2 ,X 1
L p(s) 1oyt Xe1uXs X (s)) [ se(s)er e

D(s) | Xpe) # X2} Y[ Dis)-s>u} '{D(s) < o}
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(cf. Théorie du systéme de Levy, Benveniste et Jacod).

L o(Xg)dk
Si x €96, E_[6

S1x) B, [1-ku(X, X)) ] détint un semi-groupe
de Markov, 'le processus associé satisfait a la condition annoncée.

Les opérateurs T et A n'étant définis que K p.s., il n'est pas possible de
définir un vrai principe du maximum. Aussi sommes nous amenés a donner la défini-
tion suivante :
Définition 53. Nous dirons qu'un opérateur satisfait au principe du maximum K pres-
que slr, s'il existe un opérateur satisfaisant au principe du maximum qui lui est
K p.s. égal.
Théoréme 54. L'opérateur T - & satisfait au principe du maximum sur le bord
(c.a.d. pour f/F) K p.s.

L'opérateur A satisfait au principe du maximum K p.s.

Démonstration . a) Soit V un voisinage fin de x et ¥(x,V) la famille des

voisinages fins de x , contenus dans V . Notons T(v) le premier temps de sortie

de 1'intérieur de U . Alors 1'expression

| B (X (yyad = ]O’T(v')Au[Ath(xs)sz] - (x)
lim sup E.IR
Viix} Ve F(x,V) X

est €0
'r(v'),\u] N

si f/F atteint son maximum en x et si on convient de considérer 1'expression
précédente comme nulle si elle n'est pas définie.
L'opérateur ainsi défini est égal K p.s. a THf - alyt d'apres les résultats

cités en annexe de Mokobodski. Par suite

E [f(X - A K J-
) ) X[t( T(V')A U) -lo T(V')/\ u’- UHt(xS)dKS] f(X)
lim sup lim sup —t
u -0 vy {x} E [ K
sur les rationnels

-r(v')/\u:|
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satisfait au principe du maximum sur le bord et est égal K p.s. THf - AHf
d'ou le résultat.

b) Revenons 2 la définition de A et supposons que f présente un maximum au
. o ax/y f(X) - (X))
point x de F ; comme Af =l}1_rz EQ [—(—)— 1{u<DAC ], af(x) est

donc négatif.
Corollaire. f €D (T) <> 6Lf =Tt K p.s.

§. 4. Application & 1'étude du générateur des processus de réflexion dans R

Définition 55. Nous appelerons processus de réflexion, un processus a valeurs dans
un domaine G de Rd , d'intérieur G et de frontiere F , ou F est une variété
de dimension d-1 tel que tout point est régulier pour F , et dont le domaine géné-
ralisé contient toutes les fonctions de t G) Il existe donc deux opérateurs T et

2, =
L tels que Nf € (‘,’K(G)

t t A
t(Xt) - f(Xo) -fo IG(XS)Lt(XS)ds -fo T t(Xs)dKS soit une P _-martingale.

Nous allons expliciter les opérateurs L et T.

Définition 56. On appelle opérateur de diffusion sur G , un opérateur A tel que

(x) - (X) 55— %q: () 2+ c(x) u(x) e
Aulx) = b
g gla g wowJ =1 i wi+cx e l“ECZK(G)

(U, o) étant une carte quelconqie.
On appelle opérateur de Lévy T de noyau t , une application linéaire de
962(6) dans B(F) telleque Yx € F, x £suppu ; pour toute carte (U,®)

UNF#£¢

= ) H, @)U - T 32 (g0) = 900 -

3@



93 IX, $§4

Théoréme 57. Soit X un processus de réflexion sur G , les opérateurs L et T
ont nécessairement la forme suivante :

o}
L est un opérateur de diffusionsur G, T =a 6—9 + A(U/F) + Tu

v
ou a € B+(F) v est un champ de vecteur de classe c® dirigé strictement vers
1'intérieur ; A est un opérateur de diffusion sur F et T' un opérateur de Lévy.

150} . soit K_

Démonstration. Considérons d'abord le cas ou G = {x
une suite croissante de compacts recouvrant {x1 > 0} et ’I‘n le premier temps
de sortie de Kn , il existe des fonctions de classe CK2 coihcidant avec les coor-
données sur chacun des compact Kn . L'hypothése entrafthant que chaque coordon-
née est une semi-martingale locale, il existe des fonctions presque-boréliennes
bornées bi et % telles que : les expressions suivantes
Mi = Xi - Xio - f (: 1FC(XS) bi(Xs)ds - j:) Yi(X s)dRs soient des martingales locales
continues a droite, dont la partie continue des processus croissants < Mi,Mj > soit
de la forme f;aij(xs) IG(XS)ds +j:) aij(xs)d]‘(s .

11 ne reste plus qu'a appliquer la formule d'Ito. Si f € § i
t 1

H(X)-E(X )~ . G(xS)L’t(xs)ols - j:) I“f(xs)df(S -sz:l‘t(xs)-f(xs)-

n . . .
- D'exT(xt - xi_)
= S S S

est une Py-martingale locale pour tout x ou :

L v 0% =y,

B : aij5x.5x. * ; j0x,

i,3=1 iy 0= j

n 2 n .

1 — 0 “f of

et T'f= Q. r——+ Y; s
L %S T Y 6% -

5= B R U T = e

Or par hypothese, il existe des opérateurs T et L tels que
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t R
f(x,) -£(X NE j:) 15(XLE(X )ds - f o TE(X)dK  soit une Py-martingale.

n . . . t n . .
. i i i i
E (3 f(X,) - #(X ) - T2 DX )X~ X-)] = EJ N(E(.)-£(X )-3_,D'H(X)(. =) HHs
s<t i=1 0 =
est donc absolument continu par rapport a 1 G T+ lA( .
Notons y la densité de Radon-Nykodym de H par rapport a 1 G.T + K et

posons s(x,dy) = N(x,dy) 1FC(X) y(x)

t(xrdy) = N(xl dy) 1F(x) }(X) .

11 est alors évident qu'on peut choisir L de la forme

n 02{ n of
Lf =i;13ij Waxj- + § bj 5?+ ix>,0}[f(y)-f(x) - D f(x) _x )]s(x,dy) si x €FC
= =

=0 si x €F (ou n'importe quoi d'autre d'ailleurs)
n 32t n
et Tf= % S * J t)x f[t(y - f(x) - : D f(x)(y -X )t(x,dy)
i,j)=2 173 )=

si x €F .

Précisons la forme de T de maniére a retrouver les opérateurs 4 f et

1)2

T Mf - AHf . Pour cela, nous allons calculer de deux fagons différentes (X t

La formule d'Ito donne d'une part que

xhH? = (x] 2+ft 2x1 am! +f1 (X_) Lx%(X_)ds +fta (X_)dK
t o 0 $7s Jy FCS s 011 s’ s *

2+r

D'autre part x ~—x si x>0 est de classe Bz donc

¢
(xt‘)z”' - (x(‘))z‘“‘" + (2+1) fo (x 's)’“" aM! + f;

2+r

(X )Lx (Xs)ds .

FC
Nous avons tenu compte dans ces calculs du fait que K ne charge que X1 =0,
On vérifie facilement que si 1'on fait tendre r vers zéro, chacun des termes con-

verge vers le terme correspondant dans 1'expression de (X:)Z. On ne retrouve pas

de terme en ft a, (X_)dK_. qui est donc nul p.s.
0 1""s’ s
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t ks -
J J K ./
lf 1 (x )<dM ,dM [_l 4) I_ﬂ(xs)asj(x )dK l&. a”(Xs)dKS | (ljj(xs)sz .
0 ‘0
Onadonc K p.s. cx],j(xs) =0
D'autre part les termes de la forme Ex[ ai (x~ )(X F(Xs)] se représentent
S¢ t

2 of by
sous la forme Exfo Y1(Xs) BXI(XS)dKS

On peut donc écrire 1'opérateur T sous la forme suivante :

1oy 3f = of L L s
=y (x) ==+) | v, =—+ Q.. — j [f(y)-f(x)- ¥ D f(x) xYit(x, dy).
! 1 Ez U yxhd =

Dans le cadre d'un domaine plus général (ou d'une variété de dimension d) on
procéde par difféomorphisme a 1'aide de cartes locales (U,y) telles que #(U) soit

—t
un ouvert de R" = {x1 > 0} le bord étant défini a 1'aide de x

1 .

On obtient alors facilement la forme des opérateurs pour toute fonction f dont
le support est contenu dans U , ce qui permet de déterminer de la méme fagon les
opérateurs L et T.

Corollaire 56. Pour qu'un processus de Markov sur une variété a bord contienne
les fonctions de classe t;lz( dans le générateur étendu, il ecst nécessaire et suffisant
que ces fonctions appartiennent au domaine étendu du générateur du processus stop-
pé, et que restreintes a F , elles appartiennent au domaine étendu du processus sur
le bord.

Sous ces hypotheses les fonctions de Ei qui appartiennent @8 Du(T) sont
limitées par la condition frontiere & Lf=Tf .

Remarque . Ce théoreme qui généralise le théoreéme de Ventcell', justific le point

de vue que nous avons utilisé dans [ 13 pour construire des processus de réflexion

n
sur R
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Nous sommes alors en mesure d'expliciter les opérateurs Af et I'Hf - AHf

du théoreme, ce que nous ferons dans le cadre du demi-espace { x1 >0t .

Si fe CZK se=y! Ly f M) = £(x)) t(x,dy) et
0 X F‘
n 2 n . P
i iya
THf - A Hf 1#’2 ij X Ez ; )x +j [t(y) - f(x) - 1Z=;‘le(x)(y -xM7] t(x,dy).

Ces opérateurs possédent alors manifestement les propriétés annoncées.

On aurait pu partir de ce point de vue pour retrouver la forme de T .
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CHAPITRE (X). APPENDICE.~- DENSITE RELATIVE DE POTENTIELS COMPA-

RABLES ET OPERATEURS PRESQUE POSITIFS.

Nous nous proposons de rappeler ici quelques uns des résultats de Mokobodski
et de montrer leur importance.

Soit (X,B) un espace mesurable et (Vx )h >0 une famille résolvante sous-
markovienne de noyaux positifs sur (X,B). On suppose que V = sup Vk est un noyau

- A
borné. On appelle opérateur de dérivation de la famille résolvante Vy 1'opérateur
D° défini sur B par
(o] . A
D"f = lim supA(f -AV f).
A

Théoreme A.1. Soit ¢ mesurable telle que V¢ soit partout finie et soient u

1

et u

5 des fonctions excessives telles que u, +u, = Ve , alors

(s} (o)
u1—VDu1 y uz-VD u, .
Si Vo est finie A\/}‘cp converge V p.s. vers DOch sans autre condition.
Une application immédiate, mais importante, est le résultat suivant

Théoreme A.2. Soit A une fonctionnelle additive de a~potentiel fini continue, soit

B une fonctionnelle absolument continue par rapport a A , c'est-a-dire telle que

U%l - U%1 soit excessive, alors, U existe une fonction g , mesurable par rapport

alatribu %, engendrée par ces fonctions excessives, et telle que B = g.A.

Démonstration. Il est classique de déduire A.2 de A.1 (voir par exemple
la démonstration de Getoor cité dans Séminaire de Probabilités de Strasbourg V.

Meyer - retournement du temps) en général on ne réalise pas qu'on obtient le
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résultat de mesurabilité.
On peut toujours supposer A strictement croissante de sorte que les fonctions
excessives du processus et de son changé de temps par A sont les mémes.

Notons W f(x) = E fe-)‘At-mt(X )dA, ; ©> UL 1=w°1=0% 140
X 0 t t A B

a

UB1 et ¢ sont excessives pour W}‘ , Ug 1 est donc égale au w® potentiel de

g=1m x(U%l - AW}‘U% 1) qui est mesurable par rapport a la tribu engendrée par

a

les fonctions excessives ; Ug 1=U A

g donc B=gA .

11 est remarquable qu'on peut en fait remplacer 1'opérateur D° par n'importe
quel autre opérateur ayant des propriétés similaires, ce qui permet éventuellement
d'obtenir des résultats trés maniables et en particulier d'exprimer la densité en
terme du processus initial.

Dans cet ordre d'idée nous allons donner, dans le cas ou V\ est la résolvante
d'un processus, une démonstration simple du théoreme A.1.

Soit Pt le semi-groupe du processus : :]1_11'10 sup % (P

Soit u excessive fortement majorée par Vo <® , A un processus croissant

hu-u)=-D0u.

engendrant u(Xt) et A 1a projection duale prévisible de A (3 x fixé) A* est
absolument continu par rapport au temps et on peut trouver une densité sz telle
que u(x) =E f@x(s,w)ds .

X o

Soit Z prévisible ; nous allons montrer que apx(s, w) = -lim sup %(PhU-u)(XS).

[+ ]

L F.rsth
En effet : -E J Z_ lim sup (P, u-u)(X_)ds = E J Z_ lim sup 1[E=5f oX(u)du Jds
s iPh s o TN

0

roo 1 s+h
< ExJ Zg lim sup(ﬁf w(u)du)ds .
a S

+h
Comme % f w(u)du a, pour presque tout s , une limite y(s)
s
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r

[ ® . x
E % z Doh(XS)ds <E X Z v (s)ds .
0 0
_— 1 Es +h —_— 1 +h
De méme E Z lim R (E y)ds » Lim E Z = y)ds
XJg S s o sh/g

1 +h 1 +h © X
> 11_m[3xjmzs(ﬁjs p)ds >, EXFZS 11_m(ﬁjS p)ds = EJ Z_y (s)ds
0 s 0 s 0

ce qui établt A.1. dans ce cas.

D0 qui apparait comme un prolongement de 1'opérateur caractéristique A.
peut &tre aussi bien remplacé par un prolongement de 1'opérateur de Dynkin «o_ (avec
ce que cela implique de local !) c'est ce que nous allons voir, aprés avoir donné la
définition suivante.

Définition A.3. Soit C le c8ne des fonctions surmédianes par rapport a la résol-
vante V\ . Un opérateur D de C dans Xﬁ est dit presque-positif si
(P.P.) [vl, vy €C, v v, v,(x) = vz(x)] = D vl(x)\< D vz(x).
I1 est dit "bon opérateur presque-positif" si en outre
a) D(w1+w2)>,D(w1)>, 0 Vw1+w2€C
b) D(w) 0 YweC
D(w + ¢V1) ¢ D(w) + ¢ DV1 Yw €C, e>0

c) Y ¥ 50 Q= g1-g2 ou g1 et g2 sont excessives bornées
@ DVep=0.

Le premier exemple de tel opérateur est précisément D° you lim MI - A V}‘ ).
Théoreme A.4. Soit D un bon opérateur presque positif
(11) DVeo=Deo Voce %e  V presque-partout

1'ensemble négligeable ne dépendant que de ® et nonde D .



Exemple . On suppose que V)\ est la résolvante d'un processus droit, on note
% la régularisée 1-excessive de w surmédiane (on rappelle que % <w et % =w
V p.s.).

Pour chaque x de X et chaque voisinage fini V de x onnote ¥%(x,V) la
famille des voisinages fins de x contenus dans V et T(V) le premier temps de
sortie de 1'intérieur de V , on remarque que O < Ex('r(v)) {eo car V 1 estbornée,

alors 1'opérateur
w(x) - EX(W(XT(

lim sup V'))
vilx] V'eF(x,V) E (V')

D w(x) =
est un "bon opérateur presque positif".

Le seul point a vérifier est le point c). Soit ¢ différence de deux fonctions exces-

Vl
V o(x) - Ex[vwa(V,)‘- Efo ®(X)ds
E T(V") - E(VN

sives :

pour tout ¢ il existe un voisinage fin Ve de x tel que
T(Ve)
Exjo | cp(Xs)-cp(Xo)]ds <€ E’x T(Ve) donc DVo=Veo .

Remarque . On obtient évidemment le méme résultat en prenant pour V le potentiel

1

w°=UA

d'une fonctionnelie additive A et en remplagant EX(T(V')) par

(V")
E )J e-SdAS . Naturellement on peut aussi remplacer lim sup par lim inf,
0

. A
Corollaire A.5. Soit D un opérateur presque positif relativement a w , on peut

choisir pour densité de B par rapport a A la fonction D UX 1.

c : Q4 O A (o RN I e TN e Mt §
Démonstration . UB 1= UA g est de la forme w ¢ donc UADUB1 = UAD UBI .
Corollaire A.6. On peut choisir pom') densité de B par rapport 2 A la fonction
- T

e %dBg
(ou bien sQr lim inf)

g(x) = lim sup (o) e
ulix} E, Jo e dAg
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Démonstration. Si A est strictement croissante on considére 1'opérateur D
déja défini.
Si A n'est pas strictement croissante-on peut prendre comme densité de A

par rapport a A+T 1'une ou 1'autre des fonctions

) g (V) _g
E 0 © dA Ex[o © dAs
lim sup (0] ou lim inf i 19) e
Ul{x} E ] e Sd(A+T) Ul{x} E f e "d(A+T)
xJ s xJ o s

de m@me on peut choisir pou{* densité de B par rapport a A+T
j’f U) s
Ey e “dB
[0}

lim sup

10 —s ou la lim inf correspondante
Uli{x} E e ~d(A+T)
xJ o s

des lors en convenant que °/o =0 les fonctions

(V) g ) _¢
E ’J o € dB E e °dB
S X 0 S
lim inf 0) lim sup )
E J e"Sd(A+T) E f e~Sd(A+T)
S X S
0 ot 0
V) ¢ V)
E f e vdA E e dA
X, 0 S X 0 S
lim sup (0) lim inf @)
=S -S
E, f e d(A+T), E, f; e~Sd(A+T),

sont w° p.S. égales et sont des densités de B par rapport a A comme g est
comprise entre les deux ceci établit le résultat.

Théoréme A.7. Avec les notations du chapitre II

-m(U) 1
f(x) = lim sup Exle i 1F(XL(T(U)))Vp+ t(XL('r(U)))]

i‘/p+1
Wix] Ex[e-T(U)1F‘(XL(T(U))) Xyl

si x €F .
On constate bien que (/pﬂt ne dépend que de VPt 1t , cette forme explicite

conduit précisément a rechercher une loi d'entrée sur le compactifié ne changeant
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que 1'espace des trajectoires qui pour t >0 appartiennent a FC© (on peut évidem~

ment choisir aussi bien lim inf).

‘ . s p+1 e . . Yp+1
Démonstration . V© ' 'f est la densité de la projection bien-mesurable 1" 'f
D(g) N
de 2N engA e-(p+1)sf(xs)ds par rapport 3 K ou K = i,

gEM”  Jg

g<t m

D'apres ce qui précéde on peut choisir sur F comme densité

B, T2 tlecr(v)] oPe ]D PS¢ )as

P
lim sup £ My

(g
U -
Lix] E, Z;’ 1o <T(U)f Sx Jds

D(1(V))
E J oS e—p(s-L(s))1F(xL( op 1pcX (X )ds

. . 0
soit encore lim sup D(T(U))
Uil x} E xf X, ()1 XS
(T(V))
£ ]D T e-S e‘p(S-L(S))«lF(XL(S)) 1Fc(xst(xs)ds
qui vaut encore lim sup
Ulix] Tﬂ )) "~ 1 (X 1 c(xgas
o S L) 1)
(V)
E, . e s e'p(S'L(s))1F(xL(s)) IFC(Xs)t(XS)ds
car lim sup 0) est une
Ul {x} E, [T s dK
t s (s-L(sg)) the g
densité dleOe p 1F‘(XL(s)) IFC(XS)ds par rapport a fO e "dK_ qui

est nulle si x € F de sorte que la lim sup est nulle K p.s. , de méme si p=0
f=1.Sur FS on choisit évidemment 0 puisque K ne croft que sur F .,

11 reste a exprimer {/p“t en fonction de Vp+1t , il suffit pour cela de noter
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D(T(V) ¢ (el
que E f ) =S oPls-L(s)) 1F(xL(S))1FC(xs)t(xs)ds

= Ex [ePL("(U)) IFXL(T(U))e-(p'*'”T(U) Vp+1(f. . 1F‘C)X(1(U)) ]

de m&me pour la fonction 1 et V‘(I) =v.
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ABSTRACT

In a paper of the 5th Symposium of Berkeley, Motoo has proposed the following
problem : Let G be a dense open set in a compact S . Then describe all processes
such that their behaviours before reacting G , the boundary of G , is the same
as that of a given minimal process.

Much progress of the solving of one aspect of the problem -actually in a
generalized form- is due to Getoor and Sharpe [?1], using Chung's and Azema's
sweeping out techniques and finally obtaining "last exit decomposition" and contion-
ning formulas. Further work has been done by Meyer D7]. In our paper, we start
again, for more clearness, with Meyer's presentation, but we are mostly interested
on the description of processes by means of compactification. More general theorems
than Getoor and Sharpe are obtained, and simple interpretations are given to some
concepts.

A chapter is reserved to the R" case.



