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INTRODUCTION 

L!origine de ce travail est un article du cinquième Symposium de Berkeley (23) 

où Motoo étudie le problème suivant : soit G un ouvert dense dans S compact, dé­

crire tous les processus dont le comportement avant qu1 ils atteignent la frontière 

ôG de G est le même que celui dfun processus minimal donné. L1 outil principal 

est le balayage d'une fonctionnelle additive qui est probablement utilisé ici pour la 

première fois dfune façon essentielle. Cet article, généralisé d1 ailleurs par Okabe 

(24) est d'un abord difficile surtout du fait que les méthodes puissantes de balayage 

développées depuis dans le cadre de la théorie générale des processus n'étaient évi­

demment pas à la disposition des auteurs ; par ailleurs les résultats sont relativement 

limités, notamment, parce qu'il n1 a pas été fait usage de techniques de compactifica-

tion qui sont à notre sens à la fois les plus naturelles et les plus aptes à donner une 

description aussi complète que possible du comportement du processus au voisinage 
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de la frontière. Un pas important a été franchi lorsqu'on a pris conscience de l'im­

portance des derniers temps de passage et de leur lien avec les techniques de balaya­

ge, Chung dans le cas des chafhes et Azema dans le cadre de la théorie générale ont 

mis en place des outils particulièrement adaptés à 1 ' étude du problème de Motoo 

Getoor et Sharpe (11) ont approfondi cette correspondance : ils ont d'abord mis en 

évidence une loi d ' entrée pour le semi-groupe du processus minimal. Ensuite, consi­

dérant L(t) le dernier temps de passage avant t dans un ensemble F (fixé une 

fois pour toute et qui joue le rôle de ô G), h et $ des fonctions boréliennes bor­

nées ils ont montré comment calculer E

x [
Z L ( t ) n ( x p » 0<L(t)<tj et 

Ex^YL(t) $ ^ L ( t ) ' <t ] où Z est bien mesurable et Y prévisible. Ces 

résultats, fort important par eux-mêmes, conduisent à des "last exit décompositions" 

qui sont en fait des décompositions du semi-groupe d ' un processus prolongeant le 

processus minimal. Ces formules améliorent considérablement une formule de Motoo 

qui donnait une décomposition des résolvantes, Des résultats très liés aux précédents 

sont des formules de conditionnement par rapport aux tribus et *̂ L(t) * L e s 

résultats sont d'ailleurs analogues aux résultats antérieurs de Pittenger et Shih 

(25). Meyer (17) a repris cet article pour le présenter dans un cadre tout à fait géné­

ral et a introduit la notion d'ensemble homogène : nous avons repris cette présenta­

tion et conservé les notations. Pour plus de clarté nous avons même reproduit aux 

chapitres I et II tous les éléments nécessaires à la compréhension de la suite. 

Notre travail -contemporain de celui de Getoor et Sharpe- a une orientation net­

tement différente : nous nous sommes surtout préoccupés de décrire le comportement 
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du processus au voisinage de la frontière. A cette fin nous avons introduit d'une 

façon qui nous semble naturelle des processus prolongeant le processus minimal ou 

un sous-processus de celui-ci. L1 introduction et 1!étude de ces processus est une 

des parties les plus importantes et les plus originales de ce travail, nous avons es­

sayé de les rendre intuitives d'une part en soulignant le rôle dfune certaine famille 

de temps d'arrêt (les g + e du chapitre I) d'autre part en donnant une formule ex­

plicite de densité de certaines fonctionnelles additives (voir chapitre X). On obtient 

en particulier des renseignements relatifs à la façon dont un processus prolongeant 

le processus minimal repart de la frontière, notamment en étudiant la limite 

XL(t) + e q u a n d €~*° ou le support de la loi de quand t tend vers zéro, toutes 

ces limites étant prises dans une nouvelle topologie obtenue par compactification de 

Ray. On obtient également des théorèmes d'intégration plus généraux que ceux de 

Getoor et S harpe ainsi que de nouvelles formules de conditionnement (en plus des 

leurs que nous retrouvons), les noyaux figurant dans ces formules ayant une inter­

prétation relativement aux semi-groupes des processus introduits. 

L'utilisation d'une compactification -mais par rapport à une résolvante- avait 

été introduite par Dynkin [8] dans un article complétant celui d'Okabe, puis dans 

un article plus récent en Russe aux Teoria de 1971. 

Dans le cas particulier où l'étude se ramène à celle d'un processus sur un do­

maine de ou sur une variété à bord des travaux anciens (Sato-Ueno 1965,Bony-

Courrège-Priouret 1967, Priouret 1968) s'attachaient surtout à l'étude des semi-

groupes de Feller ou d'un processus associé dont le générateur était donné, ainsi 
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qu!à la mise en évidence de certains opérateurs frontières limitant le domaine du gé­

nérateur et qui sont liés au processus sur le bord et au comportement du processus 

au voisinage de la frontière (condition de Waldenf els par exemple). Ces travaux ont 

d1 ailleurs été développés plus récemment. Nous avons essayé, dans le cadre abstrait 

de l'article de Motoo de mettre en évidence des opérateurs comparables, pour cela 

nous étendons la définition du générateur d'un processus quelconque ainsi que celle 

d'un processus sur un domaine avec bord (nous utilisons à cet effet la notion d'opé­

rateur presque positif de Mokobodski) et nous trouvons une formule analogue à celle 

de Waldenf els faisant intervenir un opérateur qui a "presque"le principe du maximum 

sur le bord. Une application de ces résultats à lRn permet de généraliser un théo­

rème- classique sur les processus de réflexion. 

Avant de fai re un résumé de chaque chapitre il convient de préciser les liens 

qui peuvent exister entre notre travail et la Thèse de B. Maisonneuve (14). Quand 

Meyer a étudié l'article de Getoor et Sharpe il avait présent à l'esprit cette thèse 

et il s'est aperçu qu'il pouvait utiliser certains des outils et des résultats pour ré­

pondre à des questions qu'il s'était posé relativement à des généralisations de théo­

rèmes de Getoor et Sharpe. Nous répondons nous aussi à ces questions et à d'autres 

pour lesquelles Meyer n'avait pas de réponse, sans faire appel aux théorèmes sur le 

"processus d'incursion" de Maisonneuve et d'une façon qui nous semble beaucoup 

plus naturelle. 

Nous allons maintenant donner une idée de chaque chapitre. 

Chapitre I (p. 12). On introduit les notations de P.A, Meyer. Un fermé aléatoire ho-
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mogène M est un sous-ensemble de Q x R+ dont les coupes en w sont des fermés 

et tel que (^w,s) € M ç=? (u>, t+s) 6M ; c'est ce qui remplace la frontière topologi­

que de Motoo. On définit les intervalles contigus à M et les ensembles M et "~M 

des extrémités gauches et droites de ces intervalles. M~* se décompose en et 

La proposition 4 précise cette décomposition ; M̂  est réunion dénombrable de 

graphes de temps d'arrêt alors qu'il ne pense aucun temps d'arrêt dans . 

Chapitre II (p.17). On introduit d'après Meyer et Azéma l'opération de balayage : 

si \i est une mesure sur F£ on transporte la masse portée par les intervalles con­

tigus à M sur M"*. Pour étudier ce qui se passe sur M on balaye les mesures asso­

ciées aux fonctionnelles [ e" p s h(X )ds = A^(h). Soit Ap(h) le processus crois-
0 t 

sant ainsi obtenu, on considère Â?(h) =\ e p s d Â^(h) : ce sont les projections du-
l J Q S 

aies de cette fonctionnelle additive qui nous intéressent ; celles-ci se décomposent 

en termes relatifs à M, M^ et M^. Sur M et on calcule facilement ces projec­

tions en utilisant sur M^ la propriété de Markov forte ; pour M^ on peut obtenir ces 

projections comme limite de terme du même type que pour M̂  (lemme 7), grâce à la 

remarque suivante : si g ÉM~* est une extrémité gauche d'un intervalle contigu à M 

dont la longueur excède G , g + e est un temps d'arrêt. Ce type de remarque constitue 

une des raisons qui incitent à prolonger la résolvante du processus minimal, 

Chapitre III (p. 25 ) . On réalise ce prolongement suivant une méthode classique ; comme 

nous désirons que le semi-groupe correspondant à la résolvante prolongée soit borné , 

nous prolongeons en fait la résolvante d'un sous-processus du processus minimal. 

Le prolongement permet de calculer les termes relatifs à M"̂  et d'introduire des lois 
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d'entrées bornées. Ces lois sont analogues à celles introduites par Getoor et Sharpe, 

le théorème qui permet de les introduire leur est d1 ailleurs emprunté. Ces lois d1 en­

trée interviennent de façon essentielle au chapitre suivant. 

Chapitre IV (p.33 ) . On donne ici un sens plus profond au prolongement introduit pré­

cédemment en introduisant un processus de Markov appelé v-processus d'entrée. Les 

bis 

théorèmes 13 et 13 -tous deux originaux - donnent les principaux résultats de cette 

partie qui est un peu le coeur de cet article. Soit (Q ,F°, X t, F ,̂ P x) le processus que nous désirons étudier et qui est à valeur 

dans E sous-espace borélien d'un espace métrique compact ; soit M un ensemble 

homogène et D le temps d'entrée dans cet ensemble. On désignera par F l'ensem­

ble i x € E , PX(D = 0) = 1} ; soit G un compactifié de Ray-Knight de E . 

Soit Q l'espace des applications de R dans E , prenant leurs valeurs dans F 

pour t > 0 , continues à droite dans E et G pour t > 0 , pourvues de limites à gau­

che dans G notées X~ et d'une limite à droite dans G à l'origine notée X^ . 
x 

Si F° désignent la tribu engendrée par les coordonnées de & , il existe sur 
x x

0 - J*/v 
( Q ' F ) , pour toute loi \i sur E , une mesure notée Q telle que le processus 

( Q F X^ Q ) soit fortement markovien jusqu'à l'origine en prolongeant X .̂ par X Q . 

Si \i = 6̂  la loi JTx de X^ charge l'ensemble des valeurs d'adhérence dans G 

des suites de points convergeant dans E vers x . 

Ceci permet d'obtenir les projections duales bien mesurables de mesures d'une forme 

voisine de > c o k n o 6 e (dt). On précise aussi le comportement de certaines 
gFM" g g 

TT 
fonctions le long des trajectoires en fonction des limites à droite dans G de 
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Chapitre V (p. 50 ) . Pour obtenir les projections de c o 6 e (dt) on est amené 
gTtl" g g 

1 

à prolonger i V13 où V p est la résolvante du processus tué à D et v(x) = V 1(X) : 

ceci amène à construire de nouvelles mesures P x qui sont a -finies, et un processus 

que nous appelons X-processus d'entrée. 

Ce processus est construit sur ^ , son semi-groupe est celui du processus de dé­

part. Nous donnons de nouveau le support des mesures Px en terme de fonctions 

continues à droite ou limitées à gauche. Ce processus est fortement markovien pour 

t >0 . La projection duale bien mesurable de Y~' co e e (dt) est ÊXt(c)dK, 
¿ T V g g t 

(K est la projection duale bien mesurable de ) eg/ e~sds c (dt)). 

Chapitre VI (p. 5 .̂ On applique les résultats précédents pour démontrer des théorè­

mes de conditionnement dans le cas bien mesurable : soit f(x) = E?(f(X̂  o k^)) 

Q (X f) 
E (^ X t^/lf L( t)) = A * " L ^ — s u r [0 < L(t) < t ] ; ce résultat est le même qu'un 

^t-L(t) ( XL(t)' l ) 

résultat de Getoor et Sharpe, le problème étant surtout de vérifier que Q̂. S(X >f) 

est bien mesurable (lemme 28) . Par les mêmes techniques on démontre un théorème 

nouveau relatif aux tribus F ^ [ où ((t) = sup(s < t, s € M) ] . 
Chapitre VII (p, 65 ) . Il s ' agit du cas prévisible ; on retrouve de nouveau un théorème 
de Getoor et Sharpe relatif à F"/ % et un théorème nouveau concernant F~, x . 

=L(u) =£(u) 

On redémontre aussi de façon élémentaire un théorème de Walsh sur le post-L-proces-

sus qu ' on complète en démontrant une propriété de Markov à 1 ' origine. 

Chapitre VIII (p. 74). Ce chapitre est consacré à la théorie pseudo-relative : si le 

processus tué à t était markovien il suffirait de lui appliquer les résultats sur les 

derniers temps de sortie pour obtenir toute une série des résultats précédents ; on 
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montre comment on peut se placer dans Q x R+ pour utiliser cette méthode et retrou­

ver à Paide du seul post-L-processus la décomposition des semi-groupes, les théo­

rèmes de conditionnement, etc.... 

Chapitre IX (p. 79). Il s1 agit de la partie relative à la frontière topologique : on y 

définit, comme nous 11 avons dit, les notions de générateur étendu et de générateur 

généralisé et on décompose 1!opérateur frontière. Relativement a on demontre 

2 , , 

que si C est contenu dans le domaine généralise du processus, la condition fron­

tière a une forme nécessaire que l!on donne. Ceci généralise d!une façon assez large 

un résultat obtenu par Bony, Corrège et Priouret dans le cas des processus de Feller. 

Chapitre X (Appendice) (p. 97 ) . Nous avons réuni dans ce chapitre les résultats de 

Mokobodski relatifs aux opérateurs presque positifs ainsi que leurs applications re­

marquables : il est bien connu que si A et B sont deux fonctionnelles additives 

A << B, un théorème de Mokobodski permet d'obtenir une densité, il est curieux de 

constater qu1 on ne signale pas souvent que la construction même de cette densité mon­

tre qu'on peut la choisir mesurable par rapport à la tribu engendrée par les fonctions 

excessives. 

Plus remarquable, peut-être, est le résultat qui montre que pour calculer cette 

densité on peut remplacer l'opérateur lim sup\(l - par n'importe quel autre 

"bon" opérateur presque positif, ceci permet de montrer par exemple qu'on peut choi­

sir pour densité 
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FT(U) _ s 

E e dB où V est un voisinage fin et J'fajV) X J 0 S 

lim sup -rryt 
v[{xj U €F(x,v) g f e"SdA l'ensemble des voisinages fins contenus dans V 

x j 0

 e s 

T(U) est le premier temps de sortie de U. 

Cn pat en particulier démontrer le résultat intéressant suivant : 

E X ^ U ) 1 F ( X L [ T ( U ) ] ) V P + 1 ^ X ( U ) ) ) 
V p + f(x) = lim sup TTT-rt 

Uilx} E x (e" T ^ 1 F (X L ( T ( ( J ) ) ) V ( X T ( U ) ) 

Nous remercions vivement M. S. Sharpe qui nous a fait 1!amitié de lire le 

manuscrit. 
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NOTATIONS. 

Toutes les notations relatives aux processus de Markov sont les notations usuel­

les (par exemple Blumenthal et Getoor), celles de la théorie générales sont celles de 

Dellacherie. 

Nous sommes contraints d1 introduire un grand nombre de semi-groupes de résol­

vantes et de lois intervenant dans les divers processus jusqu'au chapitre VII, il nous 

a semblé utile de donner un schéma d1 enchaînement de ces diverses notations. 

Chapitres I et II . Processus initial (û, Ft, X T , P , P^ ) 

Processus tué à D : semi-groupe 

résolvante Vp 

on notera v(x) = V1 1(X) 

v-processus du tué semi-groupe Q|V^ 

résolvante Wp 

p./ n/ 
Loi sur SI Q / v (ou EQ

 v ) . 

Chapitre III . Prolongement de Wp : Wp (on pose V^h = Wp(£) ) 

Prolongement de Q|V^ : qui est une loi d'entrée de . 
A(v) 

Chapitre IV. Compactifie de Ray-Knight. A Q£ on associe une loi sur le com-

pactifié (W, Y t , G°, Q^v) de résolvante Wp et semi-groupe Q|V^ . La loi df entrée 

' se prolonge en une loi d'entrée Qv

t '; si nx est la loi de X q il lui correspond 
/ X X 

Q / V . Q et F° étant définis (cf. Introduction) les mesures précédentes se trans-x x xo A ̂ /v portant sur F pour donner le v-processus d'entrée ( Q , F , X^, Q ) . 

Chapitre V. On construit sur (Q , FQ ) des mesures a-finies P^ qui permet-

tent d'intégrer ¿2 c o 6g eg(dt). (Q , F ,̂ X^, P^) est alors un processus de semi-
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groupe P t : c'est le X-processus d'entrée. On pose Qt(f) = E* f(Xt o k^) c'est 

cette mesure qui intervient dans les formules de conditionnement. Les notations rela­

tives au chapitre IX sont données en tête de ce chapitre. 
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CHAPITRE (I).- NOTATIONS ET DESCRIPTION DE L'ENSEMBLE HOMOGENE M . 

Le processus que l'on désire balayer est un processus de Markov satisfaisant 

aux hypothèses droites, à valeurs dans E sous-espace borélien d'un espace métri­

que compact. On notera (Q , F°, X̂ ., F̂ ., 6̂ ., PX>Ç ) sa réalisation canonique. L'ex­

pression "presque sûrement" signifie P̂ 1 presque sûrement pour toute loi ^ . 

§ 1, Fermé aléatoire homogène . 

On note R * = R+ - 0 . 
+ 

Définition 0. On appelle ensemble aléatoire un sous-ensemble de Q x R * progressi­

vement mesurable par rapport aux tribus Ft . Un tel ensemble est dit fermé si ses 

coupes M(OÜ) = [t > 0 , (t, w) 6 M } sont fermées, il est dit homogène si son indicatri­

ce est un processus homogène c'est-à-dire si (9^ u, s) € M 4=» (w, t+s) € M . 

[M(Û))]C est une réunion dénombrable d'intervalles ouverts, ces intervalles sont 

appelés intervalles contigus à M . M est parfait si et seulement si deux intervalles 

contigus n'ont pas d'extrémité commune. 

On désignera par M (resp. M"") l'ensemble des extrémités gauches (resp. 

droites) des intervalles contigus à M . Il est clair que M" et M*̂  sont des ensem­

bles homogènes. 

Les quantités suivantes caractérisent les passages dans M : 

D(t) = inf(s > t ; s 6 M) 

L(t) = supiŝ  t, s € M) 

Ut) = sup(s < t s € M). 
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D(t) est le premier temps d'entrée dans M après t , c'est une fonction croissante, 

continue à droite, limitée à gauche, constante sur les intervalles contigus à M . 

On notera D(0) = D . D est un temps terminal exact parfait * D(t) = t + D o e 

est un temps d'arrêt, mais le processus D(t) n'est pas adapté aux tribus . La 

famille de tribus F n est continue à droite, 
t 

On supposera que Me ] 0 , Ç [ , alors D ^ ç =^ D = 0 0 . 

D caractérise M : il est en effet facile de voir que M = ( Do 6̂  = 0 I . Le processus 

L(t) est adapté et constitue une famille co-terminale au sens de Pittinger et Shih 

c ' est-à-dire que L(t) ° 6U =( t̂+u) " u ) + • 

Il est clair que M"" = it > 0, L(t) = t , D(t) > t ) . 

Le processus i t est prévisible et L(t) = £+(t). 

Le théorème 2 (Chapitre V) de Dellacherie [6 ] , implique immédiatement que 

Proposition 1. a) Les ensembles M et M*" sont bien mesurables 

b) M~* est progressivement mesurable 

c) Si pour tout c > 0 , 1 Ln » Dp [ désigne le n

i e m e intervalle conti-

gu à M dont la longueur dépasse strictement c, L^ + e et D̂  sont des temps 

d'arrêt. 

Exemple fondamental. Soit X un processus à valeurs dans un fermé G de frontière 

ôG = G- G ,M = ( (t,o)), t > 0 Xj(w ) € à G } est un fermé aléatoire homogène. Les 
o 

intervalles contigus sont les portions de trajectoires contoiues dans G . D est le 

temps d ' atteinte de la frontière. * 
Si on suppose seulement que M est homogène pour presque tout w,D n'est pas 

parfait, on peut cependant -grâce aux techniques de Walsh- le rendre parfait [26 ] . 
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§ 2. Propriétés liées au processus. 

Soit F = ^ x € E, PX(D = 0) = 1J . C'est un ensemble finement fermé et pres­

que borélien. Dans 11 exemple précédent F est 11 ensemble des points de ô G régu­

liers pour ô G , 

Soit Pp= |(t,u)), t>0 X t ( w ) ç Fj c'est l1 ensemble des impacts dans F 

il est donc indistinguable pour chaque loi P ̂  d'un ensemble bien mesurable pour 

les tribus . pp(o)) est un fermé droit de R* . 

Proposition 2. Soit M' l'ensemble des points non isolés de M et Û le noyau par­

fait de M , alors M c p ^ c M' p.s.. 

Démonstration . Remarquons d'abord que d'après la propriété de Markov forte 

tout temps d'arrêt passant dans pp est instant d'accumulation à droite de points de 

M , l'ensemble pp M qui est bien mesurable ne contient donc aucun graphe de temps 

d'arrêt et ppC M p.s. 

Soit T( w) = inf {t > 0 X t ( w ) € F J le début de P p , soit T(t) = t + T o e 

par continuité à droite X /.v G F et pT-, = U [ T(r) ] ; les instants T(r, w ) sont 
U I ; r 6 Q 

points d ' accumulation à droite de points de M et comme pp c M p.s. P pCM' p.s. 

Soit Nr(w) = inf {t> r : [r t ] Pi M(w) comporte une infinité non dénombrable 

de points } . On sait ([6 ]) , que N est un temps d'arrêt et M = U [N ] 
r <EQ 

pour tout e > 0 , ]N r(o)),N r(o))+e] HMfu) est non dénombrable ce qui entraîne 

que D ^ ^ ) = Nr(w) et donc que [ N p ] c pp ce qui achève la démonstration. 

Proposition 3. L'ensemble M~* des extrémités gauches d'intervalles contigus à M 

admet une décomposition en deux ensembles homogènes 
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M,~* = M"Tl fîL qui est une réunion dénombrable de graphes de temps d'arrêt ; 
D F 

M~*= MTl PT-X qui est un ensemble progressif dans lequel ne passe aucun gra-TT r 

phe de temps d1 arrêt (p. s. ) . 

Démonstration. On peut d'abord remarquer que p.s. M'Tï pp = M H Pp 

M 0 Pp-pp " Pp Qui e s t u n e réunion dénombrable de graphes de temps d'arrêt, 

comme Û Pi pp est bien mesurable, il est lui-même réunion dénombrable de graphes 

de temps d'arrêt [6] . 

Or (M - M) 0 pp = M* - M H pp est bien mesurable et est contenu dans M - M 

c'est donc aussi une réunion dénombrable de graphes de temps d'arrêt, par suite 

M 0 pp = M/* l'est également. Ceci entraîne d'ailleurs que g € M̂ * =>• X € FC . 

Tout temps d'arrêt passant dans pp étant point d'accumulation à droite de 

points de M il est clair que ne contient aucun graphe de temps d ' arrêt, en 

particulier g€M"*=^X = X _ , de plus un tel point n'est pas isolé car l'ensemble 
II S ÉL 

des points isolés de M soit M - M est précisément une réunion dénombrable de 

graphes de temps d'arrêt. Pour préciser la structure de M"* nous allons considérer 

un compactifié de Ray-Knight de E ([19]). Soit Ë un tel compactifié et B1 l'en­

semble des points de branchement, on peut restreindre H au sous-ensemble des 

trajectoires w continues à droite et limitées à gauche dans E , ces limites à gauche 

seront notées X~ , X~ appartient presque sûrement soit à E , soit à l'ensemble B 

des points de branchements x tels que C^PQ soit porté par E ; on se restreindra 

donc aux trajectoires telles que X~ £ E U B .On sait alors ([19]), que si T est 

un temps d'arrêt la partie totalement inaccessible de T est T^ où 

A = { 0 < T < oo ; X T ^ X T - ; X T - £ B) . 

Proposition 4. Soit M^M^n { ( t , ^ ) , X" jÉ B , X̂  ^ X" } 

M~* = NT*- M~" a b s 
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sr s t 

MZ = M n̂ fx" á F } . 

Mg* est une reunion dénombrable de graphes de temps d1 arrêt totalement inaccessible 

M est une réunion dénombrable de graphes de temps d!arrêt accessibles, a 

L1 ensemble des points isolés de M est contenu dans M~*+ M~*. et 
a si 

a) t € M~* <=> X. €F X. = X.-7 TT t t t 

b) t^M" X , 6 F C X. € F 
sr t t 

c) t € IVK X̂  É F c , X~ £ FC X̂ . ^ X~ et le saut est totalement inaccessi­
ble 

d) t € M" X, € F c, X~ É FC ; s1 il y a saut ce saut est accessible. 
a t t 

Démonstration . Pour les points a) b) c) d) le seul résultat à démontrer est que 

X g € F c , Xg_ £ F g € lvÇr ce qui est réalisé car si T est un temps de saut 

de F dans F ce saut est totalement inaccessible, g ne saurait donc appartenir 
à M"\ a 

On sait déjà qu1 un point de n!est pas isolé. 

Soit Pp = i(t,w), t >0, X~ € F| : c'est un ensemble prévisible. Soit T un 

c 

temps de saut de F dans F : il est totalement inaccessible, dans ces conditions 

Dellacherie a démontré ([7]), que pour presque tout o> T(w) est point de conden­

sation à gauche de Pp(u)) c!est-à-dire que pour tout e positif ] T(u>)—e, T(w)] 

contient une infinité non dénombrable de points de p ~ , il est alors point d'accumu­

lation à gauche de points de M : t € M g r t non isolé. 
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CHAPITRE (II).- L'OPERATION DE BALAYAGE. 

Dans toute cette partie nous suivons de très près la présentation de Meyer 

[17 Ch. 1]. 

§. 1. Transport d!une mesure sur M . 

Soit |! une mesure positive bornée sur R̂* . Transporter n sur M , cela 

C s 

veut dire ramener sur M , La masse de \i contenue dans M , en attribuant a l'ex­

trémité gauche d'un intervalle contigu ] L(t), D(t)] non vide toute la masse contenue 

dans cet intervalle. 

Il faut noter que cela déplace aussi la masse placée en D(t), et que la masse 

contenue dans ]0, D(0)] est entièrement perdue. 

Si nous notons ¡1 la mesure obtenue nous pouvons écrire que : 
(II.1.1.) Ê = 1M-M*-- Dg]) € 

g T M~* * 
soit en intégrant si f est borélienne positive; 
(II.1.2.) f f(s) jT(ds)=f f(i(s)) 1U(s)>0} n(ds). 

J J R* 
+ 

C ' est la forme obtenue par Azéma dans [ 1 ] sous certaines hypothèses supplémen­

taires. Getoor et Sharpe ont considéré les fonctions de répartition : 

Soit a(t)= ji(]0,t]) et à*(t) = ,T(]0,t ] ) . 

Alors â(t) = a(D(t)) - a(D(0) . 

L'opération qui fait passer de a à a s'appelle dans leur terminologie le ba­

layage brut (par opposition aux balayages adaptés et prévisibles que nous utiliserons 

plus loin), de a sur M . 
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Une notion techniquement utile parce qu1 elle s1 applique à des mesures non bor­

nées est la suivante : soit \i une mesure sur R* , non nécessairement bornée, mais 

admettant une transformée de Laplace unie. Nous appellerons p-balayée brute de \i , 

"¡1 ^ , la mesure e p s e~ps \i (ós) . 

Explicitement 

ï ( P ) = W " + W E P 8 L n , n

 e " p S ' ( d s ) • eg g e M J ] g,D(g)j * 

(II.1.4.) Jf(s) H ( p )(ds)= J f ( i ( s ) ) e p i ( s ) 1U(s)>0| 5P%(ds). 

Si la mesure |i est diffuse, on peut remplacer i par L dans toutes ces formules. 

§ 2. Fonctionnelles additives brutes. 

Nous appellerons fonctionnelle additive (resp. p-additive) brute (selon Getoor-

S harpe) toute famille (A^ ̂ Q de fonctions réelles sur Q telle que pour tout o> 

la fonction A.(u)) soit croissante, continue à droite, à valeurs finies, additive 

(resp. p-additive) c.à.d. 

As+t = As + At ° 6s ( r e s p - As+t = As + At ° 9s )• 

Nous supposerons A Q = 0 p.s. 

Nous ne supposons pas ces processus adaptés. 

Le résultat suivant, dû à Getoor-Sharpe dans le cas bien-mesurable, plus an­

cien dans le cas prévisible, a été démontré par Meyer dans la forme où nous 11 énon­

çons [ 17 Chapitre I ] . 

Théorème 5. Soit Â  une fonctionnelle additive brute telle que : Ex(A t) < + «» pour 

tout x et tout t . Alors les projections duales bien-mesurables A^ et prévisibles 
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A p de A sont des fonctionnelles additives (adaptées). 

Remarque. On obtient le même type de résultats dans le cas des fonctionnelles 

p-additives. 

La proposition suivante, sur le p-balayage des fonctionnelles brutes sera utile. 

Proposition 6. La p-balayée brute d'une fonctionnelle additive brute est encore 

additive. 

Démonstration. Tout revient à montrer que la balayée brute d'une fonctionnelle 

p-additive est p-additive. Soit = B

D ( t ) - BD(0) 9 

< W « ) - c sU) - B D ( T + S ) ( U ) - B D ( s ) ( u ) = e " P D ( S ) B D ( T + S ) _ D ( S ) o eD ( s ) 

= e - P s

[ e - P D ( ° ) B D ( t ) _ D ( 0 ) o e D ( 0 ) ] o e s 

= e ' P S t B D ( t ) - B D ( 0 ) > es = e " P S c t ° e s • 

§ 3. Calcul des p-balayées adaptées. 

Nous abordons maintenant 11 essentiel de ce travail. L1 idée de travailler sur les 

projections bien-mesurables est de Getoor-Sharpe, les autres auteurs ayant fait 

l'hypothèse a priori que était vide ce qui, comme nous le verrons, permettait 

de ne considérer que les projections prévisibles. 

a) Quelques notations concernant le processus. 

Nous noterons P̂  le semi-groupe du processus droit dont on est parti, et 

j Up) sa résolvante. 

Soit D le début de M , temps terminal (parfait exact) 

Qt(x,f) = Ex[f(Xt) 1 j t < D j ] est le semi-groupe du processus tué de 
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X à l'instant D . Sa résolvante sera notée Í V p ) . 

Notons v(x) = V^(l)(x) . C'est une fonction 1-Q-excessive bornée et 

F = ix ; v(x) =0} . 

M, -t E

x [ f ( x

t ) v ( X

t )
 1ft<Di] c On déünit Ql

t

V)f(x) = e * — v( x) si x € FC 

Q^t(x) = 0 sinon. 

C'est le semi-groupe du v-processus associé à e~* Qt . Sa résolvante sera notée 

Wpf c'est-à-dire 

Wpf(x) = 1(fv)M si x € FC 

= 0 sinon. 

b) Définitions des p-balayées adaptées. 

h désignant une fonction presque borélienne bornée, nous introduisons les 

fonctionnelles suivantes : 

A (h) = Í h(X )ds (additive) 

A^p\h) = / gPs h(X ) ds (p-additive) i J 0 s 

a | P / I (h) = processus croissant obtenu par balayage brut de A^p\h) sur M 

ÂP(h)= l epSdA^p,(h), p-balayée brute de (A (h)) sur M . t j Q s t 

D1 après II) proposition 6, Âp(h) est une fonctionnelle additive brute. Le théorème 5 

entraîne alors que sa projection duale bien-mesurable, que nous noterons A?(h) 

est une vraie fonctionnelle additive (adaptée). 

C ' est A"p(h) que nous nous proposons de calculer. 
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§ 4. Intégration par rapport à Àp(h). 

Rappelons que d1 après II. 1. 

A¡p)(h) = F D ( t e p s h(Xjds 
1 J D 

et que si Z g est un processus mesurable positif, 

/ o Z - d A " ( h ) = - C i P S e P " ( S ) z ^ ) h ( X s ) 1 № > 0 ) * • 

Cette formule donne naturellement que si Z g est bien-mesurable . 

< n- 4- 1-> E f 0 " Z s d À > ) = E f J ^ ' ^ N s ) ^ % ) > < > } * • 

Nous travaillerons en général sur les mesures associées aux fonctionnelles et 

parlerons de la projection prévisible (ou bien mesurable) des mesures dAp etc... 

rappelons,une fois pour toute, que si \i est une mesure la fonctionnelle associée a 

est donnée par \x ]0, t] . 

Tenons compte maintenant de la décompositon de M en ses deux morceaux 

Mb et peut alors s1 écrire comme somme de trois fonctionnelles addltives 

brutes : 

le terme "continu banal", 

(II.4.2.) dSp = 1M.M-(t) dAt(h) = 1M(t) h(Xt) dt . 

Il ne dépend pas de p , et est bien-mesurable. 

le terme "discontinu banal", 

(H.4.3.) dpP = r: e p g F 5pSh(Xjds . e (dt). 
* gTtÇ J]g,D(g)] s « 

Or est une réunion dénombrable de graphes de temps d1 arrêt, alors si Z est 

bien-mesurable, 
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Е>Г Z 4 dgP = Ê C С Zg e P 8 f ë p S h(X.)ds ] 
JO S * g^RÇ 8 J]g,D(g)] 

= B ^ [ C r Z g v p

h ( x g ) ] . 

Vph étant presque borélienne, la projection duale bien-mesurable de J3P notée 

(3JP est telle que 

(II.4.4.) dpP = Ç^V P h(X g ) 6 g(dt). 

Il reste le terme "discontinu intéressant", qui contient toutes les difficultés de 

la question 

(II.4.5.) dTP(h)=X~: e p g [ ^ s h(XJds « (dt). 
* gTti; J jg,D(g)] s g 

Comme ï"p(h) ne charge aucun graphe de temps d'arrêt, sa projection duale bien-

mesurable est continue, et identique à sa projection duale prévisible. 

§ 5. Comparaison des p-balayées. 

On se propose de comparer les p et q balayées. 

Auparavant, établissons un lemme qui nous sera souvent utile dans les calculs 

concernant ^P(h). C1 est une conséquence de la proposition 1. 

Lemme 7. Définissons la fonctionnelle additive brute eîP(h) par 

ОМ.,.) ^ M ^ W t ó l ^ J k + e , D ( 8 ) ] " e P S h ( X = , d s e

8

< a ) -

t Alors del p(h) converge en un sens évident vers dï"p(h) lorsque c tend 

vers zéro. 

** D1 autre part, e"ïP(h) a même projection duale bien-mesurable que la mesure 

d eî^(h) définie par : 
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(II.5.2.) d . f (h) - C J ! g + e < D ( g ) ) vPh(X g + e) eg(dt). 
Ë TT 

Remarque . Comparons les relations II.4.4. et 11.4,5. aux relations II.5.1. et 

II.5.2.. Elles signifient que tout ce qui est vrai pour (3̂  sera vrai "à la limite" 

pour I p . Nous préciserons par la suite cette notion de "à la limite". 

Démonstration du lemme 7. Seul le second point demande démonstration. 

Considérons l1 ensemble aléatoire (( u>, g + e) ; (u , g) € №Ç et g + c < D(g,o))j . 

C'est la réunion dénombrable des graphes des temps d'arrêt + e (cf. proposition 

\ x G /• r f ième 

1) ou L n designe l'extrémité gauche du n intervalle de longueur strictement 

plus grande qu' e . 

Soit Z un processus bien-mesurable. Z est mesurable par rapport à la 
L € 

n 
tribu F . Si Z est bien-mesurable, positif 

~Ln + e 

po - p(Le+e) r 
E l Z s d

e

I s ( h ) = E , i ( C Z

 e 1|X €F! e " , n 1 ^ ^ 
= E ' Í

B S - . , | ^ < D ( « ) } Z « V P , , Í W 

d'où le résultat et le sens évident de la convergence. 

Proposition 8 . 

(II.5.3.) pP(h) - ^(h) = (q-p) pP(Vq h) 

(II.5.4.) P(h) - ï q (h ) = (q-p)ïP(Vq h) 

(II.5.5.) Ap(h) - Àq(h) = (q-p) A p (V q h). 

Démonstration. La relation II.5.3. se déduit immédiatement de l'équation résol­

vante et de la définition de j?3 (cf. 11,4,4.) 
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De même d'après le lemme 7 et l'équation résolvante II.5.4. s'obtient aisément 

après passage à la limite. 

_ On en déduit alors aisément II. 5.5. en remarquant que dp̂  ne dépend pas de 

p et ne charge que pp . 
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CHAPITRE H!.- CALCUL DE DENSITES BIEN-MESURABLES SOUS-

MAR KO VIENNES. 

§ 1. Position du problème. 

On commence par remarquer que si h est bornée, les processus croissants 

(^(h) et rp(h) sont absolument continus par rapport à p 1(1) et I respecti­

vement . 

En effet, si p >y 1, I p(h) est majoré au sens fort par II h || I (̂1) 

f̂ Oi) « » Hh||p1(l). 

Si p<l, PP(1)=?1(1) + (1.P)P1(VP1)^ \ P1(D . 

De même IP(1)^ ̂  Î 1(1). 

D1 où le résultat. 

Définition . Nous noterons la fonctionnelle ï ^ l ) , fonctionnelle de référence 

associée à . Elle est de 1-potentiel borné. On dira qu'une propriété N(x) 

a lieu K p.s. si N c = [ x , N n'est pas réalisée j est de K-potentiel nul. 

Remarque. Le choix de 1̂ 1) est évidemment arbitraire. En particulier, nous énon­

cerons en appendice les relations qui lient les divers opérateurs que nous allons ob-

tenir, si on avait pris 1̂ (1) a > 0 comme fonctionnelle de référence. 

Nous nous intéressons à la forme des densités de ^(h) par rapport à ¡31(1) 

et de ïp(h) par rapport à K . 

Examinons d ' abord le cas de ¡3 : 

D'après la définition (H,4,4) d pj(h) = I ^ ^ V p h ( X g ) eg(dt) =[ (Xg) dp}(l). 
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Si p > 1 , la densité de dpp(hv) est alors y P ^ v ) = Wp~1(h), résolvante du 

v-Q-processus. 

Vp h 

Nous allons montrer qu1 on peut modifier les opérateurs —-— et Wp h sur 

F , où par convention on les avait pris nuls, de façon à obtenir des densités de 

lp(h) et de I^^hv) respectivement par rapport à K , le caractère de résolvante 

sous-markovienne de Wp étant conservé. 

Dans toute cette partie nous nous intéresserons aux fonctionnelles I^^hv) : 

Notation. On pose IP+^hv) = Jp(h) . 

Proposition 9. Les fonctionnelles additives Jp(h) ont les propriétés suivantes : 

i) JP(h)- Jq(h) = (q-p) JP(Wqh) 

ii) p JP(1) est majorée au sens fort par K . 

iii) Si h est presque borélienne bornée et continue à droite sur les trajectoires 

p JP(h) converge en un sens évident vers h. K , lorsque p tend vers 11 infini. 

Démonstration . La propriété i) est une conséquence immédiate de la définition 

de Jp et de la proposition 8. Nous démontrons les propriétés ii) et iii) simultané­

ment en utilisant les fonctionnelles I p définies au lemme 7. 
e 

Par définition, E^f Z d JP(h) = Ef f~ Z d ï P + 1 (hv) pour tout Z 
J Q S S J Q S S 

bien-mesurable positif. 

Nous savons df après le lemme 7 que : 

T Z dl^ihv) est la limite de E^f~ Z d I ^ h v ) qui vaut par 
J Q S S J 0 S c s 

définition E*( U _Zg vP + 1(hv)(X g + e) !, g + e < D g j ) . 
G TT 
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Or Vp í̂hvXx) = Ex J° i ( p + 1 ) s h(Xs)ds E x J° i u l(Xu)du 

= E l i u du iP s h(X J ds . 
x J 0 J 0 

Donc Ê  f*Z d !P+1(hv) = E ^ n z „ e 8 + e i° e A ?5 Udu f 5P(s-(8+e))h(Xjds 
J 0 s e s g6^; 8 V c Jg+e s 

qui tend lorsque e tend vers zéro vers 

Z dJP(h) = E^(rT Z e g êUdu / ? ( s" g )h(XQ)ds). 
J0 S S 8 J 8 J g 

Par ailleurs, | p / ^ s ' ^ h(X )ds| < || h 11̂ (1 - ëp^u"gb < || h 
J g 

et si h satisfait aux conditions de l'énoncé, 

p j ëP( s"g) h(X )ds converge lorsque p + » vers h(X ) , 
g 8 

D1 après le lemme de Fatou, / Z p d Jp (h) converge alors vers 
J0 s s 

g

 5 U d U ) = E" Jo Z s h ( X s ) d K s -

Le processus h(Xg) étant bien-mesurable, la mesure p d Ĵ (h) converge vers 

h.K . Si h = 1, les relations ci-dessus permettent d1 obtenir l'inégalité annoncée. 

§ 2, Construction de la v-résolvante d'entrée. 

Théorème 10 . Il existe une résolvante sous-markovienne, mesurable par rapport 

à la tribu Se engendrée par les fonctions 1-excessives, notée Wp (p > 0) telle 

que 1) Pour toute h presque borélienne bornée et p > 0 , 

jf(h) = f wp h(xs)dKs . 

2) Si x € FC WP(x,dy) = WP(x,dy) 

3) Si x e F , la mesure Wp(x,dy) est portée par F c . 

4) Si f est continue bornée de Ë , p Wp f(x) converge vers f(x) 
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sauf sur un ensemble de K-potentiel nul. 

Remarque . Nous donnerons en appendice une forme explicite de ces densités, qui 

fait mieux comprendre la manière dont s ! effectue le prolongement de W et 11 influ­

ence du choix de la fonctionnelle de référence ; cela nous permettra d'améliorer 

le caractère de mesurabilité de W . 

Démonstration du théorème. Nous avons vu au début de ce paragraphe que les 

fonctionnelles continues lEp(h) donc aussi jP(h) sont absolument continues par 

rapport à la fonctionnelle K̂. . D'après la généralisation d'un théorème de Motoo, 

par Mokobodski, dont nous donnons une démonstration simple en appendice, permet­

tant de montrer un bon caractère de mesurabilité, il existe une densité Wp h(x) 

mesurable par rapport à la tribu engendrée par les fonctions 1-excessives que nous 

noterons suivant Benveniste et Jacod [ 4 ] 3te, telle que 

Jf(h)= Wph(X^dKs . 

Il reste à montrer que l'on peut choisir une bonne version de ces densités qui satis­

fasse aux conditions du théorème : la méthode est un peu longue mais classique. 

Soit tout d'abord D un sous-ensemble dénombrable dense de £(E) . (Rappelons 

que E est borélien de Ë , métrique compact), qui soit un sous-espace vectoriel 

sur Q , stable par inf et contenant les constantes. 

Pour toute f de D , nous choisissons une densité Wpf , et notons l'ensem­

ble des x telles que les propriétés suivantes ne soient pas satisfaites pour un p 

rationnel au moins : 

a) Wp(x,1)v<l . 
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b) Wp(x,.) est Q-linéaire. 

c) si f appartient à D, p Wpf tend vers f le long des rationnels lorsque p 

tend vers + 0 0 . 

étant Se-mesurable et K-négligeable, on le fait disparaître en remplaçant 

Wp par 0 sur cet ensemble. On peut alors prolonger Wp(x,,) en une mesure posi­

tive bornée sur E , Un argument de classe monotone puis de completion, montre alors 

que Wp est un noyau de (E,$e) dans (E , <Su(E)), tel que pour toute h de $u(E) 

et p rationnel, 

jf(h) = J * wp h(xs) dKs . 

Quelques modifications restent encore à faire : on a manifestement K p.s. 

Wp(l ) = 0 . On peut donc remplacer Wp par 0 sur l'ensemble Se-mesurable 
Ê-Fc 

des x tels que Wp ne soit pas portée par F c (et oublier en particulier E ) . 

JF ne charge que pp , F est Se-mesurable, puisque P x (a = 0) est la limite 

des fonctions p-excessives E x(e~ p a), on peut donc supposer que Wp(x,.) = 0 si 

x jÉ F . 

Reste à montrer que l1 équation résolvante peut être satisfaite : 

soit N 2 l'ensemble des x tels qu'il existe p et q rationnels et f €D tels que 

WP(x, f 1E) - Wq(x, f 1E) ¿ (q-p) WP[x, Wq(f 1 E)]. 

Notons WP(x,.) = WP(x,.) si x € FD N^ 

= U si x € FDN2 

Wp satisfait aux conditions de l'énoncé pour p rationnel. On peut alors prolonger 

l'application p Wp à R* en une application continue pour la norme des mesures, 
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ayant les propriétés recherchées. 

Nous venons de construire une résolvante qui prolonge de manière non triviale 

Wp à F . On se propose de montrer qu'on peut lui associer un semi-groupe densité 

d1 une certaine mesure aléatoire que nous expliciterons. 

§ 3. Construction du v-semi-groupe d'entrée. 

Théorème 11. Notons N l'ensemble des x tels que p w ne converge pas étroite­

ment vers ex . Il existe un semi-groupe universellement mesurable de noyaux sous-

markoviens sur E , noté (t yy 0), continu à droite sauf sur IN tel que 

i) F iptQ¡v)h(x)dt = Wph(x) 
J Q l 

ii) si x €FC , Q¡v )(x,.) = Q (

t

v )(x,.) 

iii) si x €F , Ô^V\x,.) est portée par FC si t>0 , 

et c / j \x, .) = ex sauf si x € N 

sur lequel c / j \x, . ) = e ô 

Q|v^ est une loi d'entrée bornée pour Q|V^ . 

Démonstration . On utilise le théorème suivant établi dans [10] : 

Théorème . Soit C (a > 0) une famille de mesures finies telles que lim C (1) = 0 ; 
a-, oo a 

Ca(f) - Cp(f) = (g - a) C^ f ; alors il existe une loi d'entrée et une seule pour 

la résolvante , telle que pour toute f universellement mesurable bornée 
p OU n\ 

C (f) = e^n (f)dt déplus T] (l)dt < » . a j Q i j 0 i 

Comme fta - WP = (p - a) Wa WP , on établit l'existence de semi-groupe 

de résolvante W P et loi d'entrée pour Q|V^ . 

Les points ii) et iii) résultent alors des points 2), 3) et 4) du théorème 10 et de 
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11 unicité. 

Proposition 12. La mesure eg* 1 j g + u < D j f ( X

G + U ) J e~sds eg(dt) 

a même projection bien mesurable que Q^f.1_.K , où f est universellement mesu-
u r 

rabie. 

Démonstration. La démonstration est celle de Meyer [ 17 ] exposé II. 

Il s1 agit de montrer que si Z est bien mesurable positive 
(И1.3.1.) E > CT Z e** 1 l g + u < D j f ( X g + u ) f « e-de 

= E " L Z s Q u V ) f(Xs> d K s -

Vérifions d' abord que ces deux termes ont même transformée de Laplace : d1 après 

Z d J13 (f) = Z W p f(X ) dK 
0

S S J 0

S S S 

= J o e " P U ö l J o Z s Q " f ( X s ) d K s • 

Mais, par définition f Z d Jp(f) = Ê  f Z d l p + 1 (fv), or 

v(x) = E I e" 1(X )dr , donc d'après la définition (II.4.5.) de I , l'expression 
XJ 0 r 

précédente est égale à : 

T 2 Z f e"^1*8 f(X ) eS f ° 8 e"v dv 

= C e _ P U C Z e« + 1, _ ,«x ) f D g e"vdv . J 0 g'Tlvr « ! 6+" < Dgl V g+u' J g + u 

Nous allons maintenant vérifier que les deux termes de l'égalité (III.3.1.) sont conti­

nus à droite. 

Soit d'abord f = Wqh h € , Qt nulle si t > a et bornée, le premier membre 
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x * V 

comprend alors un nombre fini de termes continus a droite. Comme Q u est une loi 

d1 entrée e~qu (Wq h) = j e~qv ^ v(f) est décroissante, si U q <: u ^U q + c 
f Z f(X ) dK est borné par || Z || f Wqh) dK et on peut appliquer J 0 s u s s ccj o uo+e s 

le théorème de Lebesgue. 

Pour passer au cas général, on commence par utiliser, pour h continue, la 

convergence de q Wqf(x) vers f(x) pour tout x de F c , en particulier pour Xg+U , 

on obtient donc (III.3.1.) pour f continue, puis pour f borélienne par un argument 

de classe monotone. Si f est universellement mesurable, il existe f1 et f" boré-

liennes telles que v(ff) = v (f"), f1

 s< * ^ f" et 

v ( " - B " W u < D j « v » > r 

alors 

v (f) - BP£ Z s Q
(

u

V)f'(Xs)dKs - E ^ Z s QW f"(Xs)dKs , 

comme f' N< f v< Q^f" . 

v (f ) = Ê il Z f(X ) dK ce qui établit la proposition. 
J Q s u s s 

Corollaire . Soit F* la tribu complétée universelle de F^ , soit c une fonction 

positive F*-mesurable et k(x) = Ex(c) . La projection bien mesurable de la mesure 

aléatoire ] ' c . 0( 1( ~ , e g + e"s ds c (dt) est la mesure 
g V M ; ! g + u i g + u < D g î J g+u g 

Q^(Xt,k).K . 

Démonstration. On sait qu'on peut énumérer les instants g+u à l'aide d'une 

suite de temps d ' arrêt, on peut alors appliquer la propriété de Markov forte et 

conclure à 1 ' aide de la proposition précédente. 
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CHAPITRE IV.- LE v-PROCESSUS D'ENTREE. 

Nous venons de construire un semi-groupe. On se propose d'étudier le processus 

de Markov associé, que nous appellerons v-processus d'entrée. 

Pour cela on remarque que si x € F, Q^v\x,dy) (t > 0) est une loi d'entrée 

bornée pour le semi-groupe . Il est alors possible de lui associer une mesure 

sur le compactifié de ce v-processus. Ce point de vue nous permettra de préciser 

les propriétés du v-processus d'entrée. Cette partie est très technique, nous allons 

en donner le schéma et énoncer deux théorèmes qui rassemblent les résultats de ce 

chapitre. 

On considère sur F c le v-processus de semi-groupe et sa réalisation 

sur Q avec les probabilités Q . On désigne alors par G le compactifié de 

Ray-Knight de F et (W, Y t , Gt , Q 1 ) la réalisation canonique du processus 

correspondant, Wp sa résolvante 0 ^ son semi-groupe de transition et Ĝ  l'en-

semble des points de branchements. Qv

t ' qui est une loi d'entrée pour Qv

t ' , peut 

être prolongé en une loi d'entrée pour le semi-groupe , on sait alors 

[19~ qu'il existe une famille de probabilités ÏÏ^ , ne chargeant pas Ĝ  telle que 

n x 0 j v t ) = ô P ( x , . ) (t>0) 

n x " 4 v ) ( - ) = ^ - ) -

On peut alors prolonger 0 ^ en une mesure Q ^ v définie par Q X / / y si x € FC 

et D si x € F . 

Il y a ensuite un problème pour exprimer ce résultat sur 1 ' espace de départ Q , 
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car en général on ne sait traduire sur 1 1 espace de départ Q les propriétés du compac­

tifié que pour les lois ^ ne chargeant que l'espace d!état de départ, ici F c . Dans 

T ( V \ 
le cas particulier qui nous occupe, on peut s1 en sortir car ^ Qv

t ' est portée par 
c ~^/v F , on parvient alors, pour toute mesure p , à transporter Q en une mesure 

Q^ v sur Q qui charge un ensemble H^1 tel que Q ^V(H ) = 1 et sur lequel les 
x y_ 

tribus F° = a(XC, s > 0) et G° = a (Y , s > 0) coïncident. 

On peut rassembler dans les deux théorèmes suivants les résultats de ce cha­

pitre. 

Théorème 13. Soit Q V espace des application de R dans E , prenant leurs 

valeurs dans F c pour t > 0 , continues à droite dans E et G pour t > 0 , pourvues 

de limites à gauche dans G notées , et pourvues d'une limite à droite dans G 

à l'origine, cette limite sera notée . Si il y a une limite à gauche dans Ë 

elle sera notée X *- . On désignera par F° la tribu cr(XG( u ) , s > 0), Pour toute 
A^/v X XO\ 

loi ^ sur E , il existe une mesure Q 1 sur ( Q , F ) telle que le processus 

x x / \ 

( Q , F , X^ , Q 1 ) soit markovien pour t > 0 et de semi-groupe Qv

t ' . Le proces­

sus s'appelle v-processus d'entrée. Si on prolonge XT par X q en zéro, le pro­

cessus est alors un processus de Markov fort sur G jusqu'à l'origine. Si ̂  = 
la loi TT de X"* charge l'ensemble des valeurs d'adhérence dans G des suites de x o 

points convergeant dans E vers x . 

Enfin la mesure QX^V charge K . presque sûrement l'espace des trajectoires 

qui ont une limite à droite dans E à l'origine, soit X q cette limite, alors 

Q / v p . s . X Q = X . 
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Théorème 13b l S. 

a) Soit c une fonction F° (ou G°) mesurable, telle que c([6]) = 0 . La 

fD A C -s 

mesure aléatoire [ e (c 1 ) o k, ds]o 0 e (dt) a pour projection 

duale bien-mesurable la mesure EQ ' (c)dK^ , cette expression est encore la projec-
tion duale bien-mesurable de J~l E o ( c ) e d s e ( ° u x e s t l a 

gTliT U j g 8 8 

limite à droite dans G). 

b) Soit XL(t) *a a droite dans G de x L ( ^ + c > pour toute loi ^ , 

1 Wp J(X L ( t ) + e) converge vers J Wp J(X^(t)) sur l'ensemble jO < L(t) < t ; XL(t)€F} 

0 ^ presque-sûrement. 

§ 1 . Rappels sur les v-processus. 

Le semi-groupe satisfait aux hypothèses droites suivantes : 

HD .̂ Pour toute loi \i , portee par F , il existe un processus markovien a valeurs 

dans F C , admettant Q | v ^ comme semi-groupe de transition, \i comme loi initiale, 

et dont les trajectoires sont continues à droite. 

Pour ne pas compliquer les notations, nous considérerons une réalisation de 

Q | V ^ sur l'espace Q lui-même. Nous munissons alors Q des mesures Q ^ v pour 

lesquelles le processus X̂ . est markovien de semi-groupe Q| V^ . 

Q 1 charge le sous-ensemble de Q , forme des applications continues a 

N C f 

droite a valeurs dans F . Pour plus de détails sur de telles réalisations des 

u-processus on consultera [2] au § II.7 sur les processus relatifs. 

HD .̂ Les fonctions excessives sont presque-boréliennes et pour Q 1 presque tout 

a), l'application t̂ f(X (̂u?)) est continue à droite si f est excessive. 
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Les méthodes classiques de compactifications utilisent ces hypothèses et le fait 

que F c (espace d'état de ce Q^v-processus, considéré alors sans point de branche­

ment) est borélien d1 un espace métrique compact .Or F c n1 est que Px»presque boré-

lien de E donc de Ë . Mertens [15] (cité dans [17]) a remarqué qufil suffisait que 

C — Q 

F soit universellement mesurable de E et que pour toute loi \x sur F , le pro-

cessus reste Q/ p.s. dans une partie borelienne A de E contenue dans 

FC , ce qui est bien le cas ici. 

En effet, rappelons tout d'abord la manière dont on intègre une variable aléa-
^ /v 

toire par rapport à Q/ ([2] au paragraphe cité). 

Notons kt les opérateurs de meurtre et Z une variable F°-mesurable telle que 

Z([ô]) = 0 . 
(V.1.1.) si x € FC , EQ

/ V(Z) = -jLj- E*J^ e" SZoksds. 
La fonction v est presque borelienne. Par suite si |i' désigne la mesure ~.\x , il 

i 
existe deux fonctions boréliennes v' ̂  v v" , telles que Q̂ 1 p.s., le processus 

X̂  ne visite pas l'ensemble {v' < vM j . 

Notons Z = ju> ; ]t < D(o)) tel que X^) <E {v 1 < vM J 

EX D 

E^/v(Z) =Ĵ  (dx) f§j j e"S Z o ks ds = J°° e"Sds J ^dx) ^ E* (Zoks) = 0 
De plus, par hypothèse Xt ne visite pas Q 1 p. s. l'ensemble F = { v = 0i^(v'=0}. 

^/v c Par suite Q 1 p.s. X̂  appartient à {v = v1 | A i v1 > 0 | c F . 

Nous aurons également besoin du lemme suivant : 

Lemme 13. Pour le v-processus, le temps de mort est totalement inaccessible. La 

projection duale prévisible du processus croissant Q < ç < t } e s t a b s o i u m e n t c o n t i -
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nue par rapport au temps, sa densité est ~ . 

Démonstration. Remarquons que W°(̂ ) = ̂  V 1(ï) = 1 si x € FC . Par suite 

E* /v(t <C) - Q<V) 1 = QJv) [W(i)] . Les surmartingales E X

Q

/ V ( J ° ° < * / F ) 

x/v t s 
et EQ' d^ç/Fp sont donc égales, ce qui prouve le résultat. 

Corollaire. Soit f presque-borélienne 

E » Q / ' [ e - « , ( X - ) t , 0 ] . E V » f • * 

= w4í)= £ Z Í S 

§ 2. Construction du compactifié. 

Construisons le compactifié de Ray-Knight du v-processus. On commence par 

rendre markovien le semi-groupe Q|v^ de la manière habituelle, à l'aide du point 

{si • 

Notons S le plus petit cône convexe, stable par inf, stable pour la résolvante 

contenant les fonctions Wpf , f 6 & \ F ) . Il contient les constantes et toute fonction 

f c de S est q-excessive pour q > 0 . S sépare les points de F et est sépara-

ble pour la topologie de la convergence uniforme. 

c 

Nous appelons G le compactifié de Ray-Knight de F , 

Toute fonction f de S-S est la restriction à F C d'une fonction continue 

F sur G , unique et les fonctions f (f € S) séparent les points de G . 

La résolvante Wp se prolonge en une résolvante Wp de Ray sur G dont nous 

noterons Gb l'ensemble des points de branchement (non dégénérés). 

Le terme (W , , , Q 1 ) désignera la réalisation canonique du processus 

de Ray associé à Wp , dont le semi-groupe sera noté , de loi initiale ^ , 
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C f 

Soit \i une loi initiale sur F ; rappelons comment on établit le lien entre le 

processus initial et son compactifié : notons H un sous-ensemble dénombrable dense 

dans S pour la topologie de la convergence uniforme. 

A toute fonction f de S , presque borelienne et finement continue, nous asso­

cions deux fonctions f1 et f" boréliennes dans E telles que : f ' N< f s< f" et 

Q ^ V [w, ] t f!(Xt)(u)) < f"(Xt(u)))] = 0 . Comme F C n' est pas un borélien de E 

nous considérons 

Af = j f1 = f» 1 0 ! v1 > 0 î . C'est un borélien de E . 
c *7v A u = O A. est un borélien de E contenu dans F qui porte n et pour Q ' 

f € H 

presque tout o> , X̂ (co) € A^ . 

L ' injection de A dans G est borelienne. A étant un borélien de Ë mé-

trique compact, donc lusinien A^ ainsi que tout borélien dans E de A^ aune 

image dans G qui est borelienne. 

Donc toute loi |i sur F est portée par A^ , borélien de E et de G . Nous 

notons |7 la mesure image de \± dans G , qui est une loi sur G portée par A 

donc par F C . 
^/v , 

En dehors de l'ensemble Q / négligeable des u> pour lesquels il existe 

f 6 S telle que l'application t ~+ f o X^(u) ne soit pas continue à droite et limitée 

à gauche, les trajectoires restantes sont continues à droite et limitées à gauche dans 

la topologie de G , On montre alors que lorsque Q est muni de la loi Q ' , le pro­

cessus Xj considéré comme processus à valeurs dans G est markovien, et admet 

Q|v^ comme semi-groupe de transition et |i comme loi initiale. 



39 I V> §3 

Notons C ^ L E sous-ensemble de Q et W formé des applications de R+ dans 

continues à droite pour les topologies de E et G et admettant des limites à 

gauche dans G . Sur = et les tribus F° et G° coïncident, dès lors 

Q 1 et Q' induisent la même loi sur J_» ̂  Qui l e s portent toutes les deux. 

§ 3. Prolongement des lois d1 entrée. 

(v) 

Nous avons construit une famille de lois d'entrée pour , les mesures 

Q^\x,.) (t > 0) portées par F c . D'après ce qui précède, il existe un ensemble 

borélien A x de E et de G qui porte Q^V\x,.). Nous noterons C^V\x,.) la mesure 

image de Q| V \X, .) dans G, qui est une loi portée par AX,c.à.d. que si f est borélieme 

dans G,onpose:cív\x,f) = Q|V^(X, f/Ax) > la fonction f/ x étant borelienne sur E . 
t t̂ 

L'application x Q^\x~t) est alors manifestement universellement mesurable 

dans Ë . Reste à montrer que Q^V\x,.) est bien une loi d'entrée pour . 

Soit f € 3 - S et f sa restriction à F c alors si x € F c , (f)(x)=J f̂W pusqe 

f est presque borelienne dans E , Déplus, il existe f et f" £ #(G) telles que 

7' N< Q^f x< F" et 

6 (

t

v ) 4 V ) î ] = Q Í ^ l - ) ^ ^ ? » ) . 

D'après la définition Q|v^ ceci vaut encore 
Q¡ v )[QÍ v )f](x) = Q¡ v )(í' 1 x)(x) = c № < 1 x)(x) = Q(

t

v)[Q(

s

v)(f)](x) 
= A^(f)(x) 

= Q^s (F)(x) car f appartient à S - S , 

Il suffit alors de prolonger cette relation à é(G) puis à $(G) .pour conclure» 

D'après le théorème 9 de [19], il existe alors une famille unique de lois de 
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probabilité nx ne chargeant pas telles que : 

= cl t

v )(x,.) pour t >0 

n x ^ ( . ) = nx(.) 

et l'application x ~* v,

x(*) e s t ^u(E)-mesurable0 

Nous noterons Q ' la probabilité Q ' si x € F 
- x /v c 
Q 1 si x 6 FL 

n x étant la limite vague de , ttx est la loi de XQ , 

**7v , 

Pour toute loi sur E , le processus (W , , , Q1 ) est fortement 

markovien de semi-groupe de transition Q|v^ et de loi initiale (dx) TT X ( # ) . 

§ 4. Le v-processus d'entrée : démonstration du théorème 13 • 
r c 

Nous avons vu au paragraphe 1, que lorsque ^ est portée par F , on peut 
* N 

transporter sur Q muni de la mesure Q 1 , tous les résultats obtenus pour Ŷ . 
-F/v et la mesure Q 

Nous allons étudier ce qui se passe si ^ charge F . 

D ' après le paragraphe 1, la mesure ^ (t > 0) portée par F c et son image 

dans G , p, q|v^ sont portées par un ensemble borélien de E et de G Conté­

es 
nu dans F . 

o + o 
Notons Q 1 ' espace des applications de R dans E et les applications 

coordonnées. 

Le sous-ensemble d e Q et W , constitue des applications de R dans 

continues à droite (origine comprise) pour les topologies de E et G et ayant 

des limites à gauche dans G porte à la fois les mesures Q et Q 
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"T7vT , -(v) ~^/v 

iiQ̂  ' étant une loi d'entrée pour , la mesure Q est portée par 

et ceci pour tout t > 0 ; sur cet ensemble X t + g = Y t + g ( Vs >y 0) et les 

Of o t 
tribus F =a(X t + s ; s ^ 0) et G = a ( Y

t + s > s 0) coihcident. 

Choisissons r et q rationnels, d'après la propriété de Markov, si q > 0 

Q / v est portée par U 0~1 J~\ ^ et donc aussi par lim sup e" 1 t Q u e 

0<rs<q r r r->0 r 

nous notons £^ . Sur cet ensemble, les processus (t > 0) et (t > 0) sont 

égaux à valeurs dans l'ensemble = lim sup Â  c F c , borélien de G et de E . 
r-0 r 

X0 \/ ° r /° x 

Toujours sur cet ensemble les tribus F = r>o - = Q 'Xs ' s > °' e t 

G° = a(Yg , s > 0) coihcident. 
~ ̂ /v *o Puisque porte Q v , il existe un ensemble G°-mesurable contenu 

dans ]H ̂  tel que Q V(H ^) = 1 . Cet ensemble est aussi F° -mesurable. 

^7v ° x o A /̂ Q1 induit donc sur ( Q , F ) une mesure de probabilité que nous noterons Q 1 v : 

Q " / V ( A ) = Q V V ( A A H ) = Q/V(A^Ì). 

Il est alors facile de vérifier que pour cette loi, le processus (t > 0), F° est 

(v) o markovien de semi-groupe Q̂ . , et on a ainsi un moyen de transporter sur Q 

muni de Q , ce qui est vrai pour le processus ( t > 0), et la mesure 

Q / V . 

x 
Restreignons un peu l'espace de départ. Nous noterons Q l'espace des 

+ N C 

applications de R dans E , qui pour t > 0 appartiennent a F , sont continues 

à droite pour les topologies de E et de G , admettent une limite à droite à l'origine 

dans G-G^ que nous noterons XQ , et des limites à gauche dans G notées X _̂ 

celles dans E étant notées X*_ . 
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Nous noterons encore £ = a [ X G ( a> ) , s > 0 u> ç 2]. 

/ x xo 
Définition . Nous appellerons v-processus d'entrée, le processus ( Q9F ,X .̂(t > 0) 
* 7vx (v) 

Q ) si |i est une loi sur E , markovien de semi-groupe Q ̂  7 la loi de X̂ . 

(t > 0) étant nQ^ . 

Nous pouvons aussi considérer ce processus comme étant à valeurs dans G , et 

utiliser les propriétés du compactifié : on obtient alors la propriété de Markov forte. 
XÜ xQ Soit T un temps d'arrêt de la famille de tribus (complétées de F t à l'ai-

A*Vv Xo "7v de des ensembles Q -négligeables de F ) . Alors Q p.s. 
AH / . X T / ~ 
Ê Q V [ C O 0 t ^ ] = EQ V [ C ] étant entendu qu'on prolonge le 

processus X^ (t > 0) par X q en 0. 

Pour achever la démonstration du théorème 13 il convient d'établir l'assertion rela-

A X /y 

tif au support de TTx , ainsi que celle concernant le support Q ' , ce qui sera 

fait au corollaire de la proposition 15. 
§ 5. Applications au balayage. 

Nous allons d'abord étendre la proposition 12 à des processus F°-mesurables. 
x 

Proposition 14. Soit C une fonction F -mesurable positive telle que C([ô])=0 . 
P A C -s 

La mesure aléatoire ( J e (C. 1 ^) o kg ds) o 9 (dt) a pour projection 
**K 0 xt/v

 g 

duale bien-mesurable la mesure EQ (C)dK̂  . 
x x x x 

Démonstration. û = l <*> G ® tels que lim X ( w ) = lim X (<*>)( est 
r-0 r f̂ O r 

x o o 

F -mesurable C.1 est alors F mesurable et le premier membre a bien un sens. 

Nous suivons alors de près la démonstration de Meyer [17] exposé II. Il convient 

alors de montrer que si est un processus bien-mesurable borné 
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E " ( Ç L r Z g C J Q 6 ( ° 1 q ° ° 8 « = ^ 0 Z t E Q ( C ) d K t • 
% ^ X X Soit C( w) = h^X. ( a))) x . . . h (X. (u))) avec 0 < t- . . . < t I I n i i n 

Е [ М ^ 0 « - c v v - v . -

= E ^ ;

z

8

 h i ( V • • • h n < V e 8 i t n + g

 e ' s * 1 • 

Puisque t. + g < Dc , les instants t.+g peuvent être énumérés à l!aide de temps i o i 

d1 arrêt, l1 expression précédente est donc encore égale à 

E ^ ^ h ' ^ ^ « ^ < ' » . i , X ^ ^ , ) - - ^ , ) v , < B ( ? , ] 

Soit v ( x l - ^ , E x [ h 2 ( X t 2 . t ] ) . . . h n ( X v t ] ) l | v t ] < D / t _ t e-<ls), alors 

E \ Ç * - Z « C i 0 e - s (c i Q o k s )ds]oe g 

= ^ P g V * ^ ) Y ( X t i + g ) 1 ( t i + g < D g ) e « / t +

8

g e-sds] 

= Ë'jT Z t c/t

V; (h1 y)(Xs) dKg d'après la proposition 12. 

A (y) , ( V) 
Or Qx

t étant une loi d'entrée Dour le semi-groupe ' 
0̂  , • ) 

Q(

t

V

i

)(hY)(x) = E Q

1 [h t(Xo) Y (X o )] 

Q^x, . ) 

= E Q

1 W ^ ) . . . ^ . t ) ] 

A X / V 

= E0

7 [h^X. ) . . . h (X. )] d'après le paragraphe 4 . 
1 n 

Il est facile alors par un raisonnement de classe monotone d'obtenir le résultat pour 
x o 

toute fonction F mesurable positive puisque la mesure 

^ & T T V j O e (C 1Qoks)ds]o 6g est bornée. 
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On en déduit alors un résultat sur le support des mesures Q ' v . 
A X / V 

Proposition 15. K presque sûrement, Q 1 ne charge que l'espace ^ des fonc­

tions continues à droite dans E jusqu'à l'origine. Soit X q la limite dans la topo-
AX/ V 

gie de E : la loi de X q est dégénérée et Q 1 p.s. X q = x . 
AX/ V X 

Remarque . Q ' est une mesure sur Q qui est un espace de fonctions continues 
à droite dans E pour t > 0 seulement, et continues à droite dans G pour tout t 

positif ou nul. 

xQ 

Démonstration. 2 étant F -mesurable, on applique la proposition précédente 

à C=1 Q 

e _ s 1o° k ds) o e ] = E (̂ C Z e j e - s ds) 

= Е " ( Г ~ z 4 dK s ) 

= # ] Z s Q / V(Q) dKs 

si Z g est bien mesurable positif. 
A X t / V 

Le processus Q /V(Q ).dKt étant bien mesurable, pour tout Z mesurable 

E a]^°°Z s[QX s / v(fí ) - 1 ]dKs = E»fJ [ Q X s / V ) - 1 ] dKs = 0 
A X V V 

ce qui prouve bien que K p.s. Q 1 (Q) = 1 , 
AX/ A X / X/ 

Soit alors h continue sur E , si Q / V(Q) = 1 , Q / V[h(xp] -r Q / V[h(X Q)] 

QX/ vh(X t) = Q (

t

vVx). 
La fonction Q^h(x) est alors continue à droite, et p f e"~pt Q^h(x)dt tend 

t J 0 
AX / 

vers Q 1 [h(XQ)]. Le théorème 10 montre d'autre part que cette fonction tend vers 

h(x), d ' où le résultat. 
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Corollaire. Le processus dfentrée charge K p.s. I 1 espace des trajectoires conti­

nues à droite pour la topologie de E et de G , qui pour t > 0 appartiennent à F c . 

Si t > 0 les limites à droite dans les deux topologies sont les mêmes. Mais pour 

t = 0 elles sont différentes. 

La mesure nx , loi de (limite à droite dans G de X̂ (u>)) charge donc 

l'ensemble des valeurs d'adhérence dans G des suites de points convergeant vers 

x dans E ce qui généralise un résultat d'Okabe dans [24]. 

Une autre application de l'étude du processus d'entrée est l'extension de la pro-

, , x o priete de balayage aux variables G -mesurables. 

* x o x Proposition 16. Soit C une fonction G mesurable positive telle que C([ 6 ]) =0 . 

V"7 fD A C -s * 
La mesure aléatoire / ( e C o k ds) o e ee(dt) a pour projection duale 

A A t / V / y x 

bien-mesurable la mesure E ̂  (C) dK̂  . 

Démonstration. Soit bien mesurable bornée, il convient de préciser le sens 

que nous donnons à une expression du type suivant : 

^ ( Z ^ V ~ 8 { J 0 e - s C o k s d s ) o e g j . 
ex, 1 7 

La mesure Ê  / e~s cp(X ) dK est bornée en cp , par suite il existe un ensemble J 0 s s 
x x 

^ , F° mesurable tel que : sur J2 l e s tribus F ° et G° soient les mêmes et 

tel que Ê  f °° e"s Ê* S / v [ P ] dK = E^f e"s dK . 
j Q w s j 0 s 

La variable C 1 est alors F°-mesurable et c'est elle que nous considérons 
C 

c. à. d. que nous posons 

B ^ V ~ 8 ( J 0 e - s c o k s d s ) o e g ] 

= E ^ ñ ^ z

g

e ~ 8 ( J 0 e - s c i o k s c s ) 0 e g ] . 
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La proposition 16 nfest alors que la reproduction de la proposition 15. Donnons 

une application immédiate de cette proposition : 

Corollaire . Soit \ la mesure de Lebesgue sur R* , Alors pour ® \ presque 

tous ( o), s), sur l1 ensemble jO<L <s ; X € F} , XT tend dans la topo-
s L S L,G+ e 

logiede G vers XT~* et donc si f£è(E) Wpf(XT ) Wpf(XT" ) . 
Ls L s + e Ls 

Démonstration.. Il suffit d'appliquer la proposition précédente à l'ensemble 

, Xt n1 est pas continu a droite en 0 pour la topologie de G j = C et de remar-

querque E^(Y"2 Z e + g( e"s C o k ds) o 6 ) 
gTVr g J 0 s 8 

& TT 

= E* f e" ( s"Ls) ZT C o k j o 6T 1,Y c / c l d s . J0 L g s-Ls L s [ X L ^ F | {0<L s <s} 

Nous avons beaucoup utilisé le fait qu!on pouvait énumérer les g+u [g+u < Dg J 

g € à l'aide de temps d'arrêt, ce qui permettait d'appliquer la propriété de 

Markov à partir des temps g+u . 

Nous allons voir qu'on peut en fait appliquer une "propriété de Markov à partir 

de l'instant g ". Soit la limite (dans G) de X g + t quand t~>0 . 

Théorème 17. Soit C une variable F°-mesurable, telle que C[S] = 0 , les mesures 

l° A Ç Q - g /v f D e A C s 
ï ^ j \ o e"s C o ks ds) o 9G €g(dt) et E ^ E Q [ C]J *e s dse g (dt) 

ort pour projection duale bien mesurable, E^ / [C ] dK̂  . 

Démonstration . Soit ]P[ un ensemble plein pour E^l E^ [,]dK^ tel que 
x o 

C 1 soit G -mesurable 

- X/v Vn , -, o^v r ?

X o / v r r . , 11 £.X/v r i i? X o/vrri 1 EQ [C1 ] = E Q [ E q ' [CI ] ] = E Q [ 1 ^ EQ [ C l ^ ] 

x / 
C 1 étant G°-mesurable, E¿ v [C 1 ] est borelienne dans G et donc 
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x ¿ 7v 
1 EA (Cl ) est F -mesurable. 
n n = 

Appliquons alors la proposition 16 : pour toute loi y. sur E 
Xi. / X / 

Ê n

 / v [1 E n

 / V(C 1 )]d K est la P̂  -projection duale bien mesurable de 
U E E 

rDAÇ X / 
T"* ( e"S 1 okoEL / V (C 1 )ok ds)o0 € (dt) qui est égale à 

¿Tú - J o E E 8 G 

x g / fD/\Ç 

B Ç ç E Q ( C ^ J0

 e t ° ks ^ ° 6 « e « ( d t ) -

Il ne reste plus qu'à remarquer que l'ensemble E étant plein, on peut ôter 

le 1 . (Appliquer le calcul ci-dessus en faisant C = 1). 
E 

§ 6. Quelques surmartingales remarquables du v-processus dfentrée. 

Notre projet initial était d'étudier les densités des projections duales bien mesu­

rables des fonctionnelles dîp(h) = 5 T e138 e~pS h(X Jds c (dt) par rap-
* gTtÇ Jjg,Dg] S g 

port à dKj . 

Nous allons voir que l'utilisation de la compactification donne des résultats 

intéressants quant à la forme de cette densité, généralisant des résultats de Dynkin 

dans [9]. 

D'après le théorème 10, 

dlP(h)=djP-1(5)=wP-1^).dK t si p > 1 . 

C'est à la forme de W p - 1(^) que nous nous intéressons. 

Lemme 18 . Soit h une fonction presque borelienne bornée 

Wp(ï!)(x) = E V[h(Xc*_ ) e"pC ; C> 0] si x € FC . 

(X représente la limite à gauche dans la topologie de E ) . 
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Wp(^) est alors la restriction à F c de la fonction p-excessive pour Q ^ , 

E v[h(X")e~pC 1p c(Xç) ; c > 0] que nous noterons V

 y

 h . 

Démonstration. La forme explicite de Wp(^) a été donnée au lemme 13, Pour 

montrer le lemme 18, il suffit de remarquer que c étant totalement inaccessible 

pour le v-processus, les limites à gauche dans G , X" et dans E X*~ exis-
>̂ »̂ 

c *7v tent, sont égales et appartiennent à F u |ó¡ p.s. pour toute loi Q 1 , où p, 

ne charge que F c . 

Par suite Wp(ïî)(x) = E X / v [h(X~)e"PC IpcOÇ) ; C > 0] si x € FC . 

Il ne reste plus alors qu'à utiliser le fait que F c est universellement mesurable 

dans G pour conclure. 

Proposition 19. Définissons l'opérateur V^^h) = Wp(Jjj). Alors 

V^ftiKx) = J Ti(x,dy) V ^ h (y) M x € E , où la mesure TTx a été décrite à la 

proposition 

Pour toute loi n sur E , P 1 1® À p.s. sur l'ensemble 

vp+1h vp+1. 
| 0 < L(t) < t ; X L ( t ) 6 F ^ _ £ L ( x L ( t ) + e ) tend vers ^L-JL ( x ^ ) . 

Remarque. On retrouve ainsi, en le précisant un peu, un résultat de Dynkin dans 

[9 ] et on généralise le corollaire de la proposition 15. 

Démonstration . La fonction V h (y) étant p-excessive pour , est conti-

nue à droite sur les trajectoires (—-—)(X^) converge donc vers (—-— 

EX / / v [WP(^)(X£)] tend par construction vers Wp(^)(x). La fonction ( V ^ h ) étant 

bornée, le théorème de Lebesgue entraîne donc que 

wp(v)(x) = Ê ^ [ ^ £ ( x p ] . 
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Il ne reste plus qu'à se souvenir que nx(dy) représente la loi de pour avoir 

le résultat annoncé. 
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CHAPITRE (V).- X-PROCESSUS D'ENTREE. 

Nous avons vu aux chapitres III et IV comment on peut trouver la projection 

rDAC _ s 

duale bien mesurable de 5 * I" i e ~ c 0 k d s ] o 8 e (dt), où c est 
gTti J

n

 s g 8 

6 n 0 

F°-mesurable. On a été amené pour cela à prolonger la résolvante Wp = - V îv . ) • 

Nous voudrions maintenant trouver la projection de ) ' c o 0 , nous allons pour 

cela être amené à prolonger - V p . 

Considérons df abord le cas de : la projection duale bien mesurable de 
TU C o e « €cr(dt) est T~[ ̂  EY (c) G (dt) par simple application de la propriété 

g T \ 8 8 g T \ A g 8 

de Markov forte, cette dernière expression vaut encore 

£ k ^ ? e 8 - C e e " s " C e < d " ; o r V a e 8 £ e e " 8 * ° í ( " 

a pour projection duale bien mesurable v ^ j E^ (c) dKg , il est donc naturel de 

chercher une mesure P telle que > ; c o 6 c (t) ait pour projection duale bien 
x. g g 

mesurable Ê (c) dK̂  cette mesure sera un "prolongement" de Ex , 
A 

Nous allons d1 abord mettre en évidence cette famille de mesure a-ñnie P x , 

puis nous étudierons leurs propriétés et nous leur attacherons un processus de 

Markov appelé le X-processus d'entrée. 

§ 1. Construction des mesures F>x . 

Soit u > 0, rappelons comment Dawson définit la trajectoire w prolongée en 

u par w1 : on définit la trajectoire ( w | u | w1 ) par 

Xt(co |u|w») = Xt(u) si t < u 
= Xt_u(u)') si t >„u . 
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Si c est une variable F° mesurable E x (w)[c(ü>|u|a>')] est une version continue 

à droite de (c /^ ) . 
~u 

Théorème 20. Pour tout x de E , il existe sur (û , F°) une mesure P x telle que, 

pour toute variable c F° mesurable positive vérifiant c( [ 6]) = 0 , la projection 

duale bien mesurable de 7"̂  c o 9 e (dt) soit E (c) d K. . 
gTTvç g g 1 

Démonstration . Pour réaliser l'opération de prolongement que nous avons évo-
x E x (u>)[c(u>|u|u)')] 

quée, considérons la variable F0 mesurable T (u>) = eu U i \\ 
= ux ' vTX^w)) Si u <D(u>)A C(w) 

= 0 Si u ^D(o)) AÇ(w) 
A X / V 

nous allons vérifier que [^UM] est une fonction décroissante et nous poserons 

Êx(c)=lim EX

Q

/v [r u ( M ) ] . 

^ *X/v «W/v Soit 0 < s < u EQ (ru(a))) = EQ

X E Q ru(w| s|u)n) d'après la remarque 

* x/v C , » A X S / V X s / v que nous avons faite. Or pour s > 0 EQ' p.s. Xg € F U{ôi et / = EQ

 7 

et r ([ ô]) = 0 de sorte que d'après IV.1,1. 
XJu) / v X (u>) fDÀÇ(w") t -

EQ /V[ru(u,|s|co»)] = E 5 e"* ru(«|u | l^co'Odt.-pj^ . 

Soit au l'opérateur d'arrêt à l'instant u, sur l'ensemble 1 <(DAC)(OJ) 

ru(u>) = rjaja))) or au(a)|s| kt u») = (a>| s | au_s.ktu>") puisque u >s 

si ux< s+t (&)| s | a u - s kt w") = (a) | s | au_so)n) 

si u > s+t (u)| s | au_g k̂  a)") = (u)|s | k^w"), comme ç(u>| s| k^u")̂  s+t <u 

r (o>|s I a

u s k^')=0 pour u > s+t de sorte que 
X s ( W " ) / v p

X s ( w )

 rDAç(o)") t 

EQ

 / V [ P > | s| „")] . | ^ [r>l8| W " ) | u _ s e"'* W d a ^ 
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Explicitons maintenant r (w|s| a a>") : comme u > s, X (u>|s|a ü)")rX (GO") 

et E Q

S / V [r u t , | s|<o»)] 

= ép»{ e 7 Ü C T ^ C R < - L S L - , , > L U L - M l { u _ s < D A c ( t 0 . . ) } | u _ s e-**} 

x s ( « ) 
= I x ^ J ^ c[( u | s | M -) |u |« ' ] 1 f u . s < D A C ( ( - B ) } j 

Xg(<ü) 

Ce" « [ ( « H « " ) N eu- S("")3 1[u-s<DA C(.»)] 

et comme [(u| s| u " ) |u| 6 ^ 0 " ] = U | s | u

n ) 

X (OJ) 

E Q S " / V [ r uí« I* I = 1 {s< (DACMCJI v l r O T ^ S l « " ) V S < D A C ( . » ) ] 

.< r s ( w ) 
*V A X / 

Donc ÊQ

v[r u(u))] s< EQ

 v r s ( w ) si 0 < S < u . 

Nous définissons alors une mesure Px sur ( Q , F°) par 

Êx(c) = lim ÈX/V [r(co)]. 

*Xt 
Nous nous proposons de montrer maintenant que E (c) d est la projection 

duale bien mesurable de > ; c o 0 e (dt). 
gT\C 8 8 

En effet d'après le théorème 17 si Z est un processus bien mesurable positif 
P+OO Xc / fDAÏ 

E ^ [ 0

 Z s E Q / V ( r u ) d K t = E ^ i ; c V J o e- sr uo k s)dsoe g). 
° r L ^ V s ^ 2 ' |u<DA Ç} F u U ) f e " S * d ° n C 

в ' j 0 ^ W I M - в - ̂  Г ^ 

e8 8 e-sds] 
Л 14-Of 
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- B " (

1 ^ z . , i « . < ^ l B N H , W . * w - , > " -

Enumérons les g+u à l'aide de temps d'arrêt et appliquons la propriété de Markov 

forte. On obtient £ V Z g 1 ( u + g < D j c o eg ] . 

Il ne reste plus qu'à faire tendre u vers zéro, 

§ 2. Propriétés des mesures P x . 

Lemme 21. Soit C une variable F° mesurable telle que C([6 ]) = 0 . 

Alors Êx JD A Ç e"S C o ks ds = Ê* / v [C 1 { ç > 0 j ] . 

Démonstration . Par définition de P x ,DAÇ(u>|u| w») 
¡DAC x /

 EX(<o) L e-sG,ksHu|u>.)ds 
E xJ o e - s Co k s ds = lim e"Ê Q / v [ » ^ 

E X ( a ) ) nDAÇÎoolulo)») X (u)/ 
Or v ( x J e-sCoks(u.|u|w')ds = E Q

u v fc(«-|u| u»)] 

A X/ X H ; 

et d'après la propriété de Markov E^ v [E Q

U / v [C(u| u| W) ] 1 j u < D ^ Ç ( u l ) ) ] 

= E Q V ^ ) 1 i u < D A C ( ^ 

Le résultat cherché s1 obtient alors aisément en faisant tendre u vers zéro. 

Théorème 22 . Sur l'espace ( Q , F°), les mesures F>x construites précédemment 

sont a-finies telles que, pour toute loi \i sur E , le processus (Q , F°, JJ° , , 

(t > 0), P̂  ) soit markovien de semi-groupe P̂  . Déplus F>x p.s, DA c est posi­

tif, les trajectoires kD( a ))( a )) sont continues à droite dans les topologies de E et 

G , les limites à droite étant identiques si t > 0 , différentes pour t = 0 : K p.s. 

A 

P x p.s. la limite à droite dans E , soit X q , existe et est égale à x dans G cette 

limite, soit X¿^ existe mais est différente de x.Si T est un temps d'arrêt des tribus 
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A 
=t+ 9 P x p , s # s u r ^ T > ° ^ p o u r K P r e s cïu etout X 

Êx(c o eT / F ° + ) = E X T ( W ) (C) . 

Démonstration. 

a) Nous allons d'abord vérifier que PX(D A c = 0) = 0 . Par définition 

P W . . . " V < D J C M 1 ^ " f ^ - l - ) - . ! 

Or sur u< (DA C)U) (DAC)(U)|U| u') = u + (DA ç)(u>') > 0 ce qui établit la propriété. 

A 
b) Il est alors facile de vérifier que P x est a-finie K p.s. : en effet 

x / 

ô / v(û ) = 1 = ÊX(1 - e"(° A C )) d'après le lemme, cette fonction étant P p.s. 

strictement positive les mesures sont bien a-finies. 

c) Etablissons maintenant la propriété de Markov : il suffit que pour toute fonc­

tion cp = h o (X o ). . . h n(X t n) 0 < 1 1 . . . . <tn = t , Ê X [cp f(X s + t ) ] = Ê X [* Psf(X t) ] 

pour tout s > 0 et toute suite 11. } . Par définition 
A ( ) 

ÊX[CP f ( X S + T ) ] = lim e u ÊQ/V [ ̂ j^y №\ u \«>)t(Xs+t(«[ u |u»)]i { u < Q A ^ } ] 
U~HJ u 

or dès que u < t f(Xg+t(u)|u| ^ 1 ) = * ( x

s + t _ u (
w 1 )) et cp(o>| u|u>f) est une fonction 

de a)1 F° mesurable, on peut donc appliquer la propriété de Markov au membre 
~t-u E^ ^ 

de droite qui est égal à lin» e u EQ

 v [ [cp(u,| „ | « ' ) PS«\J» *)\<DAc(u)] 
u~*o u 

Comme pour u < t X̂  u(u>') = Xj(u>| u |u)') cette dernière expression est par 

définition égale à Ê X [cp P f(Xt) ] . 

d) Etudions d'abord les limites à droite dans E : pour t > 0 , il est clair 
> * x /v que les trajectoires sont continues a droite ; si t = 0 Q 1 p.s, sur C > 0 , XQ 

existe et est égal à x , donc d'après le lemme 
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0 = Ê |~1-e"^DA^ v , . . v / il ce qui d'après a) entraîne la xL |X n1 existe pas ou Xo£x\J M K 7 

propriété annoncée. 

e) En ce qui concerne la topologie de G examinons 

C.(u>) = loi : ] s > 0 X o ki . r\/ \ n'est pas continu à droite S t s tAD(u)) r 

AXrDAC s

 1 c t o k s »x ^t**) fD A C -s 
E J 0

 e 1 | s < ç o k s l ^ k s

d s = E [ICC- 1(t<DAcllt

 6 

= e t l x [ 1 C t 1 ( t < D A c ) ] 

mais le terme intermédiaire des égalités précédentes est aussi égal -d'après le lemme 
1C 

21- à Ê X / V [1 ( t < ç ) ̂  ] qui est nul donc 0 = Ê " ^ 1 t < D A C ] . 

Pour terminer la démonstration du théorème il reste à établir la propriété de Markov 

forte sur (T > 0). 

Rappelons que si A € F°_j, la variable TA qui est égale par définition à T 

si u) £ A et à 11 infini sinon, est un temps d ' arrêt des mêmes tribus. Or 

ÊX[1A.C o 6 T 1 T > 0J = Êx[1A.Co 6T , T A > 0]=Ê x [Coe T . T A > O], de sorte 

qu'il suffit d'établir que ÊX[C o 9 T 1 ( T > Q ) ] = EX[E x^ ( u ) )(C) 1^ > Q ] . 

Remarquons d'abord que si T est un F° temps d'arrêt 
"t+ 

T(w|u|o)') < t U T(u)) < t < U car les trajectoires u>| u|u' et w coihci-

dent jusqu'à l'instant u (Théorème de Courrege et Priouret). Par ailleurs la varia­

ble qui vaut T(u)| u |u)') - u si T(OJ) ^ u et l'infini sinon, est en tant que fonction 

de GO' un temps d'arrêt des tribus F ° + (il est en effet facile de vérifier que pour 

tout A €g° u + , |o)' ; ( w|u| w1) 6 A } £ F° en conséquence comme 

(T N<t+u) € F ^ U + ; fu>'; T(u)| u|u)') - u ̂  tj € F£ . Considérons alors la définition 
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de Êx(Co eT 1 T > 0 ) = 
A X / X ((A) ) 

U

1 % Ê Q V [ e " 1iu < DA ç(w) }V(X"M) fC ° e T ( u , l " I w , ) 1 i T( u | u| „•) > 0 |3-

D1 après ce que nous venons de voir 

1 frU) > u ) E x u ( - ) [ C ° 6 T ( w | u l - )3 = V ( - ) >y u)Exu(w) ^ x ^ , ) . , C ( l J " ) ] -

Remarquons que X^(j^j^,j_ u = XT(w| u |u>') si T( w| u|w f ) ^ u . 

D'autre part 1 { o < T ( U ) ) < „ ^ ^ 0 e T H u|«-)] 

= 1 |0 <T(u>) < u | E X u ( u ) ) [ C ° e T ( - ) H u | u " ) ] -

D'après le lemme 21 

x/v u E x u ( w ) 

Ê Q V !>" 1|u<DAç(u))!
1|T(u) > u! v[XU

u(u,)] r E X T ( W | u | < - ' ) r C ] ] 

EX (u) D*Ç 
= E X [v (X u %) [ E X T ( O , | U | U , I ) ^3 ] e U 1ju < DAC(u>)}jT e " S 1(Tok s(")»u!d S3 

Tok < u *=> T<u si s > u donc ceci vaut, s 9 

E X[ EX u(u)[ EX T(<-|u|u)i)r C]]' 1(u < DA C(w) ! J* 
A X 

Le processus X̂  (t > 0) étant markovien de semi-groupe pour E , il vient 

que ceci vaut Ê X [ E x ( w ) (C) 1 j u < D A ç ( u ) j ] qui tend vers Ê X [ E x ( u l ) ( C ) ^ 0 < D & c , ] . 
.x / v EXu(ta)[Co eT(u,|u| « • ) ] 

De même E Q [ 1 , 0 < T ( u ) < u j ^ J ^ } 

= Ê X [ 1 {o < T(UO < u!1 (u < DA*,)! E x u ( u ) [ C o M - l » ! -
A X ) 

= E f ¡0 < T(u>) < u) 1 |u < DACM l C ° 6TJ 

terme qui tend vers zéro, lorsque u tend vers zéro. 
A 

Comme pour K presque tout x , D AOO Px p.s., il vient 
Ê x [ C o e T i i T > o ! ] = Ê x [ i l T > o ! E X T ( C ) ] . 

Contrairement à ce qui se passe pour le v-processus d'entrée on n'obtient pas 

de propriété de Markov à 1 ' origine. On peut toutefois généraliser le théorème 17, de 
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la manière suivante : notons G ̂  = | x € G , tels que 0 ^ v p. s. € F c t > 0 i 

QX/ vp.s. X^€G 1 , donc aussi K p.s. PX p.s, <E G1 . 

1 — x 

On montre alors comme dans le théorème 20 que : si x 6 G , E ( r ) croît si 

u tend vers zéro et on pose 

Êx(C) = lim Ê x ( r u ) . 

Pour retrouver l'ensemble des résultats dûs à Getoor-Sharpe-Meyer, il nous reste 

à traduire ce qui se passe pour le semi-groupe Q̂. . 

Posons Ê x (C) = ÊX(C o k D ). 

Théorème 25. Le processus ( Q , F°, X^, , t > 0) est markovien de semi-groupe 
A 

Qt . Pour K presque tout * , Q x P • s • D A ç > 0 , X q = x , la limite à droite dans la 

topologie de G existe, et le processus est fortement markovien. 

La projection duale bien mesurable de 0 k n o 6 c (dt) est 
¿TÍA D g g 

A TT 

E^(C).dKt . 

Nous noterons Qt f(x) = Ê* [f(X t )\ 

Démonstration. Il suffit d'utiliser la définition de et d'utiliser les résul­

tats du théorème 21 et de la proposition 22. 
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CHAPITRE (VI).- APPLICATIONS AU CONDITIONNEMENT (CAS BIEN-MESURABLE) 

Nous nous proposons de retrouver, par une méthode différente de cette utilisée 

par Getoor et Sharpe, les formules de Shih et Pittinger relatives au conditionnement 

par rapport à la tribu = í ^L(t) > o u ^ e s * bien-mesurable }, puis de donner 

de nouvelles formules concernant = Í > Z bien mesurable) . 

§ 1 o Conditionnement par rapport aux tribus E^t) * 

Pour ce faire, nous commençons par étendre le théorème 20 à des processus 

mesurables. 

Proposition 26. Soit H(s,w) un processus 3(R+) ® F°-mesurable borné. La pro­

jection duale bien-mesurable de la mesure ) ' H(g, 6 w) e (dt) est la mesure 
x ¿TU; 8 G 

Ê s(H(s,u,'))dKs . 

Démonstration . Commençons par considérer un processus de la forme 

I j - r u -]( s ) C(u>). Le théorème 20 prouve que : 

E \ J r > u ] ( g ) c o e g ( u ) 1 í g + T < D ( g ) } ] = rfzB 1 [ r > u ] ( s ) Ê X s r c V < D } ] d K S . 

Sur tout intervalle [0,a], les mesures qui correspondent aux deux membres sont 

bornées. Un raisonnement de classe monotone permet ensuite d'affirmer que 
rfoo 

E^r" 7 Z H(g, 9 u)) 1, fry^u) = E[1 Z Ê S (H(s,c) l { / n ! ] d K . 
eTkr 8 8 Î8 + T < D(g)î J 0

 S { T < D } j s 

II ne reste plus qu'à faire tendre T vers zéro et à utiliser le fait que K p.s. 

P x p.s. D > 0 . 

Nous sommes alors en mesure d'établir la formule de conditionnement. 
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Théorème 27. Soit Z g un processus bien mesurable positif et h une fonction uni­

versellement mesurable, positive sur E . On a alors pour tout u > 0 

E ^ Z L ( u ) h<Xu> 1ÍL(u) >0 |3 = E^Zu V u > h < x u » + W Qu-g W 
g b g <u 

+ E^ J Q (X ,h)Z dK . 
>,uf u " s s 5 s 

Notations. Remarquons d'abord que dans toutes les formules où intervient Kg on 

peut mettre aussi bien 1p(Xg)d Kg car JlF C(Xg)dlp(h) = 0 puisque Xg € F pour 

tout g de IvÇ . Pour simplifier nous noterons Êx la mesure Ex quand x € FC et 

dr. = 1 dK. + € (dt). Le théorème 27 exprime alors que 
F g € g 

E '[ ZL(u) h<Xu» V(u) > 0 ) 3 = E"LZu V u > h ( V 3 + * L r QU-s(Xs' h)Zs d Ts-

JU,U[ 

Démonstration du théorème 27. 

Il suffit de remarquer que u appartient soit à M(CJ) soit à M(u))c et que dans 

ce cas, L(u) appartient soit à M B , soit à IvT . 

Etudions d'abord le cas de M^*; u € M(w)c donc u > L(u) et u > D(L(u)) = D(u) 
^ ^ W I ^ I V W ^ Ç Ç 2 , 1 ^ 1S g <u<D(G)!) 

M^* est une réunion dénombrable de graphes de temps d ' arrêt donc : 

E ' ( i ñ r z e h ( X u ) W < ° W = Е й ( й г z « 1Í « < « ì 4 [ h ( x u - g V g < D p 

= E^( Y~l Z 1, , Q h(X )) . 

De même 

E " (

G & W 1 LOO - «L> = * (

G ^ R V ( W o Qg 1i g < u ! V - g < DO e i > 
TT TT Ë 
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r * X s 

qui vaut d'après la proposition 26 E 1 1 Z Ê N [h(X )] d K . 
J]0,u[ s U u " s s 

Pour déduire du théorème 27, une formule donnant la forme de l'espérance condi­

tionnelle de h(xp par rapport à Fj^t) » n°us aurons besoin d'un lemme de mesura­

bilité. 
Lemme 28 . Pour toute variable C F°-mesurable, positive, le processus 

A / 
EQ [C(u>| s|co')] est bien mesurable, 

A ^S / 

Pour tout processus mesurable H(s, u> ) positif, le processus E / v [H(s, w | s | w ' ) ] 
aXS(u)) 

est bien mesurable, de même que E (H(s, (w | s | w ' ) J. 

Démonstration. Remarquons que dans le cas où Xg € F c p.s. le processus 

ÊQ S/ V(C( u)| S|u) ')) qui d'après le théorème de Dawson est la version continue à 

droite de la martingale E ^ v ( c / F ) et est donc bien mesurable. 
W s 

Dans le cadre qui nous intéresse, on commence par considérer des variables 

bornées C(u))= \ e"PlSh1(Xc)ds . . . [ e " ^ h (X )ds . 
J 0 i s j 0 n s 

On n'explicitera les calculs que dans le cas n = 2 . 
AXs(u>)/ ps -p1t rs n t 

E Q

 / V [ C ( c | S|Ü,«)]=J e ^(xpiwjdtj e"P2 h ^ H d t 
+ C f e"Pi h.(X )(u,)dt E 0

S / V e 3 h.(X. )(a,')dt 

+ E Q

 v j e h^X^KcOdtj e ' h2(X t - s)dt . 

A X S / V f1" °° "Pi* r + °° " M Remarquons que E Q

/ V J e h^X^dtJ e * h2(Xt_s)dt = 

-(pt+pJs AX , M-OO «p t FOO -pu 
C e 1 2 E 0

S / V e h.(X ) e J h.(X )du dt 

i¿j 
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A^S/v (v) / 
Or pour la loi EQ ' , le processus est markovien de semi-groupe QJ ' (t > 0). 

-(p +P2)s 
L'expression ci-dessus vaut donc e ]T7 W (h. W h.)(X ) . 

i,jqi,2( *ï*2 1 P j 3 S 

Comme la résolvante Wp a été construite -̂mesurable (cf. théorème 10) le proces­

sus ) ; W (h.W h.)(X ) est bien mesurable et on vérifie facilement qu'il 
i3qi,2| ^ 2 1 p j 3 s 

Í ¿ i * X s ( " V v en est de même de E ^ [C( ÜJ| s|w ' ) ] si C a la forme indiquée ci-dessus. 
Pour conclure, il ne reste qu'à remarquer que toute variable du type 

h«j(XT ) . . . hN(XT ) (hj . . . hn continues) peut être approchée uniformément par des 
1 n 

variables du type ci-dessus [cf. Meyer - Processus de Markov]. 

Soit maintenant H(s,u>) un processus mesurable, borné, le processus 

AX s(u))/ 

E N [H(s, w | S|OJ')] est bien mesurable si H(s,u>) = 1r -.(s)C(w). 

* Xs/v 

La mesure E ^ ' étant bornee, un raisonnement de classe monotone montre alors 

que la propriété est vraie pour tout H € $>(R+) fil F o . 

Passons aux mesures E • Par definition 
E x ( w ) [H(s(u, |u¡ U »)] 

E*(H(s,«-» = J - EQ/
V [e" 1(U < D A Ç ( U ) " V ( X U ( M ) ) 1 • 

E , M [H(s,u| s|(ü)»|u|uin)] Ey [H(s,fc)| s| e,')lu+s|<o'î] 
0 *uyw 1 AU+s(ulsiu') 
Remarquons que ^CJ^Yl = v f x , , , , J 

U E x [H(sf w l uf8| w »)] L U + S ( " I S I - ' ) J 

Posons lu(8,W) = 1 { u + s < D A

 U + S ( ; j x K m ) 6 « F 
U4"S 

A X S / (w) 
v [e^f u(s, w j s | w1 ) ] est bien mesurable. 

Il en est de même de sa limite quand u tend vers zéro, celle-ci est 
* X s ( w ) 

E [H (s, w I s I w ' ) ] qui est donc bien mesurable. 

Nous sommes maintenant à même de démontrer le premier théorème de conditionnement. 
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Théorème 29. Pour toute fonction h universellement mesurable, positive 

E [ f (X t ) / p 1= fo-L(t/ L(t>f)

 P * p # s # sur l'ensemble { 0 < L(t) < t! 
' L W ~ Qt-L(t)(XL(t),l) 

(on convient comme d'habitude, que ° / 0 = 0). 

Démonstration. Soient 0 < f ' < f ̂  f" deux fonctions boréliennes telles que 
f'(x t) 

[ l j f l < f„j(Xt)] = 0 . Soit C(ÜO) = v ^ x ^ 1(V(X ^ 0 j , en appliquant le lemme pré­

cédent à c on vérifie que g f(Xg) est bien mesurable. 

On peut alors écrire l'égalité du théorème 27 sur l'ensemble ¡0 < L(t) < t ! 
(ce qui supprime le premier terme du second membre) en considérant 

Q t. s(f,X s) 
Z ' = Z et h = 1 soit : 

E ^ z L ( t ) Q ^ K 9 l L { t ) ) ^<L<t)< - * 1 \ ° a \ > ^ s 
Qt-L(t) U ' XL(t) J0'^ 

ce qui d'après le même théorème vaut Ê  [ z

L ( t ) f ( x

t )
 1 ¡Q < L(t)< * 

Remarque , A partir de la proposition 26 il est facile de retrouver le résultat 

suivant de Bernard Maisonneuve [14] : le processus à valeurs dans 

E x R+ \q 9 P^(t) 9 P ^ 9 XL(tp ' e s t u n P 1" 0 0 0 5 5 1 1 5 d e Markov dont on peut 
A 

exprimer le semi-groupe à partir de Qx . 

§ 2. Conditionnement par rapport aux tribus ^ . 

Nous définissons la tribu P a r í z ^ z bien mesurable} , 

Les diverses configurations de u, z u et L y sont les suivantes : 

ou bien u = z (u) = L(u) 

ou bien £ (u) = L(u) < u et £ (u) € M* , on sait que 
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i (u) = L(u) < u et i(u) = g g < u< D(g) ou bien < L u = u et on sait 

que i'(u) < L(u) = u g u = D(g). 

Proposition 30, Soit h mesurable sur 3(E) x 3(E) et Z un processus bien mesu­

rable borné, alors : 

E ^ tZi(u) h ( X L(u) ' Xu> 1ii(u) > 0}~- = E ^ fZi(u) h ( XL(u) XZ (u)) 1U(u)=uf 

+ E l I i 0 , u [

Z s Ê X S [ h ( X o ' X - s ) 1(u-s<D)3drs 

+ E f i ] 0 , u [ Z s Ê X S [ h ( X D ' X D ) W s ) K ' 

Démonstration . 

E^[Z i ( u )h(L(u),Xu) V u ) > 0 } ] = E^Z ( u ) , X ( u ) ) 1 U ( u ) = u l ] + ^ [ZMH^U)XJ 

\(u)< u|l 

or Ê TZ / xh(XT / x,X ) 1,n , x ¡ I z E ^ R Z h(X ,X )o6 1, , ,1 ^ n û l ] 
L AU) L(U)' u' ioa(u)<ujJ ¿TMT 8 ° u " g 6 tg<uliu-g<DoelJ 

+ E^[r^Z h(Xn,Xn)o6 1, y \ 1 (_ - j] L

g ^ g D9 D' g |g<uf iDoGg=u-g¡J 

d'après le lemme 26 pour ce qui concerne dKg , et la propriété de Markov forte sur 

M/** pour ce qui concerne T~[ e (dt), ces deux expressions sont égales aux deux 
gT\ 8 

derniers termes de l'égalité de la proposition 30. 

Théorème 31. Soit f universellement mesurable sur E x E , positive, P11 p.s. 

sur l'ensemble (0 <¿(u) < uj 
tí1 (F(XT , X ) / _ ) = G| U"*[ UI'ft (X , O (°/o = 0) L(u)' u V F ^ ' R(u-^(u),1) v ¿(uy v ' 

où R(t,f)(x) = EX[f(XQ,X t) 1{ t < D } + f(XD , X D) 1{ D = t ( ] . 

Démonstration. Soit H(s,u)) = f(Xs,
 x

U ) ^ U < D [ l e P 1 , 0 0 0 5 3 1 1 5 
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E Sff(X ,X ) 1/ n v] = E (H(s,w| sjo)1) est bien mesurable d'après le 

lemme 28. Il en est de même du processus Ê S [f(X D , X^) lj D=u_s j ] . On procède 

alors exactement comme pour le conditionnement par t en utilisant la proposi­

tion 30 au lieu du théorème 27. 
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CHAPITRE (VlU- ETUDE DES PROJECTIONS PREVISIBLES ET  

CONDITIONNEMENT. 

§ 1. Projections prévisibles. 

La fonctionnelle ¡3P(h) étant continue est identique à sa projection prévisible, 

la projection bien mesurable de ïp(h) étant elle aussi continue est identique à la 

projection prévisible de l p(h). 

Il reste à étudier la projection prévisible de J3p(h) ou aussi de gp(h). Rappe­

lons que dfP(h) = ) ' V h (X ) e (dt). On a décomposé Mj* en deux ensembles 

M"T et M̂T respectivement réunion dénombrable de graphes de temps d1 arrêt totale-
s a 

ment inaccessible et de temps d'arrêt accessible. 

Nous ferons désormais l'hypothèse suivante (la même que Getoor et Sharpe). 

Hypothèse . M^ est prévisible et donc réunion dénombrable de graphes de temps a 

d1 arrêt prévisibles, 

Théorème 32. La projection duale prévisible de ]T~| Vph(X ) e (dt) est la mesure 
gTM^ 8 8 

} \ P Vp h(X~) e (dt). Il existe une fonctionnelle additive H et un noyau 71 , 
° 8 8 

$e mesurable, ne chargeant que F c tels que la projection duale prévisible de 

) " f(X ) eJdt) soit f(X ) dH . En conséquence pour toute variable c F° 
g € M^ 8 8 s s B s 
mesurable satisfaisant à c([ô ]) = 0 la projection duale prévisible de YZL c ° e 

gTk- 8^ 
est la mesure ^_ 

E ^ E g [c] Cg(dt) + n(k(c)) d Hs où k(c) = Ex(c) 

(le dernier terme est la mesure d Hs J n (X s, dy) Ey(c)). 
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Démonstration . La première partie est classique et résulte du théorème IV de 

[19]: si T est un temps d'arrêt prévisible uni E(f(X T)/F T») = PQf(XT_) pour 

toute f borélienne bornée; PQf(XT_) est donc la projection prévisible de f(X T). 

La deuxième est une application immédiate de la théorie du système de Lévy déve­

loppée par Benveniste et Jacod dans [4] au théorème 3.1. qui permet de ne compter 

que les sauts totalement inaccessible. 

Soit X un processus de 'Ray. Il existe une fonctionnelle additive continue H 

localement integrable, adaptée à la famille , et un noyau positif n sur G -

tel que n (x, { x ¡ ) = 0 , et tel que pour toute fonction f borélienne sur E x E : 

E ' o g t *s> V S - + X 8 , Xs_ € G-Gb| = E ' / d "s/^n ^ ^ W X , , y ) . 

§ 2. Application au conditionnement. 

Nous définissons les tribus F ^ . j et F̂ JJj P A R Í Z L ( u ) > z prévisible j et 

jẐ  Z prévisible} respectivement. Nous allons procéder comme au chapitre 

précédent, nous commençons donc par un lemme de mesurabilité. 

Lemme 33. Soit H un processus mesurable positif, alors P^ p.s. la projection 

AX ( w ) 
prévisible du processus 1jx~£G G JE [ H( s> w l s ! e s t 

.x¡( u )
 s " b 

1<v r r n ) E T H ( S y w^L')"!, celle du processus 
iXs € G"Gb' 

^X-CG-G \ f n(Xs(oo), dy)) Ey[H(s ; co| s| w• ) ] est 
* s b' ^ 

X""(o) ) 
1|X" € G - G b ¡ / n ( X ¡ ( u ) ) ' ^ E y [ H ( s ^ i s l ^ ! ) ] e t 1|X"jfcî-Gb|

E S № î^l s l ^ ! ) ] 

est prévisible. 
Démonstration. Soit T un temps d1 arrêt prévisible, si XT_ £ G-Gb sur 
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I O < T < 0 0 } X T = X T - ce qui établit immédiatement les 2 premières propriétés. 

La propriété de Markov forte appliquée à un temps d1 arrêt prévisible montre que le 
X s ( u , ) 

dernier processus est la projection prévisible de l | x £ G G Î E ^ S ' 60 Is|»)^]. 
s b 

Théorème 34. Pour tout processus Z prévisible positif et toute fonction h de 

5S(E x E), 

(VU.2.1.) Ef4 (Z L ( u ) h(X L ( u ) ,X u ) 1 ( 0 < L ( u ) < u ) ) « 
= E " 4 , u [ Z s ' X S [ h ( X o ' V ^ 1 u . s < D ] d K s 

+ E " 4 , u [ Zs d H s / n ( X s ^ ) E y W X o ' Xu-s> 1(u-s <D)> 

+ & 1(g < u) Z g * Q

 E X- [n(XQ, X u _ g ) l ( u - g < D ) ] . 
a 

(Vn.2.2.) E ^ ( u ) h ( X L ( u ) > X u) 1 f 0 < L ( u ) < u } ) = B»[ Z s R(u-s,h)d Kg 

JU,U[ 

+ E ^ Z P R(u-g,h)(X ) + E f Z dH íríx;,dy)R(u-s,h)(y). 
gTÍvia

 g ° 8 J]'0,u[ s S J s 

Démonstration. En adaptant de façon évidente le théorème 27 on vérifie que 

E ^ZL(u)h(XL(u)'Xu) \0 < L(u) < u)) = E " 4 , u [ Z s ^ ^ W N < Dp D K S 
X 

+ E T l - > z

g

 1 ( g <U)
 E V g ) 1(u-g) < °1 • 1 1 s u m t d e décomposer ce g€M b 

terme sur M et Mo et d'appliquer le théorème 32 pour établir la première formule, a s 

La deuxième s ' établit de façon analogue à partir de la proposition 30 et du thé­

orème 32. 

Notations. Nous rappelons qu'on peut toujours remplacer dK par 1„(X )d K ou 

aussi bien 1p(X~)d Kg puisque sur M^ X g = )T ; nous désignerons par cp et 
i 

TI les densités $ e mesurables suivantes cp = d ( | ^ H ) ri = ¿(K^H) S 1 a&t d e 
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densités de fonctionnelles additives). Nous poserons alors 

Qt(x,h) = cp(x) Qt(x,h(x,.)) + n(x)Jn (x,dy) Qt(y, h(y,.)) 

Rt(x,h) =cp(x) Rt(x,h) + n(x) | n (x,dy) Rt(y,h). 

On peut alors retranscrire des formules VII.2.1. et VII.2.2. de la façon suivante : 

(VH.2.3J E f [ Z L ( u ) h ( X L ( u ) , X u 1 l 0 < L ( u ) < u ) ] 

- E"/ ] 0,u [

Zs > h> 1 F< X P d < K + H>s 

+ E 4 Z nQ (. , h )(x:) 1Fc(X~)d H 
J ]0,uf s u s t- s s 

+ «g<*> 1(X-€FC) [1s < u Zs P o %JH'X'^ 
a 

( VII.2.4.) E^[Z i ( u ) h(X L ( u ) ,X u ) l j 0 < L ( u ) < u ) ] 

= E l ] 0 > u [

Z s M 1F<X;>d<K + Hs> 

+ E M Z OR (.,h)(x:)i (XpdH 
J ]0 ,u [ s u s s Fc s s 

+ C - 'g * [1(3 < u) Zs P o Ru-s<h' X P 1 (x; € F ^ • 
g a 

Pour établir des formules de conditionnement par F£(uj
 e t ^ ( y ) on voudrait 

procéder comme au théorème 29 en prenant h = 1 et en posant Z' = Z x ( ) 

mais pour pouvoir conclure on est amené à faire l'hypothèse suivante : 

Hypothèse H : les mesures 1 c (X g ) d Hg et £^ _̂  e (dt) sont portées par 

c a 

deux parties disjointes U et U de E . 

Il est intéressant de savoir que Getoor et Sharpe ont construit un exemple simple 

de processus ne vérifiant pas l'hypothèse H et tel qu'il n'existe pas de noyau de 
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conditionnement dépendant de (u-L(u), X ^ ^ ) et (u - ¿(11), X^-^) respectivement. 

Théorème 35. Sous l'hypothèse H (qui entrafhe d'ailleurs que M est prévisible) ———————— g 

il existe des noyaux Q et R (tels que : 
°u-L(u) (XL(u)'h) 

^ [ ^ L - ( u ) > x u ) / r - ( u ) ] . W X u ( u ) > l ) i F ( x L l u ) ) 

PoQu-L(u) ( XL(u)' h ) ^Q u . L ( u ) ( . , h ) (X i : ( u ) ) 
+ PoQu-L(u)lXL(u),1> V e 0 Uc ( X l " ^ ) + nQu-L(u)^'1HXL-(u)) V e 0 

= Q(u, L(u), X n ( u ) > h) 

R^hfY y \ / 1 RU- C(u)(X^u)>h) , - , 
[ h ( x L(u)^ x uVp- ( u ) ]= R u . ; u ; (x - ; u ; , i ) v x w 

, P o R u-W X î (uV h > 1 . / W ^ f W , ( x . , 
PoRu.i(u)^î(u)J) FCOUc l X W ^ u - i ^ - ^ î î u ) » FCOU 

= ft(u-i(u), X / ( u ) ,h ) . 

Démonstration. Le caractère prévisible des différents noyaux résulte du lemme 

33, le reste de la démonstration est le même que pour les théorèmes 29 ou 31. 

Remarque . Si on ne fait pas l'hypothèse H, on peut tout de même calculer les 

expressions précédentes en remplaçant 1 c (
x

L ( u p P a r L(u) € M

a

 e t 1u^XL(u)^ 

par L(u) M q , il ne s'agit alors plus de noyaux de (u-L(u), x ^ ( u ) > n ) ou 

(u-i(u), X~ ( u ) , h). 

§ 3. Un processus de Markov : (t-i(t), X£^). 

Dans ce paragraphe nous supposerons que M n'a point isolés presque sûrement. 

Théorème 36. Sous l'hypothèse H le processus [Q , F̂  ̂ , (t-i(t), x ^ ( t ) ) 1 ^ ^ ) ' ^ j 

est markovien pour toute loi P ̂  . 
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Démonstration .Soit Z un processus prévisible, ou borné, et f une fonction 

de UR+) & J<E) ; soit 0 < s < t 

^[zz(s)(f(t-i(t), x-(t))] - [ z i ( 8 ) i ( i ( t ) < s ) f(t-i(t), x ; ( t ) ) ] 

+ E " [ Z , ( S ) 1(i(t)>8)« t- iW'XJ(t)>3-

Remarquons que i (t) N< s i (t) = i (s) presque sûrement car il n'y a pas de 

point isolé, en effet i (t) = i (s) i (t) = i(s) $ s , i (t) < s entraîne évidem­

ment i(t) = i(s) et si s et t son tels que i(s) <i(t) = s < t le point s est 

isolé. 

On sait aussi que £(t) < s ^ t ^ D(s) et i(t) > s i(t-s)o 6g > 0 , 

on peut alors transformer l'égalité précédente : 

E " [ Z i ( S ) ^ - ^ ' XJ(t)3 - ^ P i (8)«»"'XI(S)) % ^ < D>3 

+ E " f Zi(s) ' EX [ f ( t " s - «t" 3* Xî(t-s)> 1 |i(t-s)>0}3-

Or, M étant prévisible, et sous 1 ' hypothèse H, il existe un noyau R de condi-a 

tionnement par la tribu ITJ(U) > t e l que si 0 < i (u) < u 

E1" [h(Xu)/ _ 1 = R(u-* (u), Xj ( u^ h) ; ainsi : 
= *0 

^ ( s ) , ( # 0 ) ' l ( t - i ( t > ' X ï ( t ) « = 

= E " r z z ( s ) f ( M (s), x ; ( s ) ) pXs[t-s < D ] , ] I ( S ) = S } ] 

+ E " Czi (s) E Xs [ f ( t" s- *- 8 > » X W 1 U(t-s) > 0! ^ 1U(s)=s) 3 

+ E " [Zi(s) 1iO«(s)< s} f ( t - ' ( s >> XJ(s)> R ( s - ^ XJ(s)' E > s « D » J 

+ E " [ Z i ( s ) 1 iO<4s )<s l R ( s - i ( s ) ' X7(s)> E#(«t-s-*(t-s), ^{t_s)) 1{ I ( T_S ) > O J . 

Or pour tout processus droit E ^ [ h ( X S ) 1 = P q h(X~), toutes les expressions 
=s 
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faisant intervenir Z (s) sont évidemment F~ mesurable, posons donc 

R(t,f)(x,r) = ff(t,x)Po(E/t N< D))(x) + PQ(E Jf(t-i(t), x ; ( t ) ) l j i ( t ) > o j ] ) } 1 j r = o j 

+if(t-r, x) R(r,x, E.(U D)] + ft[r,xf

 EM^Ht)X£(t))\(t)>0i]\\ï>(Ji 

alors 

E"[1Ws)>o! z i ( 8 )i(t-i(t). x; ( t ))] = E f [ i u ( s ) > o f z^ ( s ) R(t-8,f)(x-(s)f8-i(8))] 

ce qui établit le théorème et donne le semi-groupe du processus. 

Remarque. B. Maisonneuve a démontré un théorème analogue [14"', en utilisant le 

théorème de Pittenger et Shoh, mais en supposant que L(t) = i(t) p.s. ce qui est 

évidemment très restrictif et réduit pratiquement ce théorème au théorème 29. 

§ 4, Remarque sur le Post-L processus. 

Notons L = LQo= sup[t, (t,u>) £ M] ; l1 hypothèse M c ]0 ç[ implique que 

L ^ C est équivalent à L < » ; dans l'article [18] il est démontré que dans 

ces conditions le processus (Q , (t >0), P^1) est markovien ; F£ 

désigne la tribu ( Z bien mesurable ) . 

Soit cp(x) = P x ( D= °°), cp est une fonction invariante pour le semi-groupe ; 
Ex[ï(X t)l ( D ) P X (D=oo)] 

soit R£ le semi-groupe correspondant : R̂  = cp(x) s i > 0 

= 0 sinon . 

t f f cp Il est démontre dans l'article cite que est le semi-groupe du post-L-processus 

sur 11 ensemble f L < 0 0 ! . 

Nous allons retrouver ces résultats de façon très élémentaire et démontrer en 

plus une propriété de Markov jusqu1 à 1 ' origine. 

Etablissons d'abord le théorème cité : soient 0 < s < t 
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^ HíL < ci ZL +s
 n ( X L + P l = E " g Ç M - Z g+s 1í D(g)=^\+t)> comme g+s < D(g) on 

peut énumérer les instants g+s intervenant sous le signe ^ par une suite de temps 

d'arrêt et appliquer la propriété de Markov forte en remarquant en plus que sur 

! g+s < D(g) ! ÍD(g) = « j |D O 6 g + s = 0 0 ! , on vérifie alors que l'expression 

précédente est égale à 

E K f Z g + S h ( X ^ ] Vt<D(g)! 1 |Do9 g + t =»! 

= E 7 n r Z g + s 1 | 8 + 5 < D ( g ) } E X g + s [ h ( X t - s ) 1 i t - s < d ! 1 i D o 6t-s = 0 0 >] 

= E ' g Ç M - . z

g + s i¡g+s<D(g)! R L " ( V , ) p x g + s (D = oc) 

= E ^ - Z G + S W < D ( 8 ) ! R *- s h ( X g + s ) 1 í°(g + s ) = - I 

= E ^ Z L + s 1 Í L < ~ ! R L h < X L + s > 1 

Pour établir le théorème de Walsh il reste à vérifier que R^_s

 n ^ L + s ) e s * =L+S 

mesurable, c'est-à-dire que R̂  g h(Xg) est bien mesurable, or cette expression 
Xg / ^s /pr\ 

est égale à / c p h(Xt gi^')) = E^ ' h(Xt(w|s|w')) qui est la version continue à 

droite de E Q V ( n /p )> e* e s t donc bien mesurable. 

Nous montrons maintenant la propriété de Markov jusqu'à l'origine. 

Théorème 37. Le processus (Q , X^ + t t 0̂ , F L + t , P^) est markovien de semi-

groupe R̂  : si t > 0 R^f(x) = R^f(x) pour x €FC 

Ê*(f(X^PXt(D = ~ ) l i t < D J ) s i x € F 

PX (D = 00) 

si t = 0 R̂  f(x) = f(x) . 

Démonstration. On peut d'abord vérifier que R ?̂h(Xg) est bien mesurable, 
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c' est en effet le résultat du lemme 28 (en remplaçant v = <P). Il s1 agit alors de mon-

trerque £ L h(XL + t) 1|Q < L < Œ ) ] = E^zJ^hfX^ 1j Q < L < ) or 

E " [ Z L h<XL+t>
 1 {0 < L < « }3 = E ^ Z g h(Xg+t> ^ Dg — I 

Z ^ Ê S [h(X,) Do e. = » ] dK. + E " F » Z E X [h(X ) cp(X ) " 
u s

 A x s * * * gT \T 8 g * 1 

U R E
 S[h(X )cp(X ) ] Y 1 5

 U 

- E " < Z L ' ( 0 < L < - P ? f t ( X l > 

Remarque . Ce dernier résultat pourrait être obtenu de la façon suivante : 

la fonction Ex(c o 0 L

 1 ( L € M"* I 1lo < L < «>} e s t u n P ° t e n t i e l régulier (puisqufil 
TT 

ne passe aucun graphe de temps d'arrêt dans ivQ majoré au sens fort, si c est 

bornée, par EX<1{L € M-j 1 j 0 < L < « })• p™ ailleurs E ^ ( Z L c» 9L 1 l L 6 M . ,1 [ 0 < L < o o l ) 
Xï / 

est égal à E^[Z L

 1 { L £ M~*1̂{0 < L ) E ( c ) J î o n pourrait mener l'étude de 

la compactification directement dans ce cas et appliquer les résultats de "théorie 

relative". 
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CHAPITRE (VIII).- LA THEORIE PSEUDO-RELATIVE. 

Dans ce chapitre, nous nous proposons de montrer en introduisant un nouveau 

processus de Markov, comment on peut retrouver assez aisément une partie des ré-

sultats précédents, relatifs en particulier aux densités VK et aux formules de con­

ditionnement. Les méthodes utilisées sont des généralisations du chapitre "théorie 

relative d!Azema" (|"1], § 5.). 

L'idée générale est la suivante. Pour étudier le conditionnement par rapport 

au processus L(t) (t fixé), on pourrait appliquer les résultats sur les derniers 

temps de sortie pour le processus tué à t , si ce processus était markovien. Il est 

évident qu'il n!en est rien. Nous allons construire un processus de Markov sur 

lf espace Q x R+ , dont l'une des composantes correspondra à ce processus tué. 

Définitions 38. Sur =QxR+ définissons le processus 

X*t(u), r) = (r-t, Xt(u))) si t < r 

= i 6 j sinon 

Ç*(w, r) = Ç(w) A r . 

Nous noterons Ft*les tribus $(R) # Fj. complétées à l'aide de tous les ensembles 

P**1 négligeables de F®#(R) où P*̂  =|\(dr, dx) e r ® P x , et 

G£=iA €$R)8 F: j A ^ F ^ AN { t < ç* } = A% n ( t < ç*} } . 

Les opérateurs de translation sont définis par 0t*(o), r) = ((r-t) +, 9tu)). 

Le lemme suivant a été démontré par Azéma dans le paragraphe cité plus haut de [ 1 ] : 

Lemme 39. Si T*( w,r) est un temps d'arrêt des tribus Ĝ *, il existe une famille 
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T(r)(w) de temps d'arrêt des tribus tels que T(w ,r) = Tr(o>) si 

T(o),r) < C(W)AT . Si X* est un processus bien-mesurable des tribus G* , il existe 

une famille de processus bien-mesurables des tribus tels que : 

X(o),r) =X(r)(a)) sur [0, C(o>)Ar[. 

Théorème 40. Le processus (Q*, X* , G*, P**\ 8p est un processus fortement 

markovien de semi-groupe Ex[f(r-t, X t) 1 j t < r j ]= P* f(x,r). 

Démonstration . On remarque, comme au théorème 22, que si A € G ^ , T^ 

est un temps d'arrêt de ces tribus : il suffit donc de vérifier que pour tout temps 

d'arrêt T* des tribus G*, 

E f x , r ) t f ( x W V<c * J - E Gc,r ) r v < c.}Ex*T«
x

t)3-

Par définition E f X ( r ) f № n t ) 1 Í T .< í : i ! = E xr f ( r - T * ( r ) - t ) + ' X TW 1 ÍTlr ) + t<CAri 3-

D ' après le lemme 1 ceci vaut encore : 

E

x № - V t ) + ' X y t 1{Tr+t<C/sr|l O Ù T r 6 5 1 Ft t e m P s d ' a r r e t 

= ExM{Tr < C A r } E X T r [
f « r " V t ) + ' Xt> 1it<CAr-Tr!3 

= Ex9A V<C*} l ' ^ P t<C*ïï f d ' o u l e résultat. 

Remarque : les potentiels des fonctions du type e" ̂ f(x) \i > 0 , f borelienne, 

sont presque boréliennes dans E*= E x R+ si le processus initial satisfait aux 

hypothèses droites, en effet 

E (x,r)/ / " P S e-^sKvMds = E x f(Xs) e"P
s ds . 

Le processus X* satisfait donc aux hypothèses droites. 

Notons U( u),r) = Lr(oj) (où L(r) est la variable définie plus haut pour le proces­

sus X : Lr(o) ) = sup Í s « r , (u ,s) £ M ) , L* est le dernier temps de passage de X* 
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dans M (rappelons que M c ] 0 C [). 

La fonction E? v (0 < L* < C*1„(XT*)) est donc un potentiel régulier pour \x,r) r JL 

le processus X* , il existe alors une fonctionnelle additive Â * continue parfaite, 

telle que, (en particulier) pour tout Z bien-mesurable par rapport aux tribus , 

E*(ZL. 0 < L* < C* 1F(X*)) = E*1^ Z s d A ¡ . 

Puisque A* est additive pour le processus X*, on a 

A tU ( ü ) ' r ) = Atl" ' r ) + Ast { r" t ) +l ' 

Définissons B. = f ërdrA*(wfr) . B, est une fonctionnelle 1-additive du 
0 

processus initial, continue en effet : 

B t + g = ¡ + e"r A^r,« ) dr + f ë r A*( 9t u), (r-t)+)dr 

= Bt+J ^ erA*(eto), r-t)dr 

= Bf + ë* B o et(u>) d'où le résultat. 

Lemme 41. La fonctionnelle additive ë* A^w,r) est absolument continue par rapport 

à la fonctionnelle Bj(w,r) = B t^ r(w) . 

Démonstration. Il s'agit de vérifier que E * „ f(X*)dB* = 0 entraîne 
——————-——— X,r J a a 

/
+oo 0 

e"sf(XMdA* = 0 . Calculons 
0 s s 

Ex*,r / J ^ s ^ s = EJQ «™> X s )dA>,X) fVdX 

= T 0 ëXdXEx[f(n-L(X), X L ( X ) ) 1|0<L(X)<XJ1iL(X) <r| 3 ï 

E* r f (X*)dB* est donc supérieur ou égal à 

EX[1|Q < L ( r ) < r^(r-L(r), X L ( r ) ) ( ë L ( r ) - ë D ( r ) ) ] qui revient à ne compter que 

l'incursion (L(r), D(r)) avec en plus L(r) < r . Supposons f positive : 

E* T f(X*)dB* = 0 entrafhe que 
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Ex<1!o < Mr) < r ! « r - L M ' x L ( r ) ) ( e ' U r ) " e - D ( r )>3 « 0 ' 
or 1 - ë( D ( r ) - L ( r ) ) ^ 0 g i 0 < L ( r j < r ^ d o n c 

E x[ 1{0 <L(r) <rj f ( r - L ( r > ) XL(r)> e ' U r ) 3= 0 ' 

Il ne reste plus qu'à exploiter cette propriété : 

Pour toute fonction h presque-borélienne sur E x R , il existe une fonction 

Çfh presque borélienne, telle que 

E # [ e " L * z L * \ o< u><tfi&V » vf* z s QThtxy dB* . 

Théorème 42. ( Z ^ 0 < L(r) < r 1 p (X L ( r ) ) h(Xr) ] = E ̂  ^ z

s0"h(X s ' 

E f 0 ° ° e ' M S ) e " L ( S ) 10<L(s)<s I M W ^ * " E i ^ e " M S ) V * W s ) c B s 

où V**h(x)= R " e _ M r ) Q*h(x,r)dr. 
J 0 

S 1 

Remarque. Par construction e V* l(Xg) = 1 B p.s. et le théorème est un théorème 

d'intégration sur analogue à la proposition 12. 

On applique la formule à n* = e r ® n , en remarquant qu'il ne peut y avoir 

de sauts à l'instant C A T , temps d'arrêt accessible 

E f ^ ^ V ^ Z ^ 0<L*<C* 1F(X*)h(X*-)] 
= E ^ [ e - L ( r ) Z L ( r ) 0 < L ( r ) < r 1 F (X L ( r ) )h(X r )] qui est égal d'après la 

relation à E^( Qli(X , r-s) dBc . 
J]0,r[ 

La seconde relation se déduit immédiatement de cette dernière, en intégrant 

par rapport en r par la mesure e""^1^ dr 

R°°e-X ( r )dr e 4 Q*h(X .r-s)dBs = gì* "dB_ R~e-V ( r)QTi(X s,r-s)dr 
J 0 J]0,rf s J 0 s 

= E ^ V * 3 ) dBs V^ r )h(X s) 
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où V*Xh(x) = T e" X ( r ) Q*h(x,r)dr . 
J 0 

On pourrait de la même façon retrouver des formules de conditionnement. 
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CHAPITRE (IX).- BALAYAGE SUR UN PARFAIT ALEATOIRE. 

APPLICATION A L'ETUDE DU GENERATEUR. 

Dans ce chapitre nous supposons que M est un ensemble parfait. Au premier 

paragraphe nous reprenons dans ce cas particulier des résultats des chapitres pré­

cédents pour obtenir une décomposition de la résolvante et une décomposition du 

semi-groupe du processus droit que 11 on balaye. Dans le paragraphe deux on étend 

la notion de générateur et on net ainsi en évidence deux opérateurs analogues au 

générateur à l1 intérieur et à la condition frontière qu'on rencontre dans l'étude 

des diffusions sur une variété à bord. Au paragraphe trois on étudie ces opérateurs 

et au paragraphe quatre on donne une application à lRn . 

§ 1. Décomposition de la résolvante et du semi-groupe . 

Puisque M est parfait M = pp d'après la proposition 2, D est donc aussi le 

temps d'entrée dans Pp ou Pp c'est-à-dire le temps d'entrée dans F . Rappelons 

que F est un fermé fin presque borélien et régulier. 

La décomposition de est alors plus simple, tout élément g de rVPest 

point d'accumulation à gauche de points de M et X « € F donc M"* et \C; 
g a 

sont vides : NT= ïvT + M~* MT = M" = i g € M" X _ €F , X €FC i 
TT sr b sr & g g 

= (g € NT X g = X g- € F ) . 

Nous allons reprendre les résultats concernant les projections prévisibles. Soit 

K la 1-balayée prévisible de la fonction 1, puisque est vide K est continue 
a 

et K = Î̂ (1) est absolument continue par rapport à K . Nous noterons y u n e 
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A 
densité mesurable de K par rapport à K . La projection duale prévisible 
(ou bien mesurable) de la mesure > ' c o e ŝ dt) est la mesure 

gT\T 8 g 

X n 

Y(X S) Ê s(c)dKg . 

Si (N, H) désigne le système de Lévy du processus droit X , la projection 

duale prévisible de 7 ^ v^Xg^ eg^dt^ e s t égale à N(lpC v)(Xg)dHg ; comme 
8 < b 

7"""* v(X ) c (dt) = dâ(l) est absolument continue par rapport à K il est clair 
g t^Ç g 8 

que N(1 c v)(Xs)dH « K , Nous noterons n une densité Se mesurable de cette 
A 

dernière fonctionnelle par rapport à K et nous poserons 
N(x,1 c h v) 

( " ( X ) N(x ,Ç v) S i * ' V ï M ° 
S(x,h)= 1 

\j{6] s i n o n 

nous poserons aussi & ( c ) = S ( x , ^ ; avec ces notations la projection duale 

A X 

prévisible de la mesure ) ~ 7 co6 e (dt) est la mesure Eg (c)dK d'après le 
g trMb"

 8 

théorème 32. 

Soit 6(.) la densité de / 1„(X )ds par rapport à K, , soit par ailleurs 
0 * 

&x la mesure définie pour tout x de F par Ex(c) = y(x) Êx(c) + Ê*(c) la projec­

tion prévisible de 7"""! co6 e (dt) est donc Ê s(c)dKg ; on notera P.f(x) 

A g ^ T 8 8 ^ 
= Ex [ f(xp ] le semi-groupe correspondant, V* la résolvante et 
A A X 

Qtf(x) = E [f(X t) 1j t < DjJ le semi-groupe subordonné, nous utiliserons très souvent 

le fait que ne dépend que de \A c ' est-à-dire que f = V^g entraîne que 

^ f = VXg . 
Les deux formules suivantes expriment avec ces notations des résultats déjà 

établis sur le balayage : 



81 IX, §1 

Décomposition des résolvantes. 

Il existe un noyau sous markovien sur le compactifié de Ray-Knight du 

v-processus, soit TT(X, dy) x € F, et des fonctions p-excessives du compactifié 
v P+1 N v P+1 N 

soit —^—, prolongeant —-— (où h est presque borélienne), telles que, 

pour toute h presque borélienne bornée, Vp > 0 

(IX.1.1.) Uph(x) = Vph(x) + E j " e - p t dKt[6(Xt)h(Xt) + Y ^ Î T ^ , ^ ) 

+ s (x t ,XL h )]° 

Décomposition des semi-groupes. 

(IX.1.2.) Ex[h(X t)] = Ex[h(Xt) t < D)] + Ex[h(xp, X( €F]+ EJ Q^X^dK^ 
]0,t [ 

Nous concluons ce paragraphe, en rappelant un résultat de Bernard Maisonnsuve 

qui nous sera très utile dans l'étude qui va suivre : 

Proposition 43. Posons F>t(r,x)(f) = f(r-t, x) si t< r 

= Ex[f(Do X D ( t - r ) ] si t> r . 

Pour toute loi P^, le processus (Do ê , X D o et) est fortement markovien par 

rapport à la famille F^ = FD(t) e t a d m e t Pt c o m m e semi-groupe de transition. 

Ceci est vrai dans un cadre très général. 

Dans le cadre précisé ici, le processus X

D ^ ) l u i " m ^ m e e s * fortement markovien. 

Nous lfappelerons processus sur le bord. 

Remarque. Sous l'hypothèse que M est sans point isolé, le processus D(t) (continu 

à droite) est quasi-continu à gauche c.à.d. que pour tout temps d!arrêt prévisible 

T , D(T)" = D(T). 

En effet, les sauts du processus D(t) sont les éléments de M~*(a)), et dans 
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M~* ne passe aucun graphe de temps d'arrêt prévisible, puisque ivf= M^UMj* r et 

que dans il ne passe aucun graphe de temps d'arrêt et dans M^*r que des 

graphes de temps d'arrêt totalement inaccessibles, dès lors si est quasi-

continu à gauche x

D ( t ) 1 ? e s t a u s s i » 

§ 2. Extension de la notion de générateur. 

Nous nous intéressons maintenant au générateur de X ; dans le cas où F est 

la frontière topologique du domaine dans lequel le processus prend ses valeurs , 

nous aurons des résultats analogues à ceux qu'on rencontre en théorie des frontières. 

Nous donnons auparavant une définition valable pour n'importe quel processus droit, 

supposé sans point de branchement. 

x A. Définition 44. Soient (W, Y^, Ĝ , TT ) un processus droit de résolvante K et de 

semi-groupe TT , et A une fonctionnelle additive continue satisfaisant à Ex(Ap < » 

pour tout t et tout x . Nous diront qu'une fonction f universellement mesurable 

bornée appartient au domaine étendu de la fonctionnelle A pour X , que nous note­

rons De(A), s ' il existe une fonction universellement mesurable bornée g , telle que 

(IX.2.1) f(Y.) - f(Y ) - g(Y JdA soit une TT martingale pour tout x pour 
l O J Q S S X 

les tribus . 

Nous noterons Df la fonction g , nous dirons que D est l'opérateur de dérivation 

par rapport à A . 

Lemme 45. Les propositions suivantes sont équivalentes : (1) f € De(A) et g = Df 

(2) TTtf(x) = f(x) + E J g(Ys)dAs 

г 
(3) \КХf(x) = f(x) + Ex L e_XSg(Ys)dAs 
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Démonstration . Seul 3) — » 1) demande des explications : on suppose d'abord 

que f = cp et l'implication résulte de la propriété de Markov et de l'unicité des 

transformées de Laplace. On conclut comme d'habitude. 

Nous allons maintenant rappeler une définition due à Mokobodski [21 ] . 

Définition 46. Soit (X ,$ ) un espace mesurable et (V*") Q une famille résolvante 

sous-markovienne de noyaux positifs sur ( X , $ ) . On suppose que V = sup V*" est 

un noyau borné. Soit C le cône des fonctions surmédianes par rapport à cette résol-

vante, un opérateur D de C dans X est presque positif si 

(P.P.) v r v 2 €C , V l >,v2 v^x) = v2(x) => DVl(x) « Dv2(x) . 

Il est appelé un 11 bon opérateur presque positif" si : 

a) DÍWj+ŵ  >y D(w2) » 0 V w1 + w2 € C 

b) D(w) >,0 Vw € C et D(w+e V 1 ) < D(w) + e D V 1 

c) pour toute fonction cp >,0 de la forme cp = g - g où g., et g0 sont des 

fonctions excessives bornées, DVçp = cp . 

Le premier exemple est lim sup \(l - \ \A) (ou lim inf). 
X —* oo \ -* eo 

On trouvera en annexe les propriétés dont nous nous servirons. 

Proposition 47. a) La fonction Df est unique A p.s. 
b) Supposons que la fonctionnelle T : = t A C soit absolument 

continue par rapport à A , soit aK^g(x) = E

XJ^° e~at" ^^(X^dA^ une résolvante, 

et D f̂ un bon-opérateur presque positif pour cette résolvante, soit p la densité 

de T par rapport à A : 

Df = apf-D^f A p.s. 
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Remarque . Il est facile d! établir que aK^ est la résolvante du processus déduit 

du processus tué de X par e~^t , par le changement de temps associé à A (une 

démonstration figure dans [a]). 

Démonstration. a) Supposons qu'il existe deux fonctions g et g1 satisfai­

sant (IX.2.1.), les processus croissants g(Y )dA et / g1 (Yc)dA ne diffè-
J0 s s j 0 s s 

rent alors que par une martingale, ils sont donc TT̂  p.s. égaux. 

b) Soit U^P le a potentiel de cp par rapport à A , la formule 3 

s'écrit alors f = U (̂a p f - g) comme = aK° 
U A f D A ( U A ( a p £ " = U A ( a Pf " ̂  = f = U A ( D A £ ) ' 

l f équation résolvante - uĵ  = ((i - \ ) K̂ 1 = (̂  - \ ) KX entraîne alors que 

\ KX f = f + U (̂a P f - D f̂) d'où le résultat. 

Nous revenons maintenant au cadre précisé au début du chapitre et nous don­

nons une deuxième définition. 

Définition 48 . Nous dirons qu'une fonction f universellement mesurable bornée, 

appartient au domaine généralisé du processus X , que nous noterons Dg(X), s ' il 

existe deux fonctions universellement mesurables bornées, que nous noterons Lf 

et Tt telles que : 

(IX.2.2.) Pour tout x, f(Xt) - f(XQ) -Ĵ  lFC(Xs)Lf(Xs)ds -Ĵ  n(Xg)dKs 

est une P x martingale pour les tribus . 

Remarque . Cela revient à dire que f appartient au domaine étendu de la fonction­

nelle 1 C .T + K , alors Lf = 1 p C Df et Tt = l p Df . 
o o 

Notations. Nous noterons X le processus stoppé à l'instant D , De(T) le domaine 
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o o 
étendu de T pour X et D l'opérateur de dérivation correspondant. Nous dési-

\. 

gnerons pour X le processus sur le bord, c1 est-à-dire le processus > 

E>e(K) et D désigneront le domaine étendu de K et d'opérateur de dérivation 

correspondant pour X . 

Théorème 49. Il y a équivalence entre 

a) f 6 Dg(X) 

b) f € î)e(T) et V F € De(ft) . 
o 

Si a) (ou b)) est réalisé 1 cLf=Df T p.s. 

Tt = Df + f - Hf K p.s. 

où f - Hf désigne la limite de Qu(f - Hf), 
o 

Démonstration . a) Nous allons d'abord montrer que f 6 D (X) f € D (T) 
et 1 Lf=Df Tp.s.. 

F c 

D'après le théorème de Doob et la relation (IX.2.2.) 
(tAD 

(IX.2.3.) f ( * t A D ) - № 0 ) - J 1pC(Xs)Lf(Xs)ds est une Px-martingale des 
A 

tribus f t A D car K ne croft qUaprès D , or 

' A ' ^ ^ ' F ^ S A D ' ^ S A ^
 d o n c 1 €°De<T> e t

 V C L F = ° F 

O 
T ' p. s, où T 't = t A C A D par définition̂  on veut démontrer que 1 Lf = Df Tp.s., 

F comme 1 Lf = 0 sur F ceci revient à vérifier que Df = 0 sur F pc 

[alors f 1FC(Xg)Lf(Xs) =f Df(Xg)ds] . 
^ o ^ 

Rappelons que X , stoppé de X à D , est à valeur dans F U F c . 

Soit Hxt(x) = Ex(e" X D f (X D ) ) , la résolvante du processus X est V^= \A + "̂ 

(\ ^ 0) ; si \ = 0 on désignera H° par H , 
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L'opérateur DT f = lim̂  sup [X -\ — ) 1 est un bon opérateur 

presque positif pour la résolvante î V + \ > Q î donc, d'après la proposition 47 

Df = af -D^ f ; or si x € F U ^ ^ x ) = 0 et HX+af(x) = f(x), ainsi D^ f(x) = af 

o 
par suite D f = 0 sur F . 

o 
b) Vérifions que f € De(T) =^ f - Hf 6 D

g ( x ) î ^ e s t immédiat de démontrer 
o o 

que Hf(X,) est une 7. ^ martingale, donc dans le cas présent f - Hf €D (T) t —t A ij e 
o o 

et D(f-Hf) = Df (T p.s.) ce qu'on écrira ainsi : 
ft 

(IX.2.4.) Q.(f-Hf) = f-Hf + QDfds. 
1 J 0 

Il résulte alors du lemme 45 (3), qu'il existe une fonction cp telle que f-Hf = V*"cp . 

Considérons 

Qt(f-Hf) = Y(x) ÊX[(f-Hf)(Xt) l j t < D ) ] + È|[(f-Hf)(Xt)] 

Si t \ 0 , cette expression converge alors vers y(x) V^ + S(^P ) que nous noterons 

f - Hf , cette expression ne dépend de cp que par l'intermédiaire de V̂ cp . Montrons 
A 

que la relation (IX,2.4.) s'étend à Q sous la forme suivante : 
(IX.2.5.) EQ t_ s(f-Hf)(X s)di< s = EJ^ fSr<Xs)dK8 + EJQ dK/o"

Sàu°Df(Xs)du. 

En effet E x / o Qt_s(f-Hf)Xs)dKs = ̂  r ^ W U K X . ) 1|g < t < D g ) 3 • 

g < b 

= Ï " E X [

G ^ \ + U

[ ( F - H F ) ( X T W 1 ( 0 < T - ( g + u ) < D } 3 l î g + u < D g | 3 
g+u <t 

on peut transformer cette dernière expression en utilisant la formule (IX.2.4.) 

appliquée aux temps d'arrêt permettant d'énumérer les g+u soit : 
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E x / 0 Q t. s(f-Hf)(xs)dKs = u» E x( Jf-Hf)(Xg+u) 1 j g + u < D ( g ) j) 

g+u<t 

ft-g+uAD0 
+ U ^ E x C L - - E X D f ( X s> d S Vu<D(g)) ' u-O gTM g+u o 

g+u<t J 

Par définition des opérateurs A , en faisant tendre u vers zéro on obtient 

(IX.2.5.). Il reste à vérifier que ceci entraîne bien que f-Hf € Dg(X). 

La formule de représentation des semi-groupes (IX.1,2.) permet ici d'écrire que : 

Ex[(f-Hf)(Xt) j =E x [(f-Hf)(X t )1 { t < D j ] + BJ à t_s(f-Hf)(Xs)dKs . 

f-Hf appartenant à De(T), on peut expliciter cette relation en tenant compte des 

relations (IX.2.4.) et (IX.2.5.). Il vient alors : 

Ex [(f-Hf)(Xt) ] = (f-Hf)(x) + E J 1pc(Xs) D f ( X

s

) d s + ExJ , £-Hf(Xs)dKs 

r A rt-Sa o 
+ E dK Q Df(X )du . 

X J ]o,tr J 0 U S 

Etudions ce que représente u dernier terme, en faisant le changement de variable 

v = u+s 
Exf- d"s f SQuDf(Xs)du = E f dK f Q s Df(X )dv 

= E f dv f 6 Df(XJdK , 
X J ] 0 , t [ J ]0,v[ V S S S 

après interversion de l'ordre d'intégration. 

Or, par définition EJ ^ Qy_ s Df(Xg)dKs = EjDf(Xv) ^C(\) 1 j y > D | J . 

En intégrant par rapport à v , et en regroupant tous ces calculs, on montre donc 

que 
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EY[(f-Hf)(X.)> (f-Hf)(x) + E f 1 C(X )Df(Xjds + Ex f JÇHÎ(XJdiV 
x t x j Q p s b J]0,t[ 

qui est le résultat cherché. 

c) Pour caractériser complètement les fonctions qui appartiennent au domaine 

généralisé de X , il reste à étudier la classe des fonctions f pour lesquelles Hf 

o 

appartient à Dg(X). Il suffit de remarquer que DHf = 0 , Hf €Dg(X) est équivalent 

à : Ex [Hf(Xt) ] = Hf(x) + ExJ mf(Xs)dKs . 

Kg a son support contenu dans F , cfest donc aussi une fonctionnelle additive du 

processus X . La relation ci-dessus signifie donc que VF appartient à De(K) 

et réciproquement. 

Regroupant tous ces résultats, on voit qu'on a montré également que : 

K p.s. rf = THf + f̂ Hf et K p.s. rHf = D( f / F ) . 

§ 3. Etude de l'opérateur Tf . 

Nous nous proposons de préciser un peu la nature de Tf , en montrant qu'on 

peut l'écrire sous la forme de la somme de deux opérateurs, l'un traduisant l'in­

fluence des incursions (dépendant donc de tout le processus) l'autre ne dépendant 

que de ce qui se passe sur F "indépendamment du comportement du processus à 

l'intérieur". 

La forme explicite de T que nous donnerons dans le cadre des processus 

de réflections dans un domaine fermé de Rn , fera mieux comprendre ce type de 

décomposition (cf. paragraphe suivant). 

A - Définition de l'opérateur A . Propriétés. 

Pour toute fonction G de $(F) 0 fl(F) positive, la fonction définie sur F 
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par E X | "G(X O ,X D ) 1Ju < d çj] croît si u décroît vers zéro, la limite étant éven-
Ex\TG(Xo'XD>J 

tuellement infinie, si cette limite est finie, la surmartingale u

 v ^ ^ 1 jy^^^j 

(pour la loi Ê x / V ) , a alors des limites le long des trajectoires, lorsque u tend 

vers zéro. 

Il parait raisonnable que cela se produira plus fréquemment lorsque G(x,x) = 0. 
o 

Définition 50. Pour toute fonction f € De(T), on définit lf opérateur 

Af = t^Ht + Um ÊX [(Hf(Xu) - f (XQ)) 1{U < D } 3 

(bien noter qu1 il s1 agit de X q et non de X ^ ) . 

Proposition 51. La mesure ) ^ ^ [ f ( X D ^ ) - f(X^)~- gg(dt), qui représente la fonc­

tionnelle des sauts du processus sur le bord dus aux incursions a pour projection 

prévisible AHf.dK . 

Démonstration. Les sauts du processus ^^(t) d u s a u x i n c u r s i ° n s s e produisent 

aux instants de M~* (y compris le saut en 6) , et si s/g = D(t) X

D ( S ) converge 

vers X^ : l'expression représente donc bien les sauts en question. 
A 

Pour simplifier l'écriture on notera A Hf l'opérateur E [(Hf(Xu)-f(X0))lju < Dj] 

A uHf(Xg)dks est par définition de E la projection duale prévisible de 

g I ^ J ^ D ( g ) ) - f ( V ) ] L , G + U < D ( g ) ! 

il suffit alors d ' appliquer le lemme 7. 

B - Etude de l'opérateur Tf - Af . 

Dans ce paragraphe on suppose que AHf existe et est fini p.s.. Alors 

par définition Tt - Af = T Hf - AHf . 

On se propose de montrer que l'opérateur Tt - Af satisfait "presque" au principe 
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du maximum sur le bord. 

Lemme 52. Supposons que f/F soit maximum en un point x. Alors pour tout 

temps d'arrêt t , 

Ex^D(t Au ) ) - | 3 0 ) T A u ]

A U H £ ( X s ) d *s- < f W ' 

Démonstration. D'après la proposition précédente 

^ D o , ™ ^ * * 8 ^ 8 = E * ^ W W " £ ( X"g ) ] lig +u<D(g)!1(g<x,u!J-

Or entre les instants 0 et u, il n'y a pu avoir qu'au plus une extrémité gauche 

d ' intervalle contigu à M de longueur strictement plus grande que u donc : 

ExJf]0,T*u] û U H £ ( X s^s = Ex ^ X D (tW - « XUt„u)^ 1i0 <L(tau)+u <D(TAu)! 3 

E x r « X D ( T A U ) > " / ] 0 ( T A u ] û U H f ( X s ) d f t s ] = E ^ £ ( X D ( W " 1|0<L(tAu)+u<D(t,u)! C 

+ ^^tauP 1i0 < L(tau)+u <D(ta u) ! 3 

f ( X D(T ,u)^ < f W' f<XL(TAu)K < f W 

donc E x r i(X D ( T A u ) ) - / AUHf(Xs)dKs] N< £(x) . 
JU,T/\U J 

Remarque. On peut montrer que THf - A Hf appartient au domaine étendu par 

rapport à K d'un vrai processus, obtenu à partir du processus sur le bord par 

une transformation visant à lui ôter les sauts du processus DQet d'amplitude 

strictement supérieure à u . L ' opération n ' étant pas simple nous ne 1 ' indiquons 

que sommairement ici. Notons 6 la densité de mort du processus ^^(t) d u e a u x 

incursions, par rapport à Kt , et k u (. , .) une fonction telle que la fonctionnelle 

retorse du processus sur le bord g ^D(s))\xb(s) £ x - ) \ D(s)-s>u } 1|D(s) < H 

ait même projection prévisible que g ^ ( s ) * V D ( s ) ^ X'-s!
ku(Xs''XD(s))1is<D(s)<+=° 
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(cf. Théorie du système de Levy, Benveniste et Jacod). 
J* 6(Xs)dK 

Si x6ôG,E fe f(X ) n [1 - ku(X~, X ) ] ] défini un semi-groupe 

de Markov, le processus associé satisfait à la condition annoncée. 

Les opérateurs r et A n'étant définis que K p.s., il n'est pas possible de 

définir un vrai principe du maximum. Aussi sommes nous amenés à donner la défini­

tion suivante : 
A 

Définition 53. Nous dirons qu1 un opérateur satisfait au principe du maximum K pres­

que sûr, s'il existe un opérateur satisfaisant au principe du maximum qui lui est 

K p.s. égal. 

Théorème 54. L1 opérateur T - A satisfait au principe du maximum sur le bord 
A 

(cà.d. pour f/F ) K p.s. 

L1 opérateur A satisfait au principe du maximum K p.s. 

Démonstration . a) Soit V un voisinage fin de x et !F(x,V) la famille des 

voisinages fins de x , contenus dans V . Notons T(V) le premier temps de sortie 

de l'intérieur de U . Alors l'expression 
E x W X T ( v , ) A U ) - | ( v A"H t(X s) dK s]-f(x) 

lim sup =r-V - \ est « 0 

VjixiVÉ F(x,V) * V K T(V ' ) 4U J 

si f/F atteint son maximum en x et si on convient de considérer l'expression 

précédente comme nulle si elle n'est pas définie. 

L'opérateur ainsi défini est égal K p.s. à THf - d'après les résultats 

cités en annexe de Mokobodski. Par suite r 
E X W X T ( V ^ U ) - J ^ f (X s )dK s ] - f (x ) 

lim sup lim sup l°tTW Mul 
sur les rationnels x n v >n u 
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satisfait au principe du maximum sur le bord et est égal K p.s. THf - A Hf 

d'où le résultat. 

b) Revenons à la définition de A et supposons que f présente un maximum au 
*x/v f(X)-f(X) 

point x de F ; comme Af = lim EQ [ — 1{U<DAÇ! ^ ' A F ^ E S T 

u -*0 u 

donc négatif. 

CoroUaire. f € D (T) 6Lf = Tf K p.s. 

§. 4. Application à l1 étude du générateur des processus de réflexion dans FP 

Définition 55. Nous appelerons processus de réflexion, un processus à valeurs dans 

un domaine G de Rd , d'intérieur G et de frontière F , où F est une variété 

de dimension d-1 tel que tout point est régulier pour F , et dont le domaine géné-

ralisé contient toutes les fonctions de £ „(G). Il existe donc deux opérateurs T et 
K. 

L tels que ,Vf € & (̂G) 
f (X. ) - f (X)- f 1_(XjLf(X )ds J rf(Xjdko soit une P -martingale. 

O J Q U S S J Q S S X 
Nous allons expliciter les opérateurs L et T. 

Définition 56. On appelle opérateur de diffusion sur G , un opérateur A tel que 

Au(x) - £ a (x) ^ + C bt(x) + c(x) u(x) * * " 

1,3=1 J ^i 1=1 ^i u€CK(G) 

(U, cp) étant une carte quelconqie. 

On appelle opérateur de Lévy T de noyau t , une application linéaire de 

% (G) dans B(F) telle que \/x € F , x £ supp u ; pour toute carte (U,cp) 

U H F ¿0 

T u(x) = t(x,dy)ru(y)-u(x) - Ç Jg- (x)(^y) - cp.(x))]. 
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Théorème 57. Soit X un processus de réflexion sur G , les opérateurs L et T 

ont nécessairement la forme suivante : 

L est un opérateur de diffusion sur G , T = a ̂  + Hu/F) + Tu 

où a 6 B+(F) v est un champ de vecteur de classe C° dirigé strictement vers 

l'intérieur; A est un opérateur de diffusion sur F et r un opérateur de Lévy. 

Démonstration. Considérons d'abord le cas où G = îx̂  >, 0 I .Soit K n 

une suite croissante de compacts recouvrant {*} >/ 0 i et T n le premier temps 

2 
de sortie de K , il existe des fonctions de classe CTX coihcidant avec les coor-n K 

données sur chacun des compact Kn . L'hypothèse entraînant que chaque coordon­

née est une semi-martingale locale, il existe des fonctions presque-boréliennes 

bornées b1 et ï 1 telles que : les expressions suivantes 

M} = X*-X*- [ 1 (X) b1(Xe)ds - f Y1(Xo)dKo soient des martingales locales 
l t O J Q p»C S S JQ S S 

continues à droite, dont la partie continue des processus croissants <M1,MJ> soit 

de la forme ^ a . ^ ) 1G(Xs)ds + <£ a..(Xs)dKs . 
2 

Il ne reste plus qu'a appliquer la formule d'Ito. Si f € £ 
K f(X t)-f(Xo)-| 1G(Xs)L

1f(Xs)ds - Jr1f(X s)dK s - Ç « X s ) - f ( X s ) -
0 0 s-$ t 

- £ J D Ì f X s"( X s- X s-> 

est une Px-martingale locale pour tout x où : 

1 ò2f JL, òf 
L £ = XZ. a i j5x-^R + C b j 4 : 

et T1f= JZL a . - 5 - T - + C Yi P~ . 

Or par hypothèse, il existe des opérateurs T et L tels que 
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f(X.) -f(X ) - f V(X )Lf(Xjds - f n(Xjdko soit une Px-martingale. 
I O J Q U S S J Q s s 

E

x ( I Z f < X

s ) -
 f<Xs~) - n ^ V ^ s " * ^ = E^N(f(.)-f(Xs)-Çj4D

if(Xs)(.-x))lHs 

A 

est donc absolument continu par rapport à 1ç.T + K . 

Notons y la densité de Radon-Nykodym de H par rapport à Iç.T + K et 

posons s(x,dy) = N(x,dy) 1pC(x) y(x) 

t(x,dy) =N(x, dy) 1p(x) >(x) . 

Il est alors évident qu!on peut choisir L de la forme 

L f = A a y ^ + £ b j ^ * ^ s i x € p C 

i,J=1 i J 1=1 J J 1=1 

= 0 si x € F (ou n'importe quoi d1 autre d'ailleurs) 

* Tt Oy + ̂  y] $L + J [ f ( y ) . f( x ) Dif(x)(yi-xi)t(x,dy) 

si x € F . 

Précisons la forme de T de manière à retrouver les opérateurs A f et 
1 2 

TMf - AHf . Pour cela, nous allons calculer de deux façons différentes (X^) 

La formule d'Ito donne d!une part que 

(X|) 2 = ( X j 2 ^ 2 X1

s dMs + ^ 1 f C (X s ) Lx2(Xs)ds +/ oa 1 1(X 8)dK 8 . 

D1 autre part x ^ x 2 + r si x > 0 est de classe fe2 donc 

( X j 2 + r = ( X ^ ) 2 + r

 + (2+r)/ ( X 1

s )
1 + r dMs + f 1F C(X s)Lx2 + r(X s)ds . 

Nous avons tenu compte dans ces calculs du fait que K ne charge que X = 0. 

On vérifie facilement que si l'on fait tendre r vers zéro, chacun des termes con­

verge vers le terme correspondant dans l1 expression de (X^)2. On ne retrouve pas 

de terme en a«jj(Xs)dKs qui est donc nul p. s. 
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lf* 1̂ (X )<dM1,dMj > )a .(X )dk \M a,Ax )dk /j a..(X )dK U0 F s; 9 s1 'L Fv s' sy s' s^J 11v s' s" J JJv s7 s 

On a donc K p.s. a 1 .(X ) = 0 . 

D'autre part les termes de la forme E rî ' (X~)(X1 I^X )] se représentent 
X < • ' dX 1 s s r s . ŝ  t 

sous la forme E f y2AX ) —AX )dk . 
XJ0 1 s Sx1 s s 

On peut donc écrire l'opérateur T sous la forme suivante : 

n = Y

1(x)-Mr+è Y i C CL.. + I [f(y)-f(x)-

Dans le cadre d'un domaine plus général (ou d'une variété de dimension d) on 

procède par difféomorphisme à l'aide de cartes locales (U,x) telles que x(U) soit 

un ouvert de Rn = jx** >y 0 ) le bord étant défini à l'aide de . 

On obtient alors facilement la forme des opérateurs pour toute fonction f dont 

le support est contenu dans U , ce qui permet de déterminer de la même façon les 

opérateurs L et T. 

Corollaire 56. Pour qu'un processus de Markov sur une variété a bord contienne 

2 

les fonctions de classe fc^ dans le générateur étendu, il est nécessaire et suffisant 

que ces fonctions appartiennent au domaine étendu du générateur du processus stop­

pé, et que restreintes à F , elles appartiennent au domaine étendu du processus sur 

le bord. 2 

Sous ces hypothèses les fonctions de fe^ qui appartiennent à DC(T) sont 

limitées par la condition frontière 6 Lf = Tt . 

Remarque . Ce théorème qui généralise le théorème de Ventcell1 , justifie le point 

de vue que nous avons utilisé dans [13] pour construire des processus de réflexion 

sur R . 
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Nous sommes alors en mesure d'expliciter les opérateurs Af et THf - AHf 

du théorème, ce que nous ferons dans le cadre du demi-espace ! x̂  >/ 0 î . 

Si f 6fe2

K Af = Y

1 i L + f (f(y)-f(x)) t(x,dy) et 
n 2

 d X n n 
IHf - A Hf = ¿2 a Ô-1J— + £ Y - 1 . + [ f£ (y) _ £ ( x ) . P D W ) ] t(x,dy). 

i,j=2 J î j 1=2 J j J F 1̂ 2 
Ces opérateurs possèdent alors manifestement les propriétés annoncées. 

On aurait pu partir de ce point de vue pour retrouver la forme de T . 
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CHAPITRE (X). APPENDICE.- DENSITE RELATIVE DE POTENTIELS COMPA­

RABLES ET OPERATEURS PRESQUE POSITIFS . 

Nous nous proposons de rappeler ici quelques uns des résultats de Mokobodski 

et de montrer leur importance. 

Soit (X,B) un espace mesurable et ( v ^ \ > 0 une famille résolvante sous-

markovienne de noyaux positifs sur (X,B). On suppose que V = sup V. est un noyau 

borné. On appelle opérateur de dérivation de la famille résolvante , 11 opérateur 

D° défini sur B par 

D°f = lim sup\(f - WXt). 
\~* oo 

Théorème A. 1. Soit cp mesurable telle que Vcp soit partout finie et soient 

et u2 des fonctions excessives telles que + û  = Vcp , alors 

= V D°u1 , u2 = V D° u2 . 

Si Vcp est finie w/ 1 cp converge V p.s. vers D°Vcp sans autre condition. 

Une application immédiate, mais importante, est le résultat suivant 

Théorème A.2. Soit A une fonctionnelle additive de o-potentiel uni continue, soit 

B une fonctionnelle absolument continue par rapport à A , c1 est-à-dire telle que 

U^l - Ug1 soit excessive, alors, U existe une fonction g , mesurable par rapport 

à la tribu ^ engendrée par ces fonctions excessives, et telle que B = g.A. 

Démonstration. Il est classique de déduire A.2 de A.l (voir par exemple 

la démonstration de Getoor cité dans Séminaire de Probabilités de Strasbourg V. 

Meyer - retournement du temps) en général on ne réalise pas qu!on obtient le 
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résultat de mesurabilité. 

On peut toujours supposer A strictement croissante de sorte que les fonctions 

excessives du processus et de son changé de temps par A sont les mêmes. 

Notons W f(x) = Ex j°° e"XAt"a tf(X t)dA t ; °°> 1 = W°l = 1 + cp 

et cp sont excessives pour , 1 est donc égale au W° potentiel de 
D D 

g = lim \(Ugl - XW Ûg 1) qui est mesurable par rapport à la tribu engendrée par 

les fonctions excessives ; Ug1 = g donc B = gA . 

Il est remarquable qu'on peut en fait remplacer l'opérateur D° par n'importe 

quel autre opérateur ayant des propriétés similaires, ce qui permet éventuellement 

d'obtenir des résultats très maniables et en particulier d'exprimer la densité en 

terme du processus initial. 

Dans cet ordre d'idée nous allons donner, dans le cas ou V est la résolvante 
d'un processus, une démonstration simple du théorème A.l . 

Soit P. le semi-groupe du processus : lim sup ¿ (P.u - u) = - D u . t n K ) n n o 

Soit u excessive fortement majorée par Vcp <°° , A un processus croissant 

engendrant u(xp et A x la projection duale prévisible de A (à x fixé) A x est 

, x 
absolument continu par rapport au temps et on peut trouver une densité ^ telle 

que u(x) = E <pX(s,u))ds . 
X J 0 

x 1 
Soit Z prévisible ; nous allons montrer que ^ (s, a) = -lim sup r(P.u-u)(X ) . 

h-O Z1 S 

f00 i P00 1 F f s + n 

En effet : - e J Z g lim sup i(Phu-u)(Xg)ds = e J Z g lim sup ¿["E J 4>X(u)du]ds 
rco pS+h 

^ E Zslimsup(r-/ v;(u)du)ds . 
X J 0 ^ s 

1 F+h 

Comme (̂u)du a, pour presque tout s , une limite Ĵ (S) 
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E x j 0

 Z s D o h ( X s ) d s « E J l Z s ^s>ds • 

De même E

x j ^ z

s Em~ J (E = S j ^ ) d s » ÏÏ5T E J ^ Z S J( J ^ \ ) d s 

>, lim E X ^ Z s ( j T + h , ) d s > , E f z s uafif* „)ds = E j / " z s A s ) d s 
^ s 0 

ce qui établi A. 1. dans ce cas. 

DQ qui apparait comme un prolongement de l1 opérateur caractéristique A 

peut être aussi bien remplacé par un prolongement de l f opérateur de Dynkin a (avec 

ce que cela implique de local I) cfest ce que nous allons voir, après avoir donné la 

définition suivante. 

Définition A.3. Soit C le cône des fonctions surmédianes par rapport à la résol­

vante V*" . Un opérateur D de C dans X R est dit presque-positif si 

(P.P.) [ v r v 2 €C, V l >„v2, v1(x)=v2(x)] DV l(x)N<Dv2(x). 

Il est dit "bon opérateur presque-positif" si en outre 

a) D(w1 + w2) ^D(w1) >, 0 V w1 + w2 € C 

b) D(w) >y0 v w € C 

D(w + eVl) ^ D(w) + c DV1 \jw €C , e >0 

c)Vcp;>,0 cp=g..-g2 où g1 et g2 sont excessives bornées 

(I) DVcp=cp. 

Le premier exemple de tel opérateur est précisément D° , ou lim \(l - \ ) . 

Théorème A.4. Soit D un bon opérateur presque positif 

(II) D V cp = D°V cp V cp € | e V presque-partout 

11 ensemble négligeable ne dépendant que de cp et non de D . 
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Exemple . On suppose que est la résolvante dfun processus droit, on note 

ft la régularisée 1-excessive de w surmédiane (on rappelle que ft et ft = w 

V p.s.). 

Pour chaque x de X et chaque voisinage fini V de x on note f{x, V) la 

famille des voisinages fins de x contenus dans V et T(V) le premier temps de 

sortie de l'intérieur de V , on remarque que 0 < EX(T(V)) < 0 0 car V 1 est bornée, 

alors l1 opérateur 
w(x)-E (ft(X , ,0 

D w(x) = lim sup */w,\ S } 

Vi\x\ V'€«x ,V) E x T ( V , ) 

est un "bon opérateur presque positif" . 

Le seul point à vérifier est le point c) .Soit cp différence de deux fonctions excès-

Vcp(x)-Ex[VcpXT(v,)-l E x J ^
V )cp(Xs)ds 

S l v e s : E T(V) * ' = E ^ l 
X V ' X x ' 

pour tout e il existe un voisinage fin V £ de x tel que 

fT(V J 

E j 6 | cp(Xs) - cp(XQ)| ds < e E X î(V e) donc D V cp = V cp . 

Remarque . On obtient évidemment le même résultat en prenant pour V le potentiel 

w° = d1 une fonctionnelle additive A et en remplaçant E (T(V !)) par 
i\ x 

rT(V') _ 
E / e~sdA . Naturellement on peut aussi remplacer lim sup par lim inf. 

xj Q s 

Corollaire A.5. Soit D un opérateur presque positif relativement à w \ on peut 

choisir pour densité de B par rapport à A la fonction D 1 . Démonstration . 1 = g est de la forme wXcp donc U^DU Î = U^D°Ug1 . 

Corollaire A.6. On peut choisir pour densité de B par rapport à A la fonction 
E x i n U e~ S d Bs g(x) = lim sup ftrfi— (ou bien sûr lim inf) 

<4W E f1 e S dA s 
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Démonstration. Si A est strictement croissante on considère l1 opérateur D 

déjà défini. 

Si A n1 est pas strictement croissante -on peut prendre comme densité de A 

par rapport à A+T l!une ou l'autre des fonctions 

FT(U) PT(U) 
ExJo e" S d As ExJo e ' S d A s lim sup fètrn ou lim inf sfr* 

Ujjx) E xJ^ U ,e- sd(A +T) s Uiîx| T j ^ ^ Ç 

de même on peut choisir pour densité de B par rapport à A+T 
ExJ e~ S d Bs lim sup —ffl-T TI ou la lim inf correspondante 

U|ix) ExJ
TJU) e-sd(A+T)s 

dès lors en convenant que °/o = 0 les fonctions 

FT(U) |r(U) 
Exjo e ^s E x i e ^s 

U M IN£ —PM U M S U P —?M 
Exi 0

 e " S d ( A + T >s ExJ 0 e-Sd(A+T) s 

T ^ T " e t plDT~: 
E e dA E e dA x j 0 s xJQ s 

U M S U P T(u) _ U m i n £ WJV~ 
ExJ 0

 e _ S d ( A + T ) S

 ExJ 0

 e ' S d ^ T ) s 

sont w° p.s. égales et sont des densités de B par rapport à A comme g est 

comprise entre les deux ceci établit le résultat. 

Théorème A. 7. Avec les notations du chapitre n 

l*|x| EJe-" U | 1 F (X L ( T ( U ) ) ) v (X, ( u ) ) ] 

si x € F . 

On constate bien que V ^ f ne dépend que de V ^ f , cette forme explicite 

conduit précisément à rechercher une loi d'entrée sur le compactifié ne changeant 
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que 11 espace des trajectoires qui pour t > 0 appartiennent à F c (on peut évidem­

ment choisir aussi bien lim inf). 

Démonstration . V^^f est la densité de la projection bien-mesurable I p +^f 

de Z2 ^ e"^p+1^sf(Xs)ds par rapport à K où K =ï 1 1 . 
g € M Jg 
g<t 

D'après ce qui précède on peut choisir sur F comme densité 

E X C llg<T(U)j eP8 f^e^HXsiàs 
lim sup 0*11 J 

E J o ( T ( U ) ) e " S e " P ( S " L ( S ) ) l F ( X L ( s ) ) l F c ( X s ) f ( X s ) d S 

soit encore Um sup D(T(u)) 

^ ! E xJ 0

 e V ^ U s ^ p C ^ 

E x C ) ( U ) ) e " P ( S " L ( S ) ) V X L ( s ) ) V c ( X s £ ( X s ) d s 

qui vaut encore lim sup ¡D( (U)) 

E ^ 0 ( U ) e _ S e " P ( S " L ( S ) ) l F ( X L ( s )> 1

F c
( X s ) f ( X s ) d S 

car lim sup -TT-* est une 
*M E f e-SdK 

xj n s 
densité de f e"S-p(s-L(s)) j x , 1 (Xjds par rapport à [ e~sdK qui 

J Q
 r Msj pC s J Q s 

est nulle si x € F de sorte que la lim sup est nulle K p.s. , de même si p = 0 

f = 1. Sur F c on choisit évidemment 0 puisque K ne croft que sur F , 

Il reste à exprimer V ^ f en fonction de V p + 1 f , il suffit pour cela de noter 
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^ E x C ) U ) ) e " S e " P ( S _ L ( S ) ) V ( X L ( s ) V ( X s № s > d s 

= E x r eP L W U »1 F X L ( T ( u ) ) e - (P + 1 > T ^ V^\i.^c)X(iV))] 

de même pour la fonction 1 et V*(1) = v . 
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ABSTRACT 

In a paper of the 5th Symposium of Berkeley, Motoo has proposed the following 
problem : Let G be a dense open set in a compact S . Then describe all processes 
such that their behaviours before reacting 3G , the boundary of G , is the same 
as that of a given minimal process. 

Much progress of the solving of one aspect of the problem -actually in a 
generalized form- is due to Getoor and Sharpe [21], using Chung's and Azema's 
sweeping out techniques and finally obtaining "last exit decomposition" and contion-
ning formulas. Further work has been done by Meyer [17] . In our paper, we start 
again, for more clearness, with Meyer's presentation, but we are mostly interested 
on the description of processes by means of compactification. More general theorems 
than Getoor and Sharpe are obtained, and simple interpretations are given to some 
concepts. 

A chapter is reserved to the Rn case. 


