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B. HELFFER

Nous nous proposons dans ce travail de donner des conditions suffi-
santes d'hypoellipticité pour des opérateurs d'ordre 2m (m entier) du
type :

2m-1

13 13

2m(x,t,i ax) + j?o aj(x,t,i 3% )

d
Lezt-»2

ot (x,t) est un point courant d'un ouvert O de R:x R, et ou, pour j

entier (0< j<2m), aj(x,t,g) désigne un polynbme homo;;ne de la variable

€ dans lf’, dont les coefficients sont de classe C* dans (.

Les résultats que nous démontrons généralisent ceux récemment obtenus

par T. Matsuzawa [7], Y. Kannai [4] et Y. Kato [6], dont nous utilisons
les méthodes.

Notons que des résultats d'hypoellipticité pour des classes voisines
d'opérateurs se trouvent aussi dans [11].

Les hypothéses de base de ce travail sont les suivantes : 1le symbole
principal de l'opérateur L vérifie une condition (inspirée par les travaux
de F. Tréves [9], [10]) du type :

It

Rea, (x.s,6)ds > C(t -t [g]?" | ken
t!

pour certaines valeurs de t et t'.

D'autres hypothéses assurent la prédominance de Rea par rapport aux

2m
autres termes de l'opérateur.

Sous ces conditions, on montre qu'on peut construire pour 1l'opérateur

transposé une paramétrix approchée a droite du type suivant :
t . A
Kv(x,t) = J‘ ‘r ne1<x’§>l((x,§,t,t') v(g,t')ag . at' ;
T R
o
vix,t) e Ccl(o)

ou K(x,E,t,t') est un symbole dont le terme principal est donné par

—It a, (x,s,g)ds
Ko(x:§»t,t') = e £ Tam

L'hypoellipticité de l'opérateur L se déduit alors des propriétés de

régularité du noyau de l'opérateur K par un procédé classique [8].

n+1

On montre par exemple l'hypoellipticité dans R de l'opérateur :

£,,2 2 1
B 1 e B
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OPERATEURS PARABOLIQUES DEGENERES

ou £, r, p, m sont des entiers positifs vérifiant p>m et ou
Reftzm(x,t,g)zc |§]2m pour (x,t,g) dans rR™ 1! x R,

Au § 1, nous énongons le théoréme principal de cet article. Ce
théoréme contient le théoréme 1.1 de [7], le cas étudié dans [4], et
les théorémes 1 et 2 de [6].

Au § 2 on rappelle (cf. [4] et [6]) comment la démonstration de
1'hypoellipticité se raméne & la construction d'une famille de paramé-

trix approchées pour l'opérateur transposé.

Au § 3, on construit formellement ces paramétrix en utilisant les
méthodes de [7].

Aux § 4, 5, 6, on démontre les estimations qui permettent de donner

un sens i la construction formelle.
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B. HELFFER

§ 1. ENONCE DU THEOREME ET APPLICATIONS

Soit & un ouvert de Rn+1, I un intervalle ouvert de R, 2 un ouvert

relativement compact de Rn.

X = (xl,...,xn) désigne un point courant de Rn, t un point courant de R.

On considére l'opérateur défini dans @ par :

2m-1
1
%) + ¥ aj(x,t, - 53;)

N 1
i j=0

(1.1) L = t-a2m(x,t,

o/
e

ou pour j entier (0sj<2m), aj(x,t,g) désigne un polynbme homogéne d'ordre

j de la variable g dans R" A coeffidents dans C¥(3).

Pour 2 et I fixés tels que Qx I soit contenu dans @, on fait les

hypothéses suivantes.

[(H1] (ef. [10])
—il existe To dans f, k dans N et une constante C strictement positive
tels que la propriété suivante soit vérifiée :

pour tout (x,t,t',g) dans Ox Ix Ix R" tel que t' appartient & 1'in-
tervalle joignant t a To’ on a

|k+1 '§|2m

t
L(1.2) Re(I ' azm(x,s,g)ds) > clt-t
t

(H2)
11 existe des constantes réelles g et 7 telles que, pour tout entier j

(0<j<2m), pour tout (a,B) dans N x N" vérifiant
la]+ lpl+d>o0 (la] + o+ (] + D7 = 1

il existe des constantes C_ B,j telles que, pour tout (x,t,g) dans
ER ]
anx]Rn on ait

g

%P

(1.3) a

2m_J.(x,t,g) <

axPag?
11-(|a|+j)e~(|l3|+j)'r| |2m[(lal+a’>e+(|p|+j>t]-|al—j
2m § *

C . |Rea
< a,Bral
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OPFRATEURS PARABOLIQUES DEGENERES

[H3]

et 7 vérifient la condition :

k
(1.4) 2m Tl (v+9) < 1

Nous pouvons alors énoncer le théoréme suivant :

héoréme 1.1 : Si L est défini dans @ par (1.1) et si pour tout point
(x,t) de o, il existe un voisinage relativement compact de la forme
x I inclus dans O ou les hypothéses [H1], [H2], [H3] sont vérifiées,
alors L est hypoelliptique dans O.

Donnons trois applications & ce théoréme

Exemple 1 (voir [7]) : On suppose n=1, I=7]-1,+1[. On considére 1'opé-
rateur défini dans Qx I par :

2
L= a(x,t) 2 5+ b(x,t) -§-+ c(x,t)
at dx 9x

et on fait les hypothéses suivantes :

[(1.5)  Re a(x,t) > 0 dans Qx I.

(1.6) Pour tout x dans (), la fonction t—Re a(x,t) a seulement des
zéros d'ordre pair inférieur ou égal a 2¢ dans l'intervalle I.

(1.7)* Il existe une constante C telle que, pour tout (x,t) dans QXx1I,
on ait :

lima(x,t)] < CRea(x,t) .

(1.8)' Il existe une constante C et un réel € strictement positif tels
que pour tout (x,t) dans Qx I, on ait :

1,1
L |b|+|1m%§| sC(Rea)2 4 .

Alors L est hypoelliptique dans Qx I,

En effet des hypothéses (1.5) et (1.6), on déduit que [H1] est vérifiée
avec T =-1 et k=24, On déduit également (cf. [9]) que :

* on peut bien entendu affaiblir (1.7) et (1.8) en les supposant vraies
sur tout compact K de Qx I.
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Pour tout compact K dans x I, il existe une constante C strictement
positive telle que, pour tout (x,t) dans K, on ait :
1
2a 2
(1.9) |Re 5% | < CK(Re a(x,t) .

De (1.7), (1.8), (1.9), on déduit que [H2] est vérifiée avec ¢ =0,
7:—1'-0-—‘— €.
[H3] est alors vérifiée.

Cet exemple donne un trés légére amélioration du théoréme (1.1) de [7].

Exemple 2 (voir [4], [6]) : On garde les notations de 1l'exemple 1 et
on considére l'opérateur défini par :

2
L= ta(x,t) 2 5+ b(x,t)i+ c(x,t)
d3x dx ox

et on fait les hypothéses suivantes :

(1.5)" = 1.5) ; (1.6)' = (1.6) ; (1.7)' = (1.7) .
(1.8)' I1 existe une constante C telle que, pour tout (x,t) dans Qx I,

on ait :

)=

Ib|+|t1m§-§|scltneal .

Alors L est hypoelliptique dans Qx I. En effet, on vérifie que les hypo-

théses du théoréme sont satisfaites avec g =0, 1=%, T =0, k=20 4+ 1.
2 .2 .4 2t
Exemple 3 : L'opérateur L=——+ (t+ x7) - est hypoelliptique
ot ot
dans Rz. 4
3 23
Signalons que Lmx—+ (t+ x)° *— ne 1'est pas.
4
ot dx

Avant de commencer la démonstration du théoréme, faisons quelques remar-

ques préliminaires :

Remarque 1.1 : L'hypoellipticité étant une propriété locale, on suppo-
sera dans la suite que O=(QX I et que L vérifie les hypothéses [H1], [H2],
[H3] dans QxI.
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OPFRATEURS PARABOLIQUES DEGENERES

Remarque 1.2 : L'opérateur tL transposé de L s'écrit sous la forme

2m
L - 1 3
P=-L=gp+ = b0t 7 570
J=0
ou bj(x,t,g) (j=0,...,2m) est un polynbme homogéne d'ordre j de

la variable g dans R™ & coefficients dans C*(G).

De plus b, = a , et les bj(x,t,g) (0<j<2m) vérifient 1'hypothése

2m 2m
[H2] avec les memes constantes g et 7.

Remarque 1.3 : Soit L le transformé de L par le difféomorphisme
(x,t) - (x,-t), alors -L vérifie les hypothéses [H1], [H2], [H3].

Remarque 1.4 : De la remarque 1.3, on déduit facilement que 1'on peut
toujours se ramener, quitte a restreindre Q et I, au cas oi I=]-1,+1[
et ou T°= -1 ou T°==0, si 1'on veut démontrer 1'hypoellipticité de L au

voisinage du point (x,0) de Ox I. On fera cette hypothése dans la suite.

Remarque 1.5 : On peut remplacer [H1] et [H3] par des hypothéses dif-
férentes
(H1]* (cf. [10])
11 existe T, dans I tel que :

pour tout (x,t,t',g) dans QX IXx IxR" tel que t' appartient a 1'in-
tervalle joignant t a T, ona :

t
(1.2) Ref

o azm(x,s,g)ds 20

1'inégalité étant stricte lorsque t est différent de t'.

1]

T et g doivent vérifier la condition

(1.4) 2m(7+0) < 1.

Par exemple l'opérateur

1
"2 2 2
L =_§_+ e t%+x jli
ot ox

est hypoelliptique dans Rz.
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§ 2. REDUCTION DU PROBLEME A LA CONSTRUCTION D'UNE FAMILLE DE PARAMETRIX

Grice a la remarque 1.4, on a vu qu'on pouvait se ramener au cas ou
I=)-1,+1[ et ou T est égal & -1 ou O.

Nous supposerons dans la suite que T°:=0, pour deux raisons :
1) Le cas T, est un peu plus délicat.

2) Lecas T =-1a été traité dans [7] dans un cadre plus restreint,
mais la construction formelle des parametrix est exactement la méme et
seules des estimations sur des symboles seraient a vérifier. Or ce sont

les m&mes que dans le cas T°= 0.

Signalons enfin que les techniques utilisées dans ce paragraphe ont été
utilisées par [4] et [6] pour démontrer des résultats analogues, c'est
pourquoi nous ne donnerons pas de démonstration des propositions qui

suivent.

cps - . 3 1 9 .
Proposition 2.1 {4], [6] : Soit M=sg+ p(x,t,T -5;) (ou p(x,t,E) est
un polyndme en € a coefficients dans C”(Qx ]J-1,+1[) ) un opérateur possé-

dant la propriété suivante :

pour tout ouvert w contenu dans Q, et tout réel e (O<e<1),
ue ' (ax J-1,+1[), Mue C®(wx J-¢,e[)=ue C(wx [0,e[) NC(wx ]-€,0]) .

Alors. M vérifie la propriété suivante :

pour tout ouvert y contenu dans Q, et tout réel & (O<e<1),

L ued'(Qx J-1,+1[), Mu€ C®(wx J-g,e[)=ue C®(wx J-¢,e[) .

En vertu de la remarque 1.3 et de la proposition 2.1, il suffira pour dé-
montrer l'hypoellipticité de L dans Qx I, de montrer que la propriété

suivante est vérifiée :

[P1] Pour tout ouvert y contenu dans (), et tout réel & (O<e<1)

ue®' (Ax }-1,+1[), Lue C®(wx J-£,e[)»ue C”(wx [0,e[) .
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OPFRATEURS PARABOLIQUES DEGENERES

Montrons maintenant comment la propriété P1 se déduit de la construction
d'une suite de parametrix approchées pour le transposé de L.
2m

19 .
+ j§o bj(x’t’i ax) et posons :

: 3z t 2]
Considérons Px,t = - L = 3t

(=]
I

(Qx R;x]-1,+1[x[0,1[)
W=U-{(xy,t,t)el, (x,t)=(y,t")}

{(t,t") eIx[0,1[ ; t'<t]}

™
i

T = {(t,t")€eIx[0,1[ ; t'st} .

WPZ] On peut construire deux suites de distributions sur U, Kj(x,y,t,t')

et Fj(x,y,t,t') telles que, pour tout j dans N on ait :
(2.1)* pour tout (x,y,t,t') dans U\ (Qx R;xf), on a

o

Fj(x’Yrt’t')

n
(=]

Kj(x’Y)t’t')
(2.2) pour tout (x,y,t,t') dans U, on
3
Px’t(lj0 Kz(x,y,x,t')) = 6(x-y,t-t")«+ Fj(x,y,t,t')
(2.3) K€ c(w)
(2.4) ¥ gy, t")€ C:(]R;x 10,10 5 <K 9> 41 € c®(Qx J-1,+1[)

(2.5) ¥ vix,t)eci(ax J-1,+1[) ; K ¥y € c®@x [0,1[)

(2.6 Pour tout entier N positif, il existe un entier M tel que, pour
tout j supérieur a M, Fj(x,y,t,t') soit dans CN(U).

* On utilise abusivement la notation fonction, mais ¢a ne prétera pas

N :
a confusion,
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Remarque 2.1 :
(2.3), (2.4), (2.5) expriment que Kj est un noyau '"trés régulier" en

un sens voisin de celui de [8].

(2.6) exprime que Fj est, pour j suffisamment grand, régularisant.

On démontre alors facilement la propriété suivante

Proposition 2.2 : Si l'opérateur -tL vérifie la propriété [P2], alors
L vérifie la propriété [P1].

Dans les paragraphes suivants, on montrera comment on peut construire les

suites K. et Fj et comment la propriété [P2] se déduit d'estimations sur

des symboles.

§ 3. CONSTRUCTION FORMELLE DES DISTRIBUTIONS Kj et Fj DANS LE CAS T0=()

Les K. et F. seront des noyaux distributions associés & des opéra-
teurs du type suivant : pour v dans C:(Qx Jo,1[) et (x,t) dans
Qx ]-1,+1[, on pose

t .
(3.1) KIvix,0) = [ [ e 08 k(x,g,¢,t) T(g,t ) agat’
o " IR
ol
A 1 -i<y,g>
v(e,t') = ———— e v(y,t")dy .
& (2m)™/? ‘rm" ’

Le noyau associé a K est alors défini dans u par

1
(2r)

(3.2) K(x,y,t,t') = i<x-y,g>

73 fmne K(x,g,t,t') dg .

L'idée directrice étant de construire une paramétrix de l'opérateur
=—tL, on cherche [K] de telle sorte que, pour tout v dans C:(Qx Jo,1[),
on ait P[K]v=v dans {x J0,1[.

Par un calcul formel nous avons

PLK]v = [ nei<x’§>K(x,§,t,t),9(§,t)dg
R
2m

t .
4j‘o ‘fn" e1<X.§>[_a§t_+ Z, bj(x,t,-;]:—-a@;+§)] K(x,Z,t,t")v(g,t1)dg at"
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de sorte qu'on est amené a résoudre :

2m

(3.3) (;%+ k: bj(x,t,-ilga;+§)) K(x,£,t,t') =0 dans Qx]Rgxz
J=0
K(x,g,t,t')t=t, =1 pour t'>0 , (x,£) dans Ox]Rg

K(x,g,t,t') = O pour -i<t<t'<i, t':0, (x,£) dans nxm;l .

On va trouver K de maniére approchée, en résolvant d'abord

(3.4) L, K,

1 (-a—-r b2m(x,t,§) Ko(x,g,t,t') = 0 dans Qx ]RZXZ

ot
Ko(x,g,t,t')t=t' =1 pour t'>0 , (x,g) dans OX.RE

Ko(x,g,t,t') = 0 pour (x,g) dans Qximg ; —1<t<t'<1; t'>0

On pose :

a a

2m 1 3%, ,
(3.5) L,= 3 pa ——== (x,t,g)(lféb—

j=o a a!  Og 1 ox

o<la|+js2m
et on résoud par récurrence pour j dans N
n

(3.6) L, Kj+1(x,§,t,t') = - Lsz(x,g,t,t') dans (Qx m§><z

Kj+1(x,§,t,t') = 0 pour -1<tgt'<1, t'>0:, (x,g)dans Qx Rg.

On vérifie alors formellement que : pour v(x,t) dans C:(Ox J0,1[), on a
dans Qx ]O,1[

P([K°]+...+[Kj])v(x,t) = v(x,t)+vf': ‘rm“ éi<x’§>L2Kj(x,§,t,t')v(g,t')dgdt'
On pose :

(3.7) Fj(x,g,t,t')ELzKJ.(x,g,t,t') dans Qx Rgx]-1,+1[x[0,1[

[Fj] est alors défini par (3.1) et Fj(x,y,t,t') par (3.2).

On a ainsi construit formellement les suites Kj(x,y,t,t') et Fj(x,y,t,t')

dont on va montrer maintenant qu'elles vérifient [p2].
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§ 4. ETUDE DE K_(x,y,t,t")

On démontre dans ce paragraphe que Ko(x,y,t,t') défini par (3.4)
et (3.2) vérifie les propriétés (2.3), (2.4), (2.5).

Précisons d'abord quelques notations

s” 6(Qx RrY) désigne l'espace des symboles d'ordre m introduit par

’
Hbrmander [1], [3] muni de sa topologie naturelle d'espace de Fréchet

(voir [3]).
On pose @
sT°(ax R = n ST (AxRY) .
mez Py g
Pour A inclus dans IxI et p dans N, on désigne par SP(A,Sﬁ 6(Qx R;»
’

l'ensemble des fonctions K(x,g,t,t') telles que l'application

(t,t') -K(x,g,t,t') soit de classe eP de A dans S: 6(Qx Rg) et on pose
’

en,s” (xR = n ePy,s" (xR .
"psb g p2o "Tpsd g
Enfin, on utilisera les notations : Dx=T1'§a}" Dg:—il--aég-, Dt=—i1' 'a'a'{ .

Proposition 4.1 : Pour tout €> 0, nous avons :

(4.1) K (x,g,t,t") e (5, 8™(xRINN n GP(E,S°+§mP(Qx ="
° p=o0 P2 §

2mk

k+1

avec p=1- g, 6=

k
1° . T .

2m
k+
(4.2) Pour tout (a,fi,pi,pz) dans N x IN"x N x IN tel que 2m(p1+ p2) < lal,

la quantité :

P -6]ﬁ|+pla|-2m(p +p,)~€
'p 2 o8 DIk, (x,g,t,t) (14 |gD 1

P
| x D¢

t

E?nd vers zéro uniformément dans QxiR;>(E lorsque t tend vers t'.

n -—
X

3

En abrégé, = signifiera convergence uniforme dans (Qx R
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Démonstration : D'aprés la remarque 1.2, on a lesinégalités suivantes

m(x,s,g)ds > C(t - t')k+1|§|2m

t
(4.3) ReJ‘ b2
tl

dans ()X ]Rgxz
(4.9 ¥ (¢,8) eN"x1W"; |alo+ |plrs1

poa 1-lale-1plz | j2n(lale+|pl®)-]al
DL DEbo, (x,t ) [ <€, o IR, | el

dans QxIx]R; .

Lorsque To= 0, k est impair et Rebzm(x,t,g) est positif pour t positif.

La solution Ko(x,g,t,t') du systéme (3.4) s'écrit explicitement :

t
exp(-J‘t'me(x,s,g)ds) dans QX ]REXE
(4.5) Ko(x,g,t,t') =

0 pour (x,§) dans QX R; , —1l<t<t'<1, t'>0 .

De (4.3) et (4.5), on déduit aisément que : Ko(x,g,t,t') ce(z,s " (ax Rg».

Nous allons maintenant démontrer en plusieurs étapes que :

(4.6) K €N ep(E,s“g"‘p(nx )
°" p20 ps 3

i) Nous avons trivialement :
(4.7) 'Ko(x,g,t,t')l < 1 dans QX ]REXE .
(4.8) Ik (x,8,t,t") - D1+ [gD7F[ =20

lorsque t tend vers t', € assure en effet l'uniformité en g,

a

§

ii) Etudions maintenant Dil) Ko(x,g,t,t'). C'est une somme de termes

de la forme :
t
t By o “f, Pan(x:2,8)0s
TT (f ,Dx Dg b2m(x,s,g)ds)e
eyt
(o § est un sous-ensemble fini de N)

qu'on peut écrire de la maniére suivante :
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t
t B, a. _Vj.r ,b2m(x’s’§)ds
Tr ((J" Dx‘)D Jb2m(x,s,§)ds)e t )
jes t! 13
avec vy.>0 ; T y; =13 |a.|+1B.|>0
J ; J J J

J€S

5 eyl =lal 5 = o 1= lol .

JEG Jjegy

Outre (4.3) et (4.4), on utitisera dans le cas ol les hypothéses de
(4.4) ne sont pas vérifiées, l'inégalité suivante qui est toujours

vérifiée (quitte & restreindre Qx I).

(4.9) Pour tout (a,B) dans NanNn, il existe une constante C, telle

que pour tout (x,t,g) dans Qx [0,1[ x r" , on ait

aa+B

N
dx 3E

b2m

Lorsque laj|e+ 'BJ.I‘(S 1, on déduit de (4.4) que

1-|aj|9-|ﬁj|7

t a. B. t
i d
(4.10) IIt'Dg D, bzm(x,s,g)dsl < th'lReb2m|ds) x

)'ajle"'lﬁjl‘r Izme'aj|+2mtlﬁjl-lajl

x (t-t! g

Lorsque laj|e+ |5j|12 1, on déduit de (4.9) que :

(4.11) 2”"“3'

SIS
e D§ D b2m(x,s,§)ds| <c(t-t") |gl

De (4.3) et (4.11) on déduit alors que :
(4.12) si Iaj|9+ |ﬁjlrs 1

toey By
lj‘tlng D_ b2m(x,s,g)ds| <

k k
' 2mg . —=|a . |+2mv.==|p . |-|a.]
<C(I lRebzmlds) k+1°73 k+1'"j
t

k k
1~|aj|e-m-lﬁj|1-m|§ j

|
(4.13) Si ]aj|9+Alﬁj|12 1

1 k
@ P ¢ ‘EII|§,2miTT”|“j|

t .
l! De DxJ b, (x,s,g)as| < c(J‘t ]Rebzmlds)

t
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Grace a (4.12) et (4.13), on montre facilement que pour tout j dans g,
il existe une constante C, telle que, pour tout (x,g,t,t') dans

Qx ]Rnx-f, on ait pour |§|> 1

5 t
"ijt,bzm(x's’§)ds t o By
e vrting D, bzm(x,s,g)dsl <

2mko ) 2mkT
( -1 |a|+——.’l3l
k
SC|§| +1 J k+1 J

(4.14) |

Vu 1'expression de Dg]fzKo(x,g,t,t'), on en déduit que, pour tout (a,p)

dans Nnx]Nn, il existe une constante C telle que 1l'on ait dans

a,p
QX]Ran : ’
(Hl‘_e. )| | ,2mkT
-1flal+ ol
(4.15) 'DiDZKO(xsgrfwt')lSca’ﬁ(1+ |§|) k+1 k+1 .

OnadonCp=1-2m.E%Ie, 6=2m.‘k—l:'If .

On déduit de (4.15) que pour tout > 0, pour tout (a,p) dans N" x ",
|a|> o :

(4.16) DiDEKO(x,g,t,t') (1 |§|)—5|ﬂ|+p|al-—e 3 0 lorsque t\\t' .

P, P
iii) On veut étudier maintenant Dtll)t,zningl(o(x,g,t,t'). t et t!
jouant un r8le symétrique, nous nous contenterons d'étudier un terme de
la forme :
PP
Dthl)

gxo(x,g,t,t') .

C'est une somme de termes de la forme :

t
T gt (g7 ot o3 my, Ly Vs Pan (im0
D * D_“D b, (x,s,g)ds) e
i€ t ver E X 2m
avec les notations de ii) et la relation § p. =p .
jeg !

On étudie dans la suite, un terme du produit, qu'on note :

t
'Yf b2m(x,s,§)ds]
tl

p ot oo B
D¢ l_"rt‘ 1)§ D; b, (x,s,£)ds . e
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et qui est une somme de termes de la forme

P,y v [ bzm(x,s,g)ds)

t P M
a B 2 t!
D, [It'Dg Dxb2m(x,s,g)ds] .(Dt e

avec p,+ Py =P .

Nous distinguerons deux cas

a) P, = (o}
On a alors la majoration suivante pour |§|> 1
t
" 5 -Y'rt' b, (x,s,£)ds
a P
ft.”g Dxbzm(x,s,g)ds.nte <
t
t o« p -th'Remeds 2mp
sc(ft' |D§ DL bzm(x,s,g)lds)e |§| .

I1 résulte alors des calculs de ii) qu'il existe une constante C, telle

que, pour tout (x,£,t,t') dans Qx R"x3 vérifiant |g]> 1, on ait :

t
"v-ft- by (%58, 8)ds|

(4.17) j:'ng o’ b, (x,5,g)ds .0 e <
<C '§|2mp-p|a|+6'ﬁ|
b) p, > o
Alors pour |§|> 1, on majore grossiérement :
nzl(j‘:' D‘; P b, (x,5,)d8) = C Iglzm_‘m| scC lglzmpl—plmhahil
sz(e-YI:' b2m(x,s,§)ds) < Clglzmpa .

On a ainsi montré que dans tous les cas on avait 1'inégalité :

t
-y J‘t' b2m(x,s, §)ds:|
s

t
p a B
(4.18) D{ [J‘t' n§ DL b, (x,5,g)ds . e

|2mp-p|al+6la|

s le pour |E|> 1.

Les inggalités passent au produit et on en déduit qu'il existe une
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n

constante C, telle que, pour tout (x,g,t,t') dans QX Bg

XL, on ait :

p, P 2m(p +p,)-plal+6]p]
1. P2 g 1*P2
(4.19) o ' D; D

¢ Do YK (x,e,t,t")]| = cl1+leh

€ o
On démontre alors facilement (4.2).

Ceci termine la démonstration de la proposition 4.1.

Remarque 4.2 :  La démonstration de la proposition précédente montre
qu'on a l'estimation plus précise suivante qui sera utile ultérieurement.
Pour tout réel positif ¢, (c< 1), pour tout (a,ﬁ,pl,pz) dans N x N x Nx 1IN,

11 existe une consiante ca,ﬁ,pl,p2 telle que 1l'on ait dans {x mg:xf

P, P
(4.20) IDtint?DiDgxo(x,g,t,t')l <
”p|a|+5|Bl+2m(p1+p2) .
< C“:Bsp19p2(1+ 'gl) |K°(x’§)t,t')| .

Remarque 4.3 : L'hypothése que a2m(x,t,§) est un polyndme ne sert que
pour montrer (4.2).

Proposition 4.4 : L'intégrale oscillante (cf. [3])

1
—_— e
(zﬂ)n/2 fmn

(4.21) Ko(x’y’t’t') - i<x-y,g>

Ko(x,g,t,t') dg

définit une fonction C* dans W.

Démonstration :

i) Par définition Ko(x,y,t,t') = 0 pour t<t' ; t'>0.

.

ii) Si (t,t') appartient & ¥, on montre aisément la majoration

P
(4.22) |p

P ;
1.%2 a i<x- >
¢ D¢t DiDy (e ¥s8 xo(x,g,t,t')l <

)|a|+2m(|ﬁ|+p1+p2) | om kel

<C B,P(1+ le | exp(-clg (t-t")

a,

et de (4.22), on déduit facilement que Ko(x,y,t,t') est indéfiniment dif-
férentiable dans l'ensemble : {(x,y,t,t")evu , t# tr} .

iii) Par ailleurs, si xZy (on suppose par exemple xl;éyi) et (t',t)
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appartient & ¥, nous avons pour tout j dans N :

. b
J U S 1l 9 i<x-y,&> -
(xl-yl) l(o(x,y,t,t')—(27[)11/2 j‘mg ((1 351) e ) K (x,g,t,t")ag
_ (-1)j i<x-y,e> 1 9o 3 e
= omy "2 m"e T Ko(x,g,t,t')d,

g

Ces égalités sont & considérer comme des égalités d'intégrales oscillantes.
Grice a la proposition 4.1 et & l'estimation (4.2), on vérifie aisément
que pour tout (p ,p,,B,a,j) dans NxNx N'% N" x IN vérifiant 1'inégalité :
2m(p1+p2)+ Il + ]l <p.di-1 .
La quantité :
Py P2 g o j
(4.23) In,*p,% niny (x - )X (x,y,t,t0]
tend uniformément vers zéro dans {U‘\[x==y}] lorsque t tend vers t'.
Ko(x,y,t,t') est donc, puisque j est arbitraire, indéfiniment différen-

tiable dans 1 'ensemble {(x,y,t,t') €U, x#£y}}.

La proposition est ainsi démontrée.

Proposition 4.5 : Pour toute fonction ¢ dans CZ(R;><]0,1[), la distri-
bution

<K°(x,y,t,t'),cp(y,t')>y est dans C®(Qx ]-1,+1[) .

st
La démonstration est immédiate en utilisant le fait que pour tout N, il
existe une constante C, telle que, pour tout (£,t') dans nﬂ‘x]o,1{, on

N
ait

-N
19ee,t)] < cytrs lgD™ .

Proposition 4.6 : Pour toute fonction ¥ dans C:(Qx J-1,+1[) la distri-
bution

<Ko(x,y,t,t'),\y(x,t)>x,t est dans C*(Qx [0,1[) .
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Démonstration : Posons F(g,t,t')=‘f e1<x’§>Ko(x,g,t,t')w(x,t)dx .
Q

Nous utiliserons le lemme suivant [3].

Lemme : Soit Q un ouvert de m", a(x,%) un élément de SZ 6(Qx RY) et
?
v(x) une fonction de C:(Q), alors pour tout entier N, il existe une cons-

tante C telle que 1l'on ait pour £ dans r" :

NI

(a.24) IJ‘O X8, (x, ey vix)ax| < cyl1+ |g|ym+oN-N

De ce lemme et de la proposition 4.1, on déduit que F(E,t,t') appartient

a C(E,s'“(mg». On remarque alors que :
1 -i< >
[ K Gy t,tux,tdaxdt=[ [ e V18 p(g,t,tM)dg at .
Ox1 “t' TR
I1 est clair, sur cette expression, que <K ,y> est dans c®(ax [o,10).

On a ainsi démontré que Ko(x,y,t,t‘) vérifiait (2.3), (2.4), (2.5).

Remarque 4.7 : Dans cette partie, nous n'avons utilisé de 1'hypothése

A 42 2mkT 2mkg .
[H3] que les inéegalités a1 < 1 et ka1 <1 qui correspondent aux
conditions habituelles dans les classes S : 6<1 et p> 0.

p,6 °

§ 5. ETUDE DE Kj(x,y,t,t') POUR j> 0

On démontre dans ce paragraphe que Kj(x,y,t,t') défini par récur-
rence par (3.6) et (3.2) vérifie les propriétés (2.3), (2.4), (2.5).
Rappelons que, pour j dans N, on définit Kj(x,g,t,t') par @

t
- Ko(x,g,t,s).L2Kj(x,§,s,t')ds dans nxm;xf

]

(5.1) Ky  0x,g,t,t0) = t
0 dans megx {Ix [0,1[\5}
Proposition 5.1 : Il existe T (7>0), tel que pour tout e strictement

positif, on ait, pour tout j dans N :

(5.2) K,(x,g,t,t") ee(x,s™(ax ”™n n eP(F, s°2P-N-J (ox 1))
3 p=0 psd 3
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(5.3) Pour tout (a,p,p,,p,) dans N" x N"x NxIN tel que
1’72
2m(p1+ p,) < |a] + 2mj, 1a quantité :

P, D -8|pl-2m(p +p d+plal+n.j-€
1. P2 g a o 1*Pa
Ip, *p,3 DngKj(x,g,t,tJ -1+ leh

. . , i n_-—
tend uniformcment veio zéro dans QX Rg Xy lorsque t tend vers t'.
Remarquons que pour j=0, la proposition a été démontrée au § 4. Nous
procéderons en plusieurs étapes.

i) Par récurrence sur j, on démontre facilement que, pour tout

(a ) dans Nnx]Nnx NxIN, il existe une constante C .
7ﬂ!p17p2 ’ a»B:plypzyJ
telle que l'on ait dans QX RO X ¥ :

g

P, P
(5.4) D W DiDng(x,g,t,t')l <

_. 2m(p_ +p +plelal+dd
<C (1+ 5 172

k+1 2m
exp(-c(t-t") | .
pl’pa’axﬁh) P( C( lg )

Ceci démontre le premier point de (5.2).

ii) Montrons que Kj(x,g,t,t') appartient a €°(%,s -3 (ax 12;)). On

€
psd
raisonne par récurrence sur j et on suppose donc que @

(5.5) 3 7> 0; |D£Dgl(j(x,§,t,tv)] SC, (14 lgl)e-n.j+6lﬁ|-p|a|

n —
dans Ox R X3 .
Nous aurons & utiliser le lemme suivant

Lemme 5.2 : Sous 1l'hypothése [H1], on a la majoration suivante :
pour tout réel c, O<cs<1 et tout réel k, Ogk <1, il existe une constan-
te C_ telle que l'on ait dans Ox mgxg :
t t —-—k2+m1 3
- 1 '
(5.6) Ift'exp( cJ"sRebzm(x,s ,E)ds Yas| < Ch“(1+ gl .

Donnons tout d'abord une majoration de IKJ.+ . Dans l'expression de

N
Kj+1 (cf. (5.1) et (3.5)) n'interviennent que des termes du type suivant
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t 2P

agﬁ b2m_£(x,s,§).Dil{j(x,g,s,t')ds

t
AB 4= J‘ exp(-[ b, (x,s',g)ds") .
4 s

t!

avec la relation O« lﬁl +4 <2m .

Utilisant (5.5) et [H2], on a, si ((|p]+£)6+£7)< 1, 1'inégalité sui-
n

g

vante dans Ox R xE :

lAﬁ | <C(1+lgbe—-'ﬂ.j+6IBl-/?,-||3|+2me(|[3|+£)+2m£-:x

t t
1-( L)e-47
x (It' exp(—IsReme(x,s‘,§)ds').|Reb2m| e+ ds).

n —
x
3
IAB 1,] <C(1+lg|)e—‘ﬂ.j+6||3l-1,-|[5l+2me(‘ﬁ|+£)+2ml&1 x

Grace a l'inégalité de HUlder, on déduit que, dans QX R , on a

t

t
y)
x (‘I‘t' exp(-c fs Reb2mds')ds)(lﬁ|+ Yo+l

oi c est une constante réelle (0<c <1) dépendant de (B,2).

Utilisant le lemme 5.2, on en déduit que, dans QX ]Rgxf, on a :

-n.3+6lpl-2-1pl+2me (|p]+2)+2me
(5.7 lag | cc, (1a]g) M3 lgl-2-lpl+2mp ([p|e2d+2mer
_2m|plre _2mit.k _ 2megh
x (1+I§|) k+1 k+1 k+1

Pour que la récurrence marche, il faut montrer qu'on peut trouver T indé-
pendant de j, strictement positif tel que :
2mk

mT’ﬁl -4 - |p| +2me(|p|+L) + 2m7e -

2ml T
k+1

em|plke 2meg
k+1 k+1

k- k<=1 .
Du fait que k peut &tre choisi arbitrairement proche de 1, il suffit de
vérifier 1'inégalité stricte pour k=1.
Cette inégalité s'écrit
(2mk

Tl (1+0)-1)[ |[3|+2.] < =1

ce qui est possible, grice a [(H3]. On prend en effet 7 vérifiant

2mk
k+1

(5.8) o<n<1- (t+g) .
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Lorsque ((“3] +4&g+£7) =1, on montre des majorations analogues en utilisant

1'analogue d .
gue de (4.9) pour b2m—z

On a ainsi montré que sous les hypothéses (5.5) et (5.8), on avait dans

n —
Qx ]Rg X% la majoration suivante

H

Ik, (x,e, ¢, | < c1a]g]ye 03+ D)

. . a . s 2
Etudions maintenant DI D§ Kj+1 5 on voit aisément, en utilisant la

remarque (4.2), que la majoration de ce terme se raméne & celle de termes
1u type suivant :

AYI’eral’azlpif’ =
t t Y1 aﬁ+“1 aﬁ*Y2+“2
=j't exp(—c:.[‘s Reme(x,s’,S)ds') Yl———?;.—;bzm_!l mxj ds
9x <13 ox o€
avec |B]+£> o, I’Y1|+|Y2| = |-y| ; |a1l+[a2| = |a| et ¢ arbitrairement proche

de 1 (c<1).
Deux cas sont a distinguer selon que (Il3|+la1|+£)9+ (|Y1|+L)'r est plus
petit ou plus grand que 1. On suppose dans la suite que :

(|ﬁ|+|all+z)e+ (|y1|+2)1)< 1 ; l'autre cas est plus facile a traiter.

Par un calcul analogue a celui fait pour la majoration de IKj+1|’ on ob-

tient la majoration suivante dans (X ]Ran :

g

Averdlyl-plal-3.7
(5.9) IAY1’Y21al’a21ﬁ’zI SC(1+|§|)
avec A= (2+|p]) (%{T—}; (‘r+e)-1)+ (l-k)(izc-?% (|ﬁ|+|ali+£)+%ll(£+lyll)\) .

Grace a (5.8), on peut trouver k de sorte que A< -T.
On a ainsi montré (5.2) dans le cas p=0, et la propriété (5.3) se montre

alors facilement,

iii) On va montrer maintenant que Kj(x,g,t,t') appartient &
- -Nj+2 i . .
élp(z,sc 23+ "P(ax R™)) . On raisonne par récurrence sur j, et on suppose
’

donc qu'il existe 7> 0 tel que l'on ait :

P, P
1,72 (« I
(5.10) o, '3 Di[% Kﬁ(x,g,t,t')l <
<C (1+Igbélﬁl—plal-'ﬂ.j+2m(p1+p2)+c dans Ox RV x5 .
asﬁvplypz
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Nous utiliserons le lemme suivant [7]

—

Lemme 5.3 ¢ Soit f(t,t',s) une fonction indéfiniment différentiable
dans 1l'ensemble : {(t,t',s) ;0<t'ssst<1] .
Alors nous avons dans E

t t
(5.11) oy, pY(f £(t, 81, 5)ds) =J‘t' g, o} £(t,t',s)as
t

Pop(p-1)...(p=j+1) -3 j-1
+ g, (g B = AP=) pYTIDd 7 s (e,t0,80)

[
j=1 3
q
q(g-1)...(q-k+1) _~q-k k-1,.p .
k)_:l Y] Diy Dy Dy £(t,t',8)) . .
On va étudier DE Dg DEKJ.+1(x,§,t,t') (le cas général se ferait de maniére

analogue). On applijue le lemme 5.3 avec :

£(t,t',8) = DED‘; (K, (x,8,t,8) e LK (x,8,5,£') .

Y

D'aprés (5.11), on a deux termes & étudier
a) It DY £(t.t',s)ds
t!
Ce premier terme se décompose en une somme de termes du type suivant

t p, B, « B, @ P, Y+By @
1,71 %1 2 %2y 2 3 .93
A=‘rt'(Dt D_ D§ Ko(x,g,t,s))Dx ng ngzm-z DD Dg Kj(x,g,s,t')ds
avec .~ g, I+ lg,l+ lp5l = Il
lay 1+ lagl+ lagl = lal

J

lyl-l-z > 0

NPyt Pz =P .

Utilisant la remarque 4.2, on obtient la majoration :

2mp -pla |+6]ﬁ l t By a +y
1 1 1 2,72
{al s (s leD) jt' (lxotx,g,t,s)l°lnx D, ooyl *
Py Y+B @ —
x |Dt2 Dx 3D§3 KJ.Dds dans Qx ]Rgxz .

Grace aux hypothéses (5.8) et (5.10) on obtient, en procédant comme pour

ii) la majoration souhaitée.
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b) Le second terme qui intervient est

P _ - -
I p(p=1)...(p-k+1) pP k k 1 f(t, t',s)) . On est conduit a majorer
kel k! t s

pour (t,. ,s) vérifiant O0<t'<s<t< 1 les expressions suivantes

, p, B, a a, B, « P, B
1,71 Y1 %1 2 P2 2 Y 93 v Pp P3 .
B=D_"D D l)g Ko(x,g,t,s).Ds D ng (ngzm—z)°n DD, "D Dg Kj(x,g,s,t)

avec q1+q2+q3=k—1

p1+ p2 =p-k

Igl
1

I, )+ 18,0 + 185l

u

lay |+ lagyl + lag)
‘Y|+JL>0
1 <k<p.

Utilisant les hypothéses de récurrence, on a :

2m(p, +q )+6“3 ‘—- |a |+2m-l,—| I
IB| < cC1sleD 1 117P 1% Yt

+2m(p_+q.)+6(|p |+Y)'P'°‘ |+e=T.j
x (algh o ratis o P 3

18] < c(1|g]2m@+0lBl-plal-£-lyl+slylre-n.3

Cette majoration est en particulier vraie pour s=t (C est indépendante
de (t,t',s)). La récurrence marche si :

-2-lyl+olyls-n .

or d'aprés (5.8), on a

n< 1-——- (v+0)s1-8<t+ (1-8)]y]

lorsque |Y]+E > 0.

De a) et b) on déduit que (5.10) est vrai pour k= j+1. On a ainsi complé-
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tement démontré (5.2). Le point (5.3) s'obtient sans difficulté en exa-

minant la démonstration de (iii). La proposition 5.1 est ainsi démontrée.

Proposition 5.4 : Kj(x,y,t,t') défini dans U par (3.6) et (3.2) vé-
rifie les propriétés (2.3), (2.4), (2.5).

On renvoie aus démonstrations des propositions 4.4, 4.5, 4.6, compte-

tenu de la proposition 5.1.

§ 6. ETUDE DE Fj(x,y,t,t’) DANS U

Nous terminons la démonstration du théoréme 1 en montrant que
Fj(x,y,t,t') défini dans U par (3.7) et (3.2) vérifie (2.6).
De la proposition (5.1) et de la définition de L,, on déduit

[ Proposition 6.1 : Pour tout & strictement positif et tout j entier,

on a les propriétés suivantes

(6.1) Pour tout (B,p,,p,) dans N xINx N, il existe une constante
1’72

C[B,pl,p2 telle qu'on ait dans Qx RTxT 1'inégalité suivante

g

c-n.j+6|p|+2m(p1+p2+1)

P P
1p,2 (1+]e]) .

B
D, "D {D”F.(x,§,t,t")]| <cC
l'c e Px Fylos.t | BypysPy

(6.2) Pour tout (B’p1’p2) dans N"xN"x N tel que Os P+ Py<d, la

quantité

Py

-6|ﬁ|+ﬂ.e-2m(p1+p2+1)l
t

P
Io,*p 2 DgFj(x,g,t,t') (14 lgD)

. , P n_=
converge uniformément vers zéro dans QX ]Rg X Z lorsque t tend vers t!'.
L

1 i<x~-y,e>
Rappelons que'Fj(x,y,t,t') =?;;;F7§ I]{’e 33 Fj(x,g,t,t')dg . On
g€
déduit de la proposition 6.1 que
Proposition 6.2 : La suite I-‘j(x,y,t,t') (je N) vérifie (2.9). Plus

précisément, pour tout j dans N, pour tout (“’B’pi’pz) dans

n n . Lo
N xN x NxN vérifiant |p]| + la|+2m(pl+ Py + 1) < M.j~1, on a
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P P

1. P2 g a : o
,'(6.3) D, Dt,DnyFj(x,y,t,t ec (U) .
Démonstration : Evidente grace a (6.1) et (6.2).

Remarque 6.3 : On pourrait mettre en évidence que 1l'hypothése [H3)
sous la forme §< p n'est utilisée en fait que pour montrer que
Fj(x,y,t,t') vérifie (6.3). Cette condition intervenait pour les classes

Sz 6 dans des circonstances analogues dans [1].
’
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