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SYSTEMES HYPERBOLIQUES SINGULIERS 

par Serge ALINHAC 

Introduction, 

Cet article étudie le problème de Cauchy unilatéral pour une classe de 

systèmes hyperboliques du premier ordre, ayant une singularité sur la surface 

portant les données initiales * 

La surface initiale ayant pour équation t=0 f on considère des systèmes 

de la forme 

L = 
ht ¿ , " 1 âX. t 

i=1 

(*) 

où A i et B sont des matrices (pxp) complexes et bornées 0 On suppose la 

partie "principale" C de L f définie par 

L = 
n 

gt 
E 

i=1 

Ai 6 
qxi 

hyperbolique symétrisable dans la direction normale à la surface initiale 9 au 

sens où l'entend Friedrichs [6] , rappelé en 1,2 ci-après» 

Le type de la singularité choisie est celui qui apparaît lorsque l'on réduit 

une équation différentielle ordinaire du type de Fuchs à un système du premier 

ordre « Baouendi et Goulaouic [4 ] ont introduit une généralisation naturelle de 

ces opérateurs au cas de plusieurs variables f et ont étudié ces opérateurs 

'tie Fuchs généralisés" dans le cas où données et coefficients sont analytiques 

en la variable d'espace. On montre en f3] comment l'on peut réduire aussi ces 
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opérateurs à un système de la forme (*) <, 

Pour de tels systèmes singuliers, on ne peut espérer 1Tunicité d'une solu

tion appartenant à un espace L (cT est-à-dire 1T espace des fonctions f telles 

que t^f € L ) que si /1 est assez petit, comme on le voit sur les exemples 

les plus simples à une ou deux variables (cf* aussi f1 ])„ 

On établit ici un théorème d1 existence et d'unicité dans L pour une fer

meture convenable de L (resp«L^ ') , lorsque JU est petit (resp./u est grand); 

ces théorèmes sont soit globaux (dans une bande), soit locaux (dans un domaine de 

forme appropriée)<, D'une façon plus générale, on peut étudier pour quels opéra

teurs P le problème de Cauchy plat avec unicité est bien posé, c'est-à-dire : 

i) il existe un domaine D tel que, pour toute f € C°°(D) , plate sur t=0 t 

il existe un unique u € C°°(D) , plat sur t=0 , tel que Pu=f » 

ii) pour tout voisinage V de zéro et toute u £ C°°(V) , plate sur t=0 , 

telle que Pu=0 r alors u =0 dans V « Les théorèmes prouvés en [3 ] indiquent 

que les seuls opérateurs qui conviennent, parmi ceux dont les coefficients 

s r annulent à un ordre fixe sur t=0 , sont les opérateurs,rde Fuchs généralisés" 

ayant leurs caractéristiques simples réelles ; cela justifie la forme (*) choisie 

et l 1 hypothèse d'hyperbolicité faite sur E . 

Les questions de régularité ne sont pas abordées dans le cas général» Elles 

ne sont envisagées qu'incidemment dans le cas particulier simple où A i et B 

ne dépendent que de t , en vue de montrer l'usage que l'on peut faire du 

théorème principal, au caractère "asymptotique", pour obtenir des résultats 

dans la classe C°°(Djj> dans une bande) « 

Les théorèmes du paragraphe V précisent dans quelle mesure on peut, pour 

ces opérateurs, bien poser le problème de Cauchy en termes d'images et de traces 
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S- ALINHAC 

sur t = 0 o 

Le cas des opérateurs d'Euler-Poisson-Darboux est traité à la fin à titre 

d'exemple. 

I. Généralités9 notations9 résultats. 

1) Domaines» 

Ce sont des ouverts du demi-espace H « {(xft)€ jR n + 1

 f t>0} * 

a)Cas global : On note 8 = {(x,t)£ R N + 1

 f 0<t<T } la bande de hauteur T 

(T>0 donné), et &± « {(x , t )çR N + 1

 f t = 0> , 

#g =* { ( x , t ) € R N + \ t=*T} les bords inférieur et supérieur de $ 0 

Pour T>c>0 r 0 f = { ( x t t ) € R n + 1

r c < t < T } . 

b) Cas local : le domaine D envisagé est limité par un ouvert borné régu

lier Q de IR̂  et par une surface S régulière au-dessus de f) f s'appuyant sur 

àQ ; plus précisément, étant donnés O et SÉC 1 ^) , $>0 dans Q r $=0 

sur dQ , d$ , le domaine D est défini par 

D = {(x,t) É R n + 1 , x€0 t 0<t< $(x)} ; de plus 

D e = {(x , t )€R n + 1 , x 6 Q , c<t<$(x)} et 

S = {(x,t)ÉR n + 1 , x€Q , t = 5>(x)} a 

2) Opérateurs. 

On étudie , dans 3 ou dans D f des sytèmes du premier ordre du type 
n 

T à V A d B 
L " 1 F + Z i~ST + T • 

i-1 1 

La matrice B est bornée, les matrices le sont aussi ainsi que leurs dérivées 

premières tangentielles . 
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SYSTÈMES HYPERBOLIQUES SINGULIERS 

N H 

On pose L = - -gp - 2̂  A i + —p- f où M désigne la transposée her-
i=1 1 

(*) 

mitienne de la matrice M ,et on appelle Lv l 1 adjoint formel de L « 

Dire que £ est hyperbolique symétrisable en direction normale signifie ceci : 

il existe un symbole r(x,t,£ , T ) dTordre zéro et de degré deux (i.e„ 
D a . r est d*ordre pour tous multiindices a, fi , |a|<2) tel que, si 

on pose a(x,t,£,r) = r id + A^(x,t)^ (a est le symbole de C) , on ait 
i=1 

H H 
r a = a r (r "symétrise" a) 

avec les propriétés supplémentaires 

s.) r+r > a Id , où est un nombre positif fixe. 1 o T o r 

s 2) r(x,t,£,T)-» rJx,t,Ç) lorsque r -»*» , 

et r - r est d* ordre zéro en —iâl , 
|r| 

s^) r(x,t,£,r) se prolonge analytiquement en Tdans C * 

En fait, il est montré dans Friedrichs [6] que 1!existence d!un tel symétri-

seur implique celle dfun symétriseur "de surface" r(x,£) ayant la propriété 

s^)* CTest ce dernier, noté désormais r(x,£ ) , que nous emploierons dans les 

calculs „ 

3) Prédomaines des opérateurs L et L w . 

Les définitions, données dans le cas dTune bande 0 , se modifient de manière 

évidente dans le cas d'un domaine D . 

Pour ¡1 €f£ , on pose 

D ={u£L 2 (£), u continue sur ]0,T]et, pour , D% ÇL2 (0)} ,et 

2 2 
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S. ALINHAC 

= {v € L ^ + 1 (fl) , v continue sur ] 0 , T ] , v(T) = O , et pour |a|=1 , 
2 

D a v € L 2

f j AM . 

(*) 
On note alors L (resp.Lv ) les operateurs non bornés de domaines D (resp. 

. M M M 
D^*') dans L ^ + 1 O) ( r e s p . L 2 ^ i $ ) définis par 

2 2 

u f D . L u = Lu . 

v f D W

 f L W v - L W v . u r \1 

Le lemme n.1 ci-après prouve que les graphes de L^ (resp.L^ ; ) dans 

2 2 2 2 L ^ x L^jj (resp* L x L ) ont pour adhérences dans ces espaces 

produit des graphes fonctionnels ; on note alors L (resp* L ^ ) les opérateurs f 

de domaines (resp. D^v ' ) qui ont pour graphes ces adhérences. 

4) Théorème principal» 

Théorème 1.4. On suppose que l'opérateur L vérifie dans les domaines 

considérés, les hypothèses du 1.2). 

a) Cas global : pour tout T>0 r il existe un réel /LtQ tel quey pour 

\i<\x f L et Lv sont a indice, o y, [i 

k) Cas local : on suppose D de forme telle qu'en tout point de S 

la normale sortante à D soit une direction d'hyperbolicité pour L (au sens 

de 1.2)). 

Alors il existe un réel \x tel que pour jLt<^0 t e * s o n t à indice « 

Preuve. Elle est complètement développée en n et ni pour le cas a) f et esquissée 

(étant analogue) en IV, pour le cas b). 
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SYSTÈMES HYPERBOLIQUES SINGULIERS 

H, Une formule de Green pour L et Lx . 

1) Lemme n .1 . Pour tous u € D (/3) et v € DW(j8) , on a 

< V t V ) i 8 " ( U r L ^ ) v ) . f l * 

Preuve, Soit T>e>0 ; on intègre par parties (L u,v)g comme suit : 

U+1 JLt+1 jLt-1 jLt+1 /1+1 jU+1 

(Lu .v^ =(t 2 L ^ / 2 v)^ - (t 2 u,BHt~ 2 v)^ + ( t 2 -g- f t~
 2 v ) p 

n Ji±2 ju+i 

JLt+1 ji+J jLt-f=1 

Or -|-(t 2 u) = t 2 - | - + ii+lt 2 u f d'où 

( L ^ v ^ = (L(t 2 u),t 2 - Ug{t 2 u,t 2 v)^ . 

Le premier terme écrit s ' intègre par parties et vaut 
,u-l _ y+1 

(t 2 u , t l M f 2

 T )) + (u, v) _ ( U f V ) . 
€ "~0 s 

-Mil _ i£±l_ T _ JÉ+1 

Or |J-(t 2 v) = --M^-t 2 v+t 2 - g - , d'où 

(t 2 u,tl>>(t 2 v ) ) ^ = ̂ l ( t 2 u,t 2 v ) ^ + (t 2 u,t 2 L K ) 

Soit enfin (L^urv)^ = ("rL^ - ( u * v ) t = € <• 

La fonction $: c -+ |(u tv)| t_^ est telle que ^ T -Mi l-de<+ oo , car 

- ~ <ll« * u|| 0 „ ||e v|| 0 il existe donc une suite e :+ O telle 
C L 2(lR n) L 2 (R n ) n > 

que $(en) -+ O .En donnant à c les valeurs cn dans la formule précédente et 

en faisant tendre n vers -H» t il vient 
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S. ALINHAC 

(L u,v)ô = (U.L^V)û o 

2) Une conséquence immédiate de 1) est la suivante : 
2 2 2 2 Si (0,w) est adhérent, au sens de x L ^ (resp0 L x L ^ ^ ) au 

graphe de L (resp.Lv 0 ? alors w=0 . Cela permet de définir L et L w 

et l'on a le 

Lemme IL.2. Pour u € D , v € , (L u,v) = (u,L^v). 
/1 f-L fd fd 

HE) Inégalités d1 énergie « 

1) Identité quadratique de base : 

Lemme m, K Soit R 1* opérateur de symbole r , il existe des opérateurs pseudo

différentiels d'ordre zéro N1 et Q tels que, pour tout X € R et u € D (̂8) , 

on ait l'i^ntité ^ 

2 lRe(R t 2 Lu, t 2 u) = - X Re(Rv,v) + 2 Re(RBv,v) +(Re(N'tv,v) - (Re(v,Qv) 

+ Re(R^tv,v). r 

X-1 Ps 
~2~ 

où lTon a posé v = t u * > + 1 ^ 
Preuve « On intègre ITà demin par parties d1 expression (R t 2 Eu,t 2 u)#ç , 

puis l 1 on fait tendre convenablement e vers O » 
X-1 X l̂ X+1 

En effet t -Jp ( t ~ u) = 2 u + t""5" - |~ , d*où 

X+1 X-1 n X+1 X-1 
( R t 2 * . , T 2 ^ + 5 ; ( R A . 4 - t T u , t T u ) ? = -^ l (Rv,v) 6 

e i=1 1 c f 

+ ( R t - J - v + J R t ^ , T ) . 

> K) ^ E 

T 
On intègre par parties le terme T : 
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SYSTÈMES HYPERBOLIQUES SINGULIERS 

T = (J|,tR*v) s + f * , t A « R * v ) 
€ i=1 1 € 

n 
--(v^itR^ÏÏQ - Y(v t-^(tA^R\))5 +(Rtvrv)ô -(Rtv,v) t=ç . 

c i c s 
n n 

T=-(v, [tR^+ V ( t A ^ \ » s -(v,R*v)^ - ( R t v ^ ) g - M R t V , ^ 
1—I 1 £ Ç € ^ -j 1 C 

+ (Rtvtv)a - (Rtvfv). 
n ŝ e ° 

Lr opérateur |~tR* + y (TA%*)x ] , noté Q , est d'ordre zéro grâce aux 
i=1 1 

hypothèses faites sur r et les Â  « 

On transforme maintenant les termes n 
(Rtv,-^)^ + ^ (Rt A^v^-^ ) de façon à faire apparaître le terme T 

€ 1=1 1 

(conjugué de T) î 
n n 

(Rtv, f - ) + y ( R t A ^ ) - (R*tv, - f ) + 1 ( A ^ W g . ) 
i=1 1 i=1 1 

n 
-f ((R-R*)tv,4|-) + £ ((RA1 - A*k*Hvr • 

i=1 1 

On utilise alors la formule 

( ( R - R \ - | ) g = - ( ^ ( R - R V r v ) 0 + ((R-R*)tv,v)jg - ((R-R*)tv,v)t=ç 

qui permet d'écrire 
n 

((R-R*)tvf-|r ) + l №A. - A*k*)tv,-f[ ) = - (Nvrv)fl + «R-R*)tv,v)g i=1 i c s 
- ((R-R*)tv,v)t=ç , 

où l'on a posé N=N!t r N*= JL(R-.R*) + ][ -|_(RApA^k*) • 
i=1 1 

Finalement 
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S. ALINHAC 

T=-(v,Qv)fl - M \ ) 5 + ( N V , V ) . + ( R V , V ) . - ( R V L , - T r 
Pç Pç P € Os 

X+1 2-1 
soit 2Re(Rt 2 Liiji 2 u) = -> Re(Rvfv)g - Re(v.Qv)- + Ête(Nv,v)ô 

+ 2<Re(RBv^v)g +<Re(R*tvrv)8 - Re(RV f v) t = ç 

€ S 

H ne rest plus qu'à établir maintenantr grâce à Vhypothèse que r symétrise at 

que N' est d'ordre O : or N1 = R!L - (R£)^ + (R£) H ^- (RÎQf J le premier 

• H H operateur a pour symbole principal ra - a r = O ; le second est df ordre 

zéro grâce aux hypothèses de régularité faites sur R et les .En faisant 

tendre e convenablement vers zéro (comme en 11,1) f on obtient V identité 

promiseo 

2) Dérivation des inégalités d'énergie» 

a) Généralités . On va utiliser 1*hypothèse r+r >aQ Id* L'opérateur R+R 

a un symbole hermitien positif ; on peut donc l'écrire 

R+R =A+T_ i roù est un opérateur d'ordre -1 et A 

un opérateur hermitien positif (c'est l'inégalité de Garding. citée en [6]). 

L'opérateur étant lui-même assez régulierf peut être approché en 
2 

norme par des opérateurs de rang fini dans L » On obtient finalement 
2 (Re(Rv,vK =<Re(A'vrv)^ + <Fe(Tfv.v)g , 

où T { est de rang fini et A1 hermitien positif. De façon analoguet on a pour le 

terme de bord 

fte(tRvrv)â =Re(tA1Tv?vK +<Re(T'v,v)ô t  
p s s s 

où T| est de rang fini et A" hermitien positif. En posant PQ=N-Q*+2RBy 

l'identité du lemme m . 1 . s'écrit 
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X+1 
2Re(Rt 2 Lùfv)^ =--|"Re(A lv fv) j 8--|-Re(T fv,v) j 8 + Re(P0vfv)j3+Re(tA"vfv)jg 

+ Re(T*v,v)g . 
ps 

b) Inégalités d1 énergie • 

Lemme KL 2• i) il existe \xo tel que si H<UQ * pour tout u € D^(sauf éventuel

lement dans un sous espace de dimension finie) on a 

0*o-/i)llu|lT2 ( r ) < Cte||L u|| p 

2 ~ 

il) il existe a o tel que si M<i^0 r Pour tout v ^ D ^ (sauf 

éventuellement dans un sous espace de dimension finie), on a 

Oi*-/i)llv|l 2 < CtelilHll 
L 2 ^ ) ^ L ^ ( « ) 

2 2 

Preuve du lemme 

i) On choisit X=/i • Grâce à la positivité stricte de A* (dans l'inégalité de 

ni.2.a), on voit que si juQ est assez petit et u dans un sous-espace de codimen-

sion finie de (où les termes (T fv,v)^ et (T|v,v)g sont nuls), l'inégalité 

cherchée pour u suit de l'inégalité III.2.a, et s'étend aisément à la fermeture 

de L . 

ii) On choisit X=-JU , le terme de bord de Re(tRv,v)^ étant nul dans ce cas. 
s 

Après multiplication par -1 des deux membres de l'égalité III.2.a, on procède 

comme en i) m 

3) Fin de la preuve du théorème L4» 

Elle repose sur le 
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S. ALINHAC 

Lemme HI.3. Pour tout a € R , on a les identités 

/T (*)\* _ f /f T (*) 

Preuve. On montre que (L L̂  ' t l'autre égalité se prouvant d'une façon 

analogue, mais beaucoup plus aisément à cause de l'absence de traces dans la dé

finition de D 

Le lemme II .2 implique déjà que L c (L )* . Soit maintenant 

v ^ L 1 (0) H D(L ) telle que (L ) v=f , ce qui signifie qu'il existe 

f £L 2 (fl) telle que Vu€D(j8) , (u,f) = (L u,v) . On se donne 0<r?<T et 

$(t) une fonction réelle test dans jO,T] , avec $(t) = 1 pour ??<t<T . La 

fonction tronquée $v est solution de (L )*( $ v) = f , avec 
M 

f"= $f - $'v . 

Les poids ne jouent maintenant plus aucun rôle dans la démonstration, qui 

s'effectue comme dans Lax et Philips [7] „ On obtient ainsi que v est 

continue sur JO,T] à valeurs dans H (R ) r et v(T) = O ; de plus 

€ L ( FO,T] , H"" (R^)) • Si maintenant $ (x) désigne un régularisateur 

horizontal* alors v = v * $ € £ f v dans l'espace L ^ ( P ) et 

L (*) v ^ f d a n s L2 ^ ce qui signifie que v € D M et L \ *V = f . 
£ Ll— I LL U 

Ce lemme prouvé, la démonstration du théorème s'achève de la façon 

habituelle * 

Remarque » Si l'opérateur R est lui-même positif, ou si r(x,§) ne dépend que 

de x seul ou de £ seul, alors, dans les conditions du théorème I a4, L et 

(*) 
L^ ' sont des isomorphismes „ 
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IV, Cas local. 

On indique ici rapidement les modifications à apporter à la preuve du théorème 

1.4 dans le cas local. 

a) Inégalité pour iffi 
M 

(*) 
Les fonctions de Dv ' s'annulent sur S ; après prolongement par z 

M 
zéro hors de D , on intègre par parties comme en m . 

b) Inégalité pour L 

On choisit une fonction C°° réelle non négative 0(t) , telle que 

ip(t) = 0 si t<1 y è(t) = 1 si t >2 , puis on pose uç(x,t) = >/(t/e) u(x,t) . 

On vérifie aisément que uç -+ u dans L (̂D) , et que Luç-> Lu dans 
T" 

L 2

+ 1 (D) , lorsque e £ 0 . Soit d'autre part B une fonction test de R n + 1 

prolongeant la fonction t hors de D „ 

Pour intégrer par parties, on effectue d'abord la transformation 

(~) : x'=x 

tT = §(x)-t , qui transforme S en une partie de , puis on 

prolonge par O la fonction transformée u hors du nouveau domaine B . 

On calcule alors comme en III.I. , et ce faisant seuls les commutateurs 

du type FR,$]Da (où |a|=l) apparaissent, ce qui modifie tout au plus l'opéra

teur noté PQ en m.2.a dTun opérateur dTordre O „ Revenant aux coordonnées 

(x,t) et passant à la limite lorsque ç + O f on achève la discussion des signes 

comme en HL2 ea , en notant que l'hypothèse faite sur la normale extérieure à S 

assure la positivité (au sens de m 9 2 0a) du terme de bord sur S . 

V 8 Quelques exemples d'application à la résolution dans les fonctions régulières. 

On suppose dorénavant que les et B sont des matrices C°° dépendant 
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de t seul. 

Dans le cas global t r ne dépend alors que de g et les inégalités du 

lemme ni.2. sont vraies sans exception. 

Dans le cas local, on obtient des inégalités vraies sans exception lorsque 

ne dépend que de g (cf. 1Texemple traité plus loin). 

1) Un lemme de régularité. 

Lemme V. 1. On suppose M<M0 <» 

i) Si u€D M (0 , y - f , et *~ € 1 * ^ ( 0 .alors -g^ € 5^(0 . 

ii) En notant h = t -4 - t si u € D , n u = f , et ^Z ~ î € L 2 (j8) 

pour tous tels que £+|a|<p t alors fc^—u Ç L ^(8) pour tous z9a , 

4 
l |a|<p . 
Preuve du lemme. i) $ (̂x) étant un régularisateur horizontal* on pose 

un ~ " d N u * $l/n^ • ° n a un ^ DjLi (cela suit la Preuve de m*3)* et Lu^ = - ~ m $^ , 

âf 2 Donc Lu -r~ lorsque n + oo r dans L (#) 

L 1 inégalité d'énergie relative à L^ montre que u n est de Cauchy dans L2^QS), 

2 
et converge vers v € L ,,(8) .De fait,. v=~~ au sens des distributions f et 

v<=5 

ii) La preuve , aisée, est laissée au lecteur. 

2) Un calcul sur des développements limités » 

Soit u(xyt) une fonction de la forme 

u(xtt) = t p(aQ(x)+.... e+t ka k(x)). 

On notera* provisoirement î 
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A±(t) = A.(O) + tAJ(0) + . . . + ̂  A ( k ) (0) + ^ 

B<t) - B(0) + . . . + j£-B ( k ) (0) + B . 

On se propose d'écrire Lu en un développement suivant les puissances croissan

tes de t , avec un reste d1 ordre p+k en t , 

On a ! p =* ptP~1(ao+ . . . + t k a k ) + t p ( a i + . . . + ktk~1ak) 

• s q - * ( T S ^ + — + t i r^ 

Lu - t^ 1(p.B(0))a o + . . . + t^ 3 r(p+J+1-«(0))^+l + 1 l (J,dt 
i»1 t=0 1 

î BÛ+1 - z) 

€=o 

où j varie de O à k-1 t et où R est le produit par t p + k d'une fonction 0°° 

de t ? ayant en x une régularité aisément déduite de celle des â  * 

3) Théorème V.3» Soit p e R tel que Vq£N r p+1+q n'est pas valeur propre 

de -B(0) 0 Alors, pour toute fonction f telle que t~pf cD ^(8) , il existe une 

unique fonction u telle que t^^^uÉD o(0) et 
L 

Lu- f . 

Preuve,, a) on choisit un entier k tel que -2(p4k+l)-1<jLi f puis on développe 

f sous la forme 
f(x,t) = t p(fo(x)+tf^x) + . . . + t \ (x ) ) +1(xft) . 

Ici, les f.(x) € D 0 (r") et f est teUe que t"^p + k + 1^î €L2(j3) . 
î l 

On construit alors une solution, notée u^ y de Lu=*f , de la façon suivante : 

u k= u^+ uĵ  , et chacune des fonctions u£ et u£ est construite ainsi : 
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i) uUxA) est prise sous la forme 

u¿(xft) - t
p + 1 (a (x) + . . . + tkak(x)) 

les a.(x) étant des fonctions de D 0 (R n ) déterminées par les relations de récur-1 L<4 x 

rence ^ - /. - -\ * 

{[(p+J+LÎ-RIBÎO)]^ 
nj-1 Ai (j-1-l) da l j-1 B(j-l) 

i=1 l=0 axi l=0 (j-l) 
â  =» fj où j = 0 ? . . . r k f 

en sorte que 

Lu¿- f = - R , avec t ~
( f H 4 c + l ) R € L2()3) . 

ii) u£ est 1* unique élément de ^^(p-rfc+L)-!^ TEL QUE 

L u £ = R = f-Lu¿ . 

b) Supposons alors choisi un entier k* > k f et soit u^f » u£T + u£T 

la solution de Lu = f construite comme indiqué en a) * 

La fonction Ys*uk~ui£i e s t telle que Lv=* O . 

De plus, 

uk« € 5 -2 ( fHk» + L)-1^ C 5 - 2 ( p ^ + L ) - 1 t ó ) 

et comme il est clair par construction 

u k ' - u k € D - 2 ( p ^ + 2 ) + 1 ( 0 - ^ ( p f k + D - L ^ * 

en sorte que finalement v € D+i<--i_iV-i^ * Dfoù v=0 . 

c) u£T est telle que t~(p + 1\i*. r € D 2(j8) , par construction. DTautre 

part, le lemme de régularité et les hypothèses faites sur f montrent que t^P^uj^ 

possède des dérivées horizontales de tous ordres dans L (£) et des dérivées par 

rapport à t qui sont dans L (0) jusquTà l 1 ordre k1 . 

Doncr puisque pour tout k* > k r 

t-(p+1) uk = t (p+1)uk = t (p+1) uk + t- (p+1) uk" 

on a r ( p + l ) u k € D 2(jS) . 
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d) Soit u=t^ +V, v€ D 0(j8) t telle que Lu = O .En développant v à un 
L 

ordre suffisant et en utilisant le calcul 2)t puis le théorème dT unicité de m ) t on 

obtient u=0 . 

4) Théorème V.4» Soit X€R tel que X soit valeur propre de -B(O) , mais qu'au

cun des nombres X+l+q f q £ N f ne le soit. Alors pour tout u € D 0 ( R " ) F 

o l~ 
U q € ker (X+B(0)) t il existe un unique u tel que 

f X u € D 2(j8) , t"XU|T==O = UQ f Lu=0 dans 0 „ 

Preuve» a) On choisit k€ N en sorte que -2(X+k)-1 <jUQ r puis l'on détermine 

des fonctions a r • a, de D 0 ( R " ) par les conditions a =u et O xC L, o o 

{r(x+J+l)4B(0)laj+1 + J l g L ^ t + l * ^ ^ a ^ O . 
i=1 ë=o £=o 

où j = O f . . o f k-1 . 

De cette façon, si l'on pose v=tX(a (x) + ». o + tka, (x)) 9 on a 
O K 

T X v | t = Q = uQ et f k ^ L v € D^CjS) . 

D'après le théorème V.3), il existe w tel que t~^ + k + 1 \ f f € D Jfi) et Lw= Lv „ 
L 

La fonction u=v-w est une solution du problème posé. 

b) Soit u tel que t~\i€D 2(|S) f f X U | T = O = 0 f et Lu= O „ 

Le calcul 2) et les hypothèses montrent que u sTannule suffisamment pour qu'on 

puisse conclure u = O . 

Remarque. Dans certains cas(par exemple Xet M valeurs propres de -B(O) , 

mais non les autres nombres X+1+q , q£N) on obtient des solutions du noyau 

avec d'autres traces que celles indiquées dans le théorème 4). Les traces imposées 

doivent alors vérifier les conditions de compatibilité déduites des relations de 

récurrence de 2) . 
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5) Illustration des méthodes et des résultats sur un exemple 

On considère l'oDérateur 

P - ^ ? a m * 2 + b ( t ) * + c ( t ) 

pour lequel la matrice A = (a..) est hermitienne et telle que 
n 1 J 

R> / V » » w £. où ç£<C et a >0 est un nombre fixe. Parmi ces opéra-
H e l L V i T o l 5 r ° 

teurs. on trouve les opérateurs d'Euler-Poisson-Darboux : D + ""F~~§£~ C*-®E) • 

Ceux-là. très étudiée, interviennent en particulier dans des problèmes de moyennes 

de fonctions de la façon suivante : étant donnée f €C°°(Rn) , la "fonction moyenne" 

u(x.t) (= moyenne de f sur la boule de centre x et de rayon t (resp. la sphère)), 

est, pour t>0 , la solution du problème 

(D + n+1 6)u = 0 (resp + n-1 t d dt 

u(xfO) = f(x) 

ut'(x,0) = O 

L'étude du problème de Cauchy pour P a donc une origine géométrique (cf. par 

exemple T5\ 12]). La réduction de P à un système du type (*) et l'application 

des théorèmes V.3 et V.4. (dans le cas où > = O) conduisent aux théorèmes suivants : 

Théorème V.5.a. On suppose que les racines de l'équation > +X(b(0)+l)+b(0) + c(0)=0 

ne sont pas des entiers non nuls (positifs). Alors, pour tout f €C°°(D) , il existe un 

unique u £C°°(D) tel que 

Pu = f , u j t = 0 = 0 , u | , t = o = 0 . 

Théorème V.5«b, On fait la même hypothèse qu'en V.5.a. 

i) Si c(0)=0 , b(O) ^ O , pour tout g ÉC°°(Q) , il existe un unique u ÉC°°(D) 

tel que 

P u = ° ' u | t=o= g ' ut|t=o = - | W 8 • 
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ii) Supposons c(O) O : 

• Lorsque de plus b(0)+c(0) ^ O t pour tout u €C°°(b) 

avec Pu = O t est identiquement nul „ 

« Lorsque b(O) = c(O) = O f pour tout h É C^Ô) t 

il existe un unique u £ C°°(D) tel que 

Pu = 0 , u ) t = o = 0 , u^ | t = o =h(x). 

Preuve des théorèmes V«5.a et b . 

a) Réduction à un système. Si u est une solution régulière de Pu = f f en posant 

u =u' f u.=uT • u . =u/t , on observe que le vecteur lù=(u , .u est 
o t 7 î x . 7 n+1 1 7 M v o7 9 n+r 

solution de L,U> =* 3* • avec 

L--2L- I 
i=1 
i+f 

ligne 

-a. Ô\ m, 

Al 

b O «O ç \ 

à ^ o 
l 0 

r i o 0 1 

B 

1 
t 

et =(f ,O f . 0 . f O) . 

On peut choisir comme symétrlseur 

R = 
1 
O 

o" 

O ••• 

A 

O 
1 
1 

O 
1 

et R+R H>0 

Le terme de bord sur S s'écrit 
n 

Re(tRvf A^v) s r o ù \ = Y v i \ 9 ^ * . . . * i>n) 

étant le vecteur unitaire normal à S \"ckrigé vers l'extérieur de D . Soit 
A i § = 7 — — - * I ( 1 - Y $A..) foù t=g(x) est 1*équation de S au-dessus de 

Q et $.= $x . 
i 

Le terme s'écrit donc 
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n 
Re f t* d c r m{ f(Ru.u) - Y §.(u, RA.u)] , et il est non négatif dès que 

•jS 1̂ + |grad$|2 1 1 

les $̂  sont assez petits, selon l 1 hypothèse du théorème I.4,b0 

Supposons en particulier que S soit caractérisitque au-dessus de tout 0 ? 
n 

i.e. ) a. . $. $ . = 1 ; c'est en fait le cas qui fournit le plus grand domaine 

i,j=1 
D où l'on peut résoudre avec unicité. On a alors 

(Ru,u)-£ $.(u,RAiu)= |u n + 1 | 2 + ^ ay iï.u. f 

i=1 i .1=1 

où bien sûr =û + $iuQ (dérivées le long de S) . 

b) Calcul des valeurs propres de -B(O) . On a 

det(X+B(0)) = Xn[X2+(b(0)+l)+b(0)+c(0)]. L'application des théorèmes V.3 et 

V.4. pour les valeurs p=0 et >=0 est donc possible dans l'hypothèse de V.5.a. 

Le théorème V.3 indique alors ceci : 

V56CW(D) , 3 unique,U€CC0(D),U| t=o = O , 

et 

LiU ^ . 

En vue d'un retour à l'opérateur P , prenons y= (f ,0, . . . . . ,0) , et posons 

u = tun+^ . L'équation L^= ̂ implique 

o n+1 
Ut - un+1 + ^n+L - Un+1 + T ( - T - - T M - Uo ' P u i s 

(uY ) - (u ) =(u ) - (u.) = O . Puisque u = u . = O , on a u = u. , et 
x i t 1 1 ° x i

 1 1 xi|t*o 1 , r ^ i 

donc Pu=f . On a obtenu le théorème V.5.a. 

Pour appliquer le théorème V.4, calculons ker B(O) : 

si b(0) +c(0) ^ O , ker B(0) = {(v Q , . o . f v n + 1 ) , vQ = v n + 1 = O } 

si b(0)+c(0) = 0 , kerB(0)= {(v , . _ . , v ) _ , 
° n + l 9 o~n+V* 
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Cas i : c(0)=0 , b(C)^ O . 
Si en fait c = O f il suffit de choisir, pour appliquer le théorème V.4, 

^Ifco* (°fgx '•••* g

x » ° n P° s e e n s u i t e u=tun+1+g(x) ,dToùu t

T = uo , 
i n 

(u -u.).. = O et u -u. t, =0 , soit enfin 
v x. 11 x. i|t=o * 

u € C°°(D) , u « = g(x) , W « = O , Pu=Q . 

Sinon, on peut utiliser la remarque qui suit le théorème V »4 et appliquer ce 

dernier avec X=*-1 ; on obtient ceci : 

Si aQ € ker(B(0)-î) ,et ^ est tel que 
n 

Ba1 + Y A. Bf(0)a^ = O , il existe un unique tk tel que t tt>€ C°°(D), ox̂  o 
t^)|t=0 = a

0 t (tl^)T =a-| f e t L^ = 0 .On prend ici aQ=(0,.. .,Org) et 
' 11 t=o 

a i =
 (~ B(ÉY^ ê y gx1 * • • ' , g x * ~ "BT^ G^ • ° n f**36 alors u= tun+i »et 11 on en 

déduit l'existence de u € C°°(D) tel que Pu = O , u = g , u^ |t_o ~ —Ê 5Ĵ g 

Cas ii : Si b(O) + c(O) ^ O , on est ramené au cas du théorème V.3. 

Si b(O) + c(O) = O , pour tout h(x) £ C^f)) on trouve, par application 

du théorème V.4, un unique C°°(D) tel que U? = (h(x),0, .. .,0,h(x)) , et 

L<&>= O . On en déduit 1Texistence d'un u € C°°(D) tel que = O , 
ut|t=o = h ( x ) ^ P u = ° * 
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