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SYSTEMES HYPERBOLIQUES SINGULIERS

par Serge ALINHAC

Introduction,
Cet article dtudie le probléme de Cauchy unilatéral pour une classe de
systemes hyperboliques du premier ordre, ayant une singularité sur la surface

portant les données initiales,

La surface initiale ayant pour équation t=O , on considere des systemes

de la forme n
=2 2 . .B
L= 5 + Z Al a(i + T (*)
i=1

oll A; et B sont des matrices (pxp) complexes et bornées. On suppose la
partie "principale” [T de L ¢ définie par
n
~ 3 d
D-grt 2 Ay =,
i=1
hyperbolique symétrisable dans la direction normale a la surface initiale, au

sens oil 1'entend Friedrichs [6] , rappelé en 1.2 ci-apres.

Le type de la singularité choisie est celui qui apparaft lorsque 1'on réduit
une équation différentielle ordinaire du type de Fuchs a un systeme du premier
ordre. Baouendi et Goulaouic [4 ] ont introduit une généralisation naturelle de
ces opérateurs au cas de plusieurs variables, et ont étudié ces opérateurs
He Fuchs généralisés" dans le cas oll données et coefficients sont analytiques

en la variable d'espace. On montre en [3 ] comment 1'on peut réduire aussi ces



opérateurs 2 un systéme de la forme (%) .

Pour de tels systémes singuliers, on ne peut espérer 1'unicité d'une solu—
tion appartenant a un espace Lﬁ (c'est=a~dire 1'espace des fonctions f telles
que tht € L2) que si p est assez petit, comme on le voit sur les exemples

les plus simples & une ou deux variables (cf. aussi 1 0.

On établit ici un théoréme d!existence et d'unicité dans Lz pour une fer-
meture convenable de L (r‘esp,L(*) ) s lorsque pu est petit (resp.u est grand);
ces théorémes sont soit globaux (dans une bande), soit locaux (dans un domaine de
forme appropriée). D'une fagon plus générale, on peut étudier pour quels opéra—
teurs P le probléeme de Cauchy plat avec unicité est bien posé, c'est-a—dire :

i) il existe un domaine D tel que, pour toute f € C7(D) , plate sur t=O ,

il existe un unique u € C°°(D) s plat sur t=O , tel que Pu=f .

ii) pour tout voisinage V de zéro et toute u € C*(V) , plate sur t=O ,
telle que Pu=O , alors u=0 dans V . Les théorémes prouvés en [3] indiquent
que les seuls opérateur's qui conviennent, parmi ceux dont les coefficients
stannulent & un ordre fixe sur t=0 , sont les opérateurs'de Fuchs généralisés"
ayant leurs caractéristiques simples réelles ; cela justifie la forme (%) choisie

et 1Thypothése d'hyperbolicité faite sur & .

Les questions de régularité ne sont pas abordées dans le cas général. Elles
ne sont envisagées qu'incidemment dans le cas particulier simple olt Ai et B
ne dépendent que de t , en vue de montrer 1'usage que 1'on peut faire du
théoréme principal, au caractere "asymptotique”, pour obtenir des résultats

dans la classe C°°(DL2 dans une bande).

Les théorémes du paragraphe V précisent dans quelle mesure on peut, pour

ces opérateurs, bien poser le probleme de Cauchy en termes d'images et de traces
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sur t=0 .,

Le cas des opérateurs d'Euler—Poisson~Darboux est traité a la fin a titre

d'exemple.

I. Généralités, notations, résultats.

1)Domaines .
Ce sont des ouverts du demi~espace H = {(x,t) € Rn+1 e 5O} .
a)Cas global : On note 8= {(x,t)€ R » O<t<T} labande de hauteur T
(T>0 donné), et B = {(x,t)e /M , t=0}

1

Bs = {(x,t)€ R ¢ t=T} les bords inférieur et supérieur de B .

Pour T>¢>O , B€={(x,t)ERn+1,€<t<T} .

b) Cas local ¢ le domaine D envisagé est limité par un ouvert borné régu-—
lier () de IRQ et par une surface S réguliere au-dessus de () , s'appuyant sur
3() ; plus précisément, étant donnés O et seci((Y) s 3>0 dans () , %=O
sur 3() 4 d3 #0 , le domaine D est défini par

D= {(x:t)ean-H s XEO , O<t< §x)} ; de plus
D .= {(Xpt)GanH s XEQ , e<t<d(x)} et

S = () eR™ L xe®) , t= 8%} .

2) Opérateurs.

On étudie, dans B ou dans D , des sytemes du premier ordre du type
n

-9 =) B
L=—a—+z ij--gj:‘i'—{—o
i=1

i=
La matrice B est bornée, les matrices A le sont aussi ainsi que leurs dérivées

premiéres tangentielles.
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n
H
On pose L(*) == _aat' - Z -gxa— AIf+ —?—- , ol MI'I désigne la transposée her-
i

i=1
mitienne de la matrice M ,et on appelle L(*) 1'adjoint formel de L .
Dire que £ est hyperbolique symétrisable en direction normale signifie ceci :
il existe un symbole r(x,t,¢,7) d'ordre zéro et de degré deux (i.e.

Da

o DP 1 est dlordre ~|B| pour tous multiindices a, B, |a|<2) tel que, si

EsT n

on pose a(X,t,£,7) =T id +y Ai(x,t)g1 (a est le symbole de I.) , on ait
i=1

ra=a r (r "symétrise" a)
avec les propriétés supplémentaires

s1) r +I"H > a, Id , ol o, est un nombre positif fixe.

s r(xoty&yT) = r‘m(x,t,_E) lorsque T*f‘” 4

N

et r-r_est d'ordre zéro en __Iﬁ_{, .
|

s r(x,ty£,7) se prolonge analytiquement en rdans C .

3)

En fait, il est montré dans Friedrichs [6] que 1'existence d'un tel symétri-
seur implique celle d'un symétriseur "de surface" r(x,£) ayant la propriété
ST)“ C'est ce dernier, noté désormais r(x,£ ), que nous emploierons dans les
calculs,

(%

3) Prédomaines des opérateurs L et L\,

Les définitions, données dans le cas d"une bande B , se modifient de maniére
évidente dans le cas d'un domaine D .

Pour u €R , on pose

D” - uer? 1 (B)y u continue sur JO,T Jet, pour |a|=1 , DGUELQSB)},Gt

2 2
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D‘(:") = {v E_Li_ﬂ () , v continue sur ]0O,T], v(T) =0
2

(] 2
D vEI:-E___J(B)}

2

, et pour |a|=1 ,

On note alors LM (resp.LS*)) les opérateurs non bornés de domaines D (resp.
dans 1.2 (B) (resp. 12 (B)) définis par
A1 I
2 2
u GDu y Lﬂu =‘Lu ’

vep®® 00y Ly
u m

Le lemme II.1 ci-aprés prouve que les graphes de L (r‘esp.L(*)) dans

2 2 2
L -1 x L J-‘_"2'_1 (resp. I: il x 1.2 ) ont pour adhérences dans ces espaces
2 2

produit des graphes fonctionnels ; on note alors I:IJ (resp. LE ; ) les opérateurs,

_(_.y_ 2
de domaines T)” (resp. Du* ) qui ont pour graphes ces adhérences.

4) Théoréme principal.

Théoréme I.4.On suppose que 1'opérateur L. vérifie dans les domaines

considérés, les hypotheéses du 1.2).

a) Cas global : pour tout T>O , il existe un réel B, tel que, pour

B<py s 1_,“ et LSK) sont & indice.

b) Cas local ¢ on suppose D de forme telle qu'en tout point de S

la normale sortante & D soit une direction d'hyperbolicité pour L (au sens
de 1.2)).

Alors il existe un réel p tel que pour p<p_ , E“ et L‘E*) sont a indice.

Preuve., Elle est complétement développée en II et II pour le cas a), et esquissée

(étant analogue) en IV, pour le cas b).
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0. Une formule de Green pour LIJ et LI-E*) .

1) Lemme I.1. Pour tous u € D#(ﬁ) et ve Dl(i*)(ﬁ) yona
(L#u,v) g= (u,LI_E*)v) g

Preuve. Soit T >e¢>O0 ; on intégre par parties (L#u,v) B comme suit ¢
€

[l - pt -ufd B iy
_4 2 2 _4 2, pH 2 Z u )
(Luu,v)Bt— (t L u,t v)B€ =(t“ uBt V)B€ +(t R v)'B€
n p+l _u+
2 du 2
+E (t Ai —g{—i—,t V)B€ °
+1 +1 u=1=!
9 2 _ o +1,. 2 1o
Or —B-t-(t u) =t X + %—t u , d'ou
g _pl a1 el
2 2 +1,, 2 2
(Luu,v) 5.~ (Lt © u)t v) 5.~ -‘-‘2— (t “ u,t v) 8, *

Le premier terme écrit s'intégre par parties et vaut
u=1 [Taal

2 K 2
(t © u,tL ™t V))BE +‘(‘E3X‘)Bs - (V) -

i I aal BT Tl |
Or %f-—(t 2 V) =-f£2-'it 2 vit 2 —%‘-é— , d'ou
k=1 T | p=1l il 1 _ el
€2 u,™®e 2 v), B¢ 2 4t 2v), 4 (t%- ut 2109y
B€ 2 BG BE

- _ (%)
Soit enfin (Luu,v) B, = (u,L“ V) 8, - (uf,v)t=€ .

La fonction 3 € - I(u,,v)lt=€ est telle que ?T--—E)——ds <+ , car
3o

ezl A
5(d 2 2 o ,
=== <Jle ulf| Ile vi| il existe donc une suite ¢ 2 O telle
€ 2,..n 2,0 n>
LY(IR,) L4(
X pe
que & en) +0O . Endonnanta ¢ les valeurs € dans la formule précédente et

en faisant tendre n vers +« , il vient
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(Luu,v) g= (u,L‘(:K)v) g

2) Une conséquence immédiate de 1) est la suivante 3

. . 2
Si (Oyw) est adhérent, au sens de L. 1 x L,

2 2 T2 -2

graphe de Lu(resp.L‘E*B s alors w=O . Cela permet de définir EIJ et LSK)

et 1'on a le

Lemme I1.2. Pour u €D, ,veD™ , (Fu,v) = (0,00,

II) Inégalités d!énergie.
1) Identité quadratique de base @

Lemme III.1. Soit R 1'opérateur de symbole r , il existe des opérateurs pseudo—

différentiels d'ordre zéro N' et Q tels que, pourtout A €R et u € D)\(B) 2

on ait 1'identité , |

———

2Re(Rt 2 Lu, t 2 u) == Re(Rv,v) + 2 Re(RBV,v) +Re(N'tv,v) - Re(v,Qv)

+ Re(R*tv,v)B y
21 s

N 2
1 = u -
oul'onaposé v=t ° 2+1 =1

Preuve, On intégre "a demi" par parties d'expression (R t-z—- ﬁu,t 2 u)B € ?

puis 1'on fait tendre convenablement ¢ vers O .
=1 =1 A+1

En effet t-gaf—(t—?u):-)‘—;—? 2 u+tT%tu—,d'oh
ML sl on M
2

2 w2 " 3 T2 2=1
Rt4 St u)BE +) R At © wt u)B€ --21 (Rv,v)B€
i=1

+(Rt—gta—v+§l RtAi—%x‘-’,v)

i i
¥—-—-—ﬁ}'

T

Be ©

On intégre par parties le terme T :
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T=(-%t‘l-,tR’*v)3 +Z ,tA rR* v)R

- (3 (tR*v))R S‘(v,ax(tAHR Mg + RV - R

i=1
n

n
T = (v, [tR" +i_}1‘(t A‘jrz*)xi}v) g~ R)g - (Rtv,—3F) 5" Y Rtay, 25
B i=1

+ Rtvyv)g = Rtvyv)_
n S

Liopérateur [tRY + (TAP.]R%) , noté Q est d'ordre zéro grice aux
t L % '
i=1

hypothéses faites sur r et les LV

On transforme maintenant les termes

(Rtv,—a-) + Z (Rt Aiv,—-—-) de fagon a faire apparaftre le terme T
i=1
(conjugué de T) t

Rtv, ) +§ (Rt Alv,———)— R*v, 2¢) +§—(A”R
i=1 i=1

n
+ (R-RMtv, Z0) +) (RA - ARy, L)
i=1 '
On utilise alors la formule
(R-R™tv,3p) g == (FR-RMvyv) 5 + (R-RIv,v) = (R-RMv,v),
€ € S

qui permet dt écm're

(R-R)tv, 2~ )+Z (RA, = Al—h*)tv, =—(Nv,v) + (R-RMtv,v)
i=1 € s

R—R"e)t'v,v)t ¢ *

olil'on a posé N=N't, N'= ——(R-R") +7 -&—(RAI—-AHR*)
i=1

Finalement

11
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T = =(v,Qv) 8.~ (v,R%) B€+ (Nv,v) B: R*tv,v) 8~ (R*tv,v)t___ € T ,

A =1
soit 2Re(Rt % Lu,t % u), =- Re(Rv,7); - Re(v,Qv); +Re(Nv,v)g
€ €

€ €

+ 2 Re(RBv,V) +(Re(R*tv,v) - Re(R*tv,v) o
B € Bs t=€

I ne rest plus qu'a établir maintenant, gréce & 1thypothése que r symétrise a,
que N' est d'ordre O:or N! =RT - RO + RDY - RT)Y* ; 1e premier

opérateur a pour symbole principal ra - aHrH =0 ; le second est d'ordre

zéro gréce aux hypothdses de régularité faites sur R et les A{ . Enfaisant
tendre € convenablement vers zéro (comme en II. 1), on obtient 1'identité

promise,

2) Dérivation des inégalités d!énergie.

a) Généralités . On va utiliser 1'hypothése r+rH >0 Id. L'opérateur R+RH
a un symbole hermitien positif ; on peut donc 1'écrire

R+R' = MT_,, o1 T_, estun opérateur d'ordre -1 et A

1 1
un opérateur hermitien positif (c'est 1'inégalité de Garding, citée en [6 1.

L'opérateur T_. étant lui-m&me assez régulier, peut &tre approché en

1
norme par des opérateurs de rang fini dans L2 » On obtient finalement

2 (Re(Rv,v)B = Re(A'v,v)B + Re(va,v)B ’
ol Tf est de rang fini et A' hermitien positif. De fagon analogue, on a pour le
terme de bord

Re(th,v)B =Re(tA"v,v)6 +<Re(Tf'v,v)B .
S S 'S

ol TE est de rang fini et A" hermitien positif. En posant P0=N-Q*+2RB,

1'identité du lemme III.1. s'écrit

12
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A1
2Re(Rt 2 Lu,v)B == %Re(/\'v,v)’g - -%—Re(va,v)B + Re(Pov,v)B+ Re(t/\"v,v)'Ss

+ Re(Tf'v,v)'Ss .

b) Inégalités d'énergie.

Lemme II.2, i) il existe p o tel que si u< Mg » POUr tout u € —D” (sauf éventuel-
lement dans un sous espace de dimension finie) on a
(;uo—u)nuuL?:u;1 @ = CteuL“unleﬂ 9
2
ii) il existe u§ tel que si u<u§ s pour tout v EID‘E*) (sauf
éventuellement dans un sous espace de dimension t’mie), on a

* *
o=Vl , < CtenLﬁz%

I,
_ e%“l B La:l(R)

2

Preuve du lemme

i) On choisit ) =u . Gréce a la positivité stricte de A' (dans 1'inégalité de
1.2 .a), on voit que si Ko est assez petit et u dans un sous-espace de codimen-
sion finie de DIJ (olt les termes (va,v) 8 et (TEv,v) B, sont nuls), 1'inégalité
cherchée pour u suit de 1'inégalité II1.2.a, et s'étend aisément & la fermeture

de L .

ii) On choisit A=-pu ; le terme de bord de Re(tRv,v) g Stant nul dans ce cas.
s
Apres multiplication par -1 ces deux membres de 1'égalité III.2.a, on procéde

comme en i) .,

3) Fin de la preuve du théoreme 1.4,

Elle repose sur le
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Lemme III.3. Pour tout u€R , on a les identités

P N
(L“ o= L”, (Lu)-Lu .

o)

Preuve. On montre que (I:u)* = L“ s 1Tautre égalité se prouvant d'une fagon

analogue, mais beaucoup plus aisément a cause de 1'absence de traces dans la dé-
finition de D# .

. Soit maintenant

f@c L )*
[ [

Le lemme II.2 implique déja que

2

vEL 1 g N D(I:M);Ie telle que (iﬂ)”‘v:t ,» Ce qui signifie qu'il existe

+

fer?

E-l(ﬁt) telle que Vu € BIJ(B) s (u,f) = (I: u,v) . On se donne O<n<T et

i

8(t) une fonction réelle test dans 10,T] , avec &(t) =1 pour n<t<T . La

fonction tronquée &v est solution de (I:u)*(q)v) =f , avec

F=of - 3'v .
Les poids ne jouent maintenant plus aucun r8le dans la démonstration, qui
s'effectue comme dans Lax et Philips [77] . On obtient ainsi que v est

continue sur ]O,T] & valeurs dans H-1(R:) set v(T) =0 ; de plus
v, €12 ut (To,T1, H_1(R;‘)) . Si maintenant @e(x) désigne un régularisateur
oz ()
= * 1 2
horizontal, alors v =vx* € D" # Ve?v dans 1'espace L_ .E.TJ(B) et

t

L()*)v ¢* f dans 1.2 E"1(B) » Ce qui signifie que ¥ € DS*) et LSK)V =f
T2

Ce lemme prouvé, la démonstration du théoréme s'acheve de la fagon
habituelle,
Remarque, Sil'opérateur R est lui-m&me positif, ou si r(x,€) ne dépend que
de x seul oude § seul, alors, dans les conditions du théoréme 1.4, I:IJ et

LSK) sont des isomorphismes.

14
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IV. Cas local.
On indique ici rapidement les modifications & apporter a la preuve du théoreme

1.4 dans le cas local.

a) Inégalité pour Ll(l*)

Les fonctions de D‘(i(') slannulent sur S ; apres prolongement par z

zéro hors de D , on integre par parties comme en III,

b) Inégalité pour LIJ

On choisit une fonction C* réelle non négative W(t) , telle que
P(t) =0 si t<1 , ¥t)=1 si t=2 , puis on pose us(x,t) = h(t/€) u(x,t) .

On vérifie aisément que u e U dans L::l(D) ¢ €t que Lu ¢ -+ Lu dans
2
Lz.ﬂ(D) ¢ lorsque ¢ ;O . Soit dTautre part 6 une fonction test de R™
2
prolongeant la fonction t hors de D .

1

Pour intégrer par parties, on effectue d'abord la transformation
(~) ¢ x'=x
tr = 3(x)-~t ¢ qui transforme S en une partie de R; ¢ buis on

prolonge parr O la fonction transformée GE hors du nouveau domaine D .

On calcule alors comme en III.I, , et ce faisant seuls les commutateurs
du type TR,®ID¥ (olt |a|=1) apparaissent, ce qui modifie tout au plus 1'opéra—
teur noté Po en III.2.a d'un opérateur d'ordre O . Revenant aux coordonnées
(x,t) et passant & la limite lorsque € 2 O , on acheve la discussion des signes

comme en III.2.a , en notant que 1'hypothése faite sur la normale extérieure & S

assure la positivité (au sens de II.2.a) du terme de bord sur S .

V. Quelques exemples d'application a la résolution dans les fonctions réguliéres.

On suppose dorénavant que les Ai et B sont des matrices C® dépendant
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de t seul.

Dans le cas global , r ne dépend alors que de & et les inégalités du
lemme II.2, sont vraies sans exception.,

Dans le cas local, on obtient des inégalités vraies sans exception lorsque

ne dépend que de & (cf. 1'exemple traité plus loin),

1) Un lemme de régularité,

Lemme V.1. On suppose ;,L<uo o

= =~ o 2
i) si uéD (B , Lu=f , et €L
preer ! &, p_t;ﬂ

aLl —
(B) 4 alors =, € DM(B) .

o
R ) ey 29 2
i) Ennotant 3=t s sl uéeD (B 4 Cu=f ,et 3°==f L (B)
S U U =0 1%1

2

pour tous g, tels que ¢t |al<p ¢ alors 3t N

ue€ Li_1 (8) pour tous 2yo o

3
e lel<p .

Preuve du lemme, i) §€(x) étant un régularisateur horizontal, on pose

- -
u, = S(_i(u*él/n) .Ona u € Dﬂ (cela suit la preuve de III.3), et Lu, = ; *Byp o
2

Donc Lu_ = -%i—- lorsque n-+ +e ,dans L° (8) .

' &

L'inégalité d?énergie relative a I-:# montre que u, est de Cauchy dans L.Z_‘_'J 8)s

2
et converge vers v € LZ:.].(B) . De fait, =-%- au sens des distributions, et
_ p 1
VED, .
1}

ii) La preuve, aisée, est laissée au lecteur.

2) Un calcul sur des développements limités .

Soit u(x,t) une fonction de la forme
u(x,t) = tp(ao(x)+. T ak(x)) .

On notera, provisoirement :
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K
A(t) = A{(0) + tA](O) + o0 + tm- al) + Ay

& W), 5
B(t)=B(o)+.,,.,+k-r-B (0)+B
On se propose d'écrire Lu en un développement suivant les puissances croissan-

tes de t , avec un reste d'ordre p+k en t .

AU p—-1 k P k-1
On a -BT'":pt (a0+ eee +t ak)+t (a1 + oeo + kt ak)

Ba
2 otP _—
ax t (-§+o-o+t )

i
dtol (3- 9
da
Lu = tp'1(p+B(O))a0 +eee +tPH [ (p+d+14B(0)a, ; +Z 2 Ai_ 2 gf
i=1 t=0
G+1 - e)
+z B a +R ;

oll j variede O & k-1 , etoll R est le produit par tmk d'une fonction Cw

de t ; ayant en x une régularité aisément déduite de celle des a .

3) Théoréme V.3. Soit peR tel que Vq€N , p+l+q n'est pas valeur propre
de -B(0). Alors, pour toute fonction f telle que t Pf €D 2(B) , 11 existe une
unique fonction u telle que t~ ~(o+1) u ED (B ) et t
Lu=f .
Preuve., a) on choisit un entier k tel que —2{p+k+1)-1 <M, + puis on développe
f sous la forme
£(x,t) = O (HE (x) + o0 +158, () +T(x,t)

Ict, les £,(x) € D ,(RY) et T est telle que ottty 1 205
L

On construit alors une solution, notée u, 3 de Lu=f , de la facon suivante :

u = ul'(+ ui; s et chacune des fonctions ul'( et uﬁ est construite ainsi @

17
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i) ul'((x,t) est prise sous la forme

ul (1) =t (3 (1) + .00+t ()

les ai(x) étant des fonctions de D 2(R;:) déterminées par les relations de récur—
L
rence nj=1 . G-1-2) -1 )
' L ¢ B =1, oll §=0y.0usk
([oa+4BO) oy 4) ) g3 + ) GmaT 22 =Y O 3= Orerkcy
i=1Fo i
2=0
en sorte que
Lu}~-f==-R , avec t—(p+k+1)R € L2(B) .
n t {14 5
1i) up est 1'unique élément de D--2( oc+1)=1 (B) tel que
- R = fInut
Lui; =R =1 Luk .
b) Supposons alors choisi un entier k* >k , et soit Upr = ul'(I +Uupy
la solution de Lu=f construite comme indiqué en a) .
Lafonction v=u, -u,  esttelle que Lv=0 .
De plus,
. - -
e € D_p(oue1+1)-108) S D_g(gpsr)-1 ()

et comme il est clair par construction
Tyt =
Uper =1y € D—Z(p+k+2)+1(B) D—2(p+k+1)—1(ﬁ) ¥

- N
en sorte que finalement v € D 2(p+k+1)-1(3) . Dtoll v=O .,

c) ul, est telle que t-(pﬂ)u' € D ,(B) , par construction, D'autre
k? k? L2 ?

part, le lemme de régularité et les hypotheses faites sur £ montrent que t—(p'”)ui",
posséde des dérivées horizontales de tous ordres dans Lz(ﬁ) et des dérivées par
rapport 3 t qui sont dans 12 (B) jusqu'a l'ordre k' .

Donc, puisque pour tout k!>k ,
-(p+1 +1 +1 -(p+1
(e )uk=t (e )“k!=t (e )ul'{,+t (o )“‘12'

~(p+1)
ona t\°¥ ukGDLz(B) .
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d) Soit u=tp+1v, VE D 2(/3) , telle que Lu=0O . En développant v aun
L
ordre suffisant et en utilisant le calcul 2),, puis le théoréme d'unicité de II), on

obtient u=0 .

4) Théoréme V.4. Soit A €ER tel que )\ soit valeur propre de -B(O) , mais qu'au-

cun des nombres A+1+q 4 qQ € N 4 ne le soit. Alors pour tout U, €D 2(R;) ’
L

u € ker (x+B(0)) , il existe un unique u tel que

-\ -\ _ _
t uEDLz(B) o t Ulpo =Yy # Lu=O dans B .

Preuve, a) On choisit k€ N en sorte que —-2()+k)~1 <W, » puis 1'on détermine

n
des fonctions Ayy sesey B de DLZ(Rx) par les conditions a =u, et

n j ,G-9 I (i
A da gl+1-9
{[O+1)4B(0) Jay +Z ). T=oT Ta;?f*:‘(r‘"p)"n- T 2,=0 -
i=1 g=0 &=0

Ol\l j&?.-o, k"1 °
De cette fagon, si 1'on pose v=t>‘(ao(x) +oeo + tkak(x)) soNna

v ] =u, et A ¢ DLZ(B) .

D'apres le théoreme V.3), il existe w tel que t-(l+k+1)

wéD _(B) et Lw=Lv .
1.2
La fonction u=v—-w est une solution du probléme posé.
-\, -\ _ _
b) Soit u telque tu€D _(B) , t "u =0 ,et Lu=0 .
1.2 |t=0

Le calcul 2) et les hypotheéses montrent que u s'annule suffisamment pour qu'on

puisse conclure u=0 .

Remarque. Dangs certains cas(par exemple )et M1 valeurs propres de -B(O) ’
mais non les autres nombres A+1+q , €N) on obtient des solutions du noyau

avec d'autres traces que celles indiquées dans le théor2me 4). Les traces imposées
doivent alors vérifier les conditions de compatibilité déduites dec relations de

récurrence de 2).
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5) Illustration des méthodes et des résultats sur un exemple

On considére 1'opérateur
n

2
g z 3 b(t) 3 | c(t)
P == - a. (t) RS, TR B A \.C P S e 1.4
atz i, axi axj t ot t2 '

i’j=1

pour lequel la matrice A = (aij) est hermitienne et telle que
n

Re( z a;8;55) =9, lg
Jyi=1
teurs, on trouve les opérateurs d'Euler-Poisson-Darboux : [J + —%——&3— OCex) .

lz, ou g ec” et ao>0 est un nombre fixe. Parmi ces opéra-

Ceux-13, trés étudide, interviennent en particulier dans des problémes de moyennes
de fonctions de la facon suivante : étant donnée f €C™(R") , la "fonction moyenne"
u(x,t) (=moyenne de f sur la boule de centre x et de rayon t (resp. la sphere)),
est, pour t>O , la solution du probleme

([[+-r-lfﬂ—§t u=0 (resp.U+-[-]€-'—]-£-—) .

u(x,0) = £(x)

ut'(x,O) =0
L'étude du probléme de Cauchy pour P a donc une origine géométrique (cf. par
exemple 5} T2]). La réduction de P & un syst2me du type (%) et 1'application

des théorémes V.3 et V.4. (dans le cas ou ) = O) conduisent aux théorémes suivants :

Théordme V.5.a. On suppose que les racines de 1'équation )2+)\(b(0)+1)+b(0) + c(0)=0

ne sont pas des entiers non nuls (positifs). Alors, pour tout f ecX(D , il existe un
unique u €C®(D) tel que

Pu=tf , u‘t___o=0 y uht=0=0 .

Théoréme V.5.b. On fait la méme hypothése qu'en V.5.a.

i) Si c(0)=0 , b(O)£0O , pour tout g €C*(Q) , il existe un unique u €C*(D)

tel que
'O
c )g .

Pu=0 , ult=0=g ’ uélt:o ==

20



SYSTEMES HYPERBOLIQUES SINGULIERS

ii) Supposons c(O) # O :
. Lorsque de plus b(0)+c(0) # O , pour tout u €C*(D)

avec Pu=0 , estidentiquement nul.
. Lorsque b(0) =c(0)=0O , pour tout h € C{®) ,

il existe un unique u € C*(D) tel que

Pu=0 P u|t=0=0 IS Ut':lt=o=h(x).

Preuve des théorémes V.5.a et b .
a) Réduction & un systéme. Si u est une solution réguliére de Pu=f , en posant

n+1) est

=u/t , on observe que le vecteur A =(uo, ceeeegl

u_=u} u,=u’ u
ot i X; ? “n+1

solution de L= &, avec
n /9] B =3, O
= -1 L
L=g+) ! o ;
i=1 : @)
i+1 0
ligne
A s b—-'——J
B

Al

et =(,0,...,0) .

On peut choisir comme symétriseur

1] 0--lo \ H

R = o : et R+R >0
N )
. A |4
1

' /

Oj---- -0

Le terme de bord sur S s'écrit n
Re(tRv, A,/V)s yoll A =Z VA v=(u1,‘..,vn)
étant le vecteur unitgir'e normal a S t:&irigé vers 1'extérieur de D . Soit

L (1-2 gAi), oll t=¥x) est1'équation de S au-dessus de

A =
v1+lgr‘ad 3P i1

Q) et §= @xi R

Le terme s'écrit donc
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Re Y £ ——-—-—21- M(Ru,u) —z 8. (u, RAlu)] , et il est non négatif dés que
'S \1+lgrad 8| i1

les 8 sont assez petits, selon 1'hypothése du théoreme 1.4.b,

Supposons en particulier que S soit caractérisitque au-dessus de tout () ,
n
i.e. 2 a 3. 3.=1 ; c'est en fait le cas qui fournit le plus grand domaine
od 17]
i,j=1

D ol 1'on peut résoudre avec unicité. On a alors
n

n -
2 ~ ~
(Ruyu) —z @i(u,RAiu) = lum_1 | +z 2y Uily o

[

i=1 i,j=1

oll bien sfir ﬁ'i =u,+ 8.u_ (dérivées le long de S)

b) Calcul des valeurs propres de -B(O) . On a

det(\+B(0)) = x"[x_zﬂb(o)n )+b(0)+c(0) ] . L'application des théorémes V,3 et

V.4, pour les valeurs p=O et )=O est donc possible dans 1'hypothese de V.5.a.

Le théoréme V.3 indique alors ceci :
vSec™D) , 3 unique,WecC® (D), u\t:o =0 ,
et
LU=F .
En vue d'un retour a 1'opérateur P , prenons F= (f,0,.....,0) , et posons
u=tu . L'équation L\W=Fimplique

1 1 - _n+1 - .
Y=ty * tun+1 =Uny t t(T T-) Uo » PUIS

(ux.) - (ui)t =(uo) - (ui)t =0 . Puisque u_ Ui |to = O ,onau =u ,et
it X5 i|t=0 i
donc Pu=f . On a obtenu le théoreme V.5.a.
Pour appliquer le théoréme V.4, calculons ker B(O) :
si b(0) +c(0) # O 4 ker B(O) = {(V_y.0egV  q) s Vo=V, 1=0 }
si b(O)+c(0)=0 , ker B(O)= {(vo,....,vn+1) ) Vg = vn+1} .
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Cas 1: c(0)<O , b(O)# O .
sien fait ¢=0 , il suffit de choisir, pour appliquer le théoréme V.4,

%lt=o =04y seeesly » O) . On pose ensuite u=tu . +g(x) , d'ol u/=u_ ,
i n

(u =0 , soit enfin

%, —ui)t=0 et u

-u,

x; i |t=0
uecHo) , Ul =80) 4 U}y =0 ,Pu=0 .

Sinon, on peut utiliser la remarque qui suit le théoreme V.4 et appliquer ce

dernier avec A=-1 ; on obtient ceci :

Si aj € ker(B(O)-1) , et a; est tel que

n
Ba, + 21 Ay _%a(?+ B'(O)a, = O , il existe un unique t tel que t the CX(D),
1=
tu°|t=o= a » (tuo)t'lt =a, , et Lb =0 . On prend ici a =(0y...,0,g) et
=0
'O (O
a; = (- g-(é)-l'g,g;(1 ’ ...,g;cn : - —lc;(é)-)g) . On pose alors u=tun+1 , et 1'on en

7 4. s T . 00, = _ _ f - ct O)
déduit 1'existence de u € C" (D) tel que Pu=0 ’ult=o_g ’ ut|t=o" —b(é)' g

Casii : Si b(O) +c(O) # O , on est ramené au cas du théoréme V.3,

Si b(O) +c(0) =0 , pour tout h(x) € C(() on trouve, par application
du théoréme V.4, un unique Ue C(D) tel que U lt=0 = (h(x),0,...,0,h(x)) , et
LU= O . On en déduit 1'existence d'un u € C°°(5) tel que u[t:o =0 ,

ul

{|t=o = NGy Pu=0 .
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