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P. BOLLEY - J. CAMUS - B. HANOUZET 

INTRODUCTION. 

On se propose d'étudier la régularité analytique et la régularité dans 

les classes de Gevrey pour les problèmes aux limites associés aux opérateurs ellip­

tiques dégénérés considérés dans [2] . 

Soit ù un ouvert borné defRn tel que 7f soit une variété à bord de classe 

de Gevrey d'ordre s, de bord r. Soit une fonction de Gevrey d'ordre s defRn dans 

R vérifiant : 

Îfl = {x £ mn ; ^(x) > o}, 

r = {xe rRn ; <P(x) = o}, 

grad *f (x) / o pour tout x appartenant à r. 

On introduit un opérateur différentiel sur défini par : 
Min(k,2m) 0 m . u . 

Lu(x) = l P Z n W l (x ; D ) {(^(x)) k" h u(x)>. 
h=o x 

où k et m sont deux entiers, p 2 m ~ n (x ; Dx) est un opérateur différentiel d'ordre 

2m-h au plus, P 2 m(x ; Dx) étant d'ordre 2m exactement et proprement elliptique 

dans ïï. 

On donne de plus une famille d'opérateurs frontière : 

B y u = (B1 Y u,..., B q Y u). 

On montre que, sous certaines conditions sur les opérateurs L et Bj pour 

j=l,... ,q,pour tout ouvert u de(Rn, si u est une fonction de classe C°°(?f) telle que 

Lu soit de classe de Gevrey d'ordre s sur wnfl et B^ Y U soit de classe de Gevrey 

d'ordre s sur w H r pour j = l,...,q, alors u est de classe de Gevrey d'ordre s sur 

w n ft. En particulier, on obtient les résultats de régularité analytique (pour s=l). 

Si œ est contenu dans fl, le résultat est classique (cf. ¡4] , par exemple). 

Le problème est donc l'étude de la régularité au bord. La méthode d'étude est une 

adaptation de celle donnée dans [5] déjà utilisée dans [l] pour un opérateur ellip­

tique dégénéré d'ordre 2. On rencontre quelques difficultés techniques supplémen­

taires dues à la présence des opérateurs frontière B^ Y qui font intervenir dés 
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ANALYTICITÉ ET RÉGULARITÉ GEVREY 

"traces généralisées". D'autre part, la forme générale de l'opérateur L nécessite 

l'utilisation d'inégalités a priori d'ordre élevé alors que dans [ij les inégalités 
2 

avec second membre dans L (Q) suffisent. Ces inégalités a priori permettent d'obtenir 

la majoration des dérivées presque tangentielles (c'est-à-dire des dérivées dont 

l'ordre suivant la direction normale reste inférieur ou égal à une constante fixée) ; 

puis, en fixant l'ordre des inégalités utilisées, cet ordre étant choisi suffisamment 

grand, par des inégalités de Hardy et une récurrence d'un type particulier, on 

majore toutes les dérivées en revenant à l'expression de Lu. 

Ces résultats ont été annoncés dans [ J J . 

Le plan suivi est le suivant : 

I - Notations et hypothèses. 

II - Transformation des inégalités a priori. 

III - Majoration des dérivées presque tangentielles. 

IV - Majoration de toutes les dérivées. 

Y - Conclusion locale dans: le demi-espace fa". 

VI - Conclusions locale et globale dans l'ouvert n. 
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I. NOTATIONS ET HYPOTHESES. 

On s'intéresse tout d'abord au problème localisé dans le demi-espace 

fR+ = {x = (x',xn) £fR
n ; x n > o}. Pour l'essentiel des propriétés, on renvoie à [2]. 

1°) Les espaces. 

Pour s appartenant àfR, on désigne par H S ( ÏR") (resp. Hs(fRn~^)) l'espace 

de Sobolev d'ordre s sur ÏR" (resp. m11"*1). 

Etant donnés deux entiers & et k de fN, on définit les espaces de Sobolev 

avec poids suivants : 

w£( IR") = <u £ H*"k( IR?) ; u é H*(1lfy } 

muni de la norme : 1 

UH->||u|| £ = (llul* „ +||xj; u||2

£ n , 
wj;( m )̂ H* k ( mj) n r ( IR") 

L'espace "W*( TU") s'identifie à l'espace { U € ^ ' ( ( R J ) ; x*"h u c H H ( ( R n

f ) . 

h = o,...,kh L'espace ^ ( Ï R " ) ^ est dense dans W.£( IR") ; en utilisant les inégali­

tés de Hardy suivantes (cf. [i] ), pour tout entier i et ̂ appartenant à ̂ (TR^), 

on a : 

H°i "Il 2^ n < r ( 1 4 î ••• " D x + j ( xn u)«2 / f t 5n x • n L( fR") L ^ * J xn n L ( ÏR") 

on obtient ainsi une nouvelle caractérisation de W^( ïR̂ ) : l'espace W^( ÎR") coïncide 

algébriquement et topologiquement avec le complété de S ) (TR") pour la norme 

(1.2) ul > ||xj u|| . 
N H ( ÏR") 

Remarque. Les inégalités (1.1) sont valables dans un cadre bien plus général. Par 

exemple, elles subsistent si on remplace fR" par w' x]o,a£oQ w* est un ouvert de 
n —1 

IR " et a un nombre > o. 

(-*) 33(fR^) désigne l'espace des restrictions à fR̂  des fonctions de classe C°° 

dans fRn et à support compact dansfRn. 
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Etant donné un élément u appartenant à W k( 1 R + ) , on lui associe z fonctions 

Yq u( x')» appelées traces généralisées de u (cf. [ 6 ] ) et définies par : 

U(X* ,O) pour q = o,..., z - k - 1 , si o £ k < i9 

(1.3) Y q u(x') \ n +00 

U" 1) ( xn X(xn) u(x-.xn) dx n 

0 
pour q = - k ,..., min ( - 1 , a - k - 1 ) si k ̂  1 , 

où x est une fonction de Sb ( fRJJ, égale à 1 dans un voisinage de 0. Dans la suite, 

on supposera que le support de x est suffisamment petit. On note 

Y U = C Y. k U,..., Y l_ k. 1 U}. 

0 n 
L'opérateur y est un opérateur linéaire, continu et surjectif de (rR+) dans 

n H 2(îR n '). 
q—k 

2°) Les opérateurs. 

Soit l'opérateur L z L(x ; Dx) défini sur tR
n par : 

min(k,2m) pm-h k-h 
(1.4) Lu(x) = L(x ; 0X) (u(x)} = l ? m n (x ; {x* u(x)} 

h=o 
où k et ra sont deux entiers de ÏN, et où : 

(i) P ~ (x ; Dx) est un opérateur aux dérivées partielles, â coefficients indé­

finiment dérivables et à dérivées bornées dans(Rn, d'ordre 2m-h au plus de 

la forme p2m-h ( x } = j p2m-h ( x ) . 
x |a|<2m-h a x 

(ii) P 2 m(x ; Dx) est un opérateur d'ordre 2m, proprement elliptique dans CR" . 

Soit p un entier deÎN fixé pour toute la suite. On considère x p opérateurs 

frontière B. = B.(x' ; D ,) pour j=l,...,xn définis, pour u appartenant à W
2 m + P ( Ï R " ) , 

par : 
2m+p-k-l 

(1.5) Bj(x' ; Dx.) Y U ( X ' ) = l B j q (x' ; Dx.) Y q u(x') 
q--k 
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où B. (x', D , ) = ï _(x*) D*\ est un opérateur aux dérivées partielles 
J q x M«n--q J , q 

à coefficients indéfiniment dérivables et à dérivées bornées dans fR11'1, d'ordre 

m.-q au plus, m. étant un entier vérifiant -k^m. <_2m +p- k - 1 (si m.-q est négatif 

l'opérateur B. (x' ; D •) correspondant est par définition l'opérateur nul). J q x 

Remarque. Pour certains entiers p, on prendra x p = 0 ; dans ce cas, la famille 

d'opérateurs frontière est vide (c'est par exemple le cas étudié dins [l] ). Les 

résultats suivants sont tous écrits en supposant Xp > o ; les modifications à 

faire lorsque Xp = o étant évidentes. 

3°) Estimations a priori. 

On suppose que l'opérateur L, l'entier p, les opérateurs frontière B. pour 
J 

j=l,...,Xp sont tels que : pour tout entier r ̂  p, il existe une constante C r > 0 

telle que pour toute fonction u de $ ( fR̂ ) à support suffisamment petit contenu 

dans un voisinage de l'origine, on ait : 

(1-6) || u II 2 m + r n <Cr|||Lu|| + I P||B. YU || 2 , 1 , +||u|| 2 - i 
W^ m r(fR^) r\ H r( fR̂ ) j=l 3 Hm+r K m J 2(fR n ') w £ m + r '(frij)]' 

soit encore : 

( K 7 ) | X » V , < R C | | L U " H X ) + J-l , | B J ™ l „ ^ r - ^ r * ( m n Y l * l H 2 » r - l ( m n } -

Dans [2], on donne des conditions suffisantes sur l'opérateur L et les 

opérateurs B^ pour que de telles estimations soient réalisées. 

Dans la deuxième partie, nous allons transformer cette inégalité en suppo­

sant de plus que les coefficients de L et de B.. sont dans des classes de Gevrey. 

Rappelons que si K est un compact defRn, s un nombre réel >̂  1, on appelle classe de 
oo 

Gevrey d'ordre s sur K, l'espace G$(K) des fonctions u de classe C sur K à valeurs 

complexes telles qu'il existe une constante L > o avec : 
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supn (|a|!)"S ||Dau|| 2 

aem" L*(K) 

Si n est un ouvert de(Rn, G$(ft) désigne l'espace des fonctions de classe 

C°° sur n qui sont de classe de Gevrey d'ordre s sur tout compact contenu dans fi. 

Pour s=l, on obtient les fonctions analytiques. On peut aussi définir ces espaces 
oo 2 

en utilisant les normes L au lieu des normes L . 

II. TRANSFORMATION DES INEGALITES A PRIORI. 

Soient a et b deux nombres réels tels que o < b < a. Soit u' un voisinage 

ouvert de l'origine dans fR n - 1 et cd = œ' x [o,aI[ le cylindre correspondant dans ïr" . 

Pour o < e < a, on pose : 

a/ = {x£u>' ; d(x,8u)')>e} où d(x,aw') est la distance de x à la frontière 3u>' de w' ; 

w £ = fc>ç x [o,a-eQ 

IT(v) = ilvII 2 ; 

Ne(u) = IIuII 2 • 

On suppose que les coefficients des operateurs L et sont de classe de 

Gevrey d'ordre s sur û et ô)' respectivement, c'est-à-dire, plus précisément : 

(II. 1) : Il existe une constante > o telle que pour tout Y defNn, on ait : 

sup||DÏpf - h I M i K M + 1 ( | y | ! ) s ; 
a,h x * L (eu) 1 

(II.2) : Il existe une constante K 2 > o telle que pour tout y' defN n~\ on ait : 

sup ||dJ' B$ J 1 K ^
, | - 1 (|Y-j!)

S. 
p,j,q X J' q L (eu') 

Dans la suite, on choisira = K 2 = K. 

On suppose aussi que la fonction x intervenant dans la définition des 

traces y (cf. (1.3)) a son support dans [o,b[. 
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En supposant que les estimations a priori (1.7) sont valables dès que le 

support de u est dans w et en utilisant la méthode "des ouverts emboîtés" de Morrey 

et Nirenberg, on se propose d'obtenir une majoration valable pour des u à support 

quelconque. 

Pour tout e > o et e-j > o tels que e + soit inférieur à a-b, il existe 

une fonction appartenant à ) telle que : 

el 

r*(x\x n) = ̂ (x 1) * 2(x n) ; 

^(x) = 1 pour x appartenant à ̂ £ + e ; 
(II.3) \ ||DY, || <C, e" l y I pour tout y defN*1"1 ; 

x 1 L^to')" 1 

H Dx 2̂II « 1 Cl e" V P ° u r t o u t v d e f N » 
n L°°(o,a) 

la constante C-j étant indépendante de e et e1 . 

Appliquant l'estimation (1.7) à i|>u , pour u dans Cc°( fll"), on obtient une 

première majoration. 

Lemme 11.1 . Il existe une constante > U dépendant des coefficient? de \-* de Bj 

et de l'entier r >_ p telle que, pour tout u appartenant à C ( (R"), pour tout e > 0 

et e1 > 0 avec e + e-j < a-b et pour tout v appartenant à fNn atfec |v| <_ 2m+r, on ait : 

N e + e < Dx< x£ u » i C 2 \, ̂  e _ r + | 6 i N

£ ' Dx < l U » + 

r -2m-r+|B| B k 

+ , , l e N (D« (x* u)) 
|S|<2m+r-l x n 

+ l h B J T ( # 2 u )H H 2 m + r. k. m..l ( ( R n. 1 }-. 

Démonstration : en utilisant l'estimation (1.7) et les propriétés de la fonction ̂  

on obtient : 

N

e + e (D̂ {x¡̂  u)) <.||x̂  (*u)|¡ 2 m + r < С i||L(*u)|| n + 
e + e i x n n H ¿ m + r ( IR") l Hr( к") 

* l | B J ' M I „ ^ V < » » - ' , * i | X " ' " " и 2 " * - ' < O f ' 
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Dans la suite, C désignera une constante dépendant de L, B. et r mais qui 

peut varier à chaque étape. On a tout d'abord : 

H*n (*U)H 2m+r-l n , , 1 l K* •! -, x K (°x <xn u » n H^m+rl ( f Rnj |a|<2m+r-l 3<a x L (u> ) 1 x n 

< C . I e-2m-r+|3| ( D a ( x J u ) ) . 
3 <2m+r-l e 1 x n 

On a ensuite : 

|L(*u)J n i l * Lu|| +||[U]u|| 
H r( m") H r( m") H r( m|J) 

où D-,*Ju = L(*u) - * Lu. On a directement : 

II» Lu|| < C. I e'r+l6l N£ (DJ (LU)), 

et en utilisant les inégalités de Hardy (cf. ( 1 . 1 ) ) , on a : 

ll[L̂ u||r n <_l l e ^ ^ l N£ (D̂ xju)). 
Hr( IR") 3 <2m+r-l el x n 

On majore maintenant les termes faisant intervenir les opérateurs frontière. 

On a : 

HBj ̂ *u)BH2m+r-k-mJ4(wn-l)

 1 """l BJ ̂ V^^r-k-mj-^ mn-l} 

2m+D-k-l 

lCBjq-*f <2m+r- Hr( 2m-r+*x 

On a : 

hq [Bĵ ] Vl̂ r-k-mj-î n-l) icllCBjq-*fl *2uBMan+r+q-mj( mn} 

1С||[В̂ ,Ф1] (•zxfr)HH2mtr+ 

Puisque [B. , ipJ] est d'ordre m.-q-l au plus, ce dernier terme est majoré 
par : c . I s-f^Mel N (D*(x* u)). |3|<2m+r-l e1 x n 

En regroupant les inégalités précédentes, on obtient le lemme II.1. 

On va obtenir de nouvelles inégalités en remplaçant u par D^,u dans le 
1emme II.1. 
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Lemme II.2. Il existe une constante > 0 dépendant des coefficients de L, de Bj 

e t de l ' e n t i e r r p t e l l e que pour tout u appartenant à C ( fR+)., powr £<?wt e > 0 

et e-| > 0 avec e r e-j < a-b et pour tout u appartenant à fNn ^ et v appartenant à 

fNn avec? |v| < 2m+r a en a i t : 

N

E + £ l (°x-
 Dx ( x n u » i C 3 \ , ? e " r + | e | Ne <Dx- Dx < L u» + 

1 l&|<r e, X X 

|B|£2m+r-l 
e-2m-r+|B| N 

e (°x- Dx <xn «» + 

+ ï ï 
|B|<T \&\<2m 

.-r+|e| ï 
a'<a 
Ia'l* 

3'<B 

<.omj+q °.(x^u)(D^f-D^wIlP 

N qw D°x;
a' (xn

k u)) 

j=i 
ï 

|e|<2m+r-k-m_. 
J 

E-(2m+r-k-mj)+|B| B|<e"r+ 

Dx,u 2m+j)-k-l 

q=-k IwIlPlj-q a'<.o 8|<2m+r-mj+q B'<3 ô<3-B' 

I c I - ' H B ' M t d , , . , ^ . ! ) , , * ( ^ ' j e - | « l N e (D^f -D^'-'fxJu))}. 

Démonstration. On applique le lemme II.1 à la fonction Dx,u. Ce qui donne : 

(II.4) N e + £ i (D^D°.(x^u)) < C 2 
f ^ - H e l % ( D « , D ; ( U I ) ) + 

+ ï e"r+lBl N (D» [D«, , L]u) 
|B|<r el X X 

+ l e - 2 m - r + | e | N ( D 3 D a ( { k u ) ) + 

|6|<2m+r-l e1 x x " 

+ j j j «*1 Dx' B j ^(*2u)llH2m+r-k-mj4( ^ 

(*2u)l m+j)^w*x2 r e-j < a-b 

On majore tout d'abord le deuxième terme du deuxième membre de cette inégalité 

(II.4) On a : 
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8r a -i , min(k,2m) « . g. 2 m_ h 

N (DHD" ML u < I , L 1 1 ( a ' ) ( 6 . )P . D p II 
el x L x h=0 |Y|<2m-h $'£3 a'<.a a P X X Y L ( a ) ) 

|a' |̂ 0 
N ( O ^ 3 - 3 , D xT

a' (x^ h u)). 

D'après l'hypothèse (II. 1) et l'inégalité de Hardy (1.1), on obtient : 

H I D3' p2m"h|| ot N £ (D x

+ 3" 3 ' D x;
a ,(xJ- h u)) < C Kl a ,| + l3,|+1((|a'| + |B'|)!)

S  

X X Y L°°(aj) Gl 

m-h $'£3 a'<.a DHD"ML u 

Comme h+|y| <̂  2m, on obtient une majoration de la forme : 

£1 X X 6 <2m B'<B a'S.a a 6 

~ |«' |/0 

K I ^ M B ' M ( ( 1«. K | B - |)!>
S 

y C 6 ' °x"a' ̂  «»• 
On majore maintenant le quatrième terme du deuxième membre de l'inégalité (II.4). 

On a : 

11*1 Dx' BjrUl'H2m,r-k^(|Rn-l)i
Cll*l Dx' Bj Yui!H2m+r-k.MJ4{ } 

< C I e-(2m+r-k-mj)+|3| N. (D3+a B y y ) ̂  
|3|<2m+r-k-m. £1 x j 

On majore enfin le cinquième terme du deuxième membre de l'inégalité (II.4). On a 
2m+p-k-l „ „ , 4. „• 

[B, I l l (".)(D». « ) D«!«-° 
J X q=-k |y|<m,-q a'<.a « ^ jq X 

- J |«' |*> 

D'après les hypothèses II.2 et II.3, on obtient : 

Hïq frï (D
a

x: b̂ q) D^-' ( • 2 u ) ] | H 2 B № R . K H B J 4 ( J R ( 1 . 1 ) 

< ll*r(Dx' b; q). D^*' (.2 xj u ) ! ^ ^ ^ . ^ 

< C. , , l l (*.) Kla'l+lS,l+1((|a'| + (3M)!) S 

I S|<2m+r-mj+q 8'<3 
l ( V ) £"161 N£ (0^-°' D^'"

5 (xn

ku)). 
ô<_6-6' 1 X X n 

d'où : 
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2m+p-k-l 
l j x ^ Ĥ m+r K-nij ?( ij q=_k |u|<m.-q a'<.« | g|<2m+r-m.+q 

B'<B 6<e-e' VU' 2u|<m<2m+i*i
!r-^|-*x x'a~6 

y D x ' a ~ ° ' D x ~ B " 6 ( x n 

En regroupant les inégalités précédentes, on obtient le lemme II.2. 

III. MAJORATIONS DES DERIVEES PRESQUE TANGENTIELLES. 

Dans ce paragraphe, u est une fonction de classe C°° sur un voisinage de ÔT 

telle que Lu soit de classe de Gevrey d'ordre s sur ÔT et que B^ y u soit de classe 

de Gevrey d'ordre s sur o>' pour j=l,...,x . On traduit ces hypothèses par les iné­

galités suivantes : 

(III.l) : Il existe une constante Kg > o telle que, pour tout a defNn, on ait : 

K L u " 2 ^ 4 a | + 1 (i*i !> s • 
x L̂ (u)) 3 

(II 1.2) : Il existe une cunstante > o telle que, pour tout a de(N n"\ on ait : 

K ' V U ' 2 i K 4 a | + 1 ( M 1 ) ' ' X J L̂ (u>') 4 

Dans la suite, on choisira Kg = K^ = K. 

L'entier r étant fixé ̂  p, on dit qu'une dérivation D^ avec a dans ÎNn 

est presque tangentielle, si a n <_ 2m+r. Les hypothèses III.l, III.2 et le lemme 
u 

II.2 permettent d'obtenir une majoration des dérivées presque tangentielles de x nu. 

Lemme III.l. Pour tout entier r >_ p., il existe une constante M = M(r) > o telle que, 

pour tout a appartenant à fNn aoec <̂  2m+r et pour tout e > o avec 0 < e <_ y-y 

on ait : 

(III.3) N ( a | e ( D X k " ) ) l M ' a | + 1 £ " ' a | S • 
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Démonstration. Pour plus de commodité, on suppose dans la suite que a-b < 1 (ruais 

cette hypothèse peut être écartée). 

On raisonne par récurrence sur l'entier j = |a| (avec c*n <^2m+r). 

Supposons que (III.3) soit vraie jusqu'à l'ordre j o avec une constante 

M >_ 1. Soit a' appartenant à fNn tel que |a*|=j+l et <_ 2m+r ; on peut écrire 

a' = a+v avec |v|=2m+r et an=o;donc |a| = j+l-2m-r. Le lemme II.2 appliqué à e 

avec o < e < et e1 = je donne : 

<2m+r- +1)s < C (D., ^x 
où désigne le i e m e terme intervenant dans la majoration fournie par le lemme II.2. 

On majore séparément chacun des termes A^. Dans la suite, C désigne, comme d'habitude, 

une constante positive pouvant changer d'une étape de calcul à la suivante, mais 

elle reste toujours indépendante de j. 

On a : 

A, = Z H (D., Ds (Lu)). 
' |e|<r X X 

D'après l'hypothèse (III.1) et l'hypothèse e(j+l) < 1 , on en déduit que : 

Ai„-J-2 e(Jtl)$< c ( K M - y + 2 . 
On a : 

A l e-2m-r+|3|N [J}a DB ( xk 
ù |B|<2m+r-l £ ] x x n 

D'après l'hypothèse de récurrence, on déduit que : 

A 2 M-J'-
2

 e(-i
+ 1) s < C M"1. 

On a : 
A 3 = , l r r +' el I l (».)(;.) Kl" l + l+1((|a'| + |6'|)!) 

$ <r 6 <2m a'<a e ' l B

 a 6 , . 
|a' |/o N £ (Df

6 6 Da

K,
a ( X J U ) ) . 

D'après l'hypothèse de récurrence, on déduit que : 

A, M-J-2 e< j + 1> S < l l l l K (2S KM- 1)l a , H 3 , | r 

|8|<r | 61 <2m a'<.a 3'<3 
I „ • I Àn 

puisque (K|) (\\\) ( ( l a 'MB ' l î ! ) < zl"'!*!*'!. 
1« I I e I 
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Si 1 'on suppose que 2 S n KM 1 < 1, on obtient : 

A M-J-2 e(J+l)s c 2 s n K f ^ 
ô 1-2S n KM 

On a : 
A, = } P l e-(2m+r-k-mj)+|3| N» sq^|SQ}> 

4 j=l |e|<2m+r-k-nij el 

D'après l'hypothèse (III.2) et l'hypothèse e(j+l) < 1 , on en déduit que 

(comme pour ) : 

A 4 M - J ' - 2

 e ( J + 1 ) s

± C (KM- ]) j + 2. 

° N 3 : X D 2m+p-k-l „ „ a 

A 5 = Z P T l 1 , 1 * £ Ç . x g . ) 
3 j=l q=-k |u|<m^-q a'<.a 101<2m+r-m.+q 6'<6 6<6-B 

_ J \a'\to 3 

Kla'l + i 6'l + 1((| a'| + |B M..)
S (B-«') e-|«l N ( D ^ " 0 ' D^'-*(x k u)). 

D'après l'hypothèse de récurrence, on en déduit que (comme pour Ag), si 

l'on suppose 2 S n KM"1 < 1, alors : 

A M-J-2 e(J +l)s c ^ ! J L ^ L _ . 
* 1-2S n KM" 

En regroupant les inégalités précédentes, on obtient que si 2 S n KM - 1 < 1, 

a ' 0 r S : V . , . " » . ' " ) ) ! ^ * 2 . * " 1 c ( 2 ( K M " V + 2 + M"1 + 2 2\"m~] r 
l-2snKM"' 

Cette inégalité montre que l'on peut choisir M grand vis à vis de K et 

indépendant de j pour que : 

N(j+1) £ 

V+2 + M"1  ^!JL^ < M

j + 2

 e-(J
+ 1> s. 

C'est l'inégalité (III.3) à l'ordre j+1. 

Lemme III .2. POMZ» tcwt entier r >_ -£Z- existe une constante N = N(r)> o telle que 

pour tout a appartenant à\Hn avec an<_2m+r et pour tout b avec 0 < b < a^ on ait : 

(III.4) N A _ B (D" (xk u)) <: N H + 1 (|a|!)S. 
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Démonstration : dans (III.3), on choisit e = y ~ ce qui donne 

Na-b (°x ( * Ï U ) > ± M W + 1 (a-b ) - l a l s a | a | l a ' s . 

On en déduit (III.4) grâce à la formule de Stirling. 

Ainsi, le lemme III.2 permet d'obtenir une majoration des dérivées presque 

tangentielles de xf̂  u sur tout compact K contenu dans w : il suffit de choisir b 

tel que 'X, soit contenu dans wa_^. 

ÍV. MAJORATION DE TOUTES LES DERIVEES. 

Dans ce paragraphe, u est encore une fonction de classe C°° sur un voisi­

nage de w et vérifie les hypothèses III.l et II1.2. On se propose de démontrer des 

inégalités du type (III.4) pour toutes les dérivées de x n u. 

L'opérateur P 2 m étant elliptique dans ÏR̂  , on peut supposer que 

P(o o 2m) e s t é ^ à ^ ' c e q u i P e r m e t d'écrire l'identité : 

(IV.D D2™ (x* u)(x) = Lu(x) - m l n ( ^ 2 m ) y 2m-h ( x ) QX ( k-h u ( 

x n " h=o |x|<2m-h * x n 

Lemme IV. 1. Il existe deux constantes M-j et ^ positives telles que pour tout a 

appartenant à iNn de la forme a=(ct',a n) avec a' dans íNn ^ et a n dansai et pour 

tout b avec o < b < a on ait : 

(IV.2) N a . b (D« (xj u)) £ M J a , I + 1 M ^ ( | a | ! ) S . 

Démonstration. D'après le lemme III.2, l'inégalité (IV.2) est vraie, pour tout a 

tel que a p 2m+r (avec par exemple M-j = M^ = N cette constante dépendant de r). 

On fixe un entier r avec r > p de telle sorte que : o o — r ^ 

, min(k,2m) , , -1 9 m , 
(iv.3) | i - ^ ( (an-h+r^)... ( a n f v J ) ) l l P ^ ; h . , ) 0 , 2 m . h ) l l n u ) | i ^ . 
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On applique l'opérateur Da, D̂ +^ aux deux membres de la relation (IV.l) : 
x x 

x xn n x xn h=o , I I ((a'^+1))D^ p 2 m- h 

x|<2m-h $<_(a',r+l) * x 

x îé2m 

D-"6, D^"«n D X " h u). 

En isolant les termes de dérivation maximum en x , on obtient : 

M /na' n2m+r+l, k »i , n a' nr+l,ln^ min(k,2m) 2m-h „ 
Na-b(°x' Dx n ( V » -Na-b(°x' \ < L u» + ^ I P(o,... ,o ,2m-h)H L~(w } 

a —b 

V t X - °x "h (<"h «» 
n min(k,2m) ,(a',r+l). |,n8 2m-h „ + Ì lie') El D p. 2m-hV' » 

Na-b(Dx:"e' Dx

r;1-6n+2m-h(xn

k-h u)) 

min(k,2m) 
+ 1 1 I 

h=o |x|<2m-h 3̂ (a',r+l) x ̂ 2m-h n 

6 X L <Vb> 
Na.b(0«:- <2m-h Dx

r;1-6 min(k 

On applique les inégalités de Hardy (1.1) à chacun des termes du deuxièm 
membre ; ce qui donne pour r rQ , compte-tenu de l'inégalité (IV.3) : 

P2

x

m-h|| lie') El D 3^(a',r b(Dx 

min(k,2m) .(a',r+l), l l n e 2m-h ,, 

lei*» 
((r-Bn+2m-hf|)...(r-6n+2№̂ ))-1 Na.b(0«:-S' D^+1-^(x^u) ) 

n min(k,2m) 
+ ¿0 

, , 1 ï ( ( a ' '£ + 1 ) ) IID̂  P2

x

m-h|| „ % I X| <2m-h B£(o',r+l) B A L (u h) 
1 9̂m-h ° U 

r-Bn+2m-
 a''£ tX- °x |)...(r-6n+2№^) P2

x
m-h|| 
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A partir de cette inégalité, on démontre l'inégalité (IV.2) par une 
récurrence faite en deux étapes : dans une première étape, on suppose que (IV.2) 
est vrai quelque soit a avec an <_ 2m+r (avec r rQ) ; on démontre qu'on peut 
choisir les constantes et indépendamment de r pour que l'inégalité (IV.2) 
reste valable pour a' = o et an = 2m+r+l. Dans une deuxième étape, on suppose de 
plus que (IV.2) est vrai pour a avec |a'| j et an <_ 2m+r+l ; on démontre qu'on 
peut choisir les constantes M-j et indépendamment de j pour que l'inégalité 
(IV.2) reste valable pour |a'|=j+l et an £ 2m+r+l. 

On fait d'abord la première étape de la récurrence. On écrit l'inégalité 

(IV.4) pour a' = o en tenant compte des hypothèses (II.l) et (III.l) : 

i Vb <enx 

n 

(xn

ku))£Kr+2 

((r+l)!)
s + 

min(k,2m) ï 
i<en<r+i 

*w x|| (6n!)
S ((r-Bn+2m-h+|). .(r-6n+2tm-̂ )) 

*m+r+n 
+ 2 m (xn

k u)) 

min(k,2m) ï i 
|x|<2m-h 6<r+l 
x„/2m-h " 

xc 
i<enxqa< 

(6n!)
S ((r-VYÌ) 

||v-2„/2m-h 

Na-b(°xX' Dx" -VV
h(x n

ku)). 

On note Â  , A 2 et A^ les trois termes figurant au second membre de cette 

inégalité, et on les majore séparément. Tout d'abord : 

A 1 M"
1 M^ 2 m" r" 1 ((2m+r+l)!)"s < (KM"1) (KM~V + 1 M~ 2 m . 

On peut appliquer l'hypothèse de récurrence pour A 2 , ce qui donne : 

_1 -2m-r-l -s minfk^m) - r + 1 2m+r+l ' s 3 n + 1 " 3n A M 1 M 2 m r 1 ((2m+r+l)!) < £ I ( ™ ) ( 2 m+ r + 1) K n M. n . 

* 1 d h=l 1l0nir+l
 6n 6n * 

Si l'on suppose KMl1 < 1 , alors : 
-1 

-1 -2m-r-l "s ^2 A 9 M,
1 M? r 1 ((2m+r+i)!) < C , 

L 1 1-KM"' 

C étant indépendante de r. 
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On peut également appliquer l'hypothèr>e de récurrence pour Ag , ce qui 

donne : 

A3 M7
1
 MZ 2— 1 ((2m+r+l)!)"

S < l l K(m? MK I MZ 2 m + h +V ô 1 ù h=o |x|Cm-h e<r+l ù 1 ù 

Xn̂ 2m-h
 n 

Si l'on suppose que Mj > 1, M 2 > 1 et KM^
1 < 1, alors : 

A3 M ^ M 2 2 m " r l ((2m+r+l)!)"S <_CM 2 m M"1 (l-KM^1)"1, 

C étant indépendante de r. 

De ces trois majorations, on déduit : 

W ^ ^ V » < MiMf"*1 ((2n.+r+1)!)
S cjtKM"1 ) (KM"1 )^ H^^2 * _CM2m A3 M7 j . 

Cette inégalité montre que l'on peut choisir et M 2 indépendamment de r 

pour que 1'on ait : 

Na.b(D
2m+r+1 (xj u))iM1 M

2m+r+1 ((2m+r+l)!)
S. 

n 
C'est la conclusion de la première étape de la récurrence. 

On fait maintenant la deuxième étape de la récurrence. On écrit l'inéga­

lité (IV.4) pour |a'|=j+l en tenant compte des hypothèses (II.1) et (III.l) : 

?Na-b <Dx: Dxm+r+1) ̂  u» ((J+r+2)!)S 

n 
min(k,2m) , , s Q T -1 

+ ï ï ({a 'g >) KIBI+ 1 Ciel i > ((r-«+2m-hf|)...(r-̂ +2iiĤ )) 
h=l 8<.(a',r+l) 

| B|î«o r+l-s +2m k 
Na-b(°x' 6 \ " <xn «)> 

+

 m i n t 2 m ) I l («•••^•cW 1 (|a|i)S 

h=o | x| <2m-h e<_(a',r+l) 6 
V 2 m ~ h -1 

((r-Bn+An4)...(r-Bn+V

h4)) 
Na.b(D«:-

6'+x' 0^-6n+Vh(x|; u)). 

On note A-j , A 2 et A^ les trois termes figurant au second membre de cette inégalité 

et on les majore séparément. Tout d'abord : 
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A 1 M~
j" 2 M^ 2" 1"^ 1 ((j+2m+r+2)!) S <_ ( K M ~ V + 2 (KM'V* 1 M~ 2 m . 

On peut appliquer l'hypothèse de récurrence pour A 2

 c e C1 U 1 donne : 
~s |3'| 8 

k0 M: j~ 2 Ml2"1"1""1 ((j+2m+r+2)!) < C. I (KM71) (KM;1) n. 
ù 1 à 3<_(a',r+l) 1 ù 

l*l*> 

Si l'on suppose que (n-1) KM^ < 1 et KM^1 < 1» alors : 

-1-2 -2m-r-l -s i l ^ 1 (n-l)KM"1 \ 
A M,J d M / m r 1 ((j+2m+r+2)!) < cA ! R R - V - + — . ^ \. 

d 1 ù ^-(n-lJKM^ 1-KM2' 1-KM2' l - f n - l J K I Y J 
On peut appliquer l'hypothèse de récurrence pour Ag ce qui donne : 

. 0 0 , -s min(k ,2m) 
A 3 M ; J M2 ((J+2m+r+2)!) < \ l l 
-3 ' c h=o |x|<2m-h B£(a',r+1) 

x^m-h 

K (KM- 1)l B'l (KM^) B N M | X ' I M - 2 M - V V H 

Si l'on suppose que M-j > 1, M 2 > 1, (n-1) KMJ"1 < 1 et KM^1 < 1 , alors : 

A3 Ml" J" 2 M 2 2 m r l ( ( J + 2 m + r + 2 ) 0 S f . C . M 2 m M 2

1 (l-(n-l) KM"1) 1 (1-KM2

]) \ 

De ces trois majorations, on déduit : 

V b (Da

x! D
2 m + r + 1 (xn

k u)) < M f 2 M 2 m + ' + 1 ((j +2m +r +2)!)
S C ((KM"1 ) ̂ ( K M " 1 M" 2 m

 + 

1 KM*1 (n-lJKM^1

 1 M 2 m m2

] ' 

l-(n-l)KM^ ' l-KM"1 l-fn-ljKM'1 ' 1-KM*1 l-fn-l)^"1 ' 1-KM2

] 

Cette inégalité montre que l'on peut choisir M-j grand vis-à-vis de K, 

puis M 2 grand vis-à-vis de M-j, le choix étant indépendant de |a'| et de r pour que 

1'on ait : 

Na-b « V D x m + r + 1 <xn ")) i M l + 2 M 2 m + r + 1 ((0>2m+r+2)!)
S. 

n 

C'est la conclusion de la deuxième étape de la récurrence et par là, 

la fin de la démonstration du lemme IV,1. 
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V. CONCLUSION LOCALE DANS LE DEMI-ESPACEfR". 

On suppose que l'opérateur L donné par (1.4) et les opérateurs frontière 

Bj donnés par (1.5) vérifient les estimations a priori (1.6) pour toute fonction u 

de classe C°°( fR") à support contenu dans u> = u)' x [p,a£. S o u s c e s hypothèses, on a 

le résultat suivant : 

Théorème V.1. Si les coefficients de l'opérateur L sont de classe de Gevrey d'ordre 

s sur a, si les coefficients des opérateurs Bj sont de classe de Gevrey d'ordre s 

sur LJ'J si u est une fonction de classe C sur u> telle que Lu soit de classe de 

Gevrey d'ordre S sur w et si les Bj yU sont de classe de Gevrey d'ordre S sur m* 

pour j=l Xp alors, la fonction u elle-même est de classe de Gevrey d'ordre 

s sur U). 

Démonstration. Soit K un compact contenu dans w ; soit b tel que o < b < a et tel 

que K soit contenu dans l'ouvert w a - f c >. D'après le lemme IV. 1, il existe une constante 

M > 0 telle que pour tout a appartenant à (Nn on ait : 

A3 M7 a ( •*wv <Ml al + 1 (|a|!)S, 

d'où l'on déduit que x R u est de classe de Gevrey d'ordre s dans l'ouvert w. 

En utilisant les inégalités de Hardy (1.1), on obtient que u est une 

fonction de Gevrey d'ordre s sur OJ. 

VI. CONCLUSIONS LOCALE ET GLOBALE DANS UN OUVERT fl. 

Soit un ouvert borné defRn, étant une variété à bord de classe de 

Gevrey d'ordre s, de bord r. Soit V une fonction de classe de Gevrey d'ordre s de 

(Rn dans IR telle que : 

' Çi = {x e (Rn ; 4>(x) > o}, 

< r = {x C (Rn ; <f (x) = o}, 

grad Y(x) t o pour tout x de r, 
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Soit 1'opérateur différentiel L = L(x ; Dx) défini sur fi par : 
min(k,2m) 9 h . . 

Lu(x) - L(x ; D J (u(x)} e l P^m~h (x ; D ) { f (x) k" n u(x)}, 
x h=o x 

où k et m sont deux entiers avec k > o et m > 1, et où : 

( i ) P (x ; Dx) est un opérateur différentiel d'ordre 2m-h au plus, à coeffi­

cients de classe de Gevrey d'ordre s sur n pour h=o,... ,min(k,2m) ; 

(ii ) P 2 m(x; Dx) est un opérateur différentiel d'ordre 2m, proprement elliptique 
sur «. 

L'opérateur L est linéaire et continu de l'espace de Sobolev avec poids : 

W2m+P(fi) = (u £H 2 m +P- k(fi) ; 4>k u eH2m+P(fi)} 

muni de la norme naturelle dans l'espace de Sobolev H^(çi) pour tout 

entier p 2i o. 

Soit p un entier fixé pour toute la suite. On associe une famille de Xp 

(x_ étant >>o) opérateurs B. y = B.(x;D )y pour j=l,...,xn définis sur P J J x p 
r p a r : 2m+p-k-l 

Bj Y U ( X ) 5 Y U ( X ) S ^ Bjq ( X ; D X > Yq U ( X ) ' 
q--k 

où 
(iii) B. (x; D ) est un opérateur différentiel sur r, à coefficients de classe 

j q x 

de Gevrey d'ordre s sur r, d'ordre nu -q au plus avec -k <_ q <_ 2m+p-k-l et 

.1 mj — 2m+p-k-l (si m^-q < o, Bj est identiquement nul) ; 

( 1 V) Yq e s t l'opérateur trace généralisé (cf. [6]) défini par : 

b£ u(ip_1 (x,t) ) j t = Q pour q >_ o, 

Y_ U(X) = -
q 

( - r q _ 1 J t" q _ 1 o(t) u{i>~\xtt)) dt pour q < o, 
o 

où a est une fonction de §) ( fR̂ ) égale à 1 dans un voisinage de 0 et à support 

suffisamment petit et est 1 'isomorphisme de {x e n ; d(x ; r) < 6} sur r x Q),ôQ 

défini par ifj(x) = (xp , d(x,r)), d(x,r) désignant la distance de x à r, 6 étant 

suffisamment petit et x p étant la projection de x sur r. 
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L'opérateur B j Y est linéaire et continu de W
2m+P(ft) dans H 2 m + P~ k~ mj~^( r). 

On suppose que l'opérateur L, les opérateurs B.Y pour j=l,...,x et 
J P 

l'entier p sont tels que : pour tout entier r >_p, il existe une constante c r> o 

telle que pour tout u appartenant à W 2 m + r ( Œ ) , on ait : 

x 

(IV.1) ||u|| 2 m + r < C J I ILu r + f ||B YU|| 2 m + r . k . m 4 + M I 2m +r-l Y 
wf1 r («) r 1 Hr(fl) j=l J H 2 i ï 1 + r k mj ?(r) W 2 m + r \n)f 

Dans [ 2 ] , on donne des conditions suffisantes sur l'opérateur L et les 

opérateurs B^Y pour que de telles estimations soient réalisées. 

Par difféomorphisme, le problème sur Q peut être transporté en un problème 

sur (R" du type étudié dans V. Du théorème V.l (local dans le demi-espace (R^), on 

déduit le théorème suivant (local dans l'ouvert Q ) : 

Théorème VI. 1 . Sous les hypothèses précédentes3 pour tout ouvert w de fRn, si u est 

une fonction de classe C°°(ft) telle que Lu soit de classe de Gevrey d'ordre s sur 

tu n Q et B. yu soit de classe de Gevrey d'ordre s sur wAT pour j =ls...»xD (si X D 

J r r 
est > 0) alorsj u est de classe de Gevrey d'ordre s sur unfi. 

De ce résultat local, on obtient le résultat de régularité global suivant : 

Corollaire VI.1 . Sous les hypothèses précédentes > si u est une fonction de classe 

C°°(ft) telle que Lu soit de classe de Gevrey d'ordre s sur 9. et B̂  YU soit de classe 

de Gevrey d'ordre s sur Y pour j=l>...»Xp (si Xp e s t > °^ alorsj u est de classe de 

Gevrey d'ordre S sur Çl. 

Ces résultats s'appliquent en particulier aux opérateurs dégénérés étudiés 

dans [7]. On retrouve ainsi les résultats de [l] (pour un opérateur L avec m=k=l ). 

De plus, pour k=o, l'opérateur L est proprement elliptique dans Q et on 

retrouve les résultats de [4] . 
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Remarque VI.l 

Le^ résultats précédents sont en faits valables dès que l'on a 1'esti­

mation n i/riori (VI.l) peur un r=rQ convenable (dépendant des coefficients de 

1'opérateur L). 

Remarque VI,2. 

Dans [ 2 ] , on donne des conditions suffisantes sur les opérateurs L et 

B.y pour j=l,...,x pour obtenir le résultat de régularité suivant : si u appar-
J r 

tient à W 2 m + P(n) et si Lu appartient à C°°(ïï) et Bj yu appartient à C°°(r) pour 

j=l,...,Xp (si Xp est > o) alors, u est de classe C°°(ïï). Ce résultat complète 

donc, dans ce cas, ceux du théorème VI.l et du corollaire VI.l. 
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