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PROBLEMES D'EXTENSION DE CLASSES DE COHOMOLOGIE

par J. LE POTIER
NOTATIONS

Soient M une variété analytique complexe, E un fibré vectoriel holo-
morphe au-dessus de M, ()(E) son faisceau de sections holomorphes. On
désigne par T(M) le fibré tangent & M, muni de sa structure naturelle

de fibré vectoriel holomorphe . On note
9E) = H(H, 0T (ne E))

le groupe de cohomologie de type (p,q) de M 2 valeurs dans E; c'est en-
core le g~idme groupe de cohomologie du complexe de Dolbeault AP**(E)

des (p,.) formes différentielles sur M & valeurs dans E :
#%e) = H (aPr7(E) )

Dans le cas ob E est le fibré trivial Mx C, on notera simplement EP'%(x)

pour EP'U(E) .

INTRODUCTION

Soit M une variéié analytique complexe compacte de dimension n, plon-
. sy s . X . . .
gée dans une variété analytique complexe” de dimension n+r . On envisage

les problémes suivants :

(Y) Etant donnée une classe de cohomcloziea € BHP'I(M) , existe—t-il

un voisinage ouvert V de K cur lecuel ¢ s¢ prolonge ?
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(1I) Etant donnée une classe de cohomologie Fer'q(X) telle que

?lH = 0 , existe-t-il un voisinage ouvert V de M tel que P]V =07

Les problémes (I)et (II) n'ont pas en général de solution ; au § 1,
nous donnons un exemple, d@ 3 P.A. Griffiths, de formes différentielles
holomorphes sur M qui ne se prolongent & aucun voisinage de M . La so-

lution du probléme () est trés liée & celle du probl2me suivant :

(1') Existe~t~il un voisinage ouvert V de M, et une application holc~

morphe & V> ¥ vérifiant e]H -1y K

Ceci est un probléme d'extension d'applications holomorphes ; il est
clair que si (I') a une solution, alors le probléme (I)zune solution
pour n'importe quelle classe de cohomologie x , et, de plus, on peut
choisir le m8me voisinage V pour toutes les classes de cohomologie o« .

Par contre, on peut construire des exemples pour lesquels le probléme
(1) ait une solution, bien que le probléme (I') n'en ai%t pas. Dany cet ex—

posé, nous envisagerons sculement les problémes (I) et (II).

Afin d'énoncer le théoréme principal, nous rappelons ce qu'est la
classe de courbure d'un fibré vectoriel holomorphe E surf M : si (§) est
la forme de courbure d'une structure hermitienne sur E, c'ect une forme

différentielle de type (1,1) & valeurs dans le fibré Hom(E,E) des

endomorphismes de E qui vérifie
dll @ = 0

2\
elle définit donc une classe @ (E) dans H1'1(Hom(E,E)), qui est indé-
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pendante du choix de la métrique hermitienne, et que 1l'on appellera classe
de courbure de E. Le principal résultat de cet exposé est alors le théore-

me suivant :

THEOREME 1 Soit M une va:iété analytique complexe compacte de dimension

n plongée dans une variété X de dimension n+r. On suppose que le fibré

normal N de M dans X est positif, et que la classe de cohomologie définie

A
par 1'image de la classe de courbure @ (N) dans

B ( Hom(y,N) /c)

est nulle. Alors, il existe un voisinage V de ¥ tel que le morphisme de

restriction

B'9(v) —» HP'Y(w)

goit un isomorphisme pour p+g < n-r, €t un monomorphisme pour p+q = n-r .

Lorsque r = 1 , la seconde hypothéce est toujours vérifiée ; nous obte-

nons par exemple le corollaire suivant :

COROLLAIRE Soit M unc hypersurface dans P, (¢) 3 il existe un voisi-

nage ouvert V de M tel que le morphisme de restriction

vy — P ()

soit un isomorphisme pour p+q < n-1 , ct un monomorphisme pour p+q = n-1.
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Dans le cas ol r est quelcongque, les hypothéses du théoréme 1 seront
vérifides dans le cas ol le fibré normal pourra s'écrire sous la forme
N=L@P, o L est un fibré vectoriel positif de rang 1, et P un fibré

vectoriel plat de rang r .
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1. EXEMPLE DE CLASSES DE COHOMOLOGIE NON PROLONGEABLES (3)

L'exemple qui suit, d0 & P.A. Griffiths, fait appel & la théorie des
jéformations de variétés complexes compactes, dont nous rappelons les ru—

iiments.

Soit M une variété complexe compacte « A toute application holomorphe
w:e¢ — A% (o))

vérifiant @ (0) = 0 et d"(awi(s)) -}E)(s) ,w(s)]c 0 pour tout s ¢ ¢
est associée sur le produit MX € une structure de variété complexe X

telle que la projection naturelle
XaMXx€C — €

soit holomorphe ; sur les fibres Xs = M x {s} nous avons alors aussi une
structure de variété complexe , et les formes différentielles holomorphes
de degré p sur Xs sont en correspondance avec les formes ¥ eAp'o(N) sur

M vérifiand 1l'équation
ay - w(s) ey =0

ou 1l'opération "." désigne le prolongement de la dérivée de Lie suivant

les champs de vecteurs . De plus, la variété Xo stidentifie a M .

Soit (fe HP7%(%) une forme différentielle holomorphe sur M, de degré p .
S'il existe un prolongement holomorphe To’ de (r 4 un voisinage MxV de Xo
~
Sos = ﬂxg sera une forme holomorphe sur Xs , et définit donc une forme

diff‘érentielle\{l(s) € AP'°(), dépendant analytiquement de s, et vérifiani
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ylo) =¢
a (p(s)) - w(s) .¢(s) = 0

Le premier membre de cette derniére égalité admet pour développement limi-

té & ltordre 1

o fertgon - w6 . p) + s £(s)

od lim €(s) = O . Il en résulte que l'on doit avoir
8 %0

a"(g'(0)) = w'(0) . ¢

Soit O la classe de @' (o) dans H°’1(T(M)) s c'est par définition la
déformation infinitésimale de Kodaira et Spencer de M , au point 8 = 0 ,
définie par X . On voit donc qu'une condition nécessaire pour que q> se
prolonge est que dans Hp’1(ﬂ) s la classe § ¢ soit nulle . Ainsi, la
classe 0O . (V apparait donc comme une premiére obstruction au probléme du
prolongement de ?. On peut démontrer que lorsque M est une variété
k¥hlérienne, cette obstruction est toujours nulle , ce qui restreint le

choix de l'exemple .

Soit M = G/.‘D la variété d'Iwasawa : c'est le quotient (ensemble des

classes & droite ) du groupe multiplicatif G des matrices de la forme

1 2, z3
z =4{0 1 2,
] (o} 1

par le sous-groupe discret D de ceS matrices oh les Zy sont des entiers
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de Gauss . Les formes différentielles holomorphes sur G , de degré 1 ,
invariantes a droite, forment un espace vectoriel de dimension 3 ayant

pour base

dz adz dz, - 2, dz

Ces formes différentielles induisent , par passage au quotient , des for-
mes sur ¥ , dont il est connuqu'elles engendrent y' 'O(M) ; de plus, on a
gans H'''(¥) , Q. AdE, $ 0.

Considérons la forme différentielle sur M, de type-(0,1), & valeurs

dans T(M) définie par @W(s) = s 6520%-; . Elle vérifie, pour tout s,
2
a(w() =0 ¢ [wl) W) = o

ce qui nous définit une structure de variété complexe X sur ¥X € ; de plus

on a
di‘zeg.z.z . Az, -3z,d5, = dz,AdT

ce qui montre que la forme différentielle holomorphe ?t clz3 -2, dz1

sur M = XO n'admet pas de prolongement holomorphe sur un voisinage de Xo.
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Soit, avec les notations de 1‘'introduction, V un voisinage de M, et I
le faisceau d'idéaux des fonctions holomorphes s'annulant sur ‘M. Consi-

dérons la “tour' suivante :

B = 50 (T (w) )

HY( OV(APT*(V))W OVI"’” )

|

HY( Civ(.r'\p‘l‘*(\'))Q o, /

!

1’“)

!

HI 0 (AT (V) | 1))

|

KO, (W1 (n) ) = ¥P%(n)

Pour prolonger une classe de coliomologie o er’q(M) au voisinage V,

nous devons remonter successivement tous les "“étages" de cette tour, en
" , . .

commengant par le rez-de-chasussée" , ce qui fera apparaitre un certain

nombre d'obstructions successives.

2.1. L1 RBZ-DE-CHAUSSEE . Considérong la suite exacte de fibrés
vectoriels holomeorphes sur N :
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S 4 *
0 — % — T M- TM —o0

. . . . D% ‘- . .
& cettle suite cxacte est assccide sur le fibeé A'T (V) P une filtration
décroissante , dite filtretion de Koszul , deont le gradué associé est en
degré 1

e ATV [ 1) = AR e AP ()

I1 existe alors une suite spectrale ayant pour aboutissement , en degré q

(0 M(/\p’I'*(V)\ M )), et dont le terme E, est domé par
El ’ J H1+J( i p_ir:*
)= NN @A (M)
il o oy

Le morphisme naturel du rez-de-chauscée se factorise suivant le diagramme

*
}xq(oM(,\PT (N u)) — E?-q = 1)

N/

0,9
o0

o=

.y . D ¥ e 0,¢ . .
Comme la fltche hq(@]‘:(/\pT (NOr)) -~— EO;‘ est surjective, la
D . . ) .
classe x € B 'q(M) pourra se remonter au premier diage si et seculement si
3 + 3 15 mocq qu - R .
o¢ appartient & 1'image de E_)} dans E1 o Ceci fait apparaTtire des

obstructiors successives dans

st = T

2,q-1 . . . . X - +1, »
nord , i se plonse dane un quotiient de HP 2,9 ( /\2 N

N
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EP’ q-p+1

0,q+1 p ¥
q+1 H (A

, qui se plonge dans un quotient de N)

Ces obstructions s'obtiennent en examinant le diagramme

A

AY

.
0ya
a4y

q

et en remarquant que Eg’q = Ker d?’q ' Eg’q = Ker d

Eg+’1q - Eg:q= Ker dl?’q.

2.2. ETACES INTERMEDIAIRES . On considére la suite exacte de faisceaux

sur V ¢

|
0 I/Ivl-r‘! -—70V/I~l+1 —-)OV/IQ —3 0

N}
Le faisceau I / I°+1 est porté par M,et l'on a un isomorphisme de faig-
ceaux :
]
I ~ (=)
9 =
[P+ | 0, (™™

ol N(—” est le dual du fibré N(") » 4 ~i&éme puissance tensorielle symé-

trique de N . Ainsi, pour remonter le y-iéme étage,
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%* * /
B O (AT 8G, y,) — 1O, (R / )
on obtient une obstruction dans

* -
K0, 1" n e nY)
Si 1'on utilise & nouveau la filtration de Xoszul du § 2.1. et la suite
analogue appliquée au fibré /\p'x"(v) I NG N(-") s on voit que cette obs-
truction peut se remplacer par un nombre fini d'obstructions successives

appartenant & des quotients des espaces de cohomologie
Phatt ALyt gy iy0

2+3. DERNIER ETACE. Pour remonter le dernier étage , nous avons comme

obstruction un élément de
*
O o (AP () )

Remarquons que cette obstruction est de nature différente de celle des
§ 241. et 2.2 | puisqu'elle fait intervenir le plongement de ¥ dans V H

nous la garderons sous cette forme .

Considérons maintenant le probléme (JI) : si B e HP'9(X) est une classe
de cohomologie telle que p[!d = 0 , on voit, par un raisonnement tout &
fait analogue au précédent, que pour que V soit solution du preblame (I1)
il est nécessairc et suffisant que stannulent un nombre fini d‘obstructions

construites successivement et dépendant de P , et appartenant & decs
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quotients des groupes de cohomologie
s s * _Q
Y ATN @ w(-Y) ) , i+¥>0
et une derniére obstruction dans un quotient du groupe

B (177 O (AP (V) )

Ainsi, le théor2me 1 est une conséquence du calcul d'obstructions

que nous venons de faire, et des théorémes d'annulation suivants @

THEOREME 2 ( P.A. Griffiths(4)) Soient M une variété complexe compacte

de dimension n plongée dans une variété X de dimension n+r , N lg fibré

normal de M dans X , I le faisceau d'idéaux sur X des fonctions holomor—

phes qui s'anmulent sur M , et P un fibré vectoriel holomorphe sur X .
si N est positif,,

Alors\’il existe un voisinage ouvert V de ¥, ne dépendant pas de F et un

entier py (pouvant dépendre de F ) tel que

(v, ﬂ‘q,(p) ) = 0

désque)x;;ro et g4&n .

MEORE 3 «{ Théoréme d'anrulation précis) Soient ¥ une variété ana-

lytique complexe compacte de dimension n , E un fibré vectoriel holomor-
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phe positif de rang r au-dessus de M et tel que 1'imege de la classe de
A
courbure @.(E) dans

11 m(E,E
H'*'( Hom(E )/ﬁ )

soit nulle ., Alors

leq (/\i B @ E()) ) e O

dés que p+qp ntr-i+1 lorsque i > 0, et dés que p+q > n+r lorsque i= 0

et3>0 .

REXARQUE . Pour certaines valeurs particuliéres de i et+, les derniers
sont vrais
résultatsVsous la seule hypothese " E positif " : c'est le cas lorsque

i=0,3=1; c'est encore le cas lorsque i = r,9=0 . ( (7),(8) )

Vu le théoréme de dualité de Serre, le théoréme 3 implique que 1l'on a

sous les m8mee hypothdses du théoréme 1 et si i +9>0
; -
29 (At e ) <o

dés que p+q £ n-r . Compte~tenu du théoréme 2 , ceci donne le théoréme 1.
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3+ DEMONSTRATICN DU THEOREME 2.

I a démonstration comporte essentiellement deux parties.

(1) Dans le cas ol r est supérisur a 1, la principale difficulté est
que I n'est pas un faisceau localement libre ; afin de nous ramener a un
théoréme d'annulation & valeurs dans un fibré , nous allons éclater M ,
ce qui nous placera dans le cas d'une hypersurface . Le passage se fera
en appliquant la suite specirale de Leray ; malheureusement , le nouveau
fibré normal ne sera plus positif.

(2) Sous les nouvelles hypotheses ainsi obtenues , la principale diffi-
culté sera alors le fait que l'on désire un théoréme d'annulation sur une
variété non compacte . La méthode utilisée différe de celle de Griffiths,
et consistera & se ramener aux théorémes de finitude d' Andreotti et

Grauert .

3.1. REDUCTION AU CAS D'UNE HYPERSURFACE ((4), p. 416 )

Soient , avec les notations du théoréme 2 , 7r: X' -=» X la transfor—
mation monoidale centrée le long de M , M' = ﬂr1(M) 1l'image réciproque de
M , I' le faisceau d'idéaux des fonctions holomorphes qui s'anmilent sur
1thypersurface M' , F' = n71(F) le fibré image réciproque de F par la
projection T¢. Ainsi, M' s'identifie au fibré en espaces projectifs P(n)
au~dessus de M , associé de maniére naturelle a N .

Considérons les faisceaux images directes par la projectionjt:

R, (1PQ, (7)) = OX(F)QOXRqT\'* ('
Mais on peut voir facilement ( en remarquant que la question est locale

. r -
sur X , en se ramenant auw cas M = {O}plonge dans €, et en utilisant uvn

résultat de Bott (2) ) que
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R, (1) =

d'on il résulte immédiatement que

0 s8i g O
RIrg (1M Oy, (7)) =
Ir'()x(F) si qe0

Soit V un voisinage ouvert de M , V' =7’\’—1 (V) . Comme la suite spectrale
de Leray appliquée au faisceau I"L Ox,(F") dégénére , on obtient un iso-

morphisme
gy, 1R 0, () ) = BV, 1R Ou(R) )

On est donc ramené & démontrer que sur un voisinage convenable V' de M!

indépendant de F , on a
ri(ve, 1t# Ox,(F') ) =0 pour g n et py ’lo(F) .

Examinons maintenant le fibré ncrmal N' de ' dans X' , Soit 'ﬂ‘“‘l ()
le fibré vectoriel au-dessus de M', image réciprogue de N j sur M' = P(i)
est défini canoniquement un sous-fibré vectoriel de rang 1 , 8 , du fi~
bré 7"-.“.'1 (N) et i1 est clair gue N' et 5 colincident « S n'est pes un
fibré positif ; cependant , lorsque N est positif , il est facile de
construire sur S une struvciure hermitienne {, > dont la forme quadra-

tigue de courbure (S, ¢, ») ; définie par
K (S, ¢y > )(8) = —0 (5, <,») (t+Ait)
2T

pour + € T(P(N)) ( @(S, <y») aésigne la forme de courbure de la
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structure hermitienne ¢ , > ) soit de signature {n, r-1) . Dans wne telle
situation , nous dirons simplement que la structure hernitienne est de si-

gnature ( n,r-1) ((4),prop. 6.5. , p. 427 )

Le théoréme 2 sera donc une conséquence du lemme suivant

3.2. LEMFE Soient M une hypersurface de dimension n , cowpacte, dang

une variété X, I le faisceau d'idéaux des fonctions holomorphes sur X qui

s'annulent sur M, ¥ le fibré normal de M dans X . On suppose gu'il existe

sur N une structure hermitienne de signature (s,t) , avec s+t = n .

Alors il existe un voisinage ouvert V de M tel que pour tout fibré vec-

toriel holomorphe F sur X

(v, HO@F) ) = o

dés que }*Z}"o(F) et ads.

DEMONSTRATION : Soit L le fibré vectoriel de rang 1 au-dessus de X
associé & l'hypersurface M . On a donc L iM =N , et L posséde une section
holomorphe f iransversale & la section nulle, dont le lieu des zéros est
exactement M . Aloxrs I} = C?(L<-ﬁ)) . et 1'on a donc, pour tout voisirage

V de ¥
(v, 1Yo ) - 1% v, 0( )

Soit , sur le fibré normal N , une structure hormitienne de signature
(s,t) , avee s+t = n 3 on peut toujours la prolonger , sur un voisinage
de M , en une siructure hermitienne sur L de signature ( s+, 1) .+ Tn
effet, rrolengeons dtabord de fagon arbitraire la siracture domnfe en unc

structure hermitionne notéde G . Pour fout  réeldy0; le nouvelle uiruce
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e"kd'f)( ¢ > vérifie, pour tout vecievr tangent 1t e'i“((X')

ture <« '8 =

d'origine x e M

K(Ly <y %)(8) = K(L, <> )(8) + .22*;<n'f<t),n'f(t)>

ol D' désigne la connexion holomorphe associée & la structure hermitienne <,5.

Or, pour xcl, on a ker D'f = Tx(l‘-i) ; d'autre part, pcur tout t € Tx(M) .

K(Ly <35> )(t) = (N, <> )(¢)

Ainsi, on constate que si l'on prend Aassez grand, la forme quadratique

<,%‘ sera de signature (s +1, t) sur M, et donc aussi au voisinage de M,

Supposons donc choisie une telle structure hermitienne <,;» au voisinage
V de M ; on notera | ]2 la forme gquadratique associée . On peut toujours

supposer, quitte & restreindre peut-8tre V , que les ouverts

v, = {xev, |f(x)|<c}

sont, pour c assez petit, relativement compacts dans V . Nous allons mon~

trer que pour un tel ¢,
HY( v, ,O(L(—P")G F) ) = 0 pour rl;ro(}") et q<s

Soit 7W:L =» X 1la projection canonigue ; considérons le morphisme

naturel de (DX - medules

0 0,0n(, 7)) — MO (77(1)))
pel
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En utilisant un développement en série entiére, on voit que ce morphisme
¥ D

admet un inverse & gauche . I1 en résulie que le groupe de cohomolosgie
q =1
B v, (0, T ()

eut &tre muni d'une filtration dont le gradué associé est, en depgré
¥ [ ]

BY( \/c , @ (L(“)") ® ¥) ) . Dtautre part, on a évidemment

L
o

R, (0, (77 (#)))

pour i > 0 ; ainsi, la suite spectrale de Leray montre gue l'on a un iso-

morphisme
BV @7 ) = BN (), O (R )

Pour démonirer le lemme , il suffira donc de démontrer wue pour g¢s ,

on a
. Qs =1 o =1 /.oy
dim B (NO(V), O (n(F) ) L oo
Ceci résultera du lemme qui suit, qui mentre gue rr"1 (Vc) est fortemznt

n-s+1 concave f{au sens d' Andreotti et Crazuert) et du théoréwe de fini-

tude de (1) .

3.3. LEE. Sofent, avec les notations du § 3.2 , V et ¢ teis que V

c
soit relativement compact dans X §j considdrons, pour A rdel positif, la

oo Lo e

fonction ¢ :ﬁ~1 (VC) —a @7 définie par

-

— )

c:2 - [ x"[ ‘j

MU

¢(5)
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pour ¥ & L)r et xe Vc . Alors 3

(i) pour tout m réel positif, les ensembles {(f) m} sont relativoment

compacts dans 7{1 (Vc) 3

(ii) la forme de Levi de &f) a au nmoins s+1 valeurs propres positives sur

le complémentaire , dans 71'.1 (Vc) » du_compact

Mlg ke, J5ig?

pourvu que A scit supérieur 2 4 .

( La forme de Levi de Lfau point g€ L est par définition la forme qua-

dratique 1,3(<x;) : ’I'}(L) «» R définie par
= i arae i
LE(T) (u) 1dd(f(u/\1u)

rour ue (L) )
DEMONSTRATICH o L'assertion (i) est évidente ; démontrones la seconde .
Scit D' la correction holomorphe sur L associde a la structure hermitienne;

nous désipgnercons cncore per D! la connection imoge réciprogue de D' sur
] \/ima;:v réciproque de L par 1y, 1
le fibré 71 (L)Y enfin, soit ¢ la section canonicque du fibré v (L) ,

an-dessus de 7:4(‘»10) , Céfinie par q’(s} = (§4§) « Par dérivation , nous

chtenons successivement

2 .
.)([3'2 + 2(; e.) r 2
ag = e LU S e

-

A2 =) 2

andte = -Ae BN Ty I CTU L A — npre, f
¥ P E ey ST >

97



J. LE POTIER

V=20
2 pe?
-, D> -(—?-‘2_—-2-37,- DL DY (—5-———? {'E,EHLE, D'+ ABB
¢ -
J
N o2
avec @ =( D030+ —5—ss(D'f, £>
S

Soit ge Lx s avec X ¢ Vc i il résulte de la définition de la forme guadra-
tique de courbure X = K( L,<,>) du fibré L ( cf. § 3.1. ) que l'on a

pour tout vecteur ue T (L) de projection m(u) dans TX(X) :

2
21312+ =52—) 2.2
L =X e (i {?il*g‘)"f) K(re(u))

?

—{D'6(u),D'6 (u )= -(-——-T-l—;)-2-<D £(u),dtf(u)>

%(D'f(u)sf)(fyn'f(“)) +7\9(u) 6(“)

Supposons d'avord [f(x)>4c , et écrivons, au point x, D'f = fw, avec

*
me'l‘x(x) « Alors, pour u € Ker D'a™:

- 1w (w))B(n(a))

2
L(@){u) = CAK(M(u)} + DA A o 215 - 2 )1
A ST ST
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ot C et D sont des quantités strictement positives dépendant du point j .

Mais
2 2
If] 1 c 4
> — et —— et
R 3 o?- | 3

et donc, pour u € Ker D'o :
K > cAkm) + DA §A= 3 ) win()T(nw))
2 CAK(w(u))

d¢s queAy4 . Or, il est facile de voir que D'g : T(L) — n’"“(L) réalise

un scindage de la suite exacte de fibrés vectoriels sur yr 1 (Vc) H
-1 W -1
0 —>1" (L) —> T(L) —» 17 (T(X)) —> ©

et donc, iunduit un isomorphisme de (Ker })’a‘)s

vu 1'hypothése sur<,» (cf § 3.2.) que 1ton peit trouver un sous-espace

sor TX(X) + I1 en résulte ,

de dimension s+1 de (Ker D'r% sur lequel Ls(q;) sera positive non dégénérée,

et donc que 1)(?) a au moins s+1 valeurs propres positives .

Supposons maintenant |;])1 et écrivons, au point §, D'O'-d"] s avec

v)eq';(L) . Si uer (Ker(p'f)), on a
P @) = cA (o) + DA - 1) 7 ()T @)

ol C1 et D, sont les quantités positives ; ceci donne l'inégalité

Ls(tf)(u)} C,AKOT(u)) + D,"&(?\ -1) ‘iz(u) ﬁ(u)
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Or, en restriction a (Xer D'f)x , K a au moins s valeurs propres positives.
On peut donc irouver un sous—espace P de dimension s de ( Ker})'i‘)x tel que
K|P soit positive non dégénérée . I1 résulte de 1l'inégalité ci~dessus que
sur rr-1(P) . Ls((f) est positive non dégénérée ; comme v (P) est de dimen-—

sion s+1, on a le résultat voulu .

3.4, REMARQUE. On pourrait montrer de m8me cqu'avec les hypothdses du
lemme 3+.2., et V et c étant convenablement choisis, la forme de Levi de la

fonction Wz 'n-1 (Vc) —> W' définie par

2

2 c
I+ -

c“=|f|

ps) = I¥

pour ‘geLx et x e Vc , .2 au moins t+1 valeurs propres positives en dehors
du compact { |£)§ #c f5i¢ 1} « Ainsi ,1\:1 (Vc) est fortement s+2 ~con~
vexe ( au sens de (‘I)) « Le théoréme de finitude d' Andreotti et Grauert

et le raisonnement déja fait dans le § 3.2. montre qu'alors
R(v,, 06Te M) = o

pour ’x. assez grand et q » s+1 . Ce résultat et le lemme 3.2. constituent
essentiellement le théoréme III, p. 379 de (4) ; Griffiths l'obtient par un
théoréme de Kohn de représentation des classes de cohomologie par des for-

mes harmoniques sur des variétés & bord .
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4. DEXONCTRATION DU THEOREME 3 .

Le théoréme 3 sera une conséquence du " precise vanishing theorem " de
Kodaira et Nakano (8) s valable pour les fibrés vectoriels holomorphes
positifs de rang 1 . La démonstration utilise la généralisation de la sui-

te spectrale de Borel déerite dans (6) .

4+1. Considérons un diagramme
C - X
trv
S
od X «» S est un fibré analytique complexe en variétés compactes, et G un
fibré vectoriel holomorphe au dessus de X ; soit T X/s) le fibré vecto-
riel holomorphe sur X des vecteurs tangents le long des fibres de 7. Consi-~

dérons les faisceaux analytiques cohérents sur S
EN6) = B, (QAT(X/5)8 G )

Alors il existe (6) , pour tout entier p , une suite spectrale notée™E (G)

dont le termepEQ(G) est donné par

pEsz'n(c) = e wi(s, m"'*'e*i(c) )
i
et qui a pour aboutissement , en degré q , H*'9(G) . Cette suite est asso-
ciée & la filtratlon décroissante FkAp"(G) du complexe AP?*(E) définie
de la manidre suivante @ F'kAp’q(G) est le sous-espace de AP?3(G) engendré
par les formes différentielles s'Scrivant TT*(O(i)A Pi y b, € Ai'k—i(s)

et B, € AP (g),
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Si nous prenons G = T(X/S) , nous avons une section holomorphe évidernte
du faisceau Bﬁ’o( T(X/S))définie par le morphisme “identité" de T(X/S) 3
elle sera notée ® . La suite spactrale précédente nous permet de la consi-
i 10,0/ ) o s
dérer comme un élément de 'E, (H(X/S)), ce qui nous définit un élément
1.2 01 1,1 0,0
4,0 e E,T(T(x/g)) = H (s, & ((x/g)) ) .

Le lemme qui suit est un critére de dégénérescence de la suite spectra-

le PE (a) .

LEMME  Supposons, avec les notations ci-dessus , que

(i) pour tout g» O, Hp’q((}) =0

(ii) 1la classe de cohomologie 4,0 € H1’1(S,IHO’O(T(X/S)»soit nulle .

Alors, dans la suite spectrzle PE (G) , on a

I1 en résulte en particulier qu%il existe une filtration décroissante de

Hp’q(G) dont le gradué assccié est , en degré i ,

gt 1P%e) = w(s, wP00))

DEMONSTRATION : Elle utilise une propriété multiplicative de de la sui-
te spectrale ci-dessus . Soit v & AP'3(T(X)) et désignons par i'(v) la dé-
rivation de A"'(G) de bidegré (p—1,q) qui prolonge le produit intérieur

par les champs de vecieurs : i'(v) est défini de maniére que ltapplication
v = it{v)

soit linéaire sur l'anneau des formes difiérentielies A°'°(X), et n'est
; 0,0, , : i
autre, lorsque v g A ' (T(X)) oue la partic de type (~1,0) de la dérivation
i(v) du nodule gradué A°(G) ¢ produit intdrieur par le chomp de wvecteur
; y
N k . . i oemg . . .
v, ch A (G):fOAp’q(G) est 1'ospnce den formes différentielles de dogrd

p+a=k

x & valeurs dans G .
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Compte—tenu de 1'inclusion T(X/.) (X ceci nous permet de définir
P VA gl O ]

un accouplement
[ [T 14 Vot
FUARE! (2(x/g) x AP () . AP, gy

compatible avec les filtrations définissant les suites spectrales associées

aux fibrée T(Z/S) et ¢ . De plus, pour Vv € Ap"q'(T(X/s))et o € AP ()
(e = i@e + DT i) avw

On en déduit également un accouplement sur les suites spectrales associées:
P (n(x/g) x PE(G) —  P*PE (o)

Ainsi, pour we pE;'E(G) ’

4, i'@w = i, + i'(0) q,w
Or, sous 1l'hypothése (i) du lemme, pEg'Q'(G) = ﬁQ’k+2(S, Bp+2'0(0) ), dtol
il résulte que i'@)w = (p+l)w ; comme dw e pE12<+2’£_1(G) , on en déduit
que 1'(8)d,w = (p+d-1) d,0, et done dyw= i'(d,0)w . L'hypothese (ii)
implique donc d2 =0,

Dfautre part, on a trivialement d36 = d49 = ¢ee = 0 . En refaisant le

roisonnement ci-dessus au cran i , on obtient, dans pEi(G), d.i = 0 pour i3

ce qui démontre le lemme .

REMARQUE. Cn peut on fait démontrer que la classe de cohomologie d26
s'identifio & 1'obstruction au scindage holeomorphe de la suite exacie e

faords vacteriels holocorphes su-dessas de X
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0 — ¥/g) —> X)) = (2(S)) ~—> 0

$i cetie obstruction est nulle, on peut choisir un scindage holomorphe de

cette suite exacte , d'ou 1l'on déduit la décomposition en somme directe
»* — i 2 i *
AP TRe = 8 WA T(S) 8 AT Wy e c
i

Sous 1'hypothése (i) du lemme , la suite spectrale de Leray, appliquée au

second membre, dégénére , ce qui permet aussi d'obtenir une somme directe

HP’Q(G) = ) Hl'q(S, u{p—l)o(c) )
i
mais bien entendu subordonnée zv choix du scindage . ( Ceci n'aura pas

d'jimportance dans la suite. )

442. So0it V un espace vectoriel de dimension r , et considérons 1l'es-—
*
pace projectif P(V') des hyperplans de V . Soit S le sous-fibré du fibré
. * . P . .
trivial P(V )< V défini par
S = Lj » Yer h
hjeP(V )
*
ol [h] est la classe de la forme lindaire h dans P(V') ; enfin, soit Q le

. -r.
fitré vectoriel de rang 1 quotient de P{V )XV par S .

LEMME 4.2.1. Pour tout entierp;0, on &

- 0] siq> 0, ou p)
Hm‘l(Q(P>) - H
'/crrl 51 p<p
ol 7;’ est le woyan de L'application Yindaire
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Apv @ V(l"""p) — /\p—1v® V(f“"p‘{"])

défini pour x.],...,xp,xpﬂ,...,xre V par

x1A...Axp® X 4100 .ox"_ g»—-ZD (-1 )ix,l/\.../\/)c\:;./\...,\xp@ xioxm1o.. .ox)L
i=1
( "o" aésigne 1'opération " produit tensoriel symétrique " et /x\l signi-
fie que l'on enldve x, <)

Ce dernier résultat précise un théoréme de Bott(2).Il signifie que les
formes différentielles holomorphes de degré p sur P(V*) 4 valeurs dans Q(r’)
ne sont autres que les formes différentielles holomorphes de degré p sur
V*, homogénes de degré p, dont le produit intérieur par le champ de vec-

*
teurs v défini par v(h) = h pour heV , est nul .

: * . I3 - *
,LEMME 4.2.2, Soit T = T(P(V)) le fibré tangent 3 P(V ) . Les grou-

de cohomologie HP'4(T) sont tous nuls , sauf

01 = Hom(v,v
(m) ( )/c

gPrP () - ¢ pour 1& pg T

*
Ce lemme résulte du fait que T(P(V )) = Hom(S,Q) , de la suite exacte

de cohomologie associée & la suite exacte de fibrés
* *
0 —» P(V)xC —> Hom(P(V )xV, Q) —> Hom(5,Q) —> 0

et du lemme précédent appliqué pour P.=1 o

4.3. Soit E un fibré vectoriel holomorplie de rang r au-dessus d'une va-—

. < * . I’
riété analytique complexe M« Désignons par X = P(E ) le fibré en espuces
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projectifs associé a E*,n': P(E*) —» M la projection caronique , r\—q(E) le
fibré image réciprogue de & par rv. En procédant fibre par fibre, la cons—
truction que 1'on vient de décrire permet de définir un sous—~fibré vecto-
riel holomorphe de rang r-1, ncté encore S, de 7{4 (E), et un fibré vecto-
riel quotient de rang 1, noté encore Q .

Considérons le diagramme

P B - x

™
M
et soit Z}E le noyau du morphisme de fibrés vectoriels

défini de maniére naturelle & partir de la formule du lemme 4.2.1. Avec les
netations du § 4.1., et toujours d'aprés le lemme 4.2,1., nous avons

O0si g> O ou p)
HD:Q(Q(Y”)) /r\

Z;i si p< r\.
Ainsi, l'hypothése (i) du lenme 4.1. est satisfaite ; le lemme suivant
donne la condition pour que la condition (ii) soit elle aussi satisfaite.
, . 0,0 .
Remarquons tout d'aberd que, d'aprés le lemme 4.2.2., H (T(X/M) s'iden~

tifie au faisceau des sections du fibré Hom(E,E)/c .

LEMME La classe de cohomologie dze y définic au § 4.1., coincide ,

dans la situation que l'on vient de décrire , avec l'image de la classe

N
de courbure ®(E) dans 1{1'1(14, Horn(E,E)/c ) .

DEMONSTRATION . 1 faut revenir & la définition du morphisme d? de la

suite spectrale, et de la courbure . Soit () une structure hermiticnne
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sur E, et D' la connexion holomorphe compatible avec ¢, .+ On notera enco-—
. . .. - e =] .
re D' la connexion imege réciprogue de D' sur le fibré 1 (E) . La suite

exacte de fibrés vectoriels holomorphes sur X :
—1 j
00— s —7~ (B) L q—0

donne naissance & une forme différentielle YeA”O( Hom(S,Q)), c'est-a-dire

de fibrés vectoriels,
un morphismeVde classe C® : T(X) —» Hom(S,Q); ce morphisme induit un iso-

morphisme de fibrés vectoriels holomorphes
(%) S5 Hom(s,Q)

Aingi, si 1'on identifie ces deux fibrés, Xpeut 8tre considérée comme une
forme différentielle & valeurs dans T(X/M) qui prolonge 1l'identité de T(X/M)
ctest-i~dire la forme 8§ du § 4.1.

Par définition de 9, et de la forme de courbure @ = @(E,<,> ), on a,

8l s est une section locale holomorphe de S au-dessus d'un ouvert U
¥
H®(s) = avly(s)

dans {(U,(Q)). 11 en résulte que, dans le language de la filtration défi-
nie au § Hele ¢

(1) a'y € 1«‘2A1'1(‘1‘(X/M)) i a0 est donc la classe dans

1.2, 1y 1,1
ES’ (p(x/y;)) = H! (M,Hom(E,E)/C) de d"p.

(2) d"y  est 1'image de ® par le morphisme composé

Foal Yom( (1), 7(E))) —> P01 fon(s,Q))

I

AL (Mon(,E))

Congiddérons le morphizme de fibrds au-~decsus de X ¢
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Hom(T 1 (8),/A 1 (E)) ~—>» Hom(S,Q)

11 induit un morphisme sur les suites spectrales associées du § 4.1. Le
lemme 4 de (6) permet alors d'obtenir par fonctorialité un diagramme com-

mutatif :

1 (P21 (om( (B) 71 (E))) —» H'(FPA'** (Hom(5,Q)))

s'[ sT[

AV (Hom(E,E)) —s A '1(Hom(E.E)/c )

A
I1 en résulte que 1'image de §(E) dans H1'1(Hom(E,E) } est exactement
[

la classe d26 .

4+4. Avec les hypothéses du théoréme 3, nous pouvons maintenant appli--
quer le lemme 4.1. dans la situation décrite au § 4.3.: il existe une fil~
tration croissante de Hp’q(Q(Y’)) dent le gradué associé est en dimension i

grin'q(Q('L)) - BP"in( Z:L)

Or, E étant positif, il en est dc méme de Q , donc de Q(H‘) . Le théortme

de Xodaira-Nakano monire que
Hp 'q(Q(P') ) = 0

des quepy O et prqymer ; 11 en pésulte que pour i(r_, Hp'q(Z"}.) = 0 dés que

prgyoar-io. e 13 et de la suite exacte
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i i ) i-1
i > N EQ®E - Z;,, —0

0—> 2

on déduit que pourv> 0 et i> 0, 'Y AT EQ E(Q)) 0 dés que
)

. v
pHq n+r-i+1 . De m&me , dec isomorphismes Zg = E(

y on tire que
= 0 dés que p+q ) nir , ce qui termine la démonstration

du théoréme 3 .
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