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V-01 

PROBLEMES D'EXTENSION DE CLASSES DE COHOMOLOGIE 

par J. LE POTIER 

NOTATIONS 

Soient M une variété analytique complexe t E un fibre vectoriel holo-

morphe au-dessus de M, 0(E) s o n faisceau de sections holomorphes. On 

désigne par T(M) le fibre tangent à M F muni de sa structure naturelle 

de fibre vectoriel holomorphe • On note 

H P ' Q ( E ) « tf*(Kf 0 ( A P T * ( M ) $ E) ) 

le groupe de cohomologie de type (p,q) de M à valeurs dans E; c*est en­

core le q-ième groupe de cohomologie du complexe de Dolbeault A^**(E) 

des (p,.) formes différentielles sur M à valeurs dans E : 

H P ' Q ( E ) = H q ( À P ' - ( E ) ) 

Dans le cas où E est le fibre trivial MxC, on notera simplement £ P' q(fê) 

pour H P , Q ( E ) • 

INTRODUCTION 

Soit M une variété analytique complexe compacte de dimension n f pion-

gée dans une variété analytique complexe cle dimension n+r . On envisage 

les problèmes suivants : 

(l) Etant donnée une classe de cohomologie oc e H P , C*()Q , existe-t-il  

un voisinage ouvert V de sur lequel .pC se prolonge ? 
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(il) Etant donnée une classe de cohomologie jSgH P t q(x) telle que 

j}| M a 0 , existe-t-il un voisinage ouvert V de_ M tel que ^| V « 0 ? 

Les problèmes (l)et (lî) n'ont pas en général de solution ; au § 1 f 

nous donnons un exemple, dû à P.A, Griffiths, de formes différentielles 

holomorphes sur M qui ne se prolongent à aucun voisinage de M • La so­

lution du problème £0 est très liée à celle du problème suivant : 

(i') Existe-t-il un voisinage ouvert V de M, et une application holc-

morphe p: V M vérifiant p|M * 1^ X 

Ceci est un problème d*extension d'applications holomorphes ; il est 

clair que si (i 1) a une solution, alors le problème (i)aune solution 

pour n'importe quelle classe de cohomologie oc t et, de plus, on peut 

choisir le même voisinage V pour toutes les classes de cohomologie c< . 

Par contre, on peut construire des exemples pour lesquels le problème 

(i) ait une solution, bien que le problème (i') n'en ait pas. Dans cet ex­

posé, nous envisagerons seulement les problèmes (l) et (il). 

Afin d'énoncer le théorème principal, nous rappelons ce qu'est la 

classe de courbure d'un fibre vectoriel holomorphe E sur" M : si 0 est 

la forme de courbure d'une structure hermitienne sur E, c'est une forme 

différentielle de type (1,1) à valeurs dans le fibre Hom(E,E) des 

endcmorphismes de E qui vérifie 

d» 0 « 0 

elle définit donc une classe 0 (E) dans H f (Hom(E,E)) F qui est indé-
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pendante du choix de la métrique hermitienne, et que l'on appellera classe 

de courbure de E. Le principal résultat de cet exposé est alors le théorè­

me suivant : 

TïIEOREME 1 Soit M une variété analytique complexe compacte de dimension  

n pl°ngée dans une variété X de dimension n+r. On suppose que le fibre  

normal N de M dans X est positif, et que la classe de cohomologie définie  

par l'image de la classe de courbure ©(N) dans 

H 1 , 1 ( Hom(N,N)/c ) 

est nulle* Alors, il existe un voisinage V de M tel que le rnorphisme de  

restriction 

HP'<Ï(V) — > HP'q(M) 

soit un isornorphisme pour p+q < n-r, ét un monomorphisrne pour p+q « n-r • 

Lorsque r « 1 , la seconde hypothèse est toujours vérifiée ; nous obte­

nons par exemple le corollaire suivant : 

COROLLAIRE Soit M une hypersurface dans Pn+<j(c) T il existe un voisi­

nage ouvert V de M tel que le rnorphisme de restriction 

H p» q(V) H P , Q(M) 

soit un isornorphisme pour p+q < n-1 , et un monomorphisme pour p+q » n-1 * 
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Dans le cas où r est quelconque, les hypothèses çlu théorème 1 seront 

vérifiées dans le cas où le fibre normal pourra s'écrire sous la forme 

N « L ® P , où L est un fibre vectoriel positif de rang 1, et P un fibre 

vectoriel plat de rang r • 
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1. EXEMPLE DE CLASSES DE COHOMOLOGIE NON PROLONGEAMES (3) 

L'exemple qui suit, dû à P.A. Griffiths, fait appel à la théorie des 

iéformations de variétés complexes compactes, dont nous rappelons les ru­

diments* 

Soit M une variété complexe compacte . A toute application holomorphe 

CO : C — » A 0 , 1(T(M)) 

vérifiant Co (o) « 0 et d,.(ed(s)) -J-jw(s) ,u>(s)|« 0 pour tout s é 6 

est associée sur le produit MX C une structure de variété complexe X 

telle que la projection naturelle 

X » M x C — ^ C 

soit holomorphe } sur les fibres X g = M * (s) nous avons alors aussi une 

structure de variété complexe , et les formes différentielles holomorphes 

D 0 

de degré p sur X o sont en correspondance avec les formes y €A
 1 (H) sur 

M vérifiant l'équation 

d" vjf - eu (s) = 0 

où l'opération désigne le prolongement de la dérivée de Lie suivant 

les champs de vecteurs • De plus, la variété X Q s'identifie à M . 

Soit <j>éHP'°(M) une forme différentielle holomorphe sur tt, de degré p 

S'il existe un prolongement holomorphe ^ de ?̂ à un voisinage KxV de X Q 

(jpg « |Xg sera une forme holomorphe sur X g , et définit donc une forme 

différentielle y(s) € A P ,°(M), dépendant analytiquement de s, et vérifiant 
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y ( o ) - < f 

d" (y(s)) - Gj(s) (s) « 0 

Le premier membre de cette dernière égalité admet pour développement limi­

té à l'ordre 1 

s | dMty'(o)) - <tf(o) • *J/(o)j + s e(s) 

où lim €(s) » 0 • Il en résulte que l'on doit avoir 
s * o 

d»(f'(o)) « GJ'(o) , <jf 

Soit Q la classe de c*>'(o) dans H 0 ,^(T(K)) : c'est par définition la 

déformation infinitésimale de Kodaira et Spencer de M , au point s = o f 

définie par X • On voit donc qu'une condition nécessaire pour que <p se 

prolonge est que dans H P , \ M ) , la classe 0 • (p soit nulle • Ainsi, la 

classe 0 •Cp apparaît donc comme une première obstruction au problème du 

prolongement de <jp. On peut démontrer que lorsque M est une variété 

kalilérienne, cette obstruction est toujours nulle f ce qui restreint le 

choix de l'exemple . 

Soit M = la variété d'Iwasawa : c'est le quotient (ensemble des 

classes à droite ) du groupe multiplicatif G des matrices de la forme 

r °' ^ 

z « 0 1 z 2 J 
\0 0 1 I 

par le sous-groupe discret D de ces matrices où les z^ sont des entiers 
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de Gauso • Les formes différentielles holomorphes sur G -, de degré 1 t 

invariantes à droite, forment un espace vectoriel de dimension 3 ayant 

pour base 

dz 1 , dz ? , dz^ - z2 dz 1 

Ces formes différentielles induisent , par passage au quotient , des for­

mes sur M , dont il est connu quelles engendrent H 1 f^(K) 5 de plus, on a 

dans H 1 , 1(M) , d», A d^ 2 f 0 . 

Considérons la forme différentielle sur M, de type-(0,1), à valeurs 

dans T(M) définie par (J (s) * s àz^fc^ » Elle vérifie, pour tout s, 

d"(a>(s)) « 0 t [cj(s) fC*)(s)] » 0 

ce qui nous définit une structure de variété complexe X sur KtfC ; de plus 

on a 

d Z 2 ® | ? 2 * d z
3 - Z 2 d Z 1 " d z l A d F 2 

ce qui montre que la forme différentielle holomorphe <p «= dz^ - dz^ 

sur M » X Q n'admet pas de prolongement holomorphe sur un voisinage de X Q« 
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Soit, avec les notations de l'introduction, V un voisinage de M, et I 

le faisceau d'idéaux des fonctions holomorphes s'annulant sur M. Consi­

dérons la "tour" suivante : 

H P ' Q ( V ) - H*( 0v(APT*(V) ) ) 

I 
Hq(Ov(APT*(V))®Cy ^ ) 

i 
^(C^TV))® 0 y / ̂  ) 

1 
# 

I 
H q( 0 K(A PT*(V) | II ) ) 

V 

H Q ( © M ( A P T * ( K ) )) ~> H P ' Q ( M ) 

Pour prolonger une classe de cohomologie oc 6 K P , C f(M) au voisinage V, 

nous devons î emonter successivemant tous les "étages" de cette tour, en 

commençant par le"rez-de-chaussée" , ce qui fera apparaître un certain 

nombre d'obstructions successives. 

2,1. LE REZ-DE-CHAUSSEE . Considérons la suite exacte de fibrén 

vectoriels holomorphes sur M : 
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0 — ^ H * — • T V ( V ) \ft —> T*(M) — > 0 

A cette suite exacte est associée f/ar le fibre A 1 T" (V) ; M une filtrat ion 

décroissante , dite filtrat ion de Ko3sul , d o n t le gradué associé est en 

degré 1 

gr^VOO I H ) - A 1 K* 0 A P ~ V ( M ) 

H existe alors une suite spectrale ayant pour aboutissement , en degré q 

H q ( O M ( A
P T * ( V ) | M )) , et dont le terme E est donné par 

Ei,0 = H i + j ( A i „* ® AP " V(M)) 

H P - I ' I + J ( A R* ) 

Le rnorphisme naturel du rez-de-chaussée se factorise suivant le diagramme 

Hq(0M(A
Pî*(v) ! M ) ) E ? ' Q = H P ' Q ( M ) 

\ / 
J joô 

Comme la flèche K Q ( QJ,(A PT*(V) { M ) ) — > E ^ Q est surjective, la 

classe oc € (M) pourra se remonter au premier otage si et seulement si 

oc appartient à l fimage de E ^ q dans E ^ , q . Ceci fait apparaître des 

obstructions successives dans 

S M = H p - 1 » q + 1 ( *r*) 

F ^ q ^ , qui s e plon - e d a r - un R e l i e n t de K P~ 2> q+ 1( A 2 K*) 
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E q + 1 ' S E P ^ 0 1 1 ^ D A N S ^ quotient de H ° , ( l + 1 (A P N * ) 

Ces obstructions s'obtiennent en examinant le diagramme 

A3 

\J^pE ,,i 

et en remarquant que E ° , Q » Ker d°' q

 t E ° » Q « Ker d ° , q

 f f 

- - Ker . 

2.2. ETAGES ÏNTERMEDIAIRES . On considère la suite exacte de faisceaux 

sur V : 

o — • 1 /f»+1 <ty T*+1 
_^0 V/^ —^ o 

Le faisceau est porté par M,et l'on a un isornorphisme de fais­

ceaux : 

'/̂ i |M * oy(^h 

où N^~^ est le dual du fibre t •)-ièrae puissance tensoriells symé­

trique de N • Ainsi, pour remonter le ̂ -ièrae étage, 
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H^O^TV))»©/ ) H Q ( O V (/?T*(V)fcC0 / ) 

on obtient une obstruction dans 

Hq+1(0M(/? T*(V)| M ® M<~*> ) 

Si l'on utilise à nouveau la filtration de Koszul du § et la euite 

analogue appliquée au fibre A**T*(V) J M ® N̂ ~̂  , on voit que cette obs­

truction peut se remplacer par un nombre fini d'obstructions successives 

appartenant à des quotients des espaces de cohomologie 

H P - i , q + 1 ( A i N * 3 „M) ) ( i > 0 

2.3» DERNIER ETAGE. Pour remonter le dernier étage f nous avons comme 

obstruction un élément de 

H q + 1 ( ïf+1 ^ A V(V) )) 

Remarquons que cette obstruction est de nature différente de celle des 

§ 2*1• et 2.2 , puisqu'elle fait intervenir le plongement de M dans V 5 

nous la garderons sous cette forme • 

Considérons maintenant le problème (il) ; si |3 £ H P , €*(X) est une classe 

de cohomologie telle que£|M « 0 , on voit, par un raisonnement tout à 

fait analogue au précédent, que pour que V soit solution du problème (il) 

il est nécessaire et suffisant que s'annulent un nombre fini d'obstructions 

construites successivement et dépendant de p , et appartenant à des. 
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quotients des groupes de cohomologie 

HP-i,q ( A i J J * Ô N ( - G ) ) , i +S>0 

et une dernière obstruction dans un quotient du groupe 

& ( IJ*1 < y A PT*(V) ) 

Ainsi, le théorème 1 est une conséquence du calcul d 1obstructions 

que nous venons de faire, et des théorèmes d annulâtion suivants : 

THEOREME 2 ( P»A« Griffiths(4)) Soient M une variété complexe compacte  

de dimension n plongée dans une variété X de dimension n+r , le fibre  
normal de M dans X , I le faisceau d'idéaux sur X des fonctions holomor­ 

phes qui s*annulent sur H , et P un fibre vectoriel holomorphe sur X » 
si N est positif, t 

Alors^L! existe un voisinage ouvert V de M, ne dépendant pas de F et un  

entier (pouvant dépendre de P ) tel que 

H q ( V , iJty(F) ) * 0 

dès que jL'&fo et_ q < n . 

THEORISE 3 . ( Théorème d'annulation précis) Soient U une variété ana~  

lytique cor,;pley.e compacte de dimension n f E un fibre vectoriel holomor-
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phe positif de rang r au-d.essus de M et tel cru6 l'image de la classe de  

courbure ©.(E) dans 

H 1 f 1 ( Horr,(EtE)/ ) 

soit nulle • Alors 

H P' q ( A 1 E 0 E W ) « 0 

dès que p+q n+r-i+1 lorscrue i > 0 f et dès que p+q ̂  n+r lorsque i«= 0 

e t ^ > 0 . 

REMARQUE • Pour certaines valeurs particulières de i et f les derniers 

sont vrais y 

résultatsMsous la seule hypothèse " E positif " : c'est le cas lorsque 

i B 0 ,<) » 1 ; c'est encore le cas lorsque i = r f ^ = 0 . ( (7) f(8) ) 

Vu le théorème de dualité de Serre, le théorème 3 implique que l'on a 

sous les mémos hypothèses du théorème 1 et si i + $ > 0 : 

H P ' q ( A 1 N * « ) « 0 

dès que p+q ̂  n-r . Compte-tenu du théorème 2 f ceci donne le théorème 1• 
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3. DEMONSTR AT I ON DU TH£X)HEMJS 2. 

la démonstration comporte essentiellement deux parties. 

(1) Dans le cas où r est supérieur à 1, la principale difficulté est 

que I n'est pas un faisceau localement libre ; afin de nous ramener à un 

théorème d'annulation à valeurs dans un fibre , nous allons éclater M , 

ce qui nous placera dans le cas d'une hypersurface • Le passage se fera 

en appliquant la suite spectrale de Leray ; malheureusement , le nouveau 

fibre normal ne sera plus positif. 

(2) Sous les nouvelles hypothèses ainsi obtenues , la principale diffi­

culté sera alors le fait que l'on désire un théorème d'annulation.sur une 

variété non compacte • La méthode utilisée diffère de celle de Griffiths, 

et consistera à se ramener aux théorèmes de finitude d f Andreotti et 

Grauert • 

3.1. REDUCTION AU CAS D'UNE HYPERSURFACE ((4), p. 416 ) 

Soient , avec les notations du théorème 2 , *rr: X* —y X la transfor­

mation monoidale centrée le long de M F M* « nT^(M) l'image réciproque de 

M t I» le faisceau d'idéaux des fonctions holomorphes qui s'annulent sur 

l'hypersurface K' , F* «= 7T~^ (F) le fibre image réciproque de F par la 

projection TV* Ainsi, M' s'identifie au fibre en espaces projectifs P(N) 

au-dessus de M , associé de manière naturelle à N . 

Considérons les faisceaux images directes par la projection/r: 

* \ ( i ' ^ , ( F ' ) ) - C^(P)« RX d' 5*) 

Mais on peut voir facilement ( en remarquant que la question est locale 

sur X , en se ramenant au cas M « {Oj plongé dans C r

% et en utilisant un 

résultat de Bott (?) ) que 
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' 0 si q y 0 

Rqrr* (l'f) = « 

I**" si q = 0 

d'où il résulte immédiatement que 

R 0 si q > 0 

( I ^ O X , ( F < ) ) ^ I 

if C^(F) si q « 0 

—1 

Soit V un voisinage ouvert de M , V -7T~ (V) . Comme la suite spectrale 

de Leray appliquée au faisceau I'/*" 6^,(Ff) dégénère , on obtient un iso­

rnorphisme 

rf«(VM'roxi(P')) = Hq(v , i* 0X(P) ) 

On est donc ramené à démontrer que sur un voisinage convenable V de M' F 

indépendant de F t on a 

H q ( V t 1*^ (^.(F 1) ) « 0 pour q < n et jx^ fl0(v) • 

Examinons maintenant le fibre normal K' de M' dans X* « Soit Tt^OO 

le fibre vectoriel au-dessus de M» image réciproque de N ; sur M 1 « P(N) 

est défini canoniquemcnt un sous-fibré vectoriel de rang 1 , S f du fi­

bre (N) et il est clair que N 1 et S coïncident • S n'est pas un 

fibre positif ; cependant , lorsque N est positif f il est facile de 

construire sur S une structure hermitienne< f > dont la forme quadra­

tique de courbure K ( S F < f > ) , définie par 

K (S, < , > )(t) « -L.® (S F < t > ) (t A it) 

pour t £ T(P(îl)) ( © ( S , < » >) désigne la forme* de courbure de la 

93 



J. LE P O T I E R 

V-16 

structure hermitierme < , > ) soit de signature (n, r-1) . Dans une telle 

situation , nous dirons simplement que la structure hermitieime est de si­

gnature ( n,r-1 ) ((4),prop. 6.5. , p. 427 ) 

Le théorème 2 sera donc une conséquence du lemme suivant 

3.2. LEMÏ£E Soient M une hypersurface de dimension n , compacte, dans  

une variété X, I le faisceau d'idéaux des fonctions holomorphes sur X qui  

s'annulent sur M, N le fibre normal de M dans X • On suppose q u ^ l existe 

sur N une structure hermitienne de signature (s ft) , avec s+t « n • 

Alors il existe un voisinage ouvert V de M tel que pour tout fibre vec­

toriel holoroorphe F sur X 

H q( V , ifO(F) ) » 0 

dès que jA. 5> ^A-0(P) et q < s • 

BEfêONSTRATION : Soit L le fibre vectoriel de rang 1 au-dessus de X 

associé à 1*hypersurface M , On a donc L J M » N , et L possède une sectioi 

holomorphe f transversale à la section nulle, dont le lieu des zéros est 

exactement M . Alors if= 0 (1 , et l'on a donc, pour tout voisinage 

V de M 

H q( V , 1*0 (F) ) = K q( V , © ( ? )) 

Soit f sur le fibre normal N , une structure hennitienne de signature 

(s,t) f avec s+t « n ; on peut toujours la prolonger > sur un voisinage 

de M , en une structure hermitienne sur L de signature ( s+1, t) • 2n 

effet| prolongeons d 1 abord de façon arbitraire la ctructure donnée en une 

structure hermitSenne notée < , > . Pour tout réelX^0 5 ' la nouvelle fcruc-
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tirre < t X - e ~ ^ ^ , ^ < : , > vérifie, pour tout vecteur tangent t êT (X) 

d'origine x 6 M 

K ( L f < t X ) ( t ) - K(L, < , > )(t) + Jl<D«f(t) tD'f(t)> 

où D' désigne la connexion holomorphe associée à la structure hermitienne < ,>. 

Or, pourx<cMt on a ker D'f = T^(M) ; d'autre part, peur tout t £ t 

on a 

K ( L f < f > ) ( t ) « K(H f< f>)(t) 

Ainsi, on constate que si l'on prendXassez grand, la forme quadratique 

< , ^ sera de signature (s +1, t) sur M, et donc aussi au voisinage de M. 

Supposons donc choisie une telle structure hermitienne <,> au voisinage 

V de M ; on notera | j" la forme quadratique associée • On peut toujours 

supposer, quitte à restreindre peut-être V , que les ouverts 

Vc " { * € V ' l f ( x )l < °) 

sont, pour c assez petit, relativement compacts dans V . Nous allons mon­

trer que pour un tel c, 

H q( V c ,0(^8 F) ) - 0 pour ji^ c(P) et q< s 

Soit TT:L —* X la projection canonique ; considérons le rnorphisme 

naturel de 0̂  - modules 

*Qx(llom(&*9 F)) - » %{0h (7T1(P) )) 
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En utilisant un développement en série entière, on voit que ce morphisrae 

admet un inverse à gauche * 11 en résulte que le groupe de cohomologic 

H q( \rc , T r # ( 0 L ( 7 f
1 ( p ) ) ) ) 

peut être muni d'une filtration dont le gradué associé est, en degré ^4 

R q ( V c » 0 ® P) ) • D'autre part, on a évidemment 

n\(Oh(n\m - 0 

pour i > 0 ; ainsi, la suite spectrale de Leray montre que l'on a un iso~ 

morphisme 

Hlî( Vc,irSQ(n\?)))) - H V t V . O ^ t F ) )) 

Pour démontrer le lemme , il suffira donc de démontrer que pour q < s f 

on a 

dim H q(R-" 1(V c), 0 L(n"
1(F) )) < 00 

Ceci résultera du lemme qui suit, qui montre qusTT^(V ) est fortement 

n-s+1 concave (au sens d' Andreotti et Grauert) et du théorème de fini-

tude de (l) . 

3.3. LEïtfïE. Soient, avec les notations du § 3*2. , V et c tels que V 

soit relativement conipact dana X ; considérons f pour ^ réel positif» la 

fonction : fr (^c) — d é f i n i e par 

m ) = e * c 2 - jf| £ 
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pour J € l»x et, x e V c • Alors : 

P ° u r tout m réel positif, les ensembles £tp> ^ } sont relativement  

compacts dans TÇ ^ ( v

c ) î 

(ii) la forme de Levi de tp a au moins s+1 valeurs propres positives sur  

le complémentaire , dans TÇ ^(^c) t du compact 

I*l<4« » ! J U 1 

pourvu que A soit supérieur à 4 » 

( La forme de Levi de ^ au point J ê L est par définition la forme qua­

dratique L((/) : T(L) ÏH définie par 

L(<j>) (u) « i d,d,,<j> ( U A Î U ) 

pour u € ^ L ) ) 

DEMONSTRATION . L fassertion (i) est évidente ; démontrons la seconde • 

Scit D» la connection holomorphe sur h associée à la structure hermitienne; 

nous désignerons encore par D* la c oui eetion image réciproque de D* sur 

^ I image réciproque de L par ry/ ^ 

le fibre vT (L)*f enfi n, soit «r "l a section canonique du fibre rC (L) . 

au-dessus de ?rf(v

c) » définie par(r(ij) « * ** a r dérivation t nous 

obt enons suc ce ssivement 

d'f = -Ae c-(f|' <D'<r, <3> + —ç-2 r r < I ' f , f > 
1 [ (c -|f|2)2 

>(l1|?+__çL_) 2 
d»d'<j? = -Ae ĉ-jfi <d»D'0- fG> + , p " > ^ <d"D >f > f> 
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? r r 

-<D t(T»D ,<J> 5-^<D»f fD
,f>- p n < B ' f , f > < f , B'i>+ \ & § 

( c - f T (c-ifrr 

2 
avec Q «=< B'<r,0>.f - — £ ^ < B ' f T f> 

(c -fff) 

Soit |£ L^ t avec x ê ; il résulte de la définition de la forme quadra­

tique de courbure K « K( L t< f > ) du fibre L ( cf. § 3*1 • ) que l'on a 

pour tout vecteur u ̂  Tj (L) de projection 7t(u) dans T̂ .(x) : 

L(f)(u) 4e c2-jfp 27îj|5f + p ^ - | _ J K(TT(U)) 

2 
-<B'er(u)fïï'(r(u)>

 0 ^<B'f(u),D'f(u)> 

!T p-T<̂ ,fW»̂ ><̂ tî>fi'(̂ )>+P\e(u) 0(u) 
(c-|frr 

Supposons d'abord [f(x)(>-Jrc f et écrivons, au point x, D'f » f CJ , avec 

Q e T ^ l X ) • Alors, pour u e Ker B'CT: 

2 • 2 ? 
L(to)(u) = C^K(n(u))+ IJA icJ£T _ , 2 W „ _ ! cj(TV(u))C(r!(-a)) 
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où C et D sont des quantités strictement positives dépendant du point J . 

Mais 

Ifl2

 s 1 

— 5" ' "T 
et -g-S-y > -L. 

c-ifr 3 

et donct pour u c Ker D»(r S 

L(<f ) ( u ) » C * K ( ! T ( u ) ) + D > ( ^-|)0i(Tî(u))ÛJ(n<u)) 

> CAK(TT(U)) 

dès que^4 • Or, il est facile de voir que D»<r î T(L) IT"\L) réalise 

un scindage de la suite exacte de fibres vectoriels surTf" 1(V c) : 

0 -*TT 1(L) T(L) J^ n-
1(T(X)) — • 0 

et donc, induit un isomorphisme de (Ker D V r L su** ï (X) • Il en résulte t 

5 X 

vu lfhypothèse sur< f> (cf § 3*2.) que l fon peit trouver un sous-espace 

de dimension s+1 de (Ker E f<r^ sur lequel L ^ p ) sera positive non dégénérée, 

et donc que a au moins s+1 valeurs propres positives • 

Supposons maintenant |j£|>1 et écrivons, au point j, D^-tTtJ, avec 

îjeTj(L) • Si u€TT 1(Ker(D«f)) f on a 

L(f>)(u) « C ^ K f a U ) ) + D^(A!5|?
 - 1) ^ (u)^(u) 

où et B 1 sont les quantités positives ; ceci donne l'inégalité 

^(«J»)(u)> C ^ K W u ) ) • D ^ f l - 1 ) 1|(U)YJ(U) 
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Or, en restriction à (Ker • K a au moins s valeurs propres positives. 

On peut donc trouver un sous-espace P de dimension s de ( KerD'f)^ tel que 

KjP soit positive non dégénérée . Il résulte de l'inégalité ci-dessus que 

sur 7 T ~ \ P ) t ̂ (^) e s * positive non dégénérée ; comme TT^(P) est de dimen­

sion s+1| on a le résultat voulu • 

3.4» RE&ÎARQUE. On pourrait montrer de mSme qu'avec les hypothèses du 

lemme 3•2*, et V et c étant convenablement choisis, la forme de Levi de la 

fonction V p : " n ~ 1 ( v

c ) —^ ÏÏ^ définie par 

Y<rt - ITI2 + T — r 
c -|f| 

pour ̂ e L x et x g , .a au moins t+.1 valeurs propres positives en dehors 

du compact | |f|^ ih5 i (jfK 11 • Ainsi , T T " 1 ( V c ) est fortement s+2 -con­

vexe ( au sens de (*)) • Le théorème de finitude d 1 Andreotti et Graxxert 

et le raisonnement déjà fait dans le § 3*2. montre qu'alors 

H Q ( V C F © (h{~l% F)\ » 0 

pour Jx, assez grand et q ^ s+1 . Ce résultat et le lemme 3.2. constituent 

essentiellement le théorème III t p. 379 de (4) ? Griffiths l'obtient par un 

théorème de Kohn de représentation des classes de cohomologie par des for­

mes harmoniques sur des variétés à bord • 
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4. DEMONSTRATION DU THEOREME 3 . 

Le théorème 3 sera une conséquence du 11 précise vanishing theorem 11 de 

Kodaira et Nakano (8) t valable pour les fibres vectoriels holomorphes 

positifs de rang 1 • La démonstration utilise la généralisation de la sui­

te spectrale de Borel décrite dans (6) • 

4*1* Considérons un diagramme 

0 — > X 

S 

où X S est un fibre analytique complexe en variétés compactes, et G un 

fibre vectoriel holomorphe au dessus de X ; soit T( X^g) le fibre vecto­

riel holomorphe sur X des vecteurs tangents le long des fibres de n» Consi­

dérons les faisceaux analytiques cohérents sur S 

W P' q(G) - (q<(APT(x/S)0 G )) 

Alors il existe (6) , pour tout entier p , une suite spectrale notéepE (G) 

dont le termepE^(G) est donné par 

P J £ ' £ ( G ) « ® S, I H ^ ' ^ G ) ) 
i 

et qui a pour aboutissement , en degré q , H P , C*(G) • Cette suite est asso­

ciée à la filtratlon décroissante F kA p , 4(G) du complexe A P f*(E) définie 

de la manière suivante : P kA p* q(G) est le sous-espace de A P , < Ï(G) engendré 

par les formes différentielles s 1 écrivant TT*(OL)A ^ t où ot̂  6 A*'*0"* (s) 

e t p . 6 A p - i ' , ï - k + i ( G ) . 
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Si nous prenons G ~ T(x/g) , nous avons une section holomorphe évidente 

du faisceau 1H 1*°( T(x/S))définie par le rnorphisme "identité" de T(x/ g) ; 

elle sera notée 6 . La suite spectrale précédente nous permet de la consi­

dérer comme un élément de ^E^'^(T(x/g))t ce qui nous définit un élément 

d 20 6

 1E^ 1(T(X/ S)) = H 1 ' 1 ( S , ffl0'°(T(x/s)) ) . 

Le lemme qui suit est un critère de dégénérescence de la suite spectra-

le P E (G) . 

LEMME Supposons, avec les notations ci-dessus , que 

(i) pour tout q > 0, H P , q ( G ) = 0 

(ii) la classe de cohomologie d^ô € H 1 , 1 ( S f lH
Q > 0(T(x/ g)))soit nulle • 

Alors, dans la suite spectrale P E (G) , on a 

d 2 « « ... = 0 

Il en résulte en particulier qu'il existe une filtration décroissante de 

H P , q ( G ) dont le gradué associé est , en degré i , 

gr 1 H p ' q ( C ) - H 1 ' ^ , IHP- 1' 0^)) 

DEMONSTRATION : Elle utilise une propriété multiplicative de de la sui­

te spectrale ci-dessus « Soit v e A P , C * ( T ( X ) ) et désignons par i'(v) la dé­

rivation de A***(G) de hidegré (p-1,q) qui prolonge le produit intérieur 

par les champs de vecteurs : i f(v) est défini de manière que l'application 

v f-» i»(v) 

soit linéaire sur l'anneau des formes différentielles A * , # ( x ) , et n'est 

autre, lorsque v £ A 0 , 0 ( T ( X ) ) que la partie de type (-1,0) de la dérivation 

i(v) du module gradué A* (G) , produit intérieur par le champ de vecteur 

v , où A k(G) = ^ A P , q ( G ) est l'espace des forces ni fférontiellcp. de degré 
p+q~k 

k à valeurs dans G . 
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Compte - t e n u d e l'inclusion T(x/C() C T(x) , ceci nous permet de définir 

un accouplement 

A P''1'(T(X/ S) x A p , ,» q , ,(o) AP'+p-'-i.q'+q^o 

compatible avec les filtrations définissant les suites spectrales associées 

aux fibres T(x/g) et G • De plus, pour v £ A
p* > q' (T(x/S))et U e A P , , F Q " ( G ) 

d" i>(v)u) « i»(d"v)cd + ( - l ) p , + q , ~ 1 i«(v) d"o; 

On en déduit également un accouplement sur les suites spectrales associées; 

p , E (T(X/ S)) * P " B (G) — » P , + P U E (G) 

Ainsi, pour C J ^ P E ^ , ^ ( G ) > 

d 2 i'(e)(J - i?(d2e)cj + i ' ( 9 ) d 2 W 

0r f sous lfhypothèse (i) du lemme, P E ^ ( G ) « H ^ , K + ^ ( S F ^ ^ ( G ) ), d'où 

il résulte que i»(0)(J « (p+t)û) ; comme dgW € P E ^ " 2 , ^ ~ 1 (G) , on en déduit 

que i»(9)d 2u)- (p+t-1 ) d ^ f et donc d2cJ = i
f(d 20)(j • L'hypothèse (ii) 

implique donc d 2 - 0 . 

D'autre part, on a trivialement d^9 ~ d^0 - ... = 0 • En refaisant le 

raisonnement ci-dessus au cran i , on obtient, dans P E ^ ( G ) , d^ = 0 pour i^.3 

ce qui démontre le lemme * 

REMARQUE. On peut e n fait démontrer que l a classe de cohomologie d^ô 

s'identifie à l'obstruction au scindage holomorphe de la suite exacte de 

f i b r e s v e c t o r i e l s h o l o m o r p h e s au-dessus de X 

103 



J. LE P O T I E R 

V-26 

0 — > T ( X / S ) — > T(X) — > TT 1(T(S)) —-y 0 

Si cette obstruction est nulle, on peut choisir un scindage holomorphe de 

cette suite exacte , d'où l'on déduit la décomposition en somme directe 

A P T * ( X ) ® C - © T T V A 1 T * ( S ) ) @ A ^ V U / g ) ® G 

i 

Sous l'hypothèse (i) du lemme , la suite spectrale de Leray, appliquée au 

second membre, dégénère , ce qui permet aussi d'obtenir une somme directe 

H P* q(G) - « H ^ C S , mV"it0(G) ) 
i 

mais bien entendu subordonnée au choix du scindage • ( Ceci n'aura pas 

d'importance dans la suite. ) 

4 » 2 . Soit V ton espace vectoriel de dimension r , et considérons l'es-

pace projectif P(V ) des lr/perplans de V » Soit S le sous-fibré du fibre 

/ *\ 
trivial P(V )x V défini par 

S = \j H Ker h 

f h j 6 ? ( v " ) 

où [h] est la classe de la forme linéaire h dans P(V ) ; enfin, soit Q le 

fibre vectoriel de rang 1 quotient de P(V ) £ Y par S • 

LEMÎ-TE /J. 2 . 1 . Pour tout entier u> 0 , on a 

r , v f 0 si q > 0, ou p > U . 

H y » q ( Q W ) « < 

I x£ si p</t 

où Zj^ est Iç noyau dç l'application linéaire 
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A I V * VO*-P) y JP-1 V - p+1) 

défini pour x 1 1 . . . f x ^ x ^ f... t x € V par 

J- / \i /*v 
x 1A...AX p^x p + 1<?...ox^ L h - r ^ x 1A..*AX iA...AX p® x ^ x ^ ^ . - . o x 

i*i 

( " o " désigne 1*opération 11 produit tensoriel symétrique " et ^ signi­

fie que l'on enlève x^ •) 

Ce dernier résultat précise un théorème de Bott(2)*Il signifie que les 

formes différentielles holomorphes de degré p sur P(V ) à valeurs dans 

ne sont autres que les formes différentielles holomorphes de degré p sur 

V , homogènes de degré u.t dont le produit intérieur par le champ de vec­

teurs v défini par v(h) = h pour h feV t est nul . 

, LEMME 4.2.2. Soit T = T(P(V*)) le fibre tangent à P(V*) . Les grou- 

de cohomologie H P t Q ( T ) sont tous nuls , sauf 

JH°'°(T) « Hom(V,V)y 

H P , P " " 1 ( T ) « C pour 1 ̂  p ^ r 

Ce lemme résulte du fait que T(P(V*)) « Kom(S,Q) , de la suite exacte 

de cohomologie associée à la suite exacte de fibres 

0 P(V*)* C — » Hom(P(V*)xV, Q) — » ïïom(S,Q) — ^ 0 

et du lemme précédent appliqué pour « 

4.3» Soit E un fibre vectoriel holomorphe de rang r au-dessus d'une va-

ri été analytique complexe M • Désignons par X = P(E ) le fibre en espaces 
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projectifs associé à E ,TY: P(E ; M la projection canonique , rr (K) le 

fibre image réciproque de E par n. En procédant fibre par fibre, la cons­

truction que l'on vient de décrire permet de définir un scus-fibré vecto­

riel holomorphe de rang r-1, noté encore S, de r f ^ E ) , et un fibre vecto­

riel quotient de rang 1, noté encore Q . 

Considérons le diagramme 

—f p(E*) ** X 

n 
M 

et soit zf le noyau du rnorphisme de fibres vectoriels 
r 

A P E « E ( ^ - p ) ~ > AP- 1 E ® E ^ 1 ) 

défini de manière naturelle à partir de la formule du lemme 4*2#1. Avec les 

notations du § 4.1»» et toujours d'après le lemme 4.2.1»• nous avons 

HP'9(QW) 

" 0 si q > 0 ou P̂ J*. 

£ si p < ^ 

Ainsi, l'hypothèse (i) du lemme 4.1» est satisfaite ? le lemme suivant 

donne la condition pour que la condition (ii) soit elle aussi satisfaite» 

Remarquons tout d'abord que, d'après le lemme 4»2»2#, ffr,U(T(x/M) s'iden­

tifie au faisceau des sections du fibre Hom(E,B)/^ . 

LEMME La classe de cohomologie d^6 t définie au § 4*1 •» coïncide , 

dans la situation que l'on vient de décrire , avec l'image de la classe  

de courbure %(E) dans H 1 , 1 ( M , Iïom(E fE)/ ) • 

DEMONSTRATION . Il faut revenir à la définition du rnorphisme ù ? de la 

suite spectrale, et de la courbure . Soit < , > une structure hermitienne 
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sur E, et D* la connexion holomorphe compatible avec < , > . On notera enco­

re D* la connexion image réciproque de D» sur le fibre nf*1 (E) « La suite 

exacte de fibres vectoriels holomorphes sur X : 

0 —=• S — > n-~1(E) -1> Q — * 0 

1 0 

donne naissance à une forme différentielle y.$A ' ( Hom(S tQ)), c'est-à-dire 

de fibres vectoriels/ 

un morphismeVde classe C00 : T(X) — > Hom(S tQ); ce rnorphisme induit un iso­

rnorphisme de fibres vectoriels holomorphes 

T ( X / M ) £4, Hom(S,Q) 

Ainsi, si l'on identifie ces deux fibres, y peut £tre considérée comme une 

forme différentielle à valeurs dans T(x/M) qui prolonge l'identité de T(x/^) 

c'est-à-dire la forme 6 du § 4*1* 

Par définition de y , et de la forme de courbure ® » ®(E, <« > ), on a, 

si s est une section locale holomorphe de S au-dessus d'un ouvert U 

j ( H * © ( s ) ) « à"(y(s)) 

dans f(U,0(Q)). 11 en résulte que, dans le language de la filtration défi­

nie au § 4.1. : 

(1) d"y 6 F 2 A 1 , 1 ( T ( X / M ) ) ; d 26 est donc la classe dans 

1Ê »-VU/M)) « K 1' 1(M,Hom(E,E}/ c) d e d » T * 

(?) d"^ est l'image de 0 par le rnorphisme composé 

pV' 1(Hom(rf 1(E), r f 1 ( E ) ) ) — > F V ' W ( S . Q ) ) 

A 1' 1(Horn(E,E)) 

Considérons le rnorphisme do fibres au-dessus de X : 
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Hom(TT1(E)tnT
1(E)) — H o m ( S , Q ) 

Il induit un rnorphisme sur les suites spectrales associées du § 4..1. Le 

lemme 4 de (6) permet alors d'obtenir par fonctorialité un diagramme com­

mutât if : 

H 1(P 2A^-(Hom(7r 1(E) fTf
1(E))) > H 1 (F 2A 1 ' •(Hom(S fQ» ) 

5 l 1 
A 1 , 1 ( H o m ( E T E ) ) * A 1 , 1 ( H o m ( B t E ) / € ) 

Il en résulte que l'image de €)(E) dans H 1 (Hom(E TE)/- } est exactement 
V 

la classe d^6 • 

4«4» Avec les hypothèses du théorème 3> nous pouvons maintenant appli­

quer le lemme 4*1* dans la situation décrite au § 4»3«* il existe une fil-

tration croissante de H ^ t C f ( Q ^ ^ ) dent le gradué associé est en dimension i 

gr.Hp»q(QW) - ÏP-^H Z\) i /*-

Or, E étant positif, il en est de même de Q , donc de Q^*^ . Le théorème 

de Kodaïra-î'akano montre que 

H P ' q ( Q ( ^ ) = 0 

dès que|A> 0 et p+q^n+r ; il en résulte que pour i<jt, H P ,^(Z^) « 0 dès que 

p+q^n+r-i • Tio là et de la suite exacte 

108 



EXTENSION DE CLASSES 

V-31 

0 — > Z 1 , — * A 1 E ® ^ — • ZX~\ ~ï 0 

on déduit que pour^> 0 et i> O f H
P , q ( A X E ® E ^ ) 0 dès que 

p+q ̂  n+r-i+1 • De même , des isomorphismes 2y « E ^ , on tire que 

H P , C Ï ( E ^ ) « 0 dès que p+q^ n+r t ce qui termine la démonstration 

du théorème 3 • 
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