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oi-o1
PRECISE VANISHING THEOREM

par Georges MALTSINICTIS

§ 1. Comnexions.

Dans ce paragraphe X désignera une variété analytique complexe de dimen-
sion complexe n , E un fibré vectoriel holomorphe de rang r ainsi que le
faisceau de ses sections holomorphes, Ex le fibré vectoriel Coo sous~jacent
4 E ainsi que le faisceau de ses sections c” , & 1le faisceau de fonctions
holomorphes sur X , C° 1le faisceau de fonctions €. sur X A valeurs dans c,
Qp’q le faisceau de formes différentielles C. & valeurs complexes de type P,;q ,

Qp an le faisceau de p-formes différentielles holomorphes.

DEFINITION 1.- On appelle connexion sur Ew un morphisme C-linéaire
D & oo —> Ro 80 (010 & 0%)
tel que pour tout ouvert 1| de X et tout £ € I'(14,C) , o € T(1LsE0)

D(£e0) = 0 ® df + £D(c)

Soit Qé' = Eo 8 po Q% qui est un (Q°%,0°°*)-bimodule bigradué : pour
tout ouvert U de X et tout o € T(U,Eq , wo' € I(U,Q%°) ,
wh(c ® ') = o ®(whe') et (P®w)Aw' = o® (whw').On remarquera que pour
£e1r(U ,COO) s 0 €T {(UsB) 5, fFAGC=Ffo=0AFf etplus généralement pour
w€T(L,0*") , wAo=08®w=0Aw etquesi a¢ r(u,ng) et w € r@,ah)
wAo= (—1)pqcyAw .

Avec ces conventions, on peut dire qu'une connexion sur E,, est un mor-
:3 tel que (4,5,0) : (0°,05,09) — (o' ,0l,00)

soit une dérivation ou tel que (D,d,D) & (QE,QO,QS) — (0:3,91,0;) soit une

phisme C-linéaire D 3 Q; —> 0

dérivation suivant qu'on considére la structure de module & gauche ou & droite

de Qé sur Q°
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I111-02 G. MALTSINIOTIS

PROPOSITION 1.~ Etant donnée une connexion DO sur FEo il existe un morphisme

unigque €-linéaire de degré 1, D : Q;: —> Qé prolongeant p° tel que

(dyD,D) : (Q',Qé,Qé) —_— (Qf,ﬂé,QE';) soit une antidérivation pour la structure

de Q°-module & gauche, Alors (D,d,D) : (Qé,Q',Q;:) — (Q;:,Q',QE) est une

antidérivation pour la structure de (°-module 3 droite,

Démons tration,
Unicitée.- Pour tout ouvert U de X et tout o € ['(U,E) , w € T4 ,Qp)
on doit avoir
No®w) =DwAc)=dwAo+(-1)PwAD=0c®@daw+DoAae .
Existenceo~ On définit i Fpo X O° —» Qé par OH(o,w) =D% A w+ o ® dw
pour tout ouvert U de X et tout o € T(U,E0) , @ € I'(U,0°) . Soit
£eT(U,CY .

D(cet,0) = D(fuo,0) = D°(£0)Aw + F0 @ dw = 0 ® dfAw + fDO0Aw +
+ fo @ dw
et

D(o,60) =D%(0) A fw+o®d(fw) = Do Aw+ o®AF hw+ o ®FAdw =

=% Aw+o®dAEAw+ £ ® dn
Donc D {cef,w) = D(o,fw) et par suite on déduit un morphisme €-linéaire
- L] *
D QE — QE .

Vérification des propriétés.

Soient 4, un ouvert de X , € I'(U,7") , o€ I(U,By) , @ €I(U,0%)
il stagit de démontrer que
i) Dlw A(c® ') = dor{c®w') + (~1Y oAD(c ® 0') .
En effet ¢
D(wA(c ® w')) = D (c%(wiw')) = Dchwha' + o ® d(whe') = D°(c)Awha' + o @(dwhe')
+ (=1)% ®(whdw') = dar(c ® w') + (=1)7 wA(D°chw?) + (~1) wh(c ® do') =
= dor(c ® ') + (=1)" wAD(c ® w') .

ii) D({o® w)Aw') = D(c ® w)hn' + (-1) (o ® w)hawt .
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En effet
D((c ® w)Aw') = D(c ®(whw')) = DooAwhw' + o & d(wiw') = Dohwiw' + o R(dwhe")

+ (=1) o ®(whdw') = D(c & w)he' + (~1)% (o ® w)Ady' .

iii) D(o® 1) = Do .

En effet
Do ®1) = D°(c)M + o ® da(1) = D% .

COROLLAIRE 1.e- D2 = DeD est Q°-~linéaire A gauche et 3 droite.

Démons tration.
Soient 4L un ouvert de X , w € I'(7(,0°) , «¢ F("LL,Q&)

™1 hDy + (<1) dwiDe + -

D%(whe) = D(doha + (~1) wAD(e)) = ddwha + (~1)
+ (~1)7(=1)"wADD(@) = wAD% (@)

La linéarité A droite se démontre de la méme facon,.

DEFINITION 24~ L'opérateur D2 est appelé courbure de la connexion Do .

Remarque.~ On a D(Ql;’q) < Q§+1,q & Qg'qﬂ . En effet soient 4L un ouvert
de X , o€ T(U,EB) , o€ T(’I,L,Qp’q) . Alors D(c® w) = D ohw + ¢ ® dw
et 0% € 0° @02 donc p%omw € ARH1IB R ot aw € o119 @ P19
donc 0 @ dw € O2*119 @ (P2

On pose D =D' + D" avec D' : Qg'q_)ﬂléﬂ'q et D" Qg’q—)s’zg’q'”

DEFINITION 3.~ On dit que la connexion D est holomorphe si pour tout ouvert

U de X et toute section holomorphe o de E au-dessus de U , p(g) = 0

PN e _ Q L o0 s e -

Par définition QE = Eooxcfoﬂ = E ®‘} c dex,Q =E ®0_Q « Le mor
phisme d" étant (F~linéaire, on peut considérer 1E ® d" .81 D est une
connexion holomorphe D" = 1E ® d" . En effet soient 4l un ouvert de X ,
o € T(ULE) , w€T(UN*%) alors D'(o® w) = D"(c)Aw + 0 ® d"w = ¢ @ d"w

En particulier D"2 =0 o
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ITI-04 G. MALTSINIOTIS

THEOREME 1.~ S1i D est une connexion holomorphe sur Fo et si F(X,QP' )

désigne le complexe

ees = 0 =3 0 —> F(X,Qg’o) 25 rix,ePrhy 25 L, 2 r(x,Qg'“) >0 — ee

q P . .
alors H(X,E ®g Qan) = HY{(r(x,0P"")) .

Démons tration.
Suivant le théoréme de Dolbeault, on a une suite exacte
dl' dll dll
0 —ngn—>Qp’° ——->QP’1 e — PP 50

d'ol E étant localement libre une suite exacte

P 2p'0 1E ®d" P,1 1E®d" g)p’n
O-—>E®(}Qan—-—>E®0§ > E @, _>"°_'—>E®O‘—* —> 0
d'ol suivant ce qui précéde une suite exacte

1 b D

Dll
0—E® an—éog"’—eng’ — e — 2" —0

(4

Or les faisceaux Qg’q étant mous, on en conclut le théoréme,

§ 2. Connexions hermitiennes,

Dans ce paragraphe, on garde les mémes notations que dans le paragraphe
précédent et on suppose que le fibré E est muni d'une structure hermitienne Coo.
Le produit hermitien en question sera noté {.,.} .

On définit un morphisme sesquilinéaire de (2];' X Qé' — Q*" en posant
pour tout ouvert U de X , 0,0" € T{(UsEy) » ®, @' € T(U,0"") {o®w,0 @0} =

{o,01dord o« si o€ T(U,2B) , 8 € T(U,aD) , (B0} = (-1)°? {8}

o
PROPOSITION 1.~ Il existe une connexion holomorphe et une seule DO: Ey = QE-% Q;

telle que pour tout ouvert 4l de X et tout 0,6' € I'(U,kd

afo,0'} = {0%,0'} + {0,0%*'} .

Démons tration.
La question étant locale, supposons le fibré holomorphe E trivial et

soient O,,see,0 € I(X,E) tels que pour tout X € X 0, (X),ese;0 (x) <forment
1 r ! 1 r
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une base de la fibre du fibré E en x .
Unicité.- Soient 9L un ouvert de X et o € I'({ B « Alors

r
o= L£0, avec f ¢ I(1L,C) et on doit avoir
i=t
by
= % o, ®de, + & £10%.
. i, i7 vi
i=1 i=1
et par suite il suffit de démontrer que les Dooi sont déterminés par les
hypothéses.
. o £y 140 o .
Soit Do, = £ o0,®w,. .Alors o, € T'(X,Q') car D doit &tre
1 get X Ki Ki
une connexion holomorphe et les ci sont des sections holomorphes. D'autre
part on doit avoir
o 9
[e] = [+ N .
of i.oj} {po,, j} + {D 03,01}
et {00,403 ¢ r(x,2'*°) et (0,50} ¢ r(x,0%")

donc (9]
{p ci,cj} = d'{Gi,aj]
clest-a-dire >

T {o
k=1 ¥

En faisant varier j on obtient un systéme de r équations & r inconnues

,oj}wKi.= d'{ci,cj} pour tout i et j .

qui détermine les w . puisque pour tout x € X , det[cK(x),cj(x)} A0 1la

forme hermitienne étant non dégénérée, On déduit les Doci .

Existence.- Soient 5 € Q1’° définis par les systémes d'équations

X

r r
= gt =
K§1{GK’Oj}wKi d {ci,cj} et o, =L 0. ® O o

X=1
r
Pour tout ouvert 7L de X et tout o= T fici avec 0 € T'(U B
i=1
f.(€ F(iL,dxﬁ on pose
1 o r r
Do= % 0, 4df, + % fo. .
. i i, it
i=1 i=1
Vérification des propriétés,
. ) .
i) D est une connexion,
r
Soit £ € F(%L,dx3 j alors fo= 3 f£f.0. et
i=y
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I1I-06 G. MALTSINIOTIS

b

r r T r
D%f0) = Yo, @d(ee,) + L Efa. =( NFO)RdAE+ £50, ®AE, + £ T £, =
i= 1 1 i=1 11 i=q 11 i=1 1 1 j=1 11

= o® df + £0°(c)

s (] .
11) D est une connexion holomorphe,

Si o est une section holomorphe les fi sont holomorphes donc

o r r
Do= Yo @4 f + T £, a
=1 1 i=1
dlol

% ¢ r(u,né"’) et %o =0 .

r
iii) soient o' = I £10. avec o' ¢ (U B £l r(u,cd .
i=1
I1 s'agit de démontrer que d{o,0'} = {D%,0'} + {0,0%"'} .
En effet
r
{po,c'} = Z f'{c 2, } ag, + T £ f'{a "9 1
J
i,j=1 i,j=1

{o,D0'} = 2 £, {c ,c} dft + z £, f'{c o 1
ig3=1 di, 5=

dfo,0t} = d( ): £, £, {al,cr} = z: f"{o ,c} ag, + ): £, {o ,o} aft +
i,Jd=1 i,9=1 i,§=1 J

T
+ ¢ £ fla{o,,0.} .
i,5=1 13 LN

Or par hypothese d'{oi,cj} = {ai,cj} et d'autre part

" = d' = d' c.} = .30.1 = {0, ,0, et par suite
d {Ui’cj} 4 {Gi’cj} {Gjt i] {OIJ: l} { ;! J} P

d{ci,cj} = {ui,cj} + {oi,aj} d'oli le résultat.

DEFINITION 1.~ La connexion, définie par la proposition précédente, est appelée

connexion hermitiemne associée 3 la structure hermitienne du fibré E ,

Désormais p° désignera la connexion ainsi définie et D le prolongement

de D° sur Qé' défini dans la proposition 1 du paragraphe 1.

PROPOSITION 2,- (D,D,d) : (Qé,QE,(") —s (Qé,Qé,Q') est une antidérivation
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de degré 1 pour le produit {ej;e} o

Démons tration,
Soient 4 un ouvert de X , 0,0' € T{U,Eo) , w € F('ZL,QT) y ' €r(1L,Q%),
il stagit de démontrer que
dfo® o' ® 0} = {D(c®@w) , o' B w'l + (-1){c2w, Dio' ® w)} .
En effet

afo ® wy,a® w'} = d({5,0'} wha') = dafo,0'} Mg + {0,0'} dahd' + (-1)7{o,o" Jurda

i

[}
i}

{D%hw,0' % '} + o ® dw,0'® ©'} + (=1)"{c ® ©,0°(c") hw' } + (~1)T{oQw,0c®@dw'}

{D(c® w),0' ® '} + (_1)1‘{0 ® w,D(c" ® w,D(c* ® w*)} .

i

PROPOSITION 3.~ Scient 14 un ouvert de X , o,B € F(QL,QE) . Alors

{Dza,ﬁ} + {a,Dze} =0 ,

Démonstration.
Supposons que o € I'(U ,QIE’) . Alors afa,B} = {De,B} + (~1)"{a,DB}
d'ol
0 = aafe,8} = alow,8) + (~1)7afe,08] = {D%,8) + (=)™ {po,08) + (~1)7{Dc,D8} +
+ (=) (1) [, 0%} = {0%0,B) + {e,0°B)

dtolu le résultate

PROPOSITION 4.~ La courbure D2 est de bidegré (1,1) autrement dit D"2 = D'2= Oe

Démons tratione

La connexion D° &tant holomorphe, on sait déja que 2 =0 « Soient UL
un ouvert de X , o € I'(} ,Qg’q) , Ber(u, Qg’s) » Suivant la proposi-
tion précédente {Dgoz,ﬁ} + {O/,DQB} = 0 c'est-a~dire
0= {D'ZQ,B} +{(o'p" + D"D")(a),p? + [a,D‘Qﬂ} + {o, (DD D'DT)(B)Y W
Or {D'Zoz,B? ¢ lﬁ(,u’Qp+2+s,q+r) , {O‘:D'zﬂ} ¢ r(,u’Qp+s,q+r+2)

et [(D'D" + D'D')(a),B) + {@y(D'D" + DUDT)(B)} € T(qr,P¥oHTaaTTy
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donc {D'zcy,ﬁ} = 0 pour tout ,p € F(M,Qé') ¢t par suite D%y = 0

pour tout o € F(u,Qé') donc D'2 =0 ,

Remarque,~ Suivant le corollaire 1 de la proposition 1 du paragraphe 1,
2 . . _ 3 0 _ .

D¢ HomQ.(QE,QE) = HomQ.(E‘oo®Coo 0°, B ®C°°Q) = Homcoo(Eoo, Foo ® po02 )

et suivant la proposition 4, D2 € Homcoo (Fco s Eoo ®Coo 01'1) « Or
J(,omcf,o(}i‘bo + Foo ® 90 o' ’1) est canoniquement isomorphe 3 ‘éndcx,(Em) R po ol

donc
1,1 141
Homcoo(EDo y Foo® c°°0 1y F(X,Endcoo(Em) ® oo f Yy .
La courbure D° considérée comme &lément de F(X,'&quOO(E‘oo) ® C°°Q1’1) sera
notée CE « Si on note (';; le faisceau de fonctions Coo A valeurs réelles
141 00 .

et qR les formes C de type (1,1) réelles, alors

11 00 1,1 141

® = Eo) & Qr = !

fnddx(E‘bo) Cfx-’Q Endcpo(roo) CCOC ®C°£ " f.ndd)o(Eoo) ®d;];(2m

22z - oo - . 14 N
et on peut considérer le sous C]R module éndherm(lpo(Eoo) Sco]; QIR ou

fndhermcpo(ﬁ‘bo) désigne le faisceau d'endomorphismes hermitiens de Ey

. 1,1
PROPOSITION 5. icy € r(x, fndhermcoo(h“oo) R CD}EQJR ) .

Démons tratione.
L'assertion étant locale, on peut supposer Q}R” libre et choisir une
1,1 . . L
P, = . . . d .
R ) Alors soit CE 131 P, ® w, avec plf r(x,%n CDO(E’O))
Or suivant la proposition 3, pour tout o,0' € I'(X,Ed)

base U)1,o-5,(»t € F(X,Q

‘[D2O',G'} + {G,ch'} =0
c'est~a—-dire “
t t )
g ' ' =
{z pi(c) ® w40 1+ {c,‘Z pi(o ) ® W 0

i=1 i=1
donc

t t
1] -
z {pi(c),c']wi + .2‘, {c,pi(c )}uni =0
i=1 i=1
donc pour tout i

{o,(0)ya"} + {oy0 (a0} =0

d'ol le résultat.

58



PRECISE VANISHING THEOREM
I1I-09

PROPOSITION 64~ Si le rang r du fibré E est égal & 1 , CE ¢ F(X,Q1'1)

est une forme fermle. Plus précisdment, si 4] est un ouvert au-dessus duguel

le fibré E est trivial et o est une section holomorphe inversible de E

au~dessus de 1L CELu = d"d'Log{c,a} .

Démonstration,
I1 suffit de démontrer la seconde assertion puisque
d"d'Log{o,c} = da'Log{o,o} .
Alors par définition Dz(o) =0® CE et suivant la démonstration de la pro-
position 1
Do) = o ® d'éfco = 6 ® d'Log{o,c}
et par suite
D2(c) = D(o) AMd'Log{o,0} + 0 ® dd'Log{c,0} = 0 ® d'Log{o,0} Ad'Log{c,o} +
+ 0 ® d"a'Log{o,0) = ¢ ® d"d'Log{ 5,0}
d'ol le résultat o étant inversible.
Remarqueo~ Suivant la proposition 5, iCE € F(X,fndhermdx{ax) b3 6E$3£g1) .

1,1 oo 2

Or Qp  est un sous-C -module de A°T¥ = (AQT)* , ol T désigne le fibré

tangent, donc iCE définit une application bilinéaire alternée

a{ﬁ : ’[‘2 — *Endhermcoo(k‘oo)

I

d'oll une application quadratique @E : T.__>fndhermdx(ExQ définie par

@E( t) = aE( tyit)

DEFINITION 2.- On dit que le fibré E muni de sa structure hermitienne est

positif, si pour tout x € X et t€ T - {or , @E(t) soit positif non

dégénéré clest-a—dire T € Ex - {0} , {QE(t)(ﬂ),ﬂ} >0 .

DEFINITION 3.~ On dit qu'un fibré E holomorphe de rang r est positif

s'il existe une structure hermitienne sur E pour laquelle il est positif.
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§ [3» Precise vanishing theorem.

Dans ce paragraphe on garde les mémes notations que dans les paragraphes
précédents et on suppose que X est une variété hermitienne de forme fonda—
mentale w € F(X,Q}Rﬂ) et que Ey eost muni d'une structure hermitienne de
connexion Do t Eo= Qg —_— Q;; prolongée en D Q;: — Qé » On notera en-
core par L, A, %, C les opérateurs 1EOC®L ’ 1EOO®A ’ 1Eoo®* ’ 1EOO®C
de 1l'exposé 24 On définit un produit hermitien sur QE.: par

<cQw, o®w> = {o,0'} <w,u®™>

pour tout cuvert U de X et 0,0" € T(U,ka , ®0' € T(U,0Q%) .

PROPOSITION 1.- Soiedt 4l un ouvertde X , B € I(U,%B) . Alors

<w,B>T = {o,#8] ol T désigne 1l'élément de volume sur X .

Démons tration.
Soient 0,0' € I'(U,Ey) , ww' € r(u,) . alors
<o®w, o®™>T = {0,0'] <w,0™T = {0,0'} wAxw' (BExp. n°1, 1.3) et
{o,0'} whxw' = {0,0'} wAxw' car x est réel et finalement
<c®w, c®We> ={c®w, c@xe'}l .
On suppose désormais que X est compacte. Alors on pose pour «,f ¢ F(X,Qé)

(e,B) = JX <O BT

PROPOSITION 2.~ L'opérateur 6 = — xDx est adjoint de D pour { + ) .

Démons tration.
Soient « € I"(X,Qg) , B¢ I“(X,QI;;H) et démontrons que (DoyB) = (@, 98)

En effet (Do,B) = I <Dw,B>T = J {Doy x B} suivant la proposition 1, Donc
X X

It

(Do, B) (-1)p+1 J {o,Dx B} + J d{@, » g} suivant la proposition 2 du para-
X X

graphe 2 et suivant le théoréme de Stokes
(-)P*" [ {e,0xp) = ()P ey (1) (P = PP p ) (o an est
X

la dimension sur R de X ) donc (D2,B = (e, 8B) .

(D, )

[
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On suppose désormais que X est une variété k#hlérienne compacte.

PROPOSITION 3.~ On a les relations 3

[(L,pl =0 , [A8]=0 , [1,8]=0° , ([AD]=-35",

Démons tration.

La premiére est une conséquence immédiate de la relation dw =0 ,
la deuxiéme résulte de la premiére et la troisiéme de la derniére. La derniére
résulte du lemme & la proposition 1 du paragraphe 2 de l'exposé 2, en remarquant
que la décomposition en somme directe de Q° , obtenue par les formes différen-
tielles primitives, définit une décomposition analogue de Qé par tensorisation
par Fyx

THEOREME 1.~ On a les relations A = 20 - i[A,DQ] = 2%0 4+ i[A,De] en

posant A= [2,8] , m=[D,8'] , ‘o= [D',6"] .

Démons tration.

C'est une conséquence immédiate de la proposition 3 et du lemme au théo-
réme 1, paragraphe 3 de l'exposé 2.
COROLLAIRE 1.- Soit o € [(X,07) tel que ‘o) = 0 . Alors ([A,i0%](e),0) 2 0 &
Démons tration.~ D'aprés le théoréme 1, Ay = [A,iDz](a) . Or
(tay0) = ((D& + 8D)(a),0) = (D8(a),@) + (8D(er),e) = (ber,80) + (Do,Dov) 2 0O
arol ([4,i0")(e):0) 2 0

COROLLAIRE 2.~ Les opérateurs A, ‘0, 0 sont elliptiques,

Démons tration,— Les opérateurs A, ‘0,'0 sont des opérateurs dlordre 2, l'opé-
o0

rateur i[A,DZ] étant d'ordre O car C ~linéaire, il suffit de démontrer le

résultat pour A o

Calculons le symbole oy de Do Soient x € X , z ¢ Ti(X) - {0} ,

M€ Qg N F(X,5X3 tel que f(x) =0 et df(x) =z , of¢€ F(X,Qg) tel
3

que o(x) =M . Alors

UD(x,z)ﬂ D(for)(x) = df(x) Mx(x) + £(x) Dla)x = zA)
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Donc GD(x,z) =e, multiplication extérieure a gauche par z .
Donc cﬁ(x,z) = - *ez* = - iZ (exp ne1i, 2.7) multiplication intérieure
4 gauche par z et oA(x,z) =-e0i - ioce, =-[z|2 id  (exp n°1, 2.9)

et par suite A est un opérateur elliptique.

PROPOSITION 4.~ Les opérateurs A, ‘D, 0 sont des opérateurs auto-adjoints

par rapport & (egs)

Démons tration.

Soient
o8 € T(x,Q}) (M,8) = (Dé,B) + (6D,8) = (&, 88) + (Dr,DB) = (o, D8B) +
+ (a,608) = (o, 8)

et de m@me pour [ et

N

0 .

DEFINITION 1.- On pose

Hg’q I'(X,Ker &) N r(x,o%’q)

\Hg-q = I(X,Ker') N r(x,ag"I)

“Hg’q T(x,xer'D) N T(x,05%) .
COROLLAIRE 1o~ r(x,ng'q) =nrd e a (r(x,rY) =l e n(r(x,2r) -

\\Hg'q ® :\D (F(X,Qf:’q)) .

Démons tration.

Cela résulte des propositions 3, 4 et de 1'exposé n°1, 2.13.

PROPOSITION 5¢~ o € HE o Doy =b6x=20

o G‘HE ® D'g = b'y

i
o

o G\\HE © D' Sy = 0 .

Démons tration.
En effet o € H, = fo = 0= (baya) = 0= (Dbe,or) + (8D,@) = 0 = (b, ba) +
+ (DoyDa) = 0= 8¢ = D = 0 la réciproque étant évidente.
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On démontre de la m@me fagon les deux autres assertions.
- YwPed 4
PROPOSITION 6. 'S > (X, B 8 Qpan) .

Démons tration.

D'aprés le théoréme 1 du paragraphe 1, Hq(X,E ®0 Qpan) ~ Hq(F(X,Qg")
pour la différentielle D" , Donc il suffit de démontrer que pour tout
a € F(X,Qg'q) tel que D"o¢ = 0 , il existe un et un seul « ("\Hg’q
cohomologue & o

D'aprés le corollaire {1, o = a' + o" , avec o' G“Hg'q et o" ="01B

avec B € I“(X,Qf:’q) « Alors D"@ = O entratne D'o"

0 donc DMH"D"B = O

dtol (D"8"D"B , D"B) = 0 = (B"D"B,8"D"B) = 0 = 8"D"B = 0 donc & = Q' + D"6"B
et par suite o' est cohomologue & o .

Soit « E\\Hg’q avec o =D'B, B € F(X,Qg’q) et démontrons que o = 0 o
En effet 8" = O donc &"D"B = 0 = (&"D"B,B) = 0 = (D"B,D"B) = 0= D" =0 =

> o =0,

THEOREME 2.~ Si E est un fibré positif de rang 1, HY(x,E ®(9 npan) =0

pour P+ qzn+1 .

Démons tration.

Par hypothédse, on peut prendre comme structure k#hlérienne sur X celle
définie par la forme iCE « Alors L = iD2 et d'aprés le corollaire 1 du
théoréme 1 pour tout « e‘*Hg’q ([A,1)(e),0) 2 0= (n=p-q)(eya) 2 0= (ay0) =0
si p+q2n+t! , donc o =0 dans les mémes conditions, On en déduit que

\\Hg'q = {0} si p+q=2n+1, d'ol le théoréme d'aprés la proposition 6,
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PROPOSITION 7,- L'opérateur , est orthogonal pour (ese) o

Démons tration. Soient o € I‘(X,Qg) s B € F(X,an-p) et démontrons que

(o) = (*'10,9) » En effet
(@0p) = [ < ayep > 7 = [ feywnp) = (-1)2 7P [ {a,p] = (=1)P(-1)P(2=P) [ Tp.a}e
("1)p("1 )1)2 J‘X {Bo**—1 o} = (-1 )P(p+1) fx< ﬂ,*—1a >T =

J'x < "-1asB >T = (*-1‘1’ B)

PROPOSITION 8.- 5i w € I(x,l") et L, désigne la miltiplication extérieure

a gauche par u 1l'adjoint Au pour {(e,s) est donné par la formule Au =*"1Lu* .

Démonstration. Soient « ¢ r(x,ng) y B € 1"(){,()11;+ 2) et démontrons que
(uAayp) = (ay #™ (uAB)) o En epret (uAa,p) = [, < une,B>7 = [ {uAa,xp} =

IX {o,unsgl = j'x {a, st (unxg)} = fx < a.*'1(u/\ %) > 1= (o, « (uns)) .

191
R

positives Alors si « € T(x,0"%) ou o € r(x,0°P) (wAe,ura) 20 .

PROPOSITION 94— Soit u € {2 tel que la forme hermitienne associée & u soit

Démons tration. Supposons, par exemple, que « € F(X,QP ’°) s Nous allons véri.-
fier que pour tout x € X , < owAo,ula>x320 . Soit dz1,...,dzn une

base de 01 °

” orthonormale en x pour la forme hermitienne déduite de ®

et orthogonale en x pour la forme hermitiemme déduite de u , Alors

N n s n
i - i - .
= - = - c
w=3 T dzi/\ 4z, et u T a.dzi/\ dZ; ol a =0 . Soient A [1,n] ,

i=t 2 i=1
card A =p , dzA = d211/\ Xy} /\dzip ol A= {i1gooo,ip} et i1 <eee< ip .
Alors wAdz, =3 T dz AdZ, Adz,
iga
et

i -
ulNdz, , == ¥ adz,Ndz, Adz
A A' 2 jﬁ’A‘ J J A A

od At < [1,n] et card A' =p .

Donc <(.o/\dzA g Undz >, =

A pe
1 ¥ T a,<dz,Adz =
s . . ANdz, 4 dz_Adz_Adz > x =
4 iﬁ'A jﬁ’A' i i A J J 4L
i ~ -
- T a, < dz,ANdz,6 Adz dz.  AdzZ Adz,, >
4 igauar 1 F s ShRa’ U SRt R et SR S
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L a, 20 .
. 1

qui est nul sauf si A = A' , auquel cas il est égal A 1
4 1;/A

D'ol la proposition.

THEOREME 3.~ Si le fibré E est de rang 1, soient ¢ 3 X -91R+ une fonction

:1R'1 ’ QX la forme

continue, iE la forme quadratique associée A :i.cE €0
quadratique associée & w o Alors

3
(1) si -EE > p¢, pour tout o € I(X,0'?) ou o€ M0 ,

on a l'inégalité

J’xqp<a.a>T$J‘x< D"a.D“a>'r+j'x<6“oz,6"a>1' .

3
(ii) si --EE > p8, pour tout o € r(x,ng'q) ou @€ I(x0}'°) ona

1'inégalité
j'x (n-q)p< o> 1= j'x < D'a,D'a > T + J‘X < %, 6o > T
ﬁs n, q gy
i) ai o _E ’ ,
(iii) si 5 2 p%, pour tout « ¢ I‘(X,QE ) ou o€ F(X,QE ) ona
1'inégalité
fx @<ae>TsS J'x < D'a,D'a > T + J'x< St,6% > T
]
(iv) si ?E 2 8, pour tout o ¢ P(X,Qg'q) ou «of F(X,Qg'o) on al'inégalité

j'x (n-qQep<caa>1s _['x< D'a, D' > T + fx< sla, b > T

Démons tration, Remarquons

a) d'aprés le théoréme 1

As 29 - i[A,0%] = 2'0 + i[A,D°] . Donc powr tout o ¢ r(x,0g)
(t0,0) = 2(‘c,a) = (i[A,D%Jo,e) = 2(*o,a) + (i[A,D%]ay0)

clestmd-dire

(Do, Do) + (b, 8a) = 2(D'@,D%a) + 2(6'a, ') ~ (i[A,Da]o:,a) -
= 2(D"a,D"a) + 2(8%,6") + (i[A,D°],0)

Or ona (Dv,Do) + (Sa,6a) = 0 o Donc
J‘x < D", D' > T + j’x < ", b'a > T2 - ( % [A.Dz]a,a)

et fg<Dmda> 1+ [ <otasta>r2 (34070 .
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B (% [A0%Jea) = ( H(0° - DPW)oya) = (A(

SIS

Gy A @),0) = (izcEA*"(m Aa),a) =

: » s . .
= (2C AowAaa) = (x (0 A xa@),» 1(%cE Axa)) (%CE/\OI,(D A @) -(w/\*a,%cs/\w) '

2 E

1}

dtaprés les propositions 7 et 8,

c) si o€ I‘(X,Og’q) s (n=p-qu=[ALJle (exps n°2, §1, prope 6)e Donc
((n = p = Qpya) = (pALaya) = (pLAY,G) = (A(pw A @)4@) = (pw A %™ (w A %a),a) =
= (pW A Ay A @) = (*"1(41) A %), *-1(1:(0 A xa)) = (pw A apw A &) ~ (WA ¥@,p0 A %)
d'aprés les propositions 7 et 8,

Démontrons

i) D'aprés (a), il suffit de démontrer que - (-ié [A,Dz]oz,or) - (qpa,a) =2 0
et pour cela d'aprés (b) et (c) et en tenant compte que « € I‘(X,Qg’q) ou
o € T(X,0%™) il suffit de démontrer que

(o A *d,—iz'CEA a) ~ (wAxy ypu0 Axar) =§(w/\ *a,(-ié-cE - pw) A #) 20
ce qui est une conséquence de l*hypothése =-2§ 2 MX d'aprés la proposition 9,
Vi que xa@ € T‘(x,On—q'o) ou xx € F(X,Qo'n-q)

ii) D'aprés (a), il suffit de démontrer que - (%[A,DZ]a,a)-((n - q)paga) 20
et pour cela d'aprés (b) et (c), et en tenant compte que « € I‘(X,Qg'q) ou
o € I‘(X,Qg'o) il suffit de démontrer que

- (%CE A ywAw) = (pora ywAn) = ((~ % Cg = pw) A Qym A @) 20
ce qui est conséquence de l'hypothése = fEE- = pﬁx suivant la proposition 9, wvu
que o € F(X,Qg'q) ou « ¢ F(X,Qg’o) .

iii) D'aprés (a), il suffit de démontrer que (%[A,Dz]a,a) = (qeeya) 2 0

et pour cela d'aprés (b) et (c) et en tenant compte que « & F(X,Qg'q) ou

o € T(x,03*") , il suffit de démontrer que

- (oA *d,% CpA %) = (0A% @, pwA xa) = (WA w,(-%CE - pw)Ane) 20

3
ce qui est une conséquence de l'hypothése - _él;l 2 péx d'aprés la proposition 9,

n-q,0
E

iv) D'aprés (a), il suffit de démontrer que ( %[A,DQJQ,G) - ({n=q)ex,@)=0

vu que »a € T(X,0 ) ou xx € F(X,Qg'n-q) .
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et pour cela d'aprés (b) et (c) et en tenant compte que « € r'(x,0%% oy
o EF(X,Qq'O) il suffit de démontrer que
(%CE/\ o, wra) - (pwAa, wAa) = ((%cE - pW)AC,wAQ) 20
)
ce qui est une conséquence de l'hypothése —2§ - p§x dtaprés la proposition 9

vu que « f F(X,Qg'q) ou o € F(X,Qg’o)

THEOREME 4.~ Sous les m&mes hypothéses que le théordme 3 si |3 ] = ety

. n n . .
i) pour tout o € F(X,OE’q) ou o€ I‘(X,Qg’ ) on a l'inégalité

qup<a,a>fsfx<m,m>'r+j'x<éot,6a>'r .

ii) pour tout o € F(X,Dg'q) ou o€ r(x,09°) on a 1tinégalité

J‘x (n - q) p<a,a>fsj‘x< m,Da>'r+j‘x< by b > T o

Démons tratione
La démonstration est analogue a celle du théoréme 3, en remarquant que
les formules A = 2'0 - i[A,Da] = 2%0 + i[A,Dz] entrainent que

g < Db > T4 [ < bwsa> 12 - (1[4,0710,0)

et
. 2
fx < DD > T + Ix < sa,6a > 1 2 (i[A,DJo,e)
car
(“tw,a) = (D'ayD'a) + (8'a,6') = 0
et

(‘oo,o) = (Do, D) + (8"@,6") 2 0 .



