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ni-oi 

PRECISE VANISHING THEOREM 

par Georges MALTSINIOTIS 

§ 1• Connexions « 

Dans ce paragraphe X désignera une variété analytique complexe de dimen­

sion complexe n , E un fibre vectoriel holomorphe de rang r ainsi que le 

faisceau de ses sections holomorpheS| Ebo le fibre vectoriel C°° sous-jacent 

à E ainsi que le faisceau de ses sections C°° , & le faisceau de fonctions 

holomorphes sur X t C°° le faisceau de fonctions C°° sur X à valeurs dans C , 
_p, q oo 

fi le faisceau de formes différentielles C à valeurs complexes de type p,q f 

tfan le faisceau de p-formes différentielles holomorphes, 

DEFINITION 1 On appelle connexion sur Ebo un morphisme (D-linéaire 

D : Ebo—> Ebo®^ e H 0 ' 1 ) 

te l que pour tout ouvert U d e X et tout f i r(UtC°^ , cr i r(u*&o) 

D(f,a) = a <8> df + fD(a) • 

Soit Q** = Ebô çpô ** qui est un (Q**,Q**)-bimodule bigradué : pour 

tout ouvert U de X et tout cr i T{UtEbo) , ot),w» i r (U,^*) , 

cuA(a ® eu1) = cr ^ (euACD• ) et (cr®tu)Acu1 * a<S> (u>Aw!).On remarquera que pour 

f i T(U |C°°) , a i r(UtEbo) i f A o = f a = a A f et plus généralement pour 

u) £ r (U T Q* # ) , u)Aa = a«(i) = aAu) et que s i ai r(U9^) et ou £ rft(,OQ) 

OJ A (7 = ( - l ) P q cv A u) • 

Avec ces conventions, on peut dire qu'une connexion sur Ebo est un mor­

phisme C-linéaire D : Q ° — * ùL te l que (dfD,D) : ( 0 ° , 0 ^ , 0 ° ) (Q1 ,O!„Q!,) 

E E E E E E 
soi t une dérivation ou tel que (Dfd tD) : (^°tÛ0,Q°) — » (^1»^ t^l) soi t une 

E E E E 
dérivation suivant qu'on considère la structure de module à gauche ou à droite 
de Ql sur Q* • 

E 
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PROPOSITION 1 Etant donnée une connexion D° sur Êo i l ex i s t e un morphisme  

unique (C~linéaire de degré 1 , D : fi* > fi* prolongeant D° t e l que 

(d,D,D) : (fi*,fi*ffi*) » (fi!,fi*,fi*) s o i t une an t idé r iva t ion pour l a s t r uc tu r e 
E E E E 

de fi'-module à gauche» Alors (D,d,D) : (fi*,fi\fi*) —» (fi*fi*,fi*) e s t une 
————— E E E E 

an t idé r iva t ion pour l a s t ruc tu re de Q*-module à droite» 

Démons t ra t ion» 

Unici té»- Pour tout ouvert de X e t tout a C T(tt,Ebo) , "> £ r ( t l ,fi P) 

on d o i t avoir 

D(o ® w) = D(o) A a) = du) A a + ( ~ l ) P u ) A D a = a®du> + D°a A u) • 

Existence»- On d é f i n i t & : L̂ o x fi* — * fi* par <£)(a,u)) = D°a A œ + a ® du; 

pour tout ouvert U de X e t tout a C rt 'Uj&o) , u) £ r ^ j ^ * ) • Soi t 
f £ r ( u , c ° ° ) . 

«£>(a.f,u>) = «è(f.cr,a)) = D°(fa) Au) + fa 0 da> = a ® df A u> + fD°aAtt> + 
+ f a ® duj 

e t 

£>(a,fu)) = D°(a) A f u> + a ® d(fou) = fD°a A u> + a ® df A w + a <$f Adu> = 

= fD°a A u ) + a ^ d f A u ) + f a < ^ d u ) » 

Donc oD(a.f,u)) = 2)(cr,fa>) e t par s u i t e on déduit un morphisme (C-linéaire 

D : fi* —>. fi* 
E E 
Vér i f ica t ion des propriétés» 

Soient U un ouvert de X , u> £ r(îL&r) , cr £ r ( ^ , E ^ ) , € »C»#) 

i l s ' a g i t de démontrer que 

i ) D(u) A(a 0(1)')) = du>A (a <8> u) !) + ( -1 ) r u) A D (a ® a>' ) . 

En e f fe t : 

D(a»A(cr ® u)')) = D (a«'(a)Aa)T)) = D°aAuiAu)f + cr ® d(u)Att)') = D°(CT)À[DAU>' + a 8>(duiAu)') 

+ ( - l ) r a ®(u)Ada)') = da)A(a ® u>') + ( - l ) r <UA(D°CFA<D') + (-l) ru)A(a ® da>') = 

= da)A(a <8) u)') + ( ~ l ) r 0)AD(a ® u>') . 

i i ) D((cr!8> a^Au)') = D(a &> a>)Aa>' + ( ~ l ) r ( a 8 u))Adu>! • 
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En e f fe t 

D((CT ® o^Ao)1) = D(cr ^(OJAUJ»)) = D°aA(juAu)f + a <& dOuAro') = D^AœAu)' + a ^(douAu)1) 

+ ( - 1 ) P a «•((DAda)') = D(a 8 a))Au)» + (-1 ) r (a 9 <u)Adco» . 

i i i ) D(a 9 1) = D°a . 

En ef fe t 

D(a 0 1) = D°(cr)A1 + a $ d ( l ) = D°a . 

2 

COROLLAIRE 1 • - D = D«D e s t fi*-linéaire à gauche e t à droite» 

Démonstration» 

Soient un ouvert de X , <u ( r ( ^ ,Q r) , c* ( r (U ,Q' ) 

D2(wAcv) = D(d(Mcv + (-1 )To>AD(o>) ) = dda)Aa + (-1 ) r + 1 doADt* + (-1 )rdu>ADûf + -

+ (-l) r(-l) rtt)ADD(a) = «)AD2(a!) . 
La l i n é a r i t é à d ro i t e se démontre de l a même façon» 

DEFINITION 2»- L'opérateur D 2 e s t appelé courbure de l a connexion D° » 

Remarque,- On a D(Q? , q) c Q ^ + 1 , q e c £ , q + 1 . En ef fe t so ien t IL un ouvert ——— E E E 

de X , ai r ( U , 0 » "> * r ( U , f î P , q ) . Alors D(CT® U>) = D°ato) + a ® du) 

e t D°a C O1 ' ° e O 0 ' 1 donc D°aAu> i cl+1 »* © e t du» € n P + 1 (B tf'^1 

E jtL E E 
donc a ® du) C O r 1 , q e f £ > q + 1 . 

E E 
On pose D = D' + D" avec D1 : fiP,q —> fiP+1'q e t D" : fiP'q fi?'q+1 

E Ci Ci Ci 

DEFINITION 3»- On d i t que l a connexion D e s t holomorphe s i pour tout ouvert 

Il de X e t toute sec t ion holomorphe o~ de E au-dessus de ^ » DM(a) = 0 • 

Par dé f in i t ion fi** = Ebo <8>HDO A* * = E ®^ C°° <S>̂x> fi* " = E ^ f i * * # Le mor­

phisme d" é tan t 6^- l inéa i re , on peut considérer 1 & d" • Si D e s t une 
E 

connexion holomorphe D" = 1 ® d" . En e f fe t so ien t *U un ouvert de X , 
E 

o * r ( î i ,E ) , a) C T( tL,fi*#) a lors D"(a ® u>) = D"(c)Aa) + a 0 d«<D = a ® d"u> • 
2 

En p a r t i c u l i e r D" = 0 • 
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THEOREME 1 Si D est une connexion holomorphe sur Ebo et s i r (X , f i P > ) 

désigne le complexe : 

» o — * o r(x,tf>'°) ^ r ( x , o ? ' 1 ) ^ . . . -2^. r ( x , t f ' n ) —> o —» . . . 

E E E 

alors H q (X ,E®^Q P

n ) = H ^ r C x ^ ' * )) . 

Démons t ra t i on . 

Suivant le théorème de Dolbeault, on a une suite exacte 

3 _ N

P - . Q P . O J ^ Q P . I Jltf."-*o 

d'où E étant localement l ib re une suite exacte 
1 E ®d" p 1 1E<S>d" p n 

0 — > E ® , Q P > E ®pir'° > E ®^ ( r a l —> . . . ^E Q^Cr' — > 0 

d foù suivant ce qui précède une suite exacte 

0 > E «U QP 

O an 
•Q P ' ° 

D" P 1 D" 
> QP» 1 > Q P ' n — > 0 E 

Or les faisceaux ^ P , q étant mous, on en conclut le théorème. 

§ 2 . Connexions hermitiennes« 

Dans ce paragraphe, on garde les mêmes notations que dans le paragraphe 

oo 

précédent et on suppose que le fibre E est .muni d'une structure hermi tienne C . 

Le produit hermi t ien en question sera noté { • , • } • 

On dé f i n i t un morphisme s es qui l ine aire de fi** x fi** > fi** en posant 
E E 

pour tout ouvert U de X , a,a' £ T(Ut^) , o» f u>' * I^lUfi**) {a®u>ta'<8> <«•} = 

{a,a'}a)Aà? . Si or C T (U,f i P ) , p £ r ( 4 l , f i q ) , {P,a] = (-1 ) P q {ortp} . 

PROPOSITION 1 I l existe une connexion holomorphe et une seule D°: E^ = fi° —> fi^ 

te l le que pour tout ouvert ^ de X et tout a,a 1 £ r(1l,Ebo) : 
d{a,a '} = {D°a,a'] + {a,D°a'} . 

Démons tration» 

La question étant locale, supposons le fibre holomorphe E t r i v i a l et 

soient a , . . . , a £ T(X,E) tels que pour tout x £ X o\ (x) , . . . , a ^ ( x ) forment 
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une base de l a f ib re du f ibre E en x • 

Unici té»- Soient IX un ouvert de X e t cr i T(H ,£bo) • Alors 

a s S f .a . avec f. £ r d i t C f 0 ) e t on do i t avoir 
i -1 1 1 

D°a = S a. ® df. + £ f .D ° a . 
i=1 i=1 

e t par s u i t e i l s u f f i t de démontrer que les sont déterminés par les 

hypothèses. 

Soi t D°o\ = S a® u » Alors w £ r ( x ,Q 1 , ° ) car D° do i t ê t r e 
1 ^ K Kl Kl 

une connexion holomorphe e t les o\ sont des sect ions holomorphes• D'autre 

pa r t on do i t avoir 

^ a i , a j ^ = ^ D ° a i , C 7 j - ' + ^D°Gj'Gi^ 

e t { D V , ^ } É r ( X f 0
1 ' ° ) e t { D V . C O c r ( x , o 0 ' 1 ) 

donc r T Xo •> J t r i 
[ D a . 5 o \ J = d ! t a . f a . j 

i 0 i J 

c ' e s t - à - d i r e 
r 
£ {a ,c.}a) . .= d '{a. 9 cr .} pour tout i e t j • 

En fa i san t va r i e r j on obt ient un système de r équations à r inconnues 

qui détermine les m . puisque pour tout x £ X , detfa (x ) ,o \ (x )} / 0 l a 
Kl K j 

forme hermi t ienne é t an t non dégénérée» On déduit les ^°o\ • 

Exis tence . - Soient o> . £ Q 1 , ° déf in is par les systèmes d 'équations 
' Kl 

r r 
£ {cr , a }o) = d'fcj ,CT } e t a = £ a <S> m . 

K=1 ^ 1 J 1 £=«j K Kl 
Pour tout ouvert 'It de X e t tout a = Z f . a . avec o £ r(ttfEbo) 

OOL i=1 1 1 

f . (« r ( U , 0 o n p ° s e 

1 o r r 

D a = S a. 0 df. + S f.cv. • 
i=1 1 1 i -1 1 1 

Vérif ica t ion des propriétés» 

., o 
i ; D e s t une connexion,, 

Soi t f C riUtC0") ; a lors f a = E f f . a . e t 
i=1 1 1 
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r r r r r 
D (fa) = S a . ® d ( f f . ) + E f f . a . = ( E. f . a . ) 0 df + f E a. 0 df. + f E f . a . = 

i . . i l . . 1 1 • „ i i . 4 i i i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 

= a <S> df + £D°(a) 

. . \ o 
n ; D e s t une connexion holomorphe» 

Si a e s t une sec t ion holomorphe les f_̂  sont holomorphes donc 

r r 
D a = E a. ® d ' f . + E f . a . 

i=1 1 1 i=1 1 1 

d'où 

D°a C r ^ n l * 0 ) e t D°a = 0 . 
hi 

r 
i i i ) Soient cr' = E f ! a . avec a ' ( r(UjHbo) , f! C r(U fC°°) • 

i=1 ^ ^ ^ 
I l s ' a g i t de démontrer que d{a ,a ' } = {D°a,a'} + {cr,D°a*} • 

En e f fe t 
r r _ 

{Da.CT'} = E f ' . {a . , a .} df. + S £,£!{«. f o \ } 
i , j - 1 3 1 J 1 i f j - 1 1 J 1 J 

r _ r — 
{a,Da'} = E £ . { a . , a . } dfî + E £.£!{a. ,cv.} 

1 1 0 J 1 3 1 J 

r r _ r 
d{a ,a '} = d( £ f .F. {a. , a . } = E f ! { a . , a . } df. + E f . { a . , a . } df! + 

i f > 1 1 3 1 J i,j=1 J 1 J 1 1.3-1 1 1 3 3 

r 
•f E f . f ! d { a . , a . } » 

i . J - 1 1 3 1 3 

Or par hypothèse d ' { a . , a . } = { a . , a . } e t d ' a u t r e pa r t 
i j i J 

d l f f a . f a . } = d ' {o \ , o \ } = d ' { a . f a . } = { a . , a . } = f a . , a . } e t par s u i t e 

d{a . , a . } = { a . , a . } + {a. ,&/.} d'où l e r é su l t a t» 
i* y i* j J i f j ' 

DEFINITION 1 La connexion, déf in ie par l a proposi t ion précédente, e s t appelée  

connexion hermitienne associée à l a s t r uc tu r e hermitienne du fibre E • 

Désormais D° désignera l a connexion a ins i déf in ie e t D l e prolongement 

de D° sur Q** déf in i dans l a proposi t ion 1 du paragraphe 1 » 
E 

PROPOSITION 2«- (D,D,d) s (0*,fi*,fi #) —> {Q\Q\Q*) e s t une an t idé r iva t ion 
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de degré 1 pour le produit { • , • ] • 

Démonstration. 

Soient 41 un ouvert de X , a,a ' £ T ^ , ^ ) , a> £ r ( 'U,Q r ) , au' £ r ( l { f O*) , 

i l s 'ag i t de démontrer que 

d{a ® o ,a ' ® a)'} = {D(a ® tu) , a 1 ® UJ ' } + (-1 ) r { a 0 w , D(CT" ® a>')} . 

En ef fet 

d{a ® eu,a1® eu'} = d(fa ,a '} cuAùT1) = d{cj,a'} AauAœ + {cf,cr'} dajAÔD1 + (-1 )r{a,a'}coAdûP = 

= {D^Aw . a ' ^ t t ) 1 } + [a <8> du>.a'® eu1} + (-1 ) r { a ® u>,D°(cr') Au*' } + (-1 ) r{a<8 u^a'®da)1} = 

= {D(CT <8> a)),a» 0 a)»} + ( ~ l ) r { a ® U),D(CT' ® tt),D(a» ® a>')} • 

PROPOSITION 3.- Soient U un ouvert de X , cy,3 ( r(<U,Ol) • Alors 

{D 2 Œ,P} + {cv,D2i?} = 0 . 

Démons t ra t ion . 

Supposons que a £ T(U . Alors d{a,Ç} = {DCV,3} + ( - l ) r | > f D3} 
E 

d'où 

0 = dd{cv,p} = d{Da,gï + (-l) rd{c^,D3} = { D 2 ^ } + (-l) r + 1{Dcv,Dp} + (~1) r{Dtf,Dp] + 

+ ( - l ) r ( -O r {a<,D 2 p} = {D2cv,^} + {a,D 2p} 

d'où le résu l ta t . 

PROPOSITION 4 . - La courbure D est de bidegré (1,1) autrement d i t D" = D* = 0 . 

Démons t ra t ion . 

La connexion D° étant holomorphe, on sa i t déjà que D1'2 = 0 • Soient 

un ouvert de X , or C r ( / U , Q P , q ) , 3 £ T(U , rf/S) . Suivant la proposi-
E E 

r 2 2 t ion précédente {D cv,p} + {cv,D p] = 0 c 1 est-à-dire 

0 = {D' 2a,£} + {(D'D" + D"D ' ) (a ) ,P ] + {cy,D'20} + { a f ( D ' D " : + D " D ' ) ( Ê ) } . 

or {D' 2Œ ,3} £ r ( K , n p + 2 + s , q + r ) , { < * , D ' 2

P } C r ( u , n P + s ' q + r + 2 ) 

et {(D'D" + D"D')(a),p] + {«.(D'D» + D»D')(p>)} C r ( ^ , f i P + S + 1 ' q + r + 1 ) 
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donc {Df^cy,p} = 0 pour tout a,fi £ r ( t l ,Q**) et par suite D'^a = 0 

pour tout a £ r ( U | H ! f ) donc D ' 2 = 0 . h 

Remarque»- Suivant le corol la i re 1 de l a proposition 1 du paragraphe 1, 

D2( HomQ.(fi*,Q*) = Hom^^.CEbo^çOoCr^^ooO*) = Hom^Ebo, E b o ^ ^ * ) 

2 1 1 et suivant l a proposition 4, D £ Hom ô (Ebo * Ebo ®çPo 0 ' ) . O r 

1 1 1 1 
<&om£oo(Ebo t ^ b o ^ 0 0 ^ 1 ) est canoniquement isomorphe à ^nd^^Ebo) £yoo 0 ' 

donc 

Hom^Ebo , Ebo^ ^ o o O 1 ' 1 ) ^ r(X, Xnd^Ebo) ® ^ H1 1 1 ) . 

2 1 1 La courbure D considérée comme élément de rCXj^nd^^Ebo) ® çpo Œ 1 ) sera 
oo oo 

notée C £ • Si on note le faisceau de fonctions C à valeurs réelles 

et les formes C°° de type (1,1) réel les, alors 

^nd^Ebo) ®çPo d , 1 = ^nd^d(Ebo) C°° f î ^ 1 = tnd^Ebo) O ^ 1 

oo ^ 
et on peut considérer le sous-C^ -module £ndherm^Do(Ebo) ®ç<x> o u 

]R 

^ndherm^po( Ebo) désigne le faisceau d* endomorphismes hermi tiens de Ebo • 

PROPOSITION 5.- iC £ £ F(X, ^ndherm^Ebo) ® çfo Q ^ ) • 

Démons t ra t i on . 

1 1 

L'assertion étant locale, on peut supposer Q ' l ib re et choisir une 

base (u 1 , . . . ,a> t £ r ( x , Q ^ ' 1 ) . Alors so i t CE = 1 9± ® uh avec p_L C r ( x , cnd̂ >d(Ebo)) • 

Or suivant l a proposition 3, pour tout a,a T C r(x,Ebo) i 

{D 2 a , a ' } + {a,D 2 o f } = 0 
m 

c'est-à-dire w 

t t 
{ E p.(a) <8 u). ,a '} + {a , E p . ( a ' ) ® a).} = 0 
i=1 1 1 i=1 1 1 

donc 
t t 
E {p±(cT) fa'}u) + E {a,p i(a ')3a). = 0 

i=1 i=1 
donc pour tout i 

( p . ( a ) , a ' l 4- {a,p.(a»)} = 0 
d'où le résu l ta t . 
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PROPOSITION 6. - Si le rang r du f ibre E est égal à 1 , CE i r(X,Q 1 »1 ) 

est une forme fermée» Plus précisément, s i ^ est un ouvert au-dessus duquel  

le fibre E est t r i v i a l et a est une section holomorphe inversible de E 

au-dessus de 1L C

E I 'U = d"d'Logfcr, a} . 

Démonstration. 

I l s u f f i t de démontrer la seconde assertion puisque 

d"d'Log{a,a} = dd'Log{a,a} . 
2 

Alors par déf in i t ion D (a) = a ® C et suivant l a démonstration de l a pro-
E 

posit ion 1 

D(a) = o ® Û[aC$ = G ® cl fLog{a,a} 

et par suite 

D2(cr) = D(a) Ad!Log{o-,a} + a dd'Logfa.cr} = a® d fLog{a,a} Ad'Logfa.a] + 

+ a <S> d"d'Log{cr,a} = a <8> d"d'Logfa,a} 

d ! où le résultat o~ étant inversible. 
1 1 

Remarque.- Suivant la proposition 5, iC E £ rCx^ndherm^dCE^) ® c©o ) . 
1 1 oo 2 2 Or 0 ' est un sous-C -module de A T* = (A T ) * , OÙ T désigne le fibre 

tangent, donc iC dé f in i t une application b i l inéai re alternée 
E 

; T 2 * tndherm oo( Ebo) 
E C 

d'où une application quadratique $ E : T > ondherm p̂o(Ebo) définie par 

* E ( t ) = a E ( t , i t ) . 

DEFINITION 2 . - On d i t que le f ibre E muni de sa structure hermi tienne est 

pos i t i f , s i pour tout x ( X et t ( - [o] , $E("t) so i t pos i t i f non 

dégénéré c'est-à-dire Vï] ( Ex - {o} , {$ ( t ) (Tj) > 0 . 

DEFINITION 3 . - On d i t qu !un f ibre E holomorphe de rang r est pos i t i f  

s ' i l existe une structure hermi tienne sur E pour laquelle i l est posi t i f» 
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§ P* Précise vanishing theorem. 

Dans ce paragraphe on garde les mêmes notat ions que dans les paragraphes 

précédents e t on suppose que X e s t une va r i é t é hermitienne de forme fonda­

mentale œ ( r(X9olj^ ) e t que Ebo e s t m uni d'une s t ruc tu re hermi t ienne de 

connexion D° : Ebo = —> û i prolongée en D : Q* —> Q* . On notera en-
£ £ E E 

core par L, A, *, C les opérateurs 1 ® L , 1 ® A , 1 <8> * , 1 ® C 
Ebo Ebo Ebo Eco 

de l 'exposé 2» On d é f i n i t un produi t hermi t i en sur 0 * par 
E 

<a ® ou , a'(S) u>'> = [ a , a 1 } <u),u>'> 

pour tout ouvert U de X e t a , a ' É rCU,Ebo) t u),u>' ( r('U ,Q # ) • 

PROPOSITION 1 »- Soient il un ouvert de X , a , M r ( H fft^) • Alors 

<cv ,8 > T = où T désigne l 'é lément de volume sur X • 

Démons t ra t ion» 

Soient cr,a' £ r(1l,Ebo) , u>,u>! C r f U , ^ ) • Alors 

<a <8> eu , cr'<8> O) '>T = [ a , a ' } <U),U)»>T = { a , a f } u)A*û? (Exp. n ° 1 f 1 .3 ) e t 

{aja 1 } UJA^OJ 1 = { a , a ' ] u)A*u>' car * e s t r é e l e t finalement 

<CT ® u> , a'® U> !>T = {a ® u) , a'® *ttj'} • 

On suppose désormais que X e s t compacte. Alors on pose pour o / ,p£r(x ,0*) 

(or,p) = f <a ,p>T . 
J X 

PROPOSITION 2»- L'opérateur 6 = - * D * e s t adjoint de D pour ( . ) . 

Démonstration, 

Soient a £ r (x ,Q P ) , p £ r(X ,Q? + 1 ) e t démontrons que (Da,p) = (o/,ôp) . 
E ht 

En ef fe t (Dcv,P) = <DŒ,p>T = {Da, * p} su ivant l a proposi t ion 1» Donc 
J X J X 

(Eo/,p) = ( - 1 ) P + 1 J {<*fE>*P} + J à f^ i *p] suivant l a proposi t ion 2 du para-
X X 

graphe 2 e t suivant l e théorème de Stokes 

(Dcv.fl) = ( - 1 ) P + 1 f {cv,D*p} = ( - l ) P + 1 ( a , ( - l ) ( 2 n p ) p * D * p ) (où 2n e s t 
J X 

la dimension sur JR de X ) donc (Dcv,p) = (a.ôp) . 
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On suppose désormais que X est une variété kclhlérienne compacte. 

PROPOSITION 3. - On a les relations : 

[ L ,D ] = 0 , [A,6] = 0 , [L,ô] = D C , [A,D] = - ÔC . 

Démons t ra t ion . 

La première est une conséquence immédiate de l a re la t ion du) = 0 , 

la deuxième résulte de la première et l a troisième de l a dernière. La dernière 

résulte du lemme à l a proposition 1 du paragraphe 2 de l'exposé 2, en remarquant 

que la décomposition en somme directe de Q* , obtenue par les formes d i f fé ren­

t ie l les pr imit ives, dé f in i t une décomposition analogue de Q* par tensorisation 
E 

par Eoo . 

THEOREME 1 „- On a les relations A = 2^ - i [ A , D 2 ] = 2*D + i [ A , D 2 ] en 

posant A = [D,ô ] , vrj = [ D ' , ô ' ] , = [ D " , ô " ] . 

Démons t ra t ion 0 

C'est une conséquence immédiate de l a proposition 3 et du lemme au théo­

rème 1 , paragraphe 3 de l'exposé 2. 

COROLLAIRE 1 . - Soit a £ r(x,Q*) t e l que *•((*) = 0 . Alors ( [A, iD 2 ] (a) ,a) 2> 0 . 

Démons t r a t i on . - D'après le théorème 1, ùa = [A,iD J(ck') • Or 

(lta9ot) = ((Dô + àv)(a)9a) = (DÔ(Œ),Œ) + (ÔD(Œ),Œ) = (ôa.ôa) + (Do/,Dcv) ;> 0 

d'où ([A,iD 2]( (v) îcy) * 0 . 

COROLLAIRE 2 . - Les opérateurs A , v n $ sont e l l ip t iques. 

Démonstration0- Les opérateurs A , va ,vNQ sont des opérateurs d'ordre 2, l 'opé­

rateur i [ A , D 2 ] étant d'ordre 0 car C°°~linéaire, i l s u f f i t de démontrer le 

résul tat pour A « 

Calculons le symbole de D . Soient x £ X , z ( T£(x) - {o} , 

T| i Cil t £ £ r(x,C°°) t e l que f (x) = 0 et df(x) = z , ot £ r(X,Q?) te l E, x h 

que a(x) = T) » Alors : 

a (x.z)T] = D(fa)(x) = df(x) Aûf(x) + f (x ) D(OJ)X = zATj . 
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Donc o*D(x,z) = e z mul t ip l ica t ion extér ieure à gauche par z • 

Donc a^(x f z) = - * e z * = - i (exp n°1 , 2.7) mul t ip l ica t ion i n t é r i e u r e 

à gauche par z e t a (x ,z) = - e * i - i o e = - | z | id (exp n°1 , 2.9) 
ZJ Z Z Z Z 

e t par s u i t e A e s t un opérateur e l l i p t i q u e . 

PROPOSITION 4#- Les opérateurs A, VD , *D sont des opérateurs auto-adjoints  

par rapport à (••.•) • 

Démonstration. 

Soient 

o?fp i r ( X , Q ' ) (ta9B) = (Dte.p) + (ôDû?,p) = (ôa.ôp) + (Dor.I*) = (a.Dôp) + 

+ (cv,6Dp) = (a»,Ap) 

e t de même pour ND e t *C2 • 

DEFINITION 1 On pose 

H

p ' q = r(x,icer A) n r ( x , o ^ q ) 

^ ' q = r(X fKer^a) n r ( x , Q P ' Q ) 

E E 

* i £ , q = r(x,Ker o) n r ( x , n ? , q ) . 
E E 

COROLLAIRE 1 . - r ( x , n £ ' q ) = H £ ' Q e A ( r ( x , o £ ' q ) ) = ^ ' q e t » ( r ( x , n £ ' q ) ) -

* H P ' q © : b ( r ( x , a ^ ' q ) ) . 

Démonstration. 

Cela r é s u l t e des proposi t ions 3, 4 e t de l 'exposé n°1 , 2 . 1 3 . 

PROPOSITION 5 . - ( H Dcv = ôcv = 0 
E 

& (VH « D'à = 6'Û» = 0 
E 

ci £ X « D"cv = ô"cv = 0 . 
E 

Démons t r a t i o n . 

En e f fe t a £ H_ => A* = 0 => ( t e , » ) = 0 => (DÔCY^) + (ôDc^a) = 0 => (ôa.ôor) + 
E 

+ (Do/,Da) = 0 => ôcy = Dot = 0 l a réciproque é tan t évidente . 
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On démontre de l a même façon les deux autres a s se r t i ons . 

PROPOSITION 6 . - * H P , q ~ H Q (X ,E ^ t f ) . 
E w an 

Démonstration. 

D'après l e théorème 1 du paragraphe 1, Hq(X,E ^ ~ H ^ r C x . G J ^ - ) 

pour l a d i f f é r e n t i e l l e D" . Donc i l s u f f i t de démontrer que pour tout 

ot i r ( X , Q P , q ) t e l que DMa = 0 , i l ex i s t e un e t un seul a» ( s H P , q 

E E 

cohomologue à a • 

D'après l e co r o l l a i r e 1, a « a ' + cv" , avec a ' £ v V H p , q e t a" =*dp 
E 

avec p ( F ( x f Q
P , q ) • Alors D"a = 0 entra îne D"a" = 0 donc D l fônDf ,B = 0 

E 

d'où (Dflô"D"P , Dnp) = 0 => (ô , lD , ,p,ô , ,D l fP) = 0 =» ôMD"P = 0 donc a = a ' + D"6"P 

e t par s u i t e a ' e s t cohomologue à oi • 

Soi t a É V , q avec a = D"p , p £ r ( x , Q ? , q ) e t démontrons que oi = 0 . 
E E 

En ef fe t ô"û» = 0 donc Ô"D"P = 0 =* ( ô ^ ^ p ) = 0 => (D"p,D"p) = 0 => D"p = 0 => 

=> a = 0 • 

THEOREME 2 . - Si E e s t un f ibre p o s i t i f de rang 1, Hq(X,E <8>̂  tf^) = 0 

pour p + q £ n + 1 . 

Démons t r a t i o n . 

Par hypothèse, on peut prendre comme s t ruc tu re kalilérienne sur X c e l l e 

2 
définie par l a forme iC • Alors L = iD e t d 'après le c o r o l l a i r e 1 du 

E 

théorème 1 pour tout a ( V ' q ( [A,h](ot) ta) ^ 0 => (n - p - q) (afcy) ^ 0 => = 0 
E 

s i p + q S n + 1 , donc a = 0 dans les mêmes condi t ions . On en déduit que 

* H P , Q = {o} s i p + q s n+1 , d ?où le théorème d'après l a proposi t ion 6 . 
E 
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PROPOSITION 7«- L'opérateur * e s t orthogonal pour (»,») • 

Démonstration» Soient a i r ( x f f i p f p £ rCx.Q^" 1*) e t démontrons que 

(a , *p) * (*""1a,p) • En e f f e t 

( * , * P ) - j x < > T - j x { « . - p } « ( - o 2 n - p ; x {cv fp} - ( - i ) p ( . i ) p ( 2 n - p ) y p ^ } = 

H ) P H ) P 2 J x { p , * * - 1 « } = ( - O P ( P + 1 > J X < P , * - 1 * > T = 

J x < * " 1 a f p > T » (#~ 1<*,p) • 

PROPOSITION 8»- Si uCrCx.Q^' 1 ) e t désigne la multiplication extérieure 

à gauche par u 1»adjoint pour ( • • • ) e s t donné par l a formule A^ = *""̂  L^ * • 

Démonstration, Soient a £ r(X9$.) , p i T(X9cP* 2 ) e t démontrons que 
E E 

(uAor tp) = ( a , * ~ 1 ( u A * p ) ) . En e f fe t (uA<v,p) » J x < u A a f p > T « J x ( u A a ,*p} * 

J x {c*,uA*p} « J x [ a , **~ 1 (uA*p)} = J x < ûf f *- 1 (u / \ *p) > T » (<*, r 1 ( u A * B ) ) • 

PROPOSITION 9»- Soit u i 0 ^ t e l que l a forme hermi tienne associée à u s o i t  

posit ive» Alors s i a £ r U , ^ * 0 ) ou o» £ r ( x t n ° , p ) (u)/\a, \x\ot). 2> 0 . 

Démons tration» Supposons, par exemple, que a £ T{X9CpiQ) » Nous allons v é r i ­

f i e r que pour tout x C X , < itiAûf, uAa >^ 0 • Soit dz <j,»»»,dz n une 

base de ^ x * ° orthonormale en x pour l a forme hermi tienne déduite de co 

e t orthogonale en x pour l a forme hermi tienne déduite de u » Alors 

. n . n 
a) = — E d z i A dz\ e t u m - £ a i d z i A ^ i o u a i * 0 • S o i e n t A c C 1 » n 3 » 

card A » p , dz » dz. A A d z . où A « { i . , » » « , i } e t i <••»< i • 
A i 1 i p i P i P 

A l 0 r S u)AdzA » ^ S dz. A dz. A dzA 
A 2 i / A 1 1 

e t 

U A D 2 A « 4 a j d Z j A d £ j A d V 

où A 1 c s [ l f n ] e t card A 1 » p « 

Donc < (DAdz^ , uAdz^, > x » 

1 S S a < dz Adz A d z

A t d Z 4 A d z . A d z

A i > * -
4 i/A j/A» J 

•T S a. < d z . A d z . A d z A , dz. Adz. A d z , , > x  
4 i /AUA' 1 X 1 A l l A' x 
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qui es t nul sauf s i A * A' 9 auquel cas i l e s t égal à T £ a. £ 0 • 
4 i/A x 

D'où la proposition* 

THEOREME 3»- Si l e fibre E es t de rang 1 f soient p I X —>IR+ une fonction 

continue, f la forme quadratique associée à i c C cA'^ f $ l a forme 

quadratique associée à OJ • Alors 

$ 

( O S i * * * x tout a c r ( x t n ^ q ) ou a i r ( x , o q » n ) , 
on a l ' inéga l i t é t 

J* x qP < Cfa > T * J x < t D"<* > T + J x < ô"a, ô"of > T » 

$ 

( i i ) Si * p§ x pour tout a C r(X.f ig , q ) ou a £ r ( x , n q , ° ) on a  

l ' i n é g a l i t é 

Jx q ) p < > T ^ Jx * D P ' o p » 1 ) P , 0 f > T + Jx < 6 " a » 6 , ' a > T • 
f 

( i i i ) Si - J * p$ x pour tout cr C r ( X t n * , q ) ou or * r ( X f f l q , n ) on a  

l ' i n é g a l i t é 

Jx q ^ K a * a > T * Jx < D , Q f » D , ( y > T + Jx < 6 , < y » 6 , ( * > T 

( iv ) Si -^2s p$ x pour tout or i r ( x f f l g , q ) ou a e r ( X , O q , ° ) on a l ' inéga l i t é 

Jx ^ n ~ q ^ p < 0 / 9 0 1 > T ^ J*x < J 5 , < Y » D , ° ' > T + Jx < 6 , Q r » 6 , c v > T • 

Démons tration» Remarquons 

à) d'après l e théorème 1 

A » 2 - i [ A , D 2 ] » 2*D + i [ A f D
2 ] • Donc pour tout 01 i r(X,Og) , 

» 2( N a*,a) - ( i [ A ,D 2 ] a f a ) * 2(*ODr,a) + ( i [ A .D 2 ] a f a ) 

c 'es t -à-d ire 

(DatDc*) • (ôa f ôa) « 2(D*a,Dto) + 2(ô»or,ô'a) - ( i [ A F D
2 ] a , a ) » 

» 2(D . ,c*TD
, T<*) • 2(ô"0ffô"a) • ( i [A ,D 2 ]a f ûf) • 

Or on a (Dcv.Dûf) + (ôa f ôa) £ 0 • Donc 

J x < DMOf|DwQf > T + J x < 6«ofP6"Of > T * - ( | [A FD
2]a,cO 

e t fx < D'C*,D'Û? > T + J x < ô'o^ô'c* > T s ( i [A FD
2]c* ta) • 
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b) ( | [A,D 2>,cO = ( | (AD 2 - D2h)a9a) = (A( \ C £ A « ) .« ) - ( ^ A AC*) ,») = 

= ( | C EAÛ? ,o)Aoi) - (*~1(a> A *oO ,*~ 1 ( - |c E A * a ) ) = (|C EACV FU) A a) - (a)A*« f-|c^A«f) f 

d'après les propositions 7 e t 8» 

c) Si a £ r(X f O^ , q ) f (n - p - q)ot = [A,L]a (exp* n °2 , §1 f prop, 6 ) . Donc 

((n - p - q)pa9a) « (pALafcv) - (pLAcv,a) = (A(pu) A cr)to?) - (pu) A (u) A *a)9ct) • 

= (ptt) A C*,U> A Oi) - (# (d) A *ûf) , * (ptt) A = (po) A o/ta> A a) - (toA KÛfjpa) A #a) 

d'après l e s propositions 7 e t 8« 

Démontrons t 

i 2 

i ) D'après ( a ) , i l s u f f i t de démontrer que - ( g l ^ D ] a t a ) - (qp°<t<*) ^ 0 

et pour cela d'après (b) e t (c) e t en tenant compte que a £ r(X,Q„ , q ) ou 

a £ r ( X , Q q , n ) i l s u f f i t de démontrer que 

(a) A *a t ^C_Aa) - (u)A*a- .Peu A*a) = (euA *a, ( ^CL - pu)) A *a) £ 0 

ce qui e s t une conséquence de l'hypothèse 2 ^ p *x d , a p r e s * a Proposition 9 , 

vu que «a i r ( X F 0
, L F " Q F O ) ou #0/ £ r ( X f Q

0 , n " q ) . 
i 2 

i i ) D'après ( a ) , i l s u f f i t de démontrer que - (—[A,D ] a t a ) - ( ( n - q)pa9ot) ^ 0 
et pour cela d'après (b) e t ( c ) , e t en tenant compte que a £ r ( X f O ° , q ) ou 
a £ r ( X t Q

q , ° ) i l s u f f i t de démontrer que & 

"" (*^CT? A c x t^Ao/) - (p<uAa f u)Aa) =» ( ( - r C_ - po)) A Of,tt> A ûf) îi 0 t E ^ E 

ce qui e s t conséquence de l'hypothèse — r - ^ p$ suivant l a proposition 9 , vu 
c. X 

que « « r ( x , n ° / q ) ou a i r ( x , n q ' ° ) . 

i i i ) D'après (a ) , i l s u f f i t de démontrer que (^[AjD ~]a9ct) - (qpa fa) ^ 0 

e t pour cela d'après (b) e t (c) e t en tenant compte que a £ r ( X f O
n

t

, q ) ou 
E 

a £ r ( X t Q
q , n ) f i l s u f f i t de démontrer que 

E 

- (oA * a , ~ C_A *a) - (u)A*a,pu>A*a) = (UJA « a , ( - ^ C - pu)) A *a) 2* 0 
C. Et C. Ci 

ce qui e s t une conséquence de l'hypothèse — — a p$ x d'après l a proposition 9 , 

vu que «a c r ( x , n n - q » ° ) ou « r ( x , n ° ' n - q ) . 
E u 

iv ) D'après (a ) , i l s u f f i t de démontrer que ( ^[AfD2]»*,») - ( ( n - q ) p 2 t a ) ^ 0 
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e t pour ce la d 'après (b) e t (c) e t en tenant compte que a £ r(x,Q°#^) ou 

(X er(X,Q q , °) i l s u f f i t de démontrer que 

( T C _ A a 9 uMtf) - (pu) A ûf,(l)A a) = ( ( * C N - pu)) A a 9 0)A ot) £ 0 

ce qui e s t une conséquence de l'hypothèse — ^ p § x d'après l a proposition 9 

vu que a f r (X t O°/ q ) ou or <• r ( x , n q ' ° ) . 

THEOREME 4«- Sous les mêmes hypothèses que l e théorème 3 s i |$ | £ p$ 

i ) pour tout a i r (X,n£ , q ) ou a i r ( X , Q q , n ) on a l ' i n é g a l i t é 

| x <ÏP < <*i<* > T ^ Jx < D o f » D a > T + Jx < 6 c y ' 6 o f > T • 

i i ) pour tout a £ r ( x , Q ° , q ) ou a C r ( x t O
q , ° ) on a l ' inéga l i t é 

J x (n - q) P < a t a > T ^ J x < Dûf,Dcv > T + J x < ÔOff ÔOf > T . 

Démons trat ion, 

La démonstration es t analogue à c e l l e du théorème 3 t en remarquant que 

les formules A » 2ND - i[A,D ] = 2 O + i[A t D ] entrainent que 

J x < Dof,Da > T + J x < ôor.ôa > T :> - (i[A fD
2]a fcv) 

et 

J x < Da9Da > T + J x < ôa,ô<* > T ;> (i[A f D
2 ]a f cO 

car 

( NQ* fa) - (D'c^D'or) + (ô»a tô'c*) * 0 

et 

(*•»,«) - (D^D"») + (ô"cvt6"a) * 0 • 


