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THEOREME DE HODGE

par Jean-Frangois BOUTOT

0. Introduction.

Le théoréme "d'existence, sur unc variété riemannienne compacte, d'une
forme harmonique ayant des périodes données relativement a des cycles homo-
logiquement indépendants donnés" fut démontré par W.V.D. Hodge [2], [3] en
1932-33, La démonstration de Hodge consiste a calculer une solution fonda-
mentale approchée ou paramétrix du laplacien ; voir aussi de Rham [8].

On exposera ici une démonstration différente A partir d'une inégalité
a priori de la théorie des opérateurs différentiels elliptiques due a
Friedrichs [1], 1953, Pour &tre tout & fait moderne, on aurait pu utiliser
les opérateurs pseudo-différentiels [4]. On remarquera que la démonstration
est indépendante du théoréme de finitude de la cohomologie de de Rham,
c'est donc 1l'une des fagons de démontrer cette finitude.

On trouvera au paragraphe 1 la définition du laplacien et des formes
harmoniques ainsi que 1'énoncé précis du théoréme de Hodge. Au paragraphe 2,
on montre que le laplacien est un opérateur différentiel elliptique., Au
paragraphe 3, on introduit certains espaces fonctionnels : les cspaces de
Sobolev, pour plus de ditails le lecteur consultera [7], [10]. Le paragraphe 4
démontre 1'inégalité de Friedrichs et le paragraphe 5 des théorémcs de ré-
gularité et de finitude pour les opérateurs elliptiques, ainsi qu'une géné-
ralisation du théoréme de Hodge.

Le rédacteur s'est inspiré sans vergogne de la littérature existante,

en particulier de [5], [6], [9].
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1e Définition du laplacien et énoncé du théoréme,

(1414) Commengons par quelques "rappels" d'algébre linéaire, Soit E un
espace vectoriel réel euclidien orienté de dimension finie n , Soit

€ reseye,  Une base orthonormale directe de E . Alors 1¥lément T= e /\..‘/\en

1

de A"B ne dépend pas de la base choisie, On 1l'appelle élément de volume,

I1 définit un isomorphisme canonique AnE ~TR , D'olu une dualité :

ANE x A"PE 5 A"ER

(wy ) —s WAW
et par conséquent un isomorphisme canonique

NE — (A" PE)* .
Par ailleurs la structure euclidienne donnée sur E s'étend a l'algébre
extérieure AE de telle sorte que 3
(i) APE est orthogonal a NE pour p f'q ,
(ii) zei Aeee Aoy i1 L eee (_ip § .est une base orthonormale
de APE .
Ceci définit un isomorphisme canonique
(A" Pg)x = A™PE
d'ol finalement un isomorphisme canonique @

* ¢ APE -—'\% An~PE [}

(1.2.) On vérifie facilement que

*(e. A eee A e, ) = e(a) e. A cee Ne,
14 lp Iy In-p

ol (i1,...,iP ' j1’°"’jn—p) est une permutation 6 de (1,.4e,n) de
signature ¢(o)

(1+34) En particulier, on a T = %1 o De plus le produit scalaire < ,

vérifie la formule 3
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LAIBOT =KAxB = BAxx pour o ,p €NE
Enfin 1'application x% : APE —5 APE est telle que

%% o = (=1 )P(H_P)q pour « € A’E

. . s . o0 .
(1.4.) Soit maintenant V une variété riemannienne C compacte orientée

de dimension réelle n o Soient T*V le fibré cotangent, of - COO(V, /\pT*V)
et Q= @;__0 P, En tout point x de V , l'espace cotangent T;(V)
est un espace euclidien orienté de dimension n . La structure euclidienne
variant de fagon Coo avec x , les constructions précédentes fournissent
une forme différentielle de degré maximum T € Q" qui ne s'annule en aucun

point de V , on l'appelle encore élément de volume, et un isomorphisme

-)(-SQP—)Q .

(1.5.) On définit sur  une forme bilinéaire symétrique positive non dégé-
nérée en intégrant le produit scalaire donné sur l'espace cotangent par rapport
a 1'élément de volume

(ﬁs@) =Jrv<°(,[3>T=Jvo(I\*{5 pour «,p(ﬂ .

(1464) PROPOSITION.~ L'application & : P, oP déginie par
8 = (-1)" ax

est adjoint de la différentielle extérieure d 3 af —_ Qp+1 . Autrement

dit, on a

(6p,4) = (B,a8) pour Be P! xeaf

Démons tration,
On a d'aprés le théoréme de Stokes
(ppaw) = [(am)Axp = (1P fan a(xp)

De plus *x (d»p) = (_1)(n-p)p dxfp , car dxp€ QP
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atod (rax) = (<) (a, xaxp) .

(1e74) Remarque.— Dans le cas ol la dimension n de V est paire, on a

6 = =%dx% .

(148s) DEFINITIONe~ On appelle laplacien ou opérateur de Laplace-Beltrami

l'application A of N P gérinie par
A =4dd + 86d .

D'aprés ce qui précéde A est auto-adjoint ; plus précisément
(8o, p) = (&, 8p) = (dot ,dp ) + (8a, 6p) .

On appelle forme harmonique une forme & € 1 telle que Ao =0

(149¢) PROPOSITIONe~ A = O si et seulement si d«

[l
o
‘m

ot
o
R

[}
o
L]

Démons tration.
Il est clair que AdX= 0 dés que da =0 et 08« = O o Réciproquement
soit o une forme harmonique, alors (A«,o ) = (d«, da ) + (St , 804 ) =0 .

Dol d« =0 et Od=0 , puisque ( , ) est positive non dégénérée,

(1.10.) COROLLAIRE.~ Sur une variété riemannienne compacte connexe et orientée,

les seules fonctions harmoniques sont les constantes.

o0
(1e11.) THEOREME de HODGE.,- Soient V une variété riemannienne C  compacte

(o)
orientée et Q= C (V,T*V) . hlors

(i) 1'espace # = io( € Q ;00 = 0} est de dimension finie,

(ii) 1'espace N est somme directe orthogonale de AQ) etde Fb .

On notera H 1le projecteur orthogonal de f2 sur Jg .

Nous démontrerons ce théoréme dans les paragraphes 2 a 5, cependant nous

terminerons le paragraphe 1 en indiquant quelques conséquences du théoréme.
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L
(1+12,) COROLLAIRE.- L'opérateur M%J_ K ng est inversible,

(1 e13¢) DEFINITION,~ On appelle opérateur de Green G : Qp —ﬁﬂp le

composé G = Je (A |J€L)~1 o (1 - H) , ot J désigne 1'inclusion canonique
L L . .
defdans @ et 1 1'identité de R ., Autrement dit G() est 1l'unique

solution W de Aw = & - Ha qui soit dans J@'L o

(1414,) PROPOSITION.- Les opérateurs H et G sont permutables avec toute

application linéaire T : Q— Q qui est permutable avec A . En particu-

lier, H et G sont permutables avec d, §, A .

L
Démonstration.- Si TA = AT , ona T(#H)c ¥ et aussi T((}el) c® ,
car %1=A(Q) . D'ol TH = HT . De plus TI%J. est permutable avec A IJGL’

donc avec (A I;@L)—1 o Par suite T est permutable avec G .

(1415,) COROLLAIRE.~ Les opérateurs A, H et G satisfont aux relations :

HA = AH=0 , GH=HG=0

1 =H+ AG=H+ GA .

(1 .16’.) PROPOSITION,~ L'opérateur G 3 2 —> 0 est continu [pour la topo-

logie naturelle d'espace de Fréchet sur Q , cf. (3.11.)].

Démonstration.- Le produit scalaire ( , ) défini sur Q est continu,

donc H , projecteur sur un sous-espace de dimension finie, est continu.
L L

De plus A l‘—}gl : —)Jg est continu et inversible ; d'aprés le théo-

réme du graphe fermé (A {acl)—1 est continu, donc G est continu,

(1.17.) PROPOSITION,~ Soit xp = an oP g Pour 0 <& p4&n , Alors P
se décompose en somme directe orthogonale @

Q- ey o8Py @ KP .
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Démonstration.— Montrons tout d'abord que ces trois sous-espaces de QP
sont orthogonaux, Soient 7y ¢ #° , @€ i , Y o™,

(4571 ) ¢)

(g, dp) = =0 car 8y =0 ,
(q, oY) =(ap, ¥) =0 car dp =0
(dp,89) = (a°p,¥) =0 .

De plus d'aprés le théoréme de Hodge :
P
& < HPa AP = HT o as(F) @ sa(P)

d'oli la proposition.

(1.18.) THEOREME.~ Dans toute classc de cohomclsgic de de Rham il y a une

forme harmonique et une seule, Plus précisément 1l'application H : Q-———ygg

induit des isomorphismes Hp(Q')~419]€I) .

Démonstration.— D'aprés (1.17.) tout o € Q¥ srécrit

« = dp + 8Y + Hot &
Alors do = d6¥ = 0 si o est une forme fermée ; d'ou (d8¥,¥) = (8¥,8Y) = 0O
et par suite 8Y =0 , Ainsi & est cohomologue & Hy - De plus Jﬁp et
d(QP_1) sont orthogonaux, donc Hg est l'unique forme harmonique cohomo-

logue a &« .

2o Les opérateurs différentiels et leurs symboles.

o0
(2¢14) DEFINITION,- Soit V wune variété différentiable C  de dimension n .
[e9]
Soient F et F' des fibrés vectoriels C  de rang respectifs r et r'
2
sur V . Soient C (V,F) et QOO(V,F’) les faisceaux de leurs sections C° .,

oo . R - 00
On appellera opérateur différentiel (sous—entendu linéaire 3 coefficients C ),

. o0, CO,
et on notera P ¢ F_ F' , un homomorphisme P : C (V,F) —> C (V,F') tel
que pour tout systéme de coordonntes locales (U,x1,...,xn) sur lequel F

' - ' . . ST o <) ! . .
et F' sont triviaux, l'application C (U,R ) -—> C (U,R° ) induite par P
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soit de la forme
z aagx)D“ ,
Il < <]
\ n
ou d = (d,l,o..,dn) €W ) ‘dl =d1 + see +d1’l y D« =

&«
Dx11

et les a«(x) sont des matrices r' xr & coefficients ¢

ees 0X
n

(2.2.) Pour tout point x de V , on appelle ordre de P en x le plus

petit entier p vérifiant la formule ci-dessus dans un voisinage de x .

Soit ﬂx 1'anneau des germes de fonctions ¢’ sur V qui s'annulent en x .
Alors l'ordre de P en x est le plus grand entier p tel qu'il existe

£ ¢ m et s¢ du?V,F) avec P(£Ps)(x) #0 . L'ordre de P est l'entier

max {ordre de P en x , x €V } .

(2.34) Exemple,~ Si V est une variété riemannienne orientée, les applications
d, & et A :f1—3Q sont des opérateurs différentiels ; d et & sont

dtordre 1 , A est d'ordre 2 .

(2-4.) Symbole d'un opérateur différentiel,- Soient T'(V) 1'ouvert du fibré

cotangent complémentaire de la section nulle et L(F,F') le fibré des appli-
cations linéaires de F dans F' , On appelle symbole de P une application
o, 8 T (V) — L(F,F')
définie comme suit. Soient x € V , § ¢ Ti(v) -{0} et p€ F . Soient
£e&€m tel que af(x) =€ et s € kaV,F) tel que s(x) =7 . Si P est
d'ordre p en x , on pose
o (B = o p(Fs)(x) .
On vérifie facilement que la définition est indépendante des choix qui ont été

faits,

Si P s'écrit localement & a (x)p* , on a
lkl¢ep %

<
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UP(X’E) = r ao( (X)gu ]

|| =»
ob €= (E,.t) et ET-€ L ED

Ainsi la connaissance du symbole {quivaut a la connaissance de la partie
homogéne d'ordre maximum de P ,

Si P et Q sont des opérateurs difflrentiels non nuls d'ordres
constants p et q respectivement, leur composé est un opérateur diffé-
rentiel d'ordre p + q et
(x,8) = GQ(X,E) 00, (x,8) .

%o p

(245.) Symbole de la différentielle extérieure d : o - QP*!

Soient E = T;(V) et E€¢E -~ %O} « On cherche a déterminer
048 + A2 s e
Soient M € AE » £€m  tel que df(x) = €& et s € @ tel que s(x) = n.
Par définition de o4 2 Oma:
Od(x,g) = d(£s)(x) = df(x) As(x) + £(x) Ads(x) = EA}? .

En notant e le produit extérieur a gauche par & , on a donc Od(x,g) = eg .

g€

(246,) Symbole de la codifférentielle & 3 Qp+1__> P o,

Rappelons que & = (-1 )np+1* d » « L'application x est un opérateur
différentiel de degré 0 , d'ol o,(x,8) = * , et par suite

oé(x,g) P A

est donné par cé(x,g) = (_1)np+1* cg * »

(247.) LEMME.- L'application i = (-1)" « cg ¥ s APT'E — APE cst le

¢
<eg(d)’6> =LA, 1g(ﬁ) > o /\pE , ﬁQAp+1E .

produit intérieur A gauche par § adjoint dc

Démons tration.— (eg(«),[b) = %« ((EAR)A*B)
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= (-1)P% (aAEAxB) .
De plus «x(§Axp) = (<) " PP gAsp | car EAxpc ATP B

drol o) > = (-1 cax(BEAXR) > .

(248,) COROLLAIRE, 0, (%,8) = - ig -

(2.9.) Formules,— On vérifierait facilement que
p+1
r

. J+1 o
lg(e,l/\ tee /\ep+1) = ("1) (§,€J> e1 A e A ej N e A eP ’

j=1

et que egoig+igoeg=<§,§> .id/\E=|§[2 idpg

(2.10.) Symbole du laplacien A : Q —>Q

Rappelons que A = dé + 6d ; d'ol d'aprés ce qui précéde

2 .
N (x,8) = -~ |€|°. idip t AE — AE

Autrement dit si x1an-,)€_1 est un systéme de coordonnées locales tel que

< dxi,dxj> = gij(x) , on a
- X qg. (x) _g;_i)_ I + op, diff, du tler ordre,
i, Y 9xt A

X Ox
ou I est la matrice identité de rang dim AE .

A

(2.11.) On dit qu'un opérateur différentiel P : F —» F' est elliptique,
*
i .\ - [ 1 1 . (]
si pour tout x € V et § ¢ TX(V) {o} , l'application GP(x,g) :F = F)
est injective. Il résulte des calculs précédents que A : 8 —5 Q est un

opérateur différentiel elliptique.

(o)
(241 2.) Soient V une variété riemannienne C  compacte orientée et F

un fibré vectoriel euclidien C° sur V . Soient T 1'¢lément de volume
de V et ¢ ,> 1lc produit scalaire sur les fibres de F , On munit &(F)=C(V,F)
du produit scalaire («,p) = f X, pY.T pour &, €H(F) . On dit qu'wn

v

opérateur différentiel P ¢ F —3 F est auto-adjoint si (Po(,ﬁ) = (d,Pﬁ)

11
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pour tout o, €HD(F) + On a vu plus haut (1.8.) que A est auto-adjoint.

(2413.) Le théoréme de Hodge (1.11.,) est un cas particulier du théoréme

suivant que nous démontrerons en (5.10.)

THEOREME,~ Sous les hypothéses de (2.12,), soit P : F _, F un opérateur

différentiel elliptique auto-adjoint, Alors :

(i) 1'espace J@P = Std e H(F) ; Px = O} est de dimension finie,

(ii) 1l'espace dD(F) est somme directe orthogonale de P(D(F)) et de & .
P

3 Quelques espaces fonctionnels,

(341.) Fonctions & décroissance rapide,~- On notera ‘f(]Rn) 1l'espace dcs

fonctions indéfiniment dérivables f ¢t R ——> € qui sont a décroissance
rapide ainsi que toutes leurs dérivées, Autrement dit f G‘J(]R ) siet

seulement si pour tout entier N }» 0 et tout o€ w , on a avec les

notations de (2414) @

|X‘2 N

|f|N « = sup (1 + Ddf(x) {+00
2

x(an

On munit cf(Rn) de la topologie d'espace de Fréchet définie par les semi-

normes ] f] N, d °
H

(3424) Transformation de Fourier,- Pour tout f£ 62)0(]Rn) , on définit
? éﬁf(]Rn) par

B(g) = (211)’“/2 f L £(x) RSN S
R

avec g - (51“.”§n) et <x,‘§) = x1g1 + eee + Xngn .
A
On a alors D*f(€) = i 5“?@-) ’

A
et la formule d'inversion £(x) = #(-x) .

12
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n
De plus pour tout £, @ € g(R)

[ e0aeae - [ glof(var .
iid R

(3e3e) Distributions tempérécs.- On nppelle espace des distributions tempérées,

et on note ‘j"(IRn) , le dual topologique de ';f(]Rn) . On plonge L2(]Rn) ,

et en particulier ‘;f’(_]Rn) , dans F'(R") en posant pour £ € L2(]Rn)

(f.cp)=fmn foe(ae , g (Y .

On ¢étend la transformation de Fourier a :f'(]Rn) en posant pour T € J'(@®?)

A n

(Tv(P) = (Tﬂ,(;) ’ @ € \f(R ) .

A

D'aprés la formule d'inversion, l'application T —3 T est un automorphisme
de $1@R") . Pour tout o € N' et T ¢SP'@R") on définit DT par
T | goun sy i s .
D'r(€) = i'"'€"D(€) . D'aprés (3.2.) toutes ces définitions sont compatibles

avec le plongement de ‘.f(er) dans Y '@®") .

2 ~
(3e4s) Théoréme de Plancherel.-— Si £ € L (IRn) ,ona f¢€ L2(]Rn) et

lell2 =l

(345.) Espaces de Sobolev (m = 0) ,- Soit &)(]Rn) 1tespace des fonctions C°

a support compact de i dans € o On difinit pour tout entier m = 0 un
produit scalairc sur o‘O(IRn)
/ o n
(f,g)m = kX f D(Yf'\x) Dg(x)dx , £ et g€ DM@) .
|| = m”

on note || ||' 1a norme correspondantc ct on appelle espace de Sobolev

m
m n P n s AL e
ST@®) le complité de DR pour cette norme, Par définition on a des
. . . m-1, n . .
injections continues Sm(IRn) s S 1(1}2‘) , de plus SO(]Rn) s'identifie &

2, n . . . iq 4 .m, n
L°@®") ; par suite la transformée de Fourier des éléments de S (R ) est

définie,

(345.) PROPOSITION.- Pour tout m = O , 1a norme ”f”'m est Cquivalente &

13
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la norme Hf‘“m = “(1 + :gl2>m/2 §(§)||L2 .

Démons tration.—- Pour £ ( Sm(mn) , on a

2
el =

"™

[l 0%ell, 2
laf = m L

I
A ™

ol IIE“?(g)HLe (d'aprés le théoréme de Plancherel)
«l < m

n

jmg)lz(Ialg &)%) .

I1 suffit alors de vérifier qu'il existe des constantes c,, c. > O telles que

17 72

o 2

O RN S L R L R

faf =m

(347.) Espaces de Sobolev (m €Z) .~ Vu la proposition précédente, on appellera

espace de Sobolev Sm(]Rn) , pour m€Z , le complété de OZ)(]Rn) pour la
2\m/2 A m._n
norme Hf”m =11 + |E%) % £(e) ||L2 « On peut montrer (cf, [5]) que S (R )

est l'espace des distributions tempéries £ € ﬂ"(IRn) telles que

(1 + |8])Y2 2e) ¢ 2@ .

(3484) Propriétés élémentaires des espaces S™(R')

n
a) Sm(]Rn) est un espace de Hilbert dans lequel QD@ ) est dense ;
. A . . ' m,.n
b) pour m< m' , il y a une injection continue s ®Y) s s"@®Y)
c) pour tout ¢ € & @™ , 1a multiplication par ¢ est une application
. m._n o
continue de S (R ) dans lui-méme ;
]Nn o . . . .
d) pour tout o € s D induit une application continue

m+ |af

s — 5",

(349.) Lemme de Sobolev.- Quels que soient k € IN et m> 2 + k , les

é1éments de S"(R") sont de classe .

Démons tration.— Soit o € N un multi-indice tel que Io(] S k et soit
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m,n o . . .
£ €S (R) o Pour prouver que D £ est continu, il suffit de montrer que

—l ol 7
i ‘alDaf(g) = Eof-‘\(g) est sommable, Or on a

£ A m Igw
[ 8@l = 18010+ (81972 ——— a5,

m/2
(1 + |g]®)

d'ou en utilisant 1'inégalité de Sclwarz

R o2
(i) 18s)1ae)® < e | — L

(1 + [g]®"

L'intégrale du second membre est convergente dés que 2(m - |a|) > n

?

d'ou le lemme,

n
(3410.) Lemme de Rellich.— Soient K un compact de R et S;(]Rn) 1l'espace

. . . m .
des distributions appartenant & S (]Rn) ct A support dans X , muni de la

topologie induite par celle de Sm(IRn) o Llors 1l'injection sg(m“) ey 5™ @®")

est compacte quel que soit m ,

Démons tration.~ Nous ne l'indiquerons que dans le cas m =0 , le seul qui
serve dans la démonstration du théorime de Hodge ; pour le cas général voir [10].
. m=1, n . . .
Puisque S ® ) est complet, il suffit de montrer que, de toute suite
f‘)\ € SE(]Rn) telle que ”f)\”m =1 , on peut extraire une suite de Cauchy en
norme || ”m1 . Considérons pour § = (§1,...,'§n) ¢ ¢ 1les fonctions
’é)\(g) = (2“)-n/2J £ (%) eﬁl(x1g1 toeee xngn) dx
K AN
D'aprés 1'inégalité de Schwarz, on a pour ¥ restant dans un compact fixe
de (L‘n H
[2.(€)] < constante ||£,]. .
X Ao
L . N
De plus pour m== 0 , on a ”f)\“o < Hf)\”vn . Ainsi les fonctions f‘)\ sont
. n .
uniformément bornées sur tout compact de C et sont par ailleurs holomorphes.
D'aprés le théoréme de Montel, il existe donc une sous-suite £ uniformé-

Ar

n
ment convergente sur tout compact de €

15
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Montrons que la suite f\ est wie suite de Cauchy en norme || “ PR
m=-

i

r
Soient € > 0 et M> 0 tel que 1 + §§|2>g‘- pour |E] > M . On a

2yMm=1 A ~ 2
e =& 2. ={, G +leld™NE -8 |2
Ay g m—1 =" )\r )\s
( 2m A ~ 2 A A 2
< ej T+ |8]) lfX - & |© a€ + ale) J ]fA - & |7,
|§|>M T s |€]=M = S
ol A(e) est une constante dépendant de € . Puisque la suite ’f\)\ converge

. , n R n e .
uniformément sur tout compact de € , a fortiori de IR , la deuxiéme inté-

grale du second membre tend vers O quand r , s -—3 o , Par hypothése la

premiére intégrale est bornée, d'ou le lemme,

(34114) Soient maintenant V une variété c’ compacte orientée de dimension n
et F un espace fibré Coo sur V a fibre vectorielle de dimension finie r .
Soient Ui un recouvrement fini de V par des ouverts de coordonnées qui
trivialisent le fibré F et ¢, une partition ¢® de 1'unité subordonnée
& U; o Onmunit 1l'espace D(F) = CY(V,F) des sections C°~ de F de la
*opologic de la convergence uniforme des composantes des @, 4 pour £ eD(F) ,
ainsi que de toutes leurs dérivées dans les systémes de coordonnées Ui o
Cette topologie ne dépend pas du choix de Ui et q)i et fait de D(F) un
espace de Fréchet,

Soient F‘* le fibré dual de F et Ft =F' 8 /\nT*V « On appelle

espace des sections distributions de F , et on note &' (F) , le dual to-

pologique de .,Zﬁ(Ft) . On plonge oO(F) dans £H'(F) de la fagon suivante :
si € D(F) et B (JD(Ft) s ona {u,B) €D(A"T*V) et la distribution

associée & o est B—> (o,B) = |y (ouP)

(3e124) Soit T €D(F) , alors les composantes de @¢; T prolongées par zéro

en dehors de Ui a JRn tout entier s'identifient & des ¢léments (piTj

. n . . .
(i = 1yeeeyr) de :f"(m ) .« Ondit que T appartient & 1l'espacc de Sobolev
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Sm(F) si q)i’l‘j appartient 2a Sm(IRn) quels que soient i et j ., On munit
Sm(F) de la topologie définie par la norme ”T “m telle que
I

2
”T b = Z ”(P]_T\]”m .

1,3
Muni de cette norme c'est un espace de Hilbert dans lequel (F) est dense.
On peut montrer que l'espace topologique sous-jacent ne dépend pas du choix

de U oet g (cfe [7] ou [10]).

(3413.) Soient toujours V une variété oid compacte orientée et [ un
[ee]

fibré vectoriel C sur V . Alors il résulte des lemmes (3.9,) et (3.10.)

que

(i) lemme de Sobolev : D(F) =N Sm(F) et par dualité¢ 2'(F) = U s"(F) ;

(ii) lemme de Rellich : l'injection canonique S (F) —s Sm-1(F) est

compacte quel que soit m ,

(3e4144) Soient F , F' deux fibrés vectoriels ¢ sur V et P F—SF
un opérateur différentiels Alors (cf. [6], 3.3.18) il existe un unique opé-
rateur différentiel Pt H F"t~—9 F‘t , dit transposé de P tel que pour
tout o €D(F) , B (Jb(F’t) , on ait

(Pa,B) = (o,P'R)
Pour T € 2(F) , on définira donc PT €D(F') par

(pr,p) = (1,2%B) , B €D(FT) .
Lue dans une carte locale, cette définition est en accord avec celle donnée
en (3.3.) pour la dérivation des distributions tempérées, Par suite, si P

est un opérateur différentiel d'ordre p , il induit pour tout m € Z une

application continue Sm+p(F) — s .

. . . . 00
(3.15.) Supposons que V soit munie d'une structure riemannicnne C ct que
F soit un fibré vectoriel euclidien C sur V . Soient T 1'élément Qe

volume de V et (, ) le produit scalaire sur les fibres de T , Alors

17



J.-E. BOUTOT
I-16

ltapplication a - (&, Y ® T st un isomorphisme canonique de H(F) sur
t

D(F) 3 par suite D (F) s'identifie au dual topologique de D(F) . De

plus l'espace de Sobolev SO(F) s'identifie au complété de 2 (F) pour la

norme définie par lc produit scalaire (o,B) = f (a,BY T pour o,p € D(F) .
v

44 Inégalité de Friedrichs,

o0
(4-1.) LEMME.~ Soit w une fonction C a support compact sur IIRn ct soit

|| w“oo = sup |w(x)| » Alors pour tout m € Z , il ekiste des constantes
x € IR
A et B positives, A dépendant seulement de m et n , B dépendant de

my n et w telles que
lwpll = alloll el +alel,_, -
quel gue soit ¢ € Sm(IRn) .

Démons tratione.- Supposons d'abord m = O , Alors on a

m
lopll, =& = I o%we) Il
'CYl:O
m m o
sh I flao%ll +a x| T¥we) - ool .
la/!:o |al=o

Le dernier terme ne fait intervenir que des dérivées d'ordre < m-1 de @,

il existe donc une constante B > 0 dépendant de w telle que

Tl p) - e I s Bllell
o =0

Par ailleurs, il est clair que HwDa?llo < Hw“oo ||D0/q>“o , d'olu 1l'inégalitl
voulue pour m> 0 .,
Soit Ao 1l'opérateur différentiel du second ordre dlfini par
A/O?p(g) = (1 + |§|)2$(§) pour tout ¢ € S (IRn) . I1 est clair que pour tout
m

. . . s m, 1 =20
m€zZ , O induit une isomltrie S @) 38 @) .

Supposons maintenant m < O et considérons l'application

18
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m -m
[ X W A

0 N R -
v i s"@®) —2s sT'RY) —— sTT@N 2y s"@h) .

m n

D'aprés ce qui précdde, own a pour tout ¢ € S (W ) ¢

lvell =Nt ol = alloll _lloll + 1ol _, -

. —m m Ll 1} m
Mais wp - Yo = Wi AO @ - b (wAO 9)
ne fait intervenir que des dérivies d'ordre <« - 2m - 1 de Azl ¢ o 11 existe
donc une constante B' > 0 déperdant de w telle que

lae = voll, =B 187 oll_,_y = 5" llell,_y

d'ol le lemme,

(4e2¢) COROLLAIREs— Soit U un voisinage de 1'origine dans r" e SOit

Al
P:UXR — UxR un opérateur différentiel d'ordre p dont la partie

homogéne d'ordre p s'annule 3 ll'origine, Alors pour tout m € Z et pour

tout € > 0 , il existe un voisinage de l'origine U C U et une constante
[
C€ > 0 telle que

ivgll,_, < elioll, +c, llel_; -

pour tout ¢ € [s"@®")]" A& support dans U,

. . .. 0
(4.3.) LEMME.- Soient U un voisinage de l'origine dans bi:a et

\]
P:U x]Rr — U X" un opérateur différentiel elliptique d'ordre p o

Alors pour tout m ¢ Z , il existe un voisinage de l'origine U!' C U

et une constante C > 0 tels que

lel, = o lizall,_, +llell, _,)
pour tout ¢ € I:Sm(IRn)]r 4 support dans U' .

Démons tratione.~ Soit PO l'opérateur différentiel a coefficients constants
égal a la partie homogéne d'ordre p de P & l'origine ; autrement dit

<7 P A n, v . .
PO(P(@) =1 UP(O:§)<P(§) pour tout ¢ € [f'@® )] . Puisque P est ellip-
tique, on a

o‘P(O,E)u;(O pour §(1Rn,§;!0 et u€c ,ufo .

19
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La boule unité étant compacte, il existe une constante A > 0 telle que
IGP(O,g)uI2 > A pour [E] = |ul =1 ;
1'expression GP(O,E)u étant homogéne de degré p en € et linéaire en u ,
il en résulte
|o,(0,€)ul® 2 |8 P [u|® powr ¥ €m", uec
D'ol

el = [ 1o,(0,0)6(8) 1% (1 + [8]%)™P a
=a [ RO 5% (1 s 5D,

el + Nl = [ 18(8)1% (1 + alel) (1 + [8]3)™P at
Mais il existe une constante B> O telle que pour tout € € R ,
(1 + [812™ < B[(1 + &8]%PY(1 + |E[DH)™P] ,
et par une suite constante B' > 0 telle que

lell, = B ClIP0ll_p + llell ) o
De plus on a @
2@l = eell_, + 11 = 2 el
et P -~ Po est un opérateur différentiel d'ordre p dont la partie homo-

géne d'ordre p s'annule A l'origine., On conclut alors grace 3 (4e2.) o

(4e4+) THEOREME (inégalité de Friedrichs).- Soient V une variété ¢

. o0
compacte orientée, F et F' deux fibrés vectoriels C s V et

P ¢ F_5 F' un opérateur différentiel elliptique d'ordre p . Alors pour

tout m € Z , il existe une constante C > 0 telle que
lell, = cClirell _, + el ;)
pour tout @ € S'(F) .

Démons trations— Il résulte du lemme précédent et de la compacité de V

qu'il existe un recouvrement fini de V par des ouverts Ui tels que
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1'inégalité (4e4e) soit vérifiée pour les ¢ € Sm(F) a support dans Ui .
Soit w, une partition de l'unité subordonnée a Ui ; on a pour tout

m
® € 5 (F)

“q)"m < constante )j.?“wi(p”m
< constante )i" ( HP(wicp)”m_p + ”mi‘P“m—1) .
Mais P(u)ﬁ:) = u)i(P(?) + Picp , ou Pi est un opérateur différentiel d'ordre
<p=-1 , donc

IpCo, )l < llw;(Po)ll _ + constante [lofl _,

m=p

d'ou le théoréme,

5e Théorémes de régularité et de finitude,

(5414) Soient €S'®) et he¢R® . On posera
(4

‘Ph(x)=ﬁ——L‘mx+h e pour x €R" ’

In|

autrement dit, aprés transformation de Fourier :

% i<h,©>

¢(§)=T$(§) pour E € R .

(5¢24) LEMME.- Soit ¢ € Sm(IRn) « Alors ¢ € s™1 (IRn) si et seulement si

”cph”m reste borné quand h — 0

Démons trations.— De 1'inégalité |e™? - 1|2 <y® pour y €R , il résulte

| ei<h,§>_1 I2 S<h’§>2
h

|2
|| ®

<1+ g

et par suite ||(ph”m < |loll pour ¢ € Sm+1(]Rn) .

m +1
. ¥ .
Réciproquement supposons que ”cplllm reste borné quand h —0 .

) et t €R o Les fonctions

Soient & = (¥ Sy eeeyn

J
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itg,
(—‘——:—‘—1) (1 + 181372 4(e)

restent bornées dans L2(IRn) quand t-—»0 . Donc en passant & la limite
. 2\m/2 2, N
8,01+ 519V 4(9) ¢ LPa)

quel que soit J = 1,eeeynn o Par suite ¢ € Sm+1 (IRn) .

(5.3.) LEMME.- Soient U wun voisinage de l'origine dans R et

L
P:UxR —_— U xR un opérateur différentiel elliptique d'ordre p .

Alors pour tout m €Z , il existe un voisinade de l'origine U' C U tel

que, si ¢ € [Sm(]Rn)]r est & support dans U' et si Py € [Sm-p+1(mn)]r"

on ait ¢ € [Sm+1 (mn)]r .

Démons trations- D'aprés (5,2.), il suffira de montrer que “(ph“m reste
borné quand h -0 o D'aprés 1'inégalité de Friedrichs (4.3.), il existe
un voisinage relativement compact de l'origine U' € U et une constante C
indépendante de h tels que
n, _ h h
e ll, = cClletel, _, +llell, -
pour tout ¢ ¢ [smcan)]r A support dans U' , Soient Th(p(x) = @(x + h)
et Ph-—.gahDa si P=ZaD°‘.Alorsona
[ & o
h h h
P(e) = (P@) - P (70)

N h h h h
arot 16", = O™, + 1P, e,y -
D'aprés (5.2.) on a

h
1),y =7l 4

h P
el _y = lell, -
De plus les coefficients de P sont des fonctions c® , donc les coeffi-
cients des Ph sont uniformément bornés sur U' ainsi que toutes leurs
dérivées, Il existe donc une constante C' indépendante de h telle que
h < ot ]
< T = C
1280 N, = o el = cilell, _,

d'ou le lemme,
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(5+4e) Théoréme de régularité.~ Soient V une variété C° compacte et

orientée, F et F' deux fibrés vectoriels c” s V et P:F—F'

un opérateur diffirentiel elliptique d'ordre p . Soit ¢ €H(F) tel que

Py € s™(F') , alors @€ s™P(F) .

Démonstration.- D'aprés (3.13.) il existe k € Z tel que ¢ € Sk(F) .
Par récurrence sur k on voit qu'il suffit de montrer que ¢ € Sk+1(F)
si Pg € Sk—p+1(F') « D'aprés le lemme précédent et la compacité de V ,
il existe un recouvrement fini de V par des ouverts Ui tels que cette
propriété soit vérifiée pour ¢ € Sk(F) a support dans Ui s Soit w,
une partition ¢ de 1'unité subordonnée A Ui « On a

P(wiw) = wi(Pw) + P9
ol Pi est un opérateur différentiel d'ordre < p -1 , Dans 1l'égalité
ci-dessus le deuxiéme membre appartient a Sk_P+1(F') ; donc w. ¢ € Sk+1(F)

quel que soit 1 , et par suite ¢ = ZuG.@ € Sk+1(F) , d'olu le théoréme,

(545+) COROLLAIRE.- Sous les mémes hypothéses, on a ¢ € D(F) si Py €D(F') .

Démons tration.— Immédiat d'aprés le lemme de Sobolev (3.13.)

(5464) Remarque,~ Il est clair que (5.4.) et (5.5.) sont en fait des résultats
locaux pour lesquecls 1l'hypothése de compacité de V n'est pas nécessaire,

Nous laissons au lecteur le soin de les énoncer dans le cas général.

(5476) DEFINITIONa— Soient E

E2 des espaces de Fréchet et u E1 — E2

1 )

une application linéaire continue, On dit que u est un quasi-monomorphisme

si u(E1) est fermé dans E, etsi Keru est de dimension finie,

1 E2 des espaces de Fréchet et

deux applications linéaires continues., Alors, si u est

(5¢84) Lemme de perturbation.- Soient E

U, v E1 — B

2

un _quasi-monomorphisme et si v est compact, u + v est un guasi-monomorphisme,
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Pour la démonstration voir [11] ou bien, dans le cas ou E, , E2 sont

1
des espaces de Hilbert et ol u est injectif, [6] 3.947.

PR - . e, SO0 .
(5.9-) Théoréme de finitude,— Soient V une variété C compacte orientée,

F et F' deux fibrés vectoriels s V et P: F—5F' un opérateur

différentiel elliptique d'ordre p o Alors pour tout m € Z , l'application

P: Sm+P(F) — Sm(F') est un guasi-monomorphisme,

. . . . m - - . .
Démons tration.- Soit i : S +p(F) N s"™P 1(F) l'injection canoniquees
Considérons les applications

B, = s™P(p) u-FPO1 B, = s™(F) @s™P " (F)

vVv=0&-1
Il est clair que u est injectif, D'aprés le lemme de Rellich (3.13.),
v est compacte De plus, d'aprés 1l'inégalité de Friedrichs (4444), il existe
une constante C telle que

lolly, < cliutoly

quel que soit € E o Par suite u(E,) est fermé dans E et, d'aprés
@ 1 2 &

1
le lemme de perturbation, P = u + v est un quasi-monomorphisme,

Nous pouvons maintenant démontrer la généralisation du théoréme de Hodge

armoncée en (24134) ¢

(54104) THEOREME.- Soient V une variétl riemannienne ¢° compacte

. , e . L s 00
orientée, F un fibré vectoriel euclidien C sw V et P! F—F

un opérateur différentiel elliptique auto—adjointe Alors

(i) 1'espace J@p ={a € D(F) § Pa = 0} est de dimension finie,

(ii) 1l'espace H(F) , muni du produit scalaire canonique, est somme

directe orthogonale de P(JD(F)) et de 3@ p*

Démonstratione—~ Soit p 1l'ordre de P o Posons
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Ker P = Ker{P : SO(F‘) — s7P(F)}
ImP =1Im{P : sP(F) — s°(F) }
et montrons que SO(F) , muni du produit scalaire canonique est somme directe
orthogonale de Ker P et Im P , D'aprés le théoréme (5.9.), Im P est fermé
dans S°(F) ; il suffit donc de montrer que (Im P)’L =Ker P .
soit &« € S°(F) . Alors a € (Im P)'l si et seulement si (a,PB) = O
pour tout B € SP(F) , ou méme pour tout peD(F) , car B(F) est dense
dans SP(F) « Puisque P est auto-adjoint, cela équivaut & (Po,B) = 0
pour tout B € D(F) , autrement dit Px =0 .
Par ailleurs d'aprés le théoréme de régularité (5.5.), on a %P = Ker P
et la décomposition de SO(F) induit la décomposition cherchée de 2 (F) .

Enfin le théoréme de finitude (5.9.) montre que J@P est de dimension finie,
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