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II-01

THEORIE DE HODGE CLASSIQUE

par Daniel ALIBERT

§ 1. Algébre extérieure sur un espace hermitien,

1ele¢ Soient E un espace vectoriel sur € de dimension n , E 1l'espace
anti-isomorphe a E
Posons

E!

[]

HomG(E,C) '
E" = HomC(E,G) .

L'espace E' est le dual de E et l'espace E" est l'antidual de E .

Posons
F, = Homp (E,R) ,
F o= Homp (g.¢) °
On a
(1) FxF @ C ,
(2) F~ E' @& E"

L'espace FO est un espace vectoriel sur IR et l'espace F est un espace
vectoriel sur € , Pour tout espace vectoriel M sur un corps k , on note
MM 1'algébre extérieure de M sur k .

k
Posons

L'isomorphisme (1) s'étenl en un isomorphisme

AF ~ ]\F‘o®mﬂ: °

Les éléments de AF appartenant a l'image du morphisme canonique
F ®
A o I\FO R (o]

seront dits réels.
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on note APF la composante de degré p de AF , et
(2)bis Pt AP — IPF
la projection canonique.
on note AP 1e sous-espace de NAF engendré par (AZE! )A(ﬂ\b E")
Les éléments de AXPP sont dits de bidegré (a,b) .
La décomposition (2) donne une décomposition

MNP = & a*Pp
a+b=p

Soit C 1l'endomorphisme de F transposé de la multiplication par i
dans E . On notera encore C 1l'endomorphisme de AF qu'il définite

On a

. a=b
(3) c peb g i .

1e2¢ Soit H wune forme sesquilinéaire a symétrie hermitienne sur E ,
linéaire en le premier argument, antilinéaire en le second arguments

Posons
H(t,t") = s(t,t') + ia(t,t')

ol S et A sont réelles, Alors S est une forme R-bilinéaire symétrique
et A une forme IR~-bilinéaire alternée,

Cn a
(4) s(t,t') = - A(t,it")

La connaissance de H est donc équivalente a celle de A .

Soit w 1'élément de AZF correspondant & A § w est réelle et de

plus A(it,it') = A(t,t') ’
donc
(5) Cwy =w

1,1F

Il en résulte que w € A » Inversement soit w € [I\1 ’1FO une forme
réelle, A la forme alternée correspondante, on vérifie aisément que la

forme

H(tyt') = - a(t,it') + iA(t,t")
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est sesquilinéaire & symétrie hermitienne, On peut donc énoncer

PROPOSITION 14—~ Il y a une correspondance biunivoque entre les formes ses-

quilinéaires A symétrie hermitienne sur E et les éléments réels de ﬂ\1'1F .

1e3e Supposons que E soit un espace hermitien, Soient H 1la forme hermi-
tienne de structure et @ 1'élément de 0\1’1F qui lui correspond d'aprés
la proposition {1, Avec les notations de 1.2, S définit sur l'espace vecto-
riel réel sous-jacent & E une structure euclidienne, donc une structure
euclidienne sur Fo e On notera < , > le produit scalaire ainsi défini
sur F o

o

Prolongeons < , > a F par C-bilinéarité et notons encore < , >

le produit obtenu.

PROPOSITION 2.~ Le produit < , > a les propriétés suivantes :

pour tous Z € E' , Z' € E' <Zy2'"> =0
pour tous Z € E" , Z' ¢ E" <Z,2"™> =0 .

Si 1l'on note UZ 1'élément de E correspondant & Z € E' par 1'isomor-

phisme canonique, et UZ" 1'élément de E correspondant & Z € E" par

l'anti~-isomorphisme canonique, on a

pour tous Z € E' , Z' € E"  <Z,2'> = Zﬁ(UZ,;Ué,) .

De plus, pour tous Z € F, Z' € F <Z,2™> =<Z',7> .

Démons tration.

Soient Z,Z' € F o4 On a

Z+7  2'+2" Z-7' 2'-7%"
< D> s —=  —a> L= =
Zy2 <77 o 2 21 ' 2i
. _Z=~Z Z'+1Zf . _Z+7 1'-7"
< ==, —=> < ==, ==>
PSS + 1 2 ' o1 .
Si Z€¢E' , Vx¢€¢E , Z(x):H(x,UZ) .
Si z €EB" , Vx€E , Z(x):H(UZ',x) .
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donc si z € E' , —Z—;—Z(x)

S(x,uz)

225

Z + z
—=(x
) )

S(x,iuz)

si z € E" ,

S(xﬂ‘-é)

25

n

S(x, - iu;) .
La proposition en résulte ainsi que de la formule (4).

Le produit < , > se prolonge alors AF de la maniére suivante

0 si P;!q.

< ' >) .,
det( ti,tj )

< t,Aeee At 4, Tt)Aees At! >
(6) 1 P e

< L X ] ! LR ) N >
t A .I\tq, t Ao At]

PROPOSITION 3e- Pour le produit scalaire < , > on a une décomposition ortho-

gonale a,b
NFr=® VvF ,
a+b=p
asb

ol 1l'on a posé
a,b
a,b
VF= 0A"F@a®% si a<b

aga a,a
VF= AT'"F

De plus on a les propriétés suivantes 3

@) si afb , AMPp st totalement isotrope ;

8) si 21,...,zn est une base duale d'une base orthonormale de E on a

< Z, A esee AZ. /\;. /\OOOAE- s 2, Aesee NZ /\-Z- /\ulo/\; >

4 i b K kp Py Pa

=0 si {11,...,ia} £ {p1,...,pa} ou
(7) si {j‘l'.."jb} %{k‘l,ooo.kb} I}

a2b b . . .
= ("1) 2a+ S1i {11,...'16} = {p1yoot,pa]
et si {j1,ooo,jb'} = {k1’.'.’kb}

et si i1<12< l.l<ia N j1<oo'<jb ’ D1<...<pa » k1<oo'<kbo
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Démons tratione

Elle est immédiate 3 partir de la proposition 2 et des formules (6).

Remarque,- 1) Dans l'exposé n°1, (141), on étend la structure euclidienne
de Fo a AFO e Si 1l'on prolonge le produit scalaire ainsi obtenu a AF

par C-linéarité, on retrouve le produit < , > ,

1e4e Soit Zyseseyz ~uNe base orthonormée de E' , Posons pour tout 1 < j<n

z, = X, + iy,
NI I T
ol xj et yj sont des éléments de Fo s (1) « On a
L ¥ zAz
w == z, z 3
2i j=1 9 J
n
= Z y.ANX. o
jomg 9T
Donc
n n
(7 pis) @ =n! T y . Ax, .

Les éléments y1 ,x1,.u,yn,xn de FO forment une base orthonormée de F0
pour la structure euclidienne définie par la forme bilinéaire S = ReH .
Choisissons sur Fo 1'orientation‘pour laguelle w0l est positiﬁ.

La base y,;X,3eessY, ,X €St alors directe (7 bis) donc 'IE1 Y5 A%
est 1'élément de volume associé a la structure euclidienne et aJ;'orientation

sur F précisées ci-dessus (expe 1, 1e1) o Notons T cet élément de volume.

On a

n
W =n!T
Prolongeons par C-linéarité 1l'isomorphisme
x 3 AlPF—> 02" Pp |
o o

associé & T , (expa n°1, 141), en un isomorphisme

* ¢ APy A7P
On a la relation
(8) ohxB =< @,B > T , pour tout couple a,B ¢ APF ,
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11-06 D. ALIBERT

DEFINITION.,~- On note L 1'endomorphisme de AF défini par
Lo = alw = whay

si o ¢APF , La¢APT3F

DEFINITION.~ On note A l'endomorphisme de AF égal 2 *’11,* .

Si o € APF , Awe€nPF

PROPOSITION 5.~ L'endomorphisme A est l'adjoint de L pour < , >

Démons tration.
. p-2 P .
Soient o € A" F , B €MNF , d'aprés (8)
< Lo, > T = LaAxB ,

donc

< la,B > T = ohwixf

i

alLxB

al\xAB

S o,\B>T o

DEFINITION.- On pose

2w
(8bis) T= £(n=-~p)P_ o (Voir (2) bis) .
p=1 E

PROPOSITION 6.~ On a les relations

(9) [AaLJ =T ,

(10) [T,A] = 20 ,

(11) [TyL] == 2L &
Démons tratione

(10) et (11) sont claires, il suffit de montrer (9).
Il faut introduire quelques notations ¢ pour M C [15eeayn] , on pose

w= 1 (z AZ)
Moen ® W

(z1,...,zn) étant une base de E' duale d'une base orthonormée de E .
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AF a une base formée d'éléments

Z. A eoe AZ. AZ. ANeee AZ. °
R a Ip

Pour A = [i1gooo,ia] < [1,..0,1’1] avec II.1 < 12< ese < ia g On pose

1 a

]

ZA Z, A oo /\Zi .

* a
I1 en résulte que tout élément de la base de AF <citée ci-dessus s'écrit
ZpAZg /\WM ’
A, By, M étant des parties deux & deux disjointes de [1400e9n] o Posons

M' = [1yseeyn] —A =B =M ;

it

a=fA +H#M

b

#B +#M
P=a+b=fA+H#B+2#M .

On vérifie alors A 1l'aide de (8) et (7) que :

g4 Rert)

2 .\P~-n .a-b —
(-1) (- 2i) i ZAAZBAWM'

L]

(12) *(ZAAZBAWM)

De méme on a

i —
320275 (T W,y {u.}) ’

(13) L(z, AZ_AV.)
8N BN M be M

cette expression étant nulle si M' = }J .

— 2
(14) A(zA/\ zB/\WM) =72,

z, T oW
AZBA(p,EM M - [u}) ’
cette expression étant nulle pour M = ﬂ( .

La relation (9) en résulte alors facilement,

Les relations (9), (10), (11) définissent une représentation de 1'algébre

de Lie 512(0) dans AF

1e5s Rappels sur les représentations d'algébre de Lie semi-simples complexes
(voir [2]). Soient g wune algébre de Lia semi-simple complexe, b une sous-

algébre de Cartan de § , R le systéme de racines correspondant, S = {a1,...,a ]
n
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une base de R o Soit Rt l'ensemble des racines positives relativement 3 S .
Soit E un g-module de dimension finie. Pour toute forme linéaire X
sur b on pose :
Ex ={x€¢E| VH€h, H(x) = x(H)x} .

Un élément de EX est dit de poids X o Si EX A0 , X estun poids de E .

DEFINITION.~ Soit % wun poids de E o On dit que X est un plus haut poids

de E si E =0 , Vaer" ,
- — X+«

On a les propriétés suivantes
1) Tout g-module simple de dimension finie admet un plus haut poids unique.
2) Deux g-modules simples de dimensions finies sont isomorphes si et seulement
s'ils ont le m&€me plus haut poids.
3) Un g-module engendré par un élément de plus haut poids est simple,
4) si X est un plus haut poids de E , E contient un sous-module

simple de plus haut poids X

De plus, dans le cas de 312(m) on a des résultats plus précis : 312(m)

est l'algébre des matrices 2 x 2 de trace nulle. Elle admet pour base

1 0
T=< ) .
o -1

SRR

T, A, L satisfont aux relations (9), (10), (11) « § = €T , et les carac-
téres sont définis par leur valeur en T o Les racines sont +2 et -2 ,
+2 est la racine positive.

Par dérivation, on obtient une représentation de 512(¢) notée Um dans

Sm(CQ) qui a les propriétés suivantes @
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PROPOSITION 7e- Um est simple, de plus haut poids m ,

Les poids sont =m , = m+ 2,eeeym -2 , m o Les sous—espaces
propres correspondant sont de dimension 1. Pour un élément v ;( 0 de poids
m=-2a , 0<a<m , ona

APy =(a+1)(a+2) see (a+8)(mM=a=5+1) eee (m=a)v ,

Lv=20 si a=m ,
(15) wZ£o si afgm ,
Av=0 si a=0 ,

Av £ 0 si afZo0 .
I
De plus, pour tout élément v de poids m - 2a , il existe un élément w
de poids m tel que

a
v=Lw o

DEFINITION.- Soit E une représentation de Slz(G) e On dit que v € E

est primitif si Av=0 .

Il résulte de (15) que les éléments primitifs de Um sont ceux de poids m ,
cl'est-a-dire de plus haut poidse. En particulier, d'aprés la proposition 7, tout
¢lément de Um , vecteur propre de T , est l'image par une puissance de L
dtun élément primitif.

Ces résultats s'appliquent immédiatement a une représentation isotypique

de 512(m) .

1+6¢ La représentation 812(0:) —> End/\F  définie dans 1.4 se décompose en
composantes isotypiques 3

AF =@ 7 .
aa

D'aprés (8 bis) le poids correspondant & APF est n -p . La racine posi-

tive étant +2 , n et n -1 sont les plus hauts poids, D'aprés (1.5
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propriété 4), il leur correspond des composantes isotypiques qu'on notera

respectivement ﬁo et n1 .

On a

AF =1 &n &n
o 1
et les plus hauts poids du module T sont n-2 , n-3 .,
Il en résulte une décomposition

AF =71 @ eae @ & m N
(o] n n

-1
ol T i <n a pour plus haut poids n -1i , et ol N correspond a
la représentation triviale, Il est clair d'aprés la proposition 7 que

(16) m, N A% # {0}

si et seulement si q-i est pairet q~i20 , 2n-q=-120 .

n=-p

PROPOSITION 84—~ Pour p<n , L ] [APF —_ an—pF est un isomorphisme,

Démons tratione

Cela résulte immédiatement des relations (15).

DEFINITION.,~ On notera PrimP l'ensemble des éléments primitifs de TTP .

C'est aussi l'ensemble des éléments primitifs de NP d'aprés 1.5 et (16) .

THEOREME 1e- 1°) Tout élément v € APF s'¢crit d'une maniére unique

r N
17 v = z L' v ol v € Prim .
(17) I‘Z(p—n)+ r ! r p-2n

2°) Il existe des éléments de l'algébre libre associative & deux indéter-

minées sur © , <§p , ltels que Vv ¢ APF
L

(18) v, = @P’r(L,A)v .

Déitons tration.
10) I1 résulte de 1.6 et de la décomposition de AF

20) Traitons le cas ol p est pair

V=VO+LV1 + ose "C‘LP/2 VP/2
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p/2. _ \p/2 p/2
N % = A L vp/é

= CVP/2 N d'aprés (15) .

C € Z d'ou le résultat par récurrence,

1e¢7¢ A est bihomogéne, donc on a une décomposition

Prim = & Prim K
a,b
a+b=p

su(E') opére sur E! , et également sur E" par la représentation contra-
grédiente, Donc Su(E') opére sur F , et AF par dérivation.

Soit z1,...,zn une base de E' , duale d'une base orthonormale de E ,
Dans su(E') soit b 1la sous-algdbre des matrices diagonales pour cette base.
Soient X1--- les caractéres associés, On a

n
n
(19) SX. =0
i=t *

Les racines sont les xi - xj sy 1 f’j e On convient que les positives sont

celles ou i< j
Prima b étant construit uniquement a partir de la structure hermitienne
’

de E , c'est un Su(E')-modules

THEOREME 2.~ Prima p st un Su(E!)-module simple.

?

Démons tratione

I1 faut d'abord montrer le lemme,

LEMME,- Tout poids de la représentation de Su(E') dans NPp siécrit de

maniére unique

= > i = .
X '2 nX avec n, o , J;X tel que n, 0
i=1 X
< v i . o= < .
De plus, no<2 , V,oet # {i] n, 2} < a

Démons tration,

La premiére assertion résulte de (19). Démontrons la seconde. Soient
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s, C=ANB . Alors

A
X =Xy =Xpg =Xy g ~Xg_g avee Xy =‘>: X; e
i€M
Dis tinguons deux cas
a) B~-C=4 |, X =% _g et le lemme est clair,

b) B-CAFZ .
Soit alors

D (A-—-CUB-C)C .

On a X =2X, g *Xp

et le lemme en résulte,

Démons tration du théoréme 2,

I1 résulte du lemme que

v = 2-1 A ooof\Za/\znl\--. /\iﬂ__b_'_1

est un élément de plus haut poids de A*Pp | pe plus d'aprés (14), v € Prim

o

’

Pour montrer que Prim est simple, il suffit donc d'aprés 1.5, 3) de montrer

ayb

que Vv engendre Prim « Calculons la dimension d du Su(E’)—module engen-

ayb
dré par v par la formule de H., Weyl [2] ¢

X étant le poids de v , soit

p=12-2<y sy ® racine >0 ,

t soit . .
e SOl i 3 \
0 \
. 0
— o
Hyj = 10. .
0 .
°
o)
(x; —xj)(Hij) =2 .
On a
(p +x)(H,.)
d= 7 —,
<
i<j D(Hij)
Notons

[1,...,a] 9 B = [n-b+1,...,n] ) C = [a+1,oo¢,n"b] .

>
n
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X(Hij) =2 si (i,j) € A xB

=1 si (i,j) € AxCcUC xB

= 0 sinon
dfol
d= 1 14:3;1 - 14:3;1 - 2-0.-171 .
aAxc Y cxB I Axp 7%
Soit
ny/n n n
00 1O R U
a/lb a=-1/b~1
Donc d = dim Prim_ . ; en effet Primab=Ker(A : A% Pp —-)ﬂ\a-1’b~1F) .
? H

COROLLAIRE.~ Pour tout w € PrimP on a

© 1 < Ne
1) si r R=P 4 (b4 t) o

(200 WL =(<1) 2 Apor

Cw o
(n~p=~-r)

2°) si r>n-p

(20) t'w=0 .

Démons tration.
Le)2 est clair d'aprés (15) et (16). Démontrons 1°). Les endomorphismes
% et L"P cont deux SuE'-isomorphismes ¢

Pr).ma'b —> (Xer L)n~b,n—a « (2+b=p) .

Donc il existe Y € C tel que
a’b

n-p

* W L “w .

= Ya,b

Calculons Ya b en substituant dans cette formule
’

w o= 21/\ eee A Za/\ Zn/\ Xy) /\Zn_b.'_1

p(p+1) n-b

xw=(-1) 2 (2P "wA( T 2z AZ)
j=a+1 J
dtaprés (12) .
n- iyn- n-b -
L Pw =(-2-) p(n-p)!W/\ Tl' (Z./\Z') .
Jj=a+1 J
Il en résulte que v vaut
a,b
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p{p +1 .a = b
Yo = (=1) 2 —
& (n - p)!
Or suivant (3), Cllmast =i%7P donc pour tout w € PrimP on a

p§2+1) 1
2 Ln-.P Cw .
(n - p)!

Pour obtenir le corollaire, il faut maintenant démontrer le

w = (=1)

LEMME =~ Soit w € PrimP e Pour tout s < r on a

(21) AL = 2(r = Desa(r =5+ 1) (n =p =2 + 1)eean =p -1r+5s) LT 5%,

Démons tration.

Cela résulte en effet de la premidre des relations (15) avec

m=n-p , a==r-s , v=1""%y .
Démons tration du corollaire.
On a
%L y = (*Lr*-1) * u
= Ar* W
p(p+1)
= (~1) % — AT Py

(n - p)!
d'ol le résultat dlaprés (21).

PROPOSITION 94— Dans la décomposition (17), si L =0 , alors Vr =0

pour tout r = (p + q - )’ .

Démons tration.
On a
+r :
1y = ¢ 1t v, = o , v, € Prlmp__.21p .

Or suivant le corollaire du théoréme 2, 2°, on a (20'),

LT =0
r
si gq+r>ne=-p+2r
soit r<p+qg-n .
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Donc

0= z AR b ittty o,

rz(p+q-n)¥ T og+rz(p+29-n)*

donc vr = 0 pour ces valeurs de 1

§ 2, Géométrie k3hlérienne locale.

2¢1e Soit X une variété C-anelytique de dimension n , Notons QX le faisceau
des formes différentielles C . complexes de X , et Q;'b le sous=-faisceau des
formes de bidegré (a,b) .

Dans un systéme de coordonnles locales ZyressyZ 5 Une forme o« de bi-

degré (a,b) s'écrit

o =X £.4dz, A «es A dz, /\dz A eoe /\dE
o U Iy

N . L . . 00
ou les fI , Pour I = [11""'1~'J1""’Jb] , sont les fonctions C .
Il en résulte que do est somme d'une forme de bidegré (a + 1,b) notée d'w

et d'une forme de bidegré (a,b + 1) notée d"a o On a

ar s Qa,b Qa+1,b
(1) X > My ’
an s Qa,b Qar b+l
T X > Yk !
d=d"+a" ,
et a2 2 av? 2 quan 4 avar = 0

Soit w wune forme différentielle réelle de bidegré (1,1) « En tout point
x de X , @ définit une forme sesquilinéaire A symétrie hermitienne Hx

sur TX,x (§1¢1, prope 1)«

DEFINITION.- Une variltl{ C-analytique X munie d'une forme w réelle de

bidegré 1,1 sera dite hermitienne si H est positive non dégénérée en
bidegré (1,1) . P g

tout point x € X .

La forme @ s'appelle la forme fondamentale de la variété hermitienne

(X,(D) °
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Une variété hermitienne (X,w) a de maniére naturelle une structure
riemannienne, ce qui permet de définir des endomorphismes ¥, A, § (cfe
exposé n°1),

On définira également les endomorphismes L et A par les formules

o= ol ,

Ao =*'1L*cv .

DEFINITIONe~ Une variété hermitienne (X,w) est dite k¥hlériemme si ®

est fermée.

PROPOSITION 1.~ Soit (X,0) wune variété k¥hlérienne., On a les relations

(2) 1d=adL ,

1 1

(3) Ac”'ac -c'acA =6 ,

(4) 16-6L=cClac .

Démons tration.

(2) est immédiate sachant que du = 0 o (3) et (4) sont équivalentes
par adjonction, Pour démontrer (3), démontrons le
LEMMEe- Soit M = @ M un module gradué, Soient L, d, A, C des

oS ps<2n
endomorphismes de M de degrés respectifs 2, 1, =2, 0 o Soit % un auto-

morphisme de M tel que

¥ 3 M ~—» M
P 2n-p

soit un isomorphisme,

On pose Primp = Ker(AIM ) et 8 =~xdx . On suppose vérifiées les
P

relations
Id = dL ,
CA = AC ,
CL = LC )

et les relations (17), (20), (20') et (21) du paragraphe 1. On suppose de plus
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2| = (~1)P . Alors on a la relation (3) ci-dessus.

P
Démons tration.

D'aprés (17), il suffit de démontrer 1l'égalité

lach o = 817

(31) rctaorty - ¢
pour tout o € Primp et tout r .
1) Calculons le premier membre de (3'). On a d'aprés (21)
Mo=r(n-p-r+ 1)Lr-1a .
On a également

clace = 1 1le , o € Prim

iz (p+1=-n)

suivant (17) .

De plus o € Primp donc

7Py s o (d'aprés (20')).
I1 en résulte
@, =0 , Vizo2 ,

1

car la proposition 9 du paragraphe 1 est une conséquence formelle de (17)
et (20').

Donc

clace =a + 2, .
o 1

Le premier membre de (3') s'écrit donc

r r+1 r-1 r
A o+ AL 01—r(n-p-—r+1)(L cyo+La) '

soit sachant que o € Prim et «, € Prim '
o p+1 1 p-1

—rLr'-‘Icy0 +(n-p-1r+ 1)Lroz1 .

2) Calculons le second membre de (3')s On a d'aprés (20)
p(p+1) ol

2 e " P T,

(n-p=-r)!
Donc PE +1) o
r !

(n-p=r)!
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p§E+1) ol
2 PP TN,

(n~p-nr)

xdxLTo = (=1)

p(p+1) o1
(1) % e [P Ty 4x Py ],
(n=p=rx)! ° L

plp+1) rt +1)(p+2 (p=1)p
= (1) 2 ———— (=) 2 Al TR, (o) 2
(n -p - I‘)! (I‘ - 1)! o

2

-p - 1
(n-p r+1).LrCa

r! 1

ozo-(n-—p—r+1)Lraf1 .

D'ol (3').

243+ Soit (X,0) wune variété hermitienne. On notera &' et &" les deux
composantes de l'adjoint & de 4 :

a,b a~1,b
8 = — xd"x :QX’ ‘—>QX ! .

. a2sb 2a,b-1
8" = ~ %d'x 3 QX’ > Qx’

(5)

Ils satisfont aux relations

(6) 612 = 8v% = gron 4 68 = 0 .

THEOREME 1.~ Soit {X,0) une variété k¥hlérienne., Si l'on pose A = d6 + 8d ,

M a

(7) 1°) ML =1Lb .
(8) 2¢) A= 2(d'6! + 8'd') = 2(du5u + 6nan)

3°) A est bihomogéne de bidegré (0,0) .

40) PP, P 5 0PTP ot isomorphisme pour tout p < n .

Démons trations
4° a déja été vu et n'est mis que pour mémoire (§1, prop. 8). De plus, il

est clair que 2° entraine 3° d'aprés la relation (1) du paragraphe 2, Il suffit
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de montrer 1° et 2°, Rappelons que dans l'zlgébre de Lie graduée®d'un module
gradué on a pour tous endomorphismes X, Y, Z de degrés respectifs p, q, r
X,v] = xv - (-1)P%vx ,
(9) (-0)70x, [v,2]] + (-2, [2x]]) + (-0DF[2,[x,¥]] =0 .
Démontrons le lemme
LEMME.~ Soit M = (9] M un module gradué, Soient L, d, A, C, & des

oS ps2n
endomorphismes de M de degrés respectifs 2, 1, -2, 0, =1 .+ On suppose vé-

rifiées les relations

CA = AC ,
CL = IC ,
[(L,al =0 ,

[d,C-1dC] =0 ,
(e tac) =6
Si on pose

A= [4,8] ,

ar = % (a +ic lac)
a" = 12- (a - iclac)
6 = % (6 - ic™lsc)

1

on =L (54 ic”lsc)

on a les relations

(L,8] =0 ,
A=2[d',s'] ~ i[A,d2] '
A= 2fav, o] + i[A,d2] .

Démons tratione
ona [L,8] = [L,[4,5]]

Or d'aprés (9) § 2, on a

X¥evse graduée des endomorphismes
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(c,[4,6]] + [qa,[8,0]] - [8i[Lya]] =0 ,
soit
[L,4] = [a,c'ac] = 0 ,
d'ot (7) paragraphe 2.
De méme on a
A= [d4,8] = [d,[A,c"1dc]] .
Or d'aprés (9) paragraphe 2 on a
- [a,[ncYac]] + [ [0 ac,a]] + [ hac,[a,0]] = 0
I1 en résulte
K =Ch

De plus, d'aprés (9) paragraphe 2 on a

[4,c"Vsc] = ~[A,a%] .
(c7lac,8] = [1,0%] .
On a donc
4[a",6'] = [d + ic "ac,s - ic™'sc]

20+ i[A,d%] + i[A,4°] ,

]

d'ol le lemme,

On en déduit (8) paragraphe 2, car =0 .

COROLLAIRE.- Soit (X,w) wune variété kdhlérienne, Soit HarmP le sous—espace

de P formé des formes harmoniques (gﬁ. exposé n°1). On a pour tout p<n

un_isomorphisme
n-p
o] L ¢ H Harm
(10) armp —> Harm,

Démons tratione

Voir paragraphe 2, théoréme 1, 1° et 4° .
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§ 3. Théorie de Hodges

3e1e DEFINITION.,- Soit r € 7 . On appelle structure de Hodge pure de poids r
la donnée :

- d'un 7/ -module de type fini H7/_ H

- d'une filtration finie décroissante F' sur H&E = HZGBZG , satisfaisant
a la relation :

(1) F‘P+1(HC) ® FTP () =H, 4 Yo .

On voit facilement [5], qu'il revient au m2me de se donner
- un 7z -module de type fini H74 H
- une graduation finie HC = ® Hp , Satisfaisant a
(2) H =H , Vp .
Il suffit en effet de poser d'une part

Fp(HC) = ® B, ,
pzp P
et d'autre part

r =P

H = .
. FP(HE) AF (Hg)
Soit Q;' le bicomplexe des faisceaux de formes différentielles c
complexes. Les Q;’b sont mous et ce bicomplexe est acyclique.
Soit Q;n le complexe des faisceaux de formes différentielles holomorphes.
Nous allons dans la suite étudier l'hypercohomologie de Q;n ¢ la seconde suite
spectrale dégénére car Q;n est acycliques, Il en résulte
m m
H (X,Q) =H (Xvn;n) .
La premiére suite spectrale s'écrit donc
(3) P9 - ond(x,0P ) = ®(x,c) .
1 an
Notons Qﬁp] le complexe suivant
Qq - QP"' q .
[p] = “ean
On a un morphisme évident de complexe

Q[P] ——) Qan °
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Posons

(4) F(60) = n(d " P(x,097 1) — £'(6,9])) .

THEOREME.~ Soit (X,w) une variété k#hlériemne compacte de dimension n .

Soit wu € I{Q(X,B) la classe de cohomologie de w o Alors

1°) ¥r , H'(X,7) muni de la filtration (4) est une structure de Hodge

pure de poids r .

2°) La suite spectrale (3) dégénére au niveau 1 . (d1 =0) .

3') Le wp-produit
(W™~ P : ¥P(x, R) — 8" "P(x, R) ,

est un isomorphisme Vp<n .,

Démons tration.
a,b . a,b .

Notons le module des sections globales de QX o La suite spec-
trale (3) est la premiére suite spectrale du bicomplexe (Qa’b) . Or (Harma’b)
est un sous-bicomplexe de (Qa'b) et on sait (exposé n°1), qu'il existe une
rétraction

H : Qa’b —_ Harma’b .
Cette rétraction satisfait & (exposé n°1) 3

1 - H= M =GA
e

i

dan(26"G) + (28"g)ar
d'aprés le paragraphe 2, (8).

I1 en résulte un isomorphisme de suites spectrales

Psq .
Ei'q(Q") —_ Er' (Harm®®)

Or les différentielles de Harm®*®

sont nulles, d'ou 2° ,
De plus
Hr(X,g) o~ Harm’ = @ Harm 79 |
p+q=r
et

] - A}
P (X,0) = @ Harnd *TTF
p'zp
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Enfin la conjugaison € — € induit par 1l'isomorphisme
r r .r
H (X,8) ~ HDR(X) = Harm
la conjugaison de Harmr o
Donc la relation
Harm _ = Harm ,
Pyg qsP

entratne 1°,

Le 3° est clair A partir du paragraphe 2, théoréme 1, 4°, d'aprés [4].

Addenda (II¢19)e- Dans le lemme du théoréme 1 du paragraphe 2, ajouter aprés

"Soit M = ® M un module gradué", "sur un anneau A o, Soit i € A
os<pson P

tel que i2=—1 "o
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