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II-01 

THEORIE DE HODGE CLASSIQUE 

par Daniel ALIBERT 

§ 1· Algèbre extérieure sur un espace hermitien. 

1.1. Soient Ε un espace vector ie l sur (D de dimension η , Ε l'espace 

anti-isomorphe à Ε · 

Posons 

E' = Homc(E,C) , 

E" = Hom (Ë,C) . 
(D 

L'espace E' est l e dual de E et l 'espace E" est l 'antidual de E · 

Posons 

F o = H°m2R ( E , K ) 9  

F = H 0 m

K ( E , ( D ) * 
On a 

(1) Ρ = Ρ 0 ® Κ Ο F 

(2) F - Ε · ΦΕ" 

L'espace F est un espace vector ie l sur IR et l 'espace Ρ est un espace ο 
vec tor ie l sur Œ » Pour tout espace vec tor ie l M sur un corps k , on note 

JlM l 'a lgèbre extérieure de M sur k · 
k 

Posons 

M = AF , 

JVF « M . 

° m 0 

L'isomorphisme ( l ) s'étend en un isomorphisme 

JhF ~ JhF 0 CD , ο ]R 
Les éléments de AF appartenant à l'image du morphisme canonique 

JhF f AF 0 T O C 
ο ο ]R 

seront dits réels«, 
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On note A P F la composante de degré ρ de JhF , et 

(2)bis Ρ : AF — > / A P F 
Ρ 

la projection canonique. 

On note A A , T > F le sous-espace de AF engendré par ( A A Ε1 ) Λ ( A B E") · 
a b Φ € 

Les éléments de A 9 F sont dits de bidegré ( a ,b ) . 

La décomposition (2) donne une décomposition 

A P F = e A A , B F . 

a+b=p 

Soit C l'endomorphisme de F transposé de la multiplication par i 

dans E · On notera encore C l'endomorphisme de A F qu ' i l dé f in i t . 

On a 
(3) 

# D , B F 

1.2. Soit H une forme s es qui l ine aire à symétrie hermi tienne sur Ε , 

l inéaire en l e premier argument, anti l inéaire en l e second argument. 

Posons 

H ( t , t ' ) = S ( t , t ' ) + i A ( t , t » ) , 

où S et A sont r é e l l e s . Alors S est une forme IR-bilinéaire symétrique 

et A une forme IR-bilinéaire alternée. 

On a 
(4) S ( t , t » ) = - A ( t , i t ' ) . 

La connaissance de H est donc équivalente à ce l l e de A · 

2 
Soit ω l 'élément de A F correspondant à A ; ω est r ée l l e et de 

p l U S A ( i t . i t ' ) = A ( t , f ) , 

donc 
(5) COJ = ω · 

1 1 1 1 I l en résulte que ω ί A 9 F . Inversement so i t ω ί A ' F une forme ^ ο ο 

réelle, A la forme alternée correspondante, on vérifie aisément que la 

forme 
H ( t , t « ) = - A ( t , i t ' ) + i A ( t , t ' ) 
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est sesquilinéaire à symétrie hermitienne. On peut donc énoncer 

PROPOSITION 1.- I l y a une correspondance biunivoque entre les formes ses-

quilineaires à symétrie hermitienne sur E et les éléments réels de Iti 9^F · 

1·3· Supposons que E so i t un espace hermitien. Soient H la forme hermi-

1 1 

tienne de structure et u> l'élément de Ih 9 F qui lui correspond d'après 

la proposition 1. Avec les notations de 1.2, S déf ini t sur l'espace vecto­

r i e l réel sous-jacent à E une structure euclidienne, donc une structure 

euclidienne sur F^ · On notera < , > le produit scalaire ainsi défini 

sur F . 
ο 

Prolongeons < , > à F par C-bilinéarité et notons encore < , > 

l e produit obtenu. 

PROPOSITION 2 . - Le produit < , > a les propriétés suivantes : 

pour tous Z ( Ε' , Ζ' ( E' <Z,Z '> = 0 

pour tous Z i Ε" , Z ' i E" <Z,Z '> = 0 . 

Si l 'on note l'élément de E correspondant à Ζ ( E' par l ' isomor-

phisme canonique, et l'élément de E correspondant à Ζ ζ. E" par 

l'anti-isomorphisme canonique, on a 

pour tous Ζ £ E' , Z' £ E" <Z,Z '> = 2 H ( u _ t , U ' ) . 
Là Là 

De plus, pour tous Ζ ί F , Z' £ F <Z,Z»> = <Z' ,Z> . 

Démonstration. 

Soient Ζ,Ζ ' ( F . On a 

< Z f Z » = < z±l f zi±i l> _ < zz! ' f ̂ I ' > 
' 2 ' 2 2i 9 2i 

. Z - Z + . Z + Z Z ' - Z V 

Si Z ( E' , Vx ( E , Z(x) = H(x,U_) . 
Z 

Si ζ ( Ε" , Vx ( E , Z(x) = H(U' ,x) . 
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donc s i ζ £ Ε» , Z * Z (x) = S(x,u ) 
2 ζ 

^ - ^ ( x ) = S(x,iu ) 2 ζ 

si ζ * Ε" , ^ - ^ ( x ) = §(x,u») 
2 z 

S-=-£(x) = S(x f - iu») . 

La proposition en résulte ainsi que de la formule ( 4 ) · 

Le produit < , > se prolonge alors AF de la manière suivante : 

< t, Λ . . . At , t Λ · · . \t< > = 0 si ρ / q , 
(6) 1 p 1 q 

< t A · · · At , t.* A . . . At' > = det(< t.,t! >) . 
1 q 1 ρ 1 3 

PROPOSITION 3 · - Pour le produit scalaire < , > on a une décomposition ortho­

gonale a,b 
A P F = Φ V F , 

a+b=p 
a ^ b 

où l 'on a posé 

a,b 
V F = h*' F&A , a F si a < b , 

a » a a a 
V F = A a , a F . 

De plus on a les propriétés suivantes : 

a) s i a / b 1 i A a , b F est totalement isotrope ; 

θ) s i ζ , · · · . ζ est une base duale d'une base orthonormale de Ε on a  / — 1 ' η — ~ — — ~ 

< ζ. Λ · · · Α ζ · A ζ A · · · A z , t z

v A · · · Az A z A · · · Λ ζ

0

 > 

x 1 x a J1 J b *1 *b P 1 Pa 

= 0 si { i . , · · · , ! } / {ρ, , · · · , Ρ } ou 
ι a 1 a 

^ si { ^ , · . · , J b l / 0c l f . . . , lc b } , 

= ( ~ l ) a b 2 a + b si { i l f . . . f i a } = { P l t . . . , P a } 

et si { j l f . . . , J b } = Ί ^ ι · · · » ^ } 

et s i i<| < i < · . · < ί & , ^ < · · · < j f e 1 P1

 < · · < Pa > k

1

 < · · · < k

b · 
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Démons tration» 

Elle est immédiate à partir de la proposition 2 et des formules ( 6 ) · 

Remarque»- 1) Dans l'exposé n°1, ( 1 · 1 ) , on étend la structure euclidienne 

de à A F q » Si l 'on prolonge le produit scalaire ainsi obtenu à AF 

par ©-l inéari té , on retrouve le produit < , > · 

1 · 4 · Soit z , j t » » # f z n une base orthonormée de E' · Posons pour tout 1 ^ j £ n : 

z. = x. + i y . , 
3 3 3 

où x. et y . sont des éléments de F , ( i ) · On a 
3 3 ο 

2i 
η 
r 

j=1 
ζ . Λ ζ . , 
3 3 

n 
= Z y . Λ x. · 

j=1 3 3 

Donc 
n 

(7 b is ) ωη = n ! Π y . Α χ . · 
j=1 J J 

Les éléments y. .x, M t t É y ,x de F forment une base orthonormée de F 
1 1 f η η ο ο 

pour la structure euclidienne définie par la forme bi l inéai re S = ReH · 

Choisissons sur F^ l 'or ientat ion pour laquelle u>n est p o s i t i f » 
n 

La base ŷ  ,χ^, • • • t v

n i x

n

 e s t alors directe (7 b is ) donc Π y^/\x^ 

est l'élément de volume associé à la structure euclidienne et à l 'or ientat ion 

sur F^ précisées ci-dessus (exp # 1, 1.1) · Notons τ cet élément de volume» 

On a 
u/ 1 = n ! τ . 

Prolongeons par ©-linéarité 1'isomorphisme 

* l A P F —>Jft 2 n~PF , 
Ο ο * 

associé à τ , (exp. n°1, 1»1 ) , en un isomorphisme 

* : A P F _ , . A 2 N - P . 

On a la relation 

(8) α/Λ*β = < οιtβ > τ , pour tout couple α,β C A PF · 
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DEFINITION.- On note L l'endomorphisme de AF défini par 

la = CYAU) = \»ha · 

Si a ί A^F , L* £ AV+2 F . 

DEFINITION.- On note Λ l'endomorphisme de AF égal à L* · 

Si a i A?F , ha i A P ~ 2 F . 

PROPOSITION 5 · - L'endomorphisme Λ est l 'adjoint de L pour < , > · 

Démons trat ion. 

Soient α i AP~2F , β C AVF , d'après (8 ) 

< La, β > τ = Ιχ*Λ*β , 

donc 

< La,β > τ = αΛωΛ*β 

= ahL*$ 

= αΛ*Λβ 

= < α,Λβ > τ . 

DEFINITION.- On pose 
2u) 

(8 b i s ) Τ = Σ (η - ρ) Ρ · (Voir (2 ) b i s ) . 
P=1 P 

PROPOSITION 6. - On a les relations 

(9) [ A , L ] = Τ , 

(10) [ Τ , Λ ] = 2Λ , 

(11) [ T , L ] = - 2L . 

Démons trat ion. 

(10) et (11) sont c la i res , i l su f f i t de montrer ( 9 ) · 

I l faut introduire quelques notations : pour MC [ ΐ , · · · , η ] , on pose 

w = Π ( ζ A z ) 

( ζ . · · · · , ζ ) étant une base de E' duale d'une base orthonormée de E . 
1 η 

3 2 
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A F a une base formée d'éléments 

ζ . Λ • • • Λ ζ . Λ ζ . Λ · · · Λ ζ . · 
X 1 x a J 1 J b 

Pour A = [ i , . . . , i ] ci [ 1 , . . . , η ] avec i < i < · · · < i , on pose l a ι c. a 

1 a 

ζ Λ = ζ. Λ · · · Α ζ · · 
1 a 

I l en résulte que tout élément de la base de A F ci tée ci-dessus s ' é c r i t : 

A, B, M étant des parties deux à deux disjointes de [ l , # # # t n ] · Posons 

M' = [ 1 , . . · , η ] - A - Β - M ; 

a = # A + # M 

b = # Β + # M 

p = a + b = ftA + # B + 2 # M . 

On v é r i f i e alors à l ' a ide de (8) et (7) que : 

u M + £Î£tli 

(12) * ( * A * W - (-D 2 (- 2 i ) p - n i ^ Z A A Z B A V M , · 

De même on a 

( 1 3 ) L ^ A ^ V =K^B W M U W ) » 

cette expression étant nulle si M' = flf · 

( 1 4 ) Λ ( Ζ Α Λ z B A W M ) = f ζ Α Λ ζ Β Λ ( Γ W M _ { } ) , 

cette expression étant nulle pour M = fi · 

La relat ion (9) en résulte alors facilement. 

Les relations ( 9 ) , ( 1 0 ) , (11) définissent une représentation de l 'a lgèbre 

de Lie SI ( c ) dans AF . 

1 . 5 . Rappels sur les représentations d'algèbre de Lie semi-simples complexes 

(voi r [ 2 ] ) . Soient g une algèbre de Lie: semi-simple complexe, une sous-

algèbre de Cartan de g , R le système de racines correspondant, S = [<x , . . . , cv } 
1 η 
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une base de R · Soit R + l'ensemble des racines positives relativement à S · 

Soit E un g-module de dimension f i n i e . Pour toute forme l inéaire χ 

sur § on pose : 

Ε χ = ( χ ( E | V H ( ^ , H(x) = x(H)x} . 

Un élément de E est d i t de poids χ . S i Ε / θ , χ est un poids de E . 
X X 

DEFINITION.- Soit χ un poids de E · On d i t que χ est un plus haut poids 

de E s i E = 0 , Va t R + . 

On a les propriétés suivantes : 

1) Tout g-module simple de dimension f in ie admet un plus haut poids unique. 

2) Deux g-modules simples de dimensions finies sont isomorphes s i et seulement 

s ' i l s ont l e même plus haut poids. 

3) Un g-module engendré par un élément de plus haut poids est simple. 

4 ) Si χ est un plus haut poids de Ε , E contient un sous-module 

simple de plus haut poids χ . 

De plus, dans le cas de S1 2((D) on a des résultats plus précis : Sl^Cc) 

est l 'a lgèbre des matrices 2 x 2 de trace nulle . Elle admet pour base 

\ 0 - 1 ; 

v 0 0 1 

° ) · 

Vi 0 / Τ, Λ, L satisfont aux relations ( 9 ) , ( 1 0 ) , (11) . ^ = CT , et les carac­

tères sont définis par leur valeur en T · Les racines sont + 2 et - 2 , 

+ 2 est la racine pos i t ive . 

Par dérivation, on obtient une représentation de SI ((D) notée U^ dans 

m 2 
S (φ ) qui a les propriétés suivantes : 
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PROPOSITION 7 · - U est simple, de plus haut poids m . 
m 

Les poids sont - m , - m + 2 , · · · , m - 2 , m . Les sous-espaces 

propres correspondant sont de dimension 1 · Pour un élément ν / 0 de poids 

m - 2a , O ^ a ^ m , o n a 

A S L S v = (a + l ) ( a + 2) · · · (a + s ) ( m - a - s + l ) · · · (m - a) ν , 

Lv = 0 s i a = m , 

(15) Lv / 0 s i a / m , 

Λν = 0 s i a = 0 , 

Λν / 0 s i a / 0 · 
I 

De plus, pour tout élément ν de poids m - 2a , i l existe un élément w 

de poids m te l que 

τ a 

ν = L w . 

DEFINITION.- Soit E une représentation de S12((S) · On d i t que ν ί Ε 

est pr imit i f s i A v = 0 · 

I l résulte de (15) que les éléments primitifs de sont ceux de poids m , 

c 'est-à-dire de plus haut poids. En part iculier , d'après la proposition 7 f tout 

élément de , vecteur propre de Τ , est l'image par une puissance de L 

d'un élément pr imi t i f . 

Ces résultats s'appliquent immédiatement à une représentation isotypique 

*e S12((D) . 

1.6. La représentation S12((D) ^ EndAF définie dans 1.4 se décompose en 

composantes is ο typiques : 

AF = 9 ÏÏ 
a 

oc 

D'après ( 8 b is ) l e poids correspondant à A P F est η - ρ . L a racine posi­

t ive étant +2 , η et η - 1 sont les plus hauts poids» D'après (1.5 
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propriété 4 ) , i l leur correspond des composantes isotypiques qu'on notera 

respectivement π et ττ, · ο 1 
On a 

AF = π Φ π, θ π ο 1 
et les plus hauts poids du module π sont η - 2 , η - 3 · 

I l en résulte une décomposition 

AF = π Φ .». Θ π . θ π , ο η-1 η ' 

où π. , i < η a pour plus haut poids η - i , et où ^ correspond à 

la représentation t r i v i a l e » I l est c la i r d'après la proposition 7 que 

(16) π (Ί A qF / { 0 } 

s i et seulement s i q - i est pair et q - i ^ O , 2n - q - i ^ 0 » 

PROPOSITION 8·- Pour ρ < η , L n ~ P : A P F — > A 2 n ~ P F est un isomorphisme» 

Démons tration» 

Cela résulte immédiatement des relations (15)· 

DEFINITION,- On notera Prim l'ensemble des éléments primitifs de π »  
— Ρ Ρ 

C'est aussi l'ensemble des éléments primitifs de A PF d'après 1.5 et (16). 

THEOREME 1.- 1°) Tout élément ν £ A PF s ' é c r i t d'une manière unique 

(17) v = Σ L1 ν , où ν ί Prim . . / \+ r r ρ - 2-n r ^ (p - n) r 

2°) I l existe des éléments de l 'a lgèbre l ibre associative à deux indéter-

minées sur <Ù , $ tels que Vv Ç. A PF  
p , r a — 

(18) ν = $ ( L , A ) v . 
I ρ y χ 

Démonstration» 

1°) I l résulte de 1.6 et de la décomposition de AF · 

2°) Traitons le cas où ρ est pair 

T P / 2 

ν = ν + Lv. + . . . + L / v / _ 
ο 1 p/2 
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Λ Ρ / 2 γ H Λ Ρ/2 L p/2 v 

Ρ / 2 

= c v ^ 2 , d'après (15) . 

C ί 7ù d'où l e résultat par récurrence, 

1·7· Λ est bihomogène, donc on a une décomposition 

Prim - Θ Prim , , 
y a+ b = ρ 9 

Su(E') opère sur Ef , et également sur E" par la représentation contra-

grédiente. Donc Su(E') opère sur F , et AF par dérivation» 

Soit ζ . , · · , , ζ une base de Ε* , duale d'une base orthonormale de E · 1 ' η ' 
Dans su(E') so i t la sous-algèbre des matrices diagonales pour cette base. 

Soient Χ ^ · · · Χ η l e s caractères associés. On a 

(19) Σ X, = 0 · 
i=1 1 

Les racines sont les X^ "* Xj t * / J · On convient que les positives sont 

cel les où i < j · 

Prim étant construit uniquement à partir de la structure hermi tienne 
a, D 

de Ε , c 'es t un Su(E')-module, 

THEOREME 2 · - Prim est un Su(E*)-module simple, a, D 

Démonstration, 

I l faut d'abord montrer l e lemme, 

LEMME»- Tout poids de la représentation de Su(E') dans A a , ^ F s ' éc r i t de  

manière unique 
η 

X = Σ η.χ. avec η. > 0 , Ji t e l que η, = 0 , 
i=1 1 1 1 Χ \ 

De plus, η ^ 2 , et # { i | η± = 2} ^ a · 

Démonstration, 

La première assertion résulte de (19) · Démontrons la seconde. Soient 
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ν = ζ /\ ζ , C = Α Π Β . Alors Α Β 

X = X A - X B = X A - C - X B - C a V e C X M = * X i * 
i t M 

Distinguons deux cas 

a) B - C = $ , χ = ç et l e lemme est c l a i r . 

b) B - C / fS . 

Soit alors 

D = (A - C U B - C ) C . 

On a χ = 2 X A _ C + X D 

et l e lemme en résulte. 

Démonstration du théorème 2. 

I l résulte du lemme que 

ν = ζ. Λ · · · A ζ / \z Λ · · · Λ ζ , 4 

1 a n n-b+1 
est un élément de plus haut poids de A a , b F · De plus d'après (14 ) , ν (. Prim · 

a, D 
Pour montrer que Prim est simple, i l suf f i t donc d'après 1.5, 3) de montrer 

a,b 

que ν engendre Prim . Calculons la dimension d du Su(E')-module engen-
a, D 

dré par ν par la formule de H. Weyl [ 2 ] : 

χ étant l e poids de ν , so i t 

ρ = — Σα , a racine > 0 , 

et so i t / i Ο λ 

ι 0 s 

" ν ·•··,.. I 
η 

( * i - V ( V = 2 · 
On a 

( Ρ + X ) ( H ) 
d = π · 

i < j P ( H . . ) 

Notons 

A = [ l , . . . f a ] , B = [n - b + 1 , . . . , n ] , C = [a + 1 , · · · , η - b] . 
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χ(Η ) = 2 s i ( i , j ) i A X B 

= 1 s i ( i , j ) ( A x C U C x B 

= 0 sinon 

d'où 

d = π î±±z± π L±A=A π l±±i± m 

AxC J ~ 1 CxB α " 1 AxB J ~ 1 

Soit 

- a : ) - ( . : x : , ) · 

Donc d = dim Prim : en ef fe t Prim , = Ker(A : A a , b F — » A A ~ 1 , B ~ 1 F ) · a,b a,D 

COROLLAIRE.- Pour tout w £ Prim on a   Ρ 
1 ° ) s i r ^ n - p . / , \ 

(20) ^L rw = ( - 1 ) 2 L n " p - r C w · 

(η - ρ - r ) ! 

2° ) £ i r > n - p 

(20 · ) L rw = 0 . 

Démonstration» 

Ee)2 est c la i r d'après (15) et (16) · Démontrons 1 ° ) · Les endomorphismes 

* et L n ~ P sont deux SuE'-isomorphismes s 

P r i m a , b ~ > ( K e r L ) n - b , n - a ' ( a + b = p ) ' 

Donc i l existe γ . ( C t e l que a,b 
n-p 

* w = γ , L w · a,b 
Calculons γ . en substituant dans cette formule a, b 

w = Ζ Ι Λ · . · Λ ζ & Λ Ζ η Λ A V b + 1 

*w = ( -1 ) 2 ( - 2 ΐ ) Ρ " \ Λ ( TT ζ . Λ ζ . ) 
j = a+1 3 3 

d'après (12) · 

L n " P w = ( i ) n - p (n - p ) ! WA ( ζ . A z ) . 
2 j=a+1 J 3 

I l en résulte que Y . vaut a,b 
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P ^ . a - b 

Or suivant ( 3 ) , CJ ^ a i b p = i a " " b donc pour tout w 6 Prim^ on a 

*w = ( -1 ) 2 L n _ p Cw . 

(n - P ) ! 
Pour obtenir l e corol la i re , i l faut maintenant démontrer le 

LEMME*- Soit w i Prim^ » Pour tout s £ r on a 

(21) A S L r w = r ( r - l ) . » » ( r - s + l ) ( n - ρ - r + ΐ ) · · · ( η - ρ - r + s ) L P Sw . 

Démonstration» 

Cela résulte en ef fe t de la première des relations (15) avec 

_r - s 
m = η - ρ , a = r - s , ν = L w · 

Démonstration du coro l la i re» 

On a 

*L rw = (*L P *~ 1 ) * w 

= Λ * w 
P ( P + D 

= H ) 2 1 A ^ L n - P C v 

(n - p ) ! 
d'où l e résultat d'après (21) · 

PROPOSITION 9 . - Dans la décomposition (17) , s i L q v = 0 , alors = 0 

pour tout r ^ ( p + q - n ) + . 

Démonstration» 

On a 

L q

v = Σ L q + r v = 0 , ν ( Prim 
r r p - 2r 

Or suivant le corol la i re du théorème 2, 2°, on a ( 2 0 ' ) , 

L q + r v = 0 
r 

s i q + r > n - p + 2 r 

so i t r < p -t- q - n . 
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Donc 

0 = Σ L ν = Σ L ν , 
r ^ ( . p + q ~ n ; q + r ^ v p + 2 q - n; 

donc ν = 0 pour ces valeurs de r • r 

§ 2 · Géométrie kâhlérienne locale» 

2.1 · Soit X une variété C-analytique de dimension n . Notons Ω le faisceau 
X 

des formes d i f férent ie l les C°° complexes de X , et 0 a , b le sous-faisceau des 

formes de bidegré (a ,b ) · 

Dans un système de coordonnées locales ζ , . · · · . ζ , une forme a de b i -
1 n 

degré (a ,b) s ' é c r i t 
a = Σ f dz. Λ · · » A d z . A · Λ · · · A dz . 

11 Xa J1 J b 

ou les f j , pour I = , · ·o ,i^,,·»•>J bJ > sont les fonctions C . 

I l en résulte que dcv est somme d'une forme de bidegré (a + 1 ,b) notée d'à 

et d'une forme de bidegré (a,b + 1) notée d"a , On a 

d . ; _ > Q ^ + 1 ' b , 
(1) 

d « : û a » b _ * n a ' b + 1 , 

X X 

d = d» + d" , 

et d ' 2 = d" 2 = d'd" + d"d' = 0 . 

Soit 0) une forme d i f fé ren t i e l l e r ée l l e de bidegré (1,1) · En tout point 

χ de Χ , ω déf ini t une forme s es qui l inéaire à symétrie hermi tienne 

sur Τ χ ^ χ (§ 1 ·1 , prop. 1 ) · 

DEFINITION.- Une variété (E-analytique X munie d'une forme u) rée l l e de  

bidegré ( 1 È 1 ) sera dite hermi tienne si est posit ive non dégénérée en 

tout point χ ( X . 

La forme ω s'appelle la forme fondamentale de la variété hermitienne 

(Χ,ω) . 
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Une variété hermi tienne (xftt)) a de manière naturelle une structure 

riemannienne, ce qui permet de définir des endomorphismes *, Δ , δ ( c f . 

exposé n°1). 

On définira également les endomorphismes L et Λ par les formules 

La = a hw , 

Λα = * ~^ L * OÎ . 

DEFINITION.- Une variété hermi tienne (x,u>) est di te kahléri enne s i ω 

est fermée. 

PROPOSITION 1 . - Soit (Χ.ω) une variété k£hlérienne. On a les relations 

(2) Ld = dL , 

(3 ) AC~1dC - C~1dCA = δ , 

(4 ) Lô - 6L = C~1dC . 

Démonstration. 

(2 ) est immédiate sachant que do = 0 · (3 ) et (4 ) sont équivalentes 

par adjonction. Pour démontrer ( 3 ) , démontrons l e 

LEMME.- Soit M = Φ M un module gradué. Soient L t d f A, C des  
ο£ρ<:2η p 

endomorphismes de M de degrés respectifs 2, 1 9 - 2 , 0 . Soit * un auto-

morphisme de M te l que 

* S M — » M 
p 2n-p 

so i t un isomorphisme. 

On pose Prim = Ker(Al ) et δ = - * d * . O n suppose vér i f iées les 
ρ M 
* 1 P 

relations 

Ld = dL t 

CA = AC , 

CL * LC , 

et les relations (17)| ( 2 0 ) , ( 2 0 f ) et (21 ) du paragraphe 1 . On suppose de plus 
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2 Ρ 
C Ι = (-1 ) · Alors on a la relation ( 3 ) ci-dessus. 

' P 

Démons tration. 

D'après ( 17 ) . i l suf f i t de démontrer l ' é g a l i t é 

(31) AC~1 dCl/a - C~ 1dCAL ra = 6Lror , 
piour tout ot i Prim et tout r · 

P 

1) Calculons le premier membre de ( 3 ' ) . On a d'après (21) 

ALTa ~ r (n - p - r + 1 ) L r ôt · 

On a également 

dCa = Σ ΐΛν , a. ί Prim. , 
i ^ ( p + 1 - n ) + 1 1 

suivant (17) · 

De plus 0/ ( Prim donc 
P 

L n ~ p + 1 a = 0 (d'après ( 2 0 · ) ) . 

I l en résulte 

ot. = 0 , Vi £ 2 , 
1 

car la proposition 9 du paragraphe 1 est une conséquence formelle de (17) 

et ( 2 0 ' ) . 

Donc 
c"̂ dCor = ot + Lot. . 

ο 1 
Le premier membre de ( 3 ' ) s'écrit donc 

AL ro/Q + ALR+^Œ<j - r(n - p - r + l ) ( L r ^ 0

 + L ^ ) t 

so i t sachant que ot ί Prim . et οι. ί Prim . , ο p + 1 1 p - 1 9 

- r L r " ~ ^ a o + ( n - p - r + l ) L * ^ · 

2) Calculons le second membre de ( 3 ' ) . On a d'après (20) 

P ( P + 1 ? 
. L r a = ( - 1 ) 2 - L n - p " r C c v . 

(n - p - r ) î 

Donc / . \ 
PiL+ll ri 

d L r a = ( - l ) 2 1 L n - p - r d C < * , 
(n - p - r ) ! 
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*d*LrQ- = (-1) 2 * L n _ p Γ C C~1dCa , 
(n - p - r ) ! 

P ( P + I > 
. (-1 ) 2 : [ * L n - p - r

C a + * L n - p " r + 1 ce, ] , 
( n - p - r ) ! 0 1 

P ( p + 0 r , Γ (P*1) (P+2) (p-1 )P 
„ ( . , ) 2 ! 2 inrFriOl L r - i c 2 a 2 

( n - p - r ) ! ( r - 1)! 0 

( n - P - r + l ) i L r C 2 « 4 

, T r r - 1 / „ \ T r 
*d*L a = rL » o - (n - p - r + 1 )L · 

D'où ( 3 ' ) . 

2·3· Soit (X,ci)) une variété hermi tienne* On notera δ· et δ" les deux 

composantes de l 'adjoint δ de d : 

δ' = - *d"* : Q a ' b _ v 0 ^ 1 f b · 
(5 ) 

δ» = - * d « * : Q a , b ν Q a , b *" 1 

X X 
I l s satisfont aux relations 

(6) δ · 2 = δ" 2 = δ'δ" + δ"δ' = 0 · 

THEOREME 1 · - Soit (Χ,ω) une variété k%hlérienne« Si l 'on pose Δ = dô + àd , 

on a 

(7) 1 e ) AL = là . 

(S) 2 e ) Δ = 2(d'Ô' + 6 » d ' ) = 2(d"ô" + 6"d l f) . 

3°) Δ est bihomogène de bidegré ( θ , θ ) · 

4°) L n"" p : — • Ω 2 η ~ p est un isomorphi-sme pour tout ρ < n · 

Démons tration» 

4° a déjà été vu et n 'est mis que pour mémoire (§1 , prop, 8)· De plus, i l 

est c l a i r que 2° entraîne 3° d'après la relat ion ( i ) du paragraphe 2. I l suf f i t 
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de montrer 1 e et 2° . Rappelons que dans l 'a lgèbre de Lie graduée*d'un module 

gradué on a pour tous endomorphismes X, Y, Z de degrés respectifs p, q, r : 

[X,Y] = XY - ( - l ) P q Y X , 

(9) ( - D p r [ x , [ Y , z ] ] + ( - i ) 1 ) q [ Y , [ z # x ] ] + ( - D q r [ z , [ x , Y ] ] = 0 , 

Démontrons le lemme 

LEMME»- Soit M = Θ M un module gradué. Soient L, d, A, C, δ des 
ο £ p £ 2n p 

endomorphismes de M de degrés respectifs 2, 1, -2 , 0, -1 · On suppose vé­

rifiées les relations 

CA = AC , 

CL = LC , 

[ L , d ] = 0 , 

[ L f ô ] = C~1dC , 

[d,c"*1dC] = 0 , 

[A,C~ 1dC] = δ . 

Si on pose 

ù = [ d f 6 ] , 

d' = i (d + iC~ 1dC) , 

d" = i (d - iC~ 1dC) , 

6· = 1 (6 - ÎC" 16C) , 

δ" - i (δ + iC" 1ÔC) , 

on a les relations 

[ L , A ] = 0 , 

Δ = 2 [ d ' , ô ' ] - i [ A , d 2 ] , 

Δ = 2 [ d " l ô » ] + i [ A , d 2 ] . 

Démons tration» 

On a [ L , Δ ] = [ L , [ d , ô ] ] . 

Or d'après (9) § 2, on a 

graduée des endomorphismes 
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[L,[d.6]] + [d f [6 f L]] - [6|[L fd]] = 0 , 

so i t 

[L, Δ] = [d,c"*ù1dC] = 0 , 

d'où (7) paragraphe 2· 

De même on a 

Δ = [d ,6 ] = [d , [A,C~ 1 dC]] . 

Or d»après (9 ) paragraphe 2 on a 

- [d , [A,C~ 1 dC]] + [A, [C~ 1 dC,d] ] + [C~ 1 dC, [d ,A]] = 0 · 

I l en résulte 

ÙC = 0Δ . 

De plus, d'après (9 ) paragraphe 2 on a 

[d,C~ 1ÔC] = ~ [ A , d 2 ] . 

[C~ 1dC,6] = [ A , d 2 ] . 

On a donc 

4[ά·,δ·] = [d + iC"*1dC,Ô - iC"16C] 

= 2Δ+ i[A,d 2 ] + i[A,d 2 ] f 

d'où l e lemme. 

On en déduit (8 ) paragraphe 2, car d = 0 · 

COROLLAIRE.- Soit (X,u>) une variété kahlérienne. Soit Harm^ l e sous-espace  

de Ω Ρ formé des formes harmoniques ( c f . exposé n° 1 ) . On a pour tout ρ < n 

un isomorphisme 

(10) L n"" P : Harrrip —> H a r m2n-p * 

Démons trat ion. 

Voir paragraphe 2, théorème 1, 1° et 4° · 
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§ 3· Théorie de Hodge. 

3 · 1 · DEFINITION.- Soit r ί 7L. · On appelle structure de Hodge pure de poids r 

la donnée : 

- d'un X-module de type f in i H ^ ; 

- d'une filtration f in ie décroissante sur ΗΛ = H .,,8·.,, G . satisfaisant 
(E IL J 

à la relation : 

( 1 ) ϊ * + 1 ( Η β ) ® F r ~ P (H œ) = , Vp . 

On vo i t facilement [ 5 ] , qu ' i l revient au même de se donner 

- un ^.-module de type f in i H^. j 

- une graduation f in ie = ® , satisfaisant à 

(2) ΪΓ = H , Vp . 
P r - p 

I l suff i t en e f fe t de poser d'une part 

F ^ H j = $ H , , C p ' ' P 1 ^ P v 

et d'autre part 

% - A ( H c ) . 

Soit Ω** le bicomplexe des faisceaux de formes d i f férent ie l les C°° X 

complexes. Les sont mous et ce bicomplexe est acyclique. 

Soit Ω* le complexe des faisceaux de formes d i f férent ie l les holomorphes. 
an 

Nous allons dans la suite étudier l'hypercohomologie de Ω ^ : la seconde suite 

spectrale dégénère car Ω*^ est acyclique. I l en résulte 

Hm(X,Œ) = Hm(x,fi* ) . 

La première suite spectrale s ' é c r i t donc 

( 3 ) E ? " 1 = nq(z,c?J - Hm(x,$) . 

Notons Πί η le complexe suivant 
[PJ 

[p ] an 

On a un morphiâme évident de complexe 

Ωί η —t Ω* 
LPJ an 

47 



D. ALIBERT 

II-22 

Posons 

( 4 ) Λ Ι Λ Χ , Ι ) ) = I m ( H m - p ( X , n - p ] ) ifWJ) . 

THEOREME.- Soit (Χ,ίϋ) une variété kahlérienne compacte de dimension n . 
2 

Soit u Ç. H (X, JR) la classe de cohomologie de ω · Alors 

1°) Vr , H r ( X , ^ l ) muni de la f i l tration (4) est une structure de Hodge 

pure de poids r · 

2°) La suite spectrale (3) dégénère au niveau 1 · (d^ = θ) · 

3 · ) Le ωρ-produit 

( u u ) n - p : H p(x, ffi) — • H 2 n - p ( x , m) , 

est un isomorphisme Vp < n . 

Démons trat ion. 

Notons 0 a , b le module des sections globales de ^ a , b · La suite spec­

trale (3) est la première suite spectrale du bicomplexe ( Q a , b ) . Or (Harm a , b ) 

a b 

est un sous-bicomplexe de (Ω ' ) et on sai t (exposé n ° l ) , q u ' i l existe une 

rétraction 

H : Ω ' — » Harm ' . 

Cette rétraction sa t i s fa i t à (exposé n ° l ) : 

1 n - H = υβ = GA 

= d"(2ô"G) + (2ô"G)d" , 

d'après l e paragraphe 2, ( 8 ) · 

I l en résulte un isomorphisme de suites spectrales 

Ε Ρ ^ ( Ω · · ) _ » E

P , q ( i i a r m - ' ) . 
r ' r ' 

Or les d i f fé ren t ie l les de Harm"* sont nulles, d'où 2° · 

De plus 
Η Γ (Χ,φ) « Harmr = θ Harm P , q , 

p + q = r 
et 

F P ( H r ( X , C ) ) = Φ H a r m p l ' r " , p , . 
p » > p 
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Enfin la conjugaison £ —^ C induit par 1 1 isomorphisme 

Κ Γ (Χ,Φ) ~ H£R(X) = Harmr 

r 
la conjugaison de Harm , 

Donc la relation 

Harm = Harm , 
P>q qiP 

entraîne 1° · 

Le 3° est c la i r à partir du paragraphe 2, théorème 1, 4 ° , d'après [ 4 ] · 

Addenda ( i l . 1 9 ) · - Dans l e lemme du théorème 1 du paragraphe 2, ajouter après 

"Soit M = Θ M un module gradué", "sur un anneau A · Soit i ( A 
ο £ p £ 2n p 

2 
te l que i = - 1 " » 
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