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VIII-O1

GeMeGelre AFFINE

(D'aprés Pierre DELIGNE)

par Georges MALTSINIOTIS

INTRODUCTION

Le but du présent exposé est de démontrer un résultat analogue au
théoréme de comparaison de la cohomologie algébrique d'un faisceau algébrique
cohérent sur une variété algébrique propre sur C 2 la cohomologie analyti-
que du faisceau analytique cohérent correspondant, dans le cas d'une variété
algébrique sur C non nécessairement propre. D'une fagon plus précise, on
démontrera que la cohomologie algébrique d'un faisceau algébrique localement
libre de rang fini sur une variété algébrique lisse est isomorphe & la coho-
mologie du complexe de Dolbeault de formes di¥férentielles "modérées" ‘A valeurs
dans le faisceau analytique associé ; la notion de forme différentielle modérée
étant définie au paragraphe 2. Ce résultat ainsi que sa démonstration sont
basés sur un manuscrit de P, Deligne rédigé en Janvier 1970, Les définitions
et les résultats du paragraphe | sont exposés plus en détail dans [1], chapitrelII,

paragraphe 2,
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G. MALTSINIOTIS
VIII-02

MODERATION

§1.
Toutes les variétés considérées dans ce paragraphe seront supposées
séparées et dénombrables & l'infini,
Soit X* une variété analytique complexe. On appelle compactification
partielle de X¥* une immersion ouverte d'image dense i § X¥ e X ou X
est analytique et X - X* un fermé analytique de X . Soient i1 3 X¥ &> X

1

et i2 ¢ X* ey X2 deux compactifications partielles de X* , On dit
qu'elles sont équivalentes s'il existe une compactification partielle

i3 3 X¥ ey x3 et deux diagrammes commutatifs
L

i
x-)(- LJ__) x3
C.
X’rx\ lfK K=1,2 et .PK propres
%

Cette relation est une relation d'équivalence car, si on a des compactifi=-
cations partielles iK 3 X% c..,XK y XK =1,2,3 et des diagrammes commutatifs
i

x*c_4._)x

N 4
~Jx l _
\ fl( K=1,2 , 'EK propre
Y
XK
i
X* t._é_) X
. 5
~ 1
\_g\ ng K=23 , gK propre
X\
XK

~
[}

1,3 » h propre

en prenant pour X6 une résolution de singularités de X4 ><X X5 .
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G.A.G.A. AFFINE VIII-03

Si i, 3 X* s X1 et i, ¢ X¥* —> X_ sont deux compactifications partielles

1 2 2
de X* équivalentes, les traces de compactes de X, et de X2 sur X* sont

1
les m@mese Si 1 ¢ X¥ ¢«——3 X est une compactification partielle de X* telle
que X est compacte, on dit que c'est une compactification de X .
Soient i ¢ X* <5 X une compactification partielle de X* , Y =X - X¥ ,
On dit qu'une fonction f 3 X*¥ — IR continue a une croissance modérée le
long de Y , si pour tout ouvert U de X tel que Y/NU soit défini dans U
par une famille finie d'équations fi =0 , et tout compact K de U il

existe des constantes A, >0 telles que

A .
(£, () £,(x)

(1) Vx € x Nx* ,  |8(x)| &

Remarque 1.- Par le Nullstellensatz C-analytique, si 1'inégalité (1) est véri-
fiée pour un systéme d'équations de Y N U dans U elle est vérifiée (avec

d'autres constantes) pour tout autre systéme d'équations de YN U .,

_oari . m .
Remarque 2+- S'il existe un recouvrement ouvert Ui de X tel que, pour tout i,
Yynm Ui soit défini par une famille finie d'équations fij = 0 et tel que pour
tout compact K de Ui s 11 existe des constantes A, f >0 telles que

A

(§fij (x) fij (X))'F

vk € KNx* ,  |£(x)] <

alors f a une croissance modérée le long de Y . En effet, soient U un
ouvert de X, tel que Y /N U soit défini par une famille finie d'équations
£=0 , et K un compactde U , Soit Vi un recouvrement fini de X par
des ouverts de U relativement compacts dans U , plus fin que Ui’ tel que
Vi soit relativement compact dans Ui « Suivant la remarque 1, pour tout i ,
il existe des constantes Ai N f)i >0 tels que

A,
Vx € (KNT)NX* , [£(x)] ¢ —_— .

—
(= fi(x) fi(x))
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VIII-04

Vu que les Vi sont en nombre fini, si A = supAi » P= mff)i

¥x € XN x* If(x)l\é A_____ *
(ze,(x) £,

PROPOSITION 4~ Soient i 8 X* «—3 X wune compactification partielle de X* ,

Y=X~-X* , £3:X*_ IR une fonction continue, Pour que £ ait une

croissance modérée le long de Y il faut et il suffit qu'il existe un recou-

vrement ouvert Ui de X et des fonctions R -analytiques gi H Ui —p IR

ne s'annulant pas en dehors de Ui MY et pour tout compact K de Ui des

constantes 4 >0 , P >0 telles que

A

Vx € XN X* |8(x)| & —=—
' g,

Démons tratione La condition est nécessaire par définitione, Démontrons qu'elle
est suffisante., Quitte A remplacer le recouvrement Ui par un recouvrement
plus fin, on peut supposer que Ui NY est défini dans Ui par une famille

finie d'équations fij = 0 et que les ouverts Ui s'identifient A des ouverts
n

de €+ , soit vik un recouvrement de Ui par des polydisques ouverts re-
lativement compacts dans Ui o Il suffit,suivant la remarque 2, de démontrer

que, pour °tout compact K de Vi s i1 existe des constantes a,N >0

k
telles que
1 < A
~ —————— N .
lg, (x)] (f.fij (x) £, (x))

¥x € K NX*

Or suivant une forme du Nullstellensatz IR~-analytique ([3], n°18, th. 2,
Pe 85), il existe des constantes B, N >0 tels que
N
¥x € X , |gi(x)| > B d(x,2)

ol Z est l'ensemble des zéros de 9; dans Vik et d est la distance
n,
hermi tienne canonique (Vik étant considéré comme un ouvert de C 1). or

zZcyn Vik par hypothése, Donc
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G.A.G.A. AFFINE VITI-05

d(x,2) > a(x, YN Vik) .

Si on pose fi = )‘_‘.% . 4 il existe une constante C > O telle que

FENRES
V,y € Vo |5() -] g, dlxy) =cllx -yl

(formule des accroissements finis, compacité et conmexité de 71 < U, Ve

k
On en déduit que

¥x € KNX*¥ , Vye€y NV s d(x,y) » % fi(x)

1 .
donc d(x, Y Vik) f‘i(x) et par suite

c
1 /s
log; ()]~ £, (0"

Yx € X NX* ,
d'olu le résultate

PROPOSITION 2.- Soient i, tX* <X, , i, X* —— x® deux_compactifi-

cations partielles équivalentes de X* , Y1 = X1 - X* , Y2 = X2 - X*

£ ¢ X* 3 IR une fonction continue. Alors f a une croissance modérée le

long de Y, si et seulement si elle a une croissance modérée le long de Y

1
([11, 11, 2, 19).

2

Soient i : X* <5 X une compactification partielle de X* et g une
structure hermitienne sur X¥ o On dit que la structure hermitienne g est
adaptée A la compactification partielle X s'il existe une structure hermi-

tienne g' sur X telle que g = i*g' .

THEOREME 1~ Si J‘.1 P X¥ X, et i2 D X, sont deux compactifica-

tions partielles équivalentes, g1 (resp. 92) une s tructure hermitienne

sur X* adaptée 3 la compactification partielle X

’ (respe Xz) alors il

existe une fonction continue & ¢ X* —5 IRy ayant une croissance modérée le

long de Y1 =X - x* (ou de Y, =X, - X* ce qui est équivalent suivant

la proposition 2) telle que dg, < &dg

et dg

) , & 0dg, ou dg, (resp. dg,)

désigne 1'élément de volume associé A& la structure hermitienne g1 (respe 92) .

Démons tration. Suivant la définition des compactifications partielles équiva=-
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VIII-06 G. MALTSINIOTIS

lentes, il suffit de démontrer le résultat dans le cas olu il existe un

morphisme propre f @ X1 —_ X2 rendant le diagramme

i
x*:i___l___; X,
i l
2 £
S

N
x2

commutatif, Soit 91' (respe gé) une structure hermitienne sur X, (respe X2)

telle que 9y = i'; g1' (respe 9, = i’2* gé) « Posons f‘*(dgé) = 6dg1' o La fonc-

tion 6 ¢ X1 — R, est une fonction continue qui s'annule au plus dans Y
1

6] x*
ont une croissance modérée le long de Y1 o« La fonction & étant continue

1 .

I1 suffit de démontrer que les fonctions continues sur X* , 6|X* et

sur X, 4, elle est formée sur tout compact de X, , donc alx* a une crois-

1 1
sance modérée le long de Y1 .
Démontrons que a une croissance modérée le long de Y1 « Pour
6 x*
cela on peut supposer que X2 est un ouvert de C- « D'autre part, il existe

un recouvrement Ui de X1
n,
de €©' , s0it h (respe hi) la structure hermitienne sur X

par des ouverts qui s'identifient A des ouverts
2 (I‘esp. Ui)

n,
induite par la structure hermitienne canonique de c? (respe € ) , On pose
f‘“(dh)|Ui = 8.dh, . La fonction §, 3 U — R, est R-analytique et s'anmule
au plus dans Ui N Y1 o Il suffit donc de démontrer que, pour tout compact XK

de U, , il existe une constante A > O telle que

Vx € XN X* , -ET(%T < —1‘(‘-;)- (proposition 1),
Or il existe une constante B > 0 telle que dh & Bdg} sur £(K) o (En effet,
dh = M\dh ol A est une fonction continue strictement positive, qui posséde
un maximum B fini sur le compact £(X) ). Donc Bf'*(dgé) > £*(dn) , c'est-
a~dire B6dg1' 2 (Sidhi sur K o De m@me il existe une constante C >0 telle

que dhi>,Cdg1' sur X o On déduit que Bédg{ >/f)icdg1' sur K d'ou
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G.A.G.A. AFFINE VIII-07

1 < B/C
8(x) 5, (x)
On en conclut en posant A = B/C .

, ¥x € K NX*

Soit X* un schéma séparé, lisse de type fini sur € . Suivant [2],
il existe une immersion ouverte d'image dense i : X¥ —> X avec X schéma

propre et lisse, Si i1 s X¥* e X1 et i2 T X¥ ey X2 sont deux telles

"compactifications", il existe une troisiéme 13 s X* L—e-x3 et deux dia-

grammes commutatifs

X3 5 X
<

3
\~ .
\\1K\ J/fK X = 1,2 .
xI(

En particulier, si on considére les structures analytiques associées, ces

deux compactifications sont équivalentes. Suivant la proposition 2, si
J—-1 1 . . N s

£ X —> IR est une fonction continue ou X désigne la variété ana-

lytique associée a X* , elle a une croissance modérée le long de

Y?n = X:n - X*an si et seulement si elle en a une telle le long de
an = in - x** | on dira que la fonction £ a une croissance modérée a

1'infini de X¥ , et cette notion dépend uniquement de la structure algébri-

ue de X¥ , De m@me suivant le théoréme 1, si g, (respe g est une struc-
q 1 2

an

1

. . . . an . .
il existe une fonction continue & § X* IR ui a une croissance modérée
—i, g

ture hermitienne sur X*°0 , adaptée a la compactification X (respe X;n) ’

a 1'infini de X* telle que

dg, < 5dg2 et dg2 < édg1 .

1

On appelle structure hermitienne modérée, une structure hermitienne qui se

prolonge sur une compactification algébrique,
Soient X* un schéma séparé lisse de type fini sur € , F*¥ un faisceau
algébrique localement libre de rang fini sur X¥ , V* le fibré vectoriel
wan an

associé V* = Vect(F*) , X , P& ™ 1 objets analytiques corres—

pondantse On se propose de définir une classe d'équivalence de "normes" sur
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v*# | Les Mormes" considérées seront des familles continues de normes sur
les V‘;‘(an y X € x*& , c'est-a~-dire telles que pour toute section continue
v de v ,||v|| soit une fonction continue. Deux "normes" H.lh , II.IE
sur W seront dites équivalentes s'il existe une fonction continue
6 3 x*2 —> IR, ayant une croissance modérée a 1l'infini de X* telle que
lelly € ellell, et el < ollelly
Il existe une classe d'équivalence et une seule de "normes" pour cette rela-
tion d'équivalence telle que, pour toute "norme" ||.]| appartenant 2 cette
classe, toute immersion ouverte d'image dense i 3 X*¥ <.y X dans un schéma X
propre et lisse, tout faisceau algébrique cohérent F sur X tel que
i*F = F* , tout ouvert U de x* y toute surjection 173 Og—?-> FaniU et
tout compact K de U , il existe une fonction continue § 3 x»a0 — R,
ayant une croissance modérée a l'infini de X* telle que au-dessus de
kN x**
Nellollelly et llelly $\6I|.||

ol uV”y = i“f,,](w) = Vlwl avec |w| =

v, |

1

M s

1
([1]y II, 2414, 2415, 2416, 2419)« Une norme appartenant 3 cette classe

1

d'équivalence sera dite modérée,

148



G.A.G.A. AFFINE VIII-09

THEOREME DE COMPARAISON

§ 2.
Soient X un schéma séparé lisse et de type fini suwr C , F un
faisceau algébrique localement libre de rang firi sur X , x4 . F* les

objets analytiques associés, Qp,q(Fan) le faisceau de formes différentielles

sur X A coefficients mesurables de type p,q , a valeurs dans P,

DEFINITION 1+~ Une forme « € RO(x®",0°74(r®)) est dite modérée si

(1) Pour toute "norme" modérée ||.|' sur F*" et toute structure hermi-

tienne g sur x* modérée, il existe une fonction continue & 3 x° — IR,

qui_a une croissance modérée 3 1'infini de X et telle que

fxan 67 ||« 2 ag < o0

(2) La _forme a"x € HO(x*", %% 1(F‘a‘n)), calculée au sens des distribu~

tions, est mesurable et vérifie encore (1).

Remarque 1= Si g est une structure modérée sur X , ||«]| une norme
modérée sur Fo , & € HO(x™, % YF*™)) , alors ||x|| est défini par
flx]l. = ing = (Jj.]|_ ||#.]l.) 1a borne inférieure portant sur 1l'ensemble
X i 17X 17X
des écritures
X =T« &0,

C i i

i
de X au voisinage de x et H0<1” désignant la norme sur 0°'% déduite
de la structure hermitienne g (norme ") . Si dz,yeee,dz  désigne une

1,0

base de Q orthonormale en x et si k=1 dz A€, (ol & = {i1,...,iq§

EHSAHX *

C[1,n] , 11 < oo <1q et dz

A = dil /\ XY /\ d-Z-l ) “9(“x

1 q
Lo = _
En effet, si i N fiAdzA
A
A = z =7 dz
DL £z, 86, =Tdz, @L £,
iA A i
donc
= i) T . =
G-A ;fiAﬁi et Z” A”x< Z. f‘:LAlx ”o-i”x
i A A i
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VIII-10 G. MALTSINIOTIS

=2z heyl ) Mol = 2l dogl,
si o €r(x™,0%P) , Jlorall, < ol Ik, -

En effet. si w =% £_dz
B B

oint =3 z z ® g

point x ,0 A« AEdeB/\dzA fB A et
]

AnB =g

lonall, = = liegyll= 2 1egl, lloyl, = el llel, -

AnB =g

- (Bc[1, ], card B = p) au voisinage du

Remarque 24~ Pour qu'une forme « € Ho(xan'ﬂo,q (Fan)) soit modérée, il
suffit que
(1) il existe une "norme" modérée ||.||1 sur F et une structure hermi-
tienne g1 ‘sur X* modérée et une fonction continue & 3 xan_) ]R: qui a
une croissance modérée a 1'infini de X et telle que
[ an 67 Nlall? ag, <o 3
(2) la forme d"a € Ho(xan'oo,qH{Fan)) vérifie encore (1),

En effet, si ||+|| est une "norme" modérée sur F°" et g une structure
hermitienne sur X modérée, il existe des fonctions continues §&',6"s xan_ﬂR:
ayant une croissance modérée A 1'infini telles que ||. || = 6'||.||1 dg < §"dg, et

fxan(seo%n)" Nel? ag < jxan 67 flolff ag, <0 W
On utilise le m@me argument pour d"o .

Remarque 3.~ La notion de forme différentielle modérée sur x* ne dépend que

de la structure algébrique de X .

Remarque 4.~ Par définition, les groupes de formes différentielles modérées

munis de l'opérateur d" forment un complexe qu'on notera C;(X,F) .

DEFINITION 2.~ On appelle cohomologie modérée de F et on note H;‘n(x, F) la

cohomologie du complexe C;(X,F)

(X, F) = w(c*(X,F)) .
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G.A.G.A. AFFINE VIII-11

LEMME 1.- Soient o € C3(X,F) et p: x4 —R_ une fonction ¢’ telle

0,1

que p et |la"p|l aient une croissance modérée (la norme sur 0 étant

celle définie par une structure hermitienne g modérée sur X ), Alors

pa € C:\(X,F) .

Démons tratione~ Pour toute "norme" sur Fan modérée, il existe une fonction
———————————— ?

continue 6§ : X2 _,]R: ayant une croissance modérée A l'infini de X telle
ue -1 12 -1 2
q J'ané |laf| dg < 0 et Iané |la"e|| dg <o

X X
Alors 6p2 + 1 est une fonction continue qui a une croissance modérée 2
1'infini de X et

2 -1 2 -1 2

I anlee™+ )™ |lpal|“ag = [ & floll® ag < .

X X
De meme &(p +||a"p|l + 1)2 est une Ponction continue qui a une croissance mo-

dérée a 1l'infini de X et

T an(8Co +lall + 137 Jlan(oe) P ag = [ (6Cp+llavpll+ 1)) a"prx + paa]| Pag s
X X
s fxané"(p+||a--o||+1>'2 Cllam ol 20l avoll [lal] llavall + o3|l @]} )ag <

< 'fxa" 6 ol ®ag + [, 7 [l ¢ (lavallag+ [, 67 flava]|® ag < + 0

On en déduit que pa € c:‘(x,x-‘) .

LEMME 2.~ Supposons X connexe et soient U et V deux ouverts de Zariski

de X , i 8 Xe—X une immersion ouverte d'image dense oi X est un

schéma propre et lisse, W un ouvert affine de X, ¢ ¢ " ___,]R+ une fonc~

. o0 . .
tion C dont le support est inclu dans W , aa = 0 un systéme d'équations

de W=VNW dans W , a=3Xaa o Alors
= — oo a2
. . an an o . . .
i) si s U NV —> IR, est wne fonction continue ayant une croissance

modérée & l'infini de UNV , pour m assez grand la fonction &' :Uan_.,IR+ ,

définie par (S'lUan nva = 6<pam et C)'IUam ~U* nv*™ =0 est une fonction

continue ayant une croissance modérée A 1l'infini de U ,

ii) 81 o ¢ Cg(U Nnv,F) , pour m assez grand cpamot € C:(U,F) .
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VIII-12
Démons tratione
i) Soient bB un systéme d'équations de W-UNV dans W , b=73 bﬁbﬁ .
B
Alors § ayant une croissance modérée a 1l'infini de UNV , il existe des

an

1>0 telles que § < A sur xNUFav
(ab)™
Soit m 2 m1 + 1 et démontrons que m convient. On a

constantes A, m ol K=supp(ep) o

Aam-'m1 an
§' = ¢ sur U .
™
M=,
La fonction &" = ¢ Aam1 étant continue sur U" et nulle sur U™ - y*nv¥
b

on en déduit que 8' est contirue, et 06" ayant une croissance modérée a
1'infini de U on en déduit qu'il en est de méme pour &' ,

ii) Soient g une structure hermitienne modérée sur ¥ et [loll wne
"norme" medérée sur F. o Alors il existe une fonction continue & :U'N Van—ﬂR:
ayant une croissance modérée a l'infini de U NV telle que

j s~ ||<:1||2 dag<oo et J g1 llane||2ag < o

*nv® i N
Soit § & X — R, une fonction ¢ telle que v)supp(e) =1 et supp(y) cw?®
Suivant (i), il existe M tel que, pour tout m = M , d¥a  ait une croissance
modérée A 1'infini de U o Alors soient m2M et m=2 2 ; nous allons dé~
montrer que pour un tel m , ga o€ C:(U,F) N

En effet
a) 64a>" +1 a une croissance modérée A 1'infini de U et
2 .

‘[Uan(()\bazn+ 1) “cpamaﬂzdg < Juan 8~ % llelfag < (sup @2) Juwnvm 6! “ot"%g< 0 .

b) 6{;a2m'2+1 a une croissance modérée a 1l'infini de U et

[ 04221y flan(ga"a) |2 ag =
U

1

= J an( 6Va2m—2+ 1)—1 Hoa™ a"a+ gma™ avana +a" d"e /\01”2 dg s
U

< I an(é\lxazm"2+1)-1 [cpam|‘d"a”+ c()mam-1||

]

- j (0072 1) 2P ava|? ag 4

2
aal| ofla ||+ "l a"qlf+fl ell 1% ag =
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G.A.G.A. AFFINE VIII-13

2m - 2+1)-1

* | putere 2oa(gma"" | aval] + vyl flaved] « ol s

m-1I

+ [ an(®4™ 2T (" T fleval) + MaelD? flefas

2,2m 22 202 22
or %:ia = ¢“a SSup((pa):A1 sur U (K = supp o) .
Ya v X

m m -1 . m
pe nene 22 (cne_lwal e 2 Ja'0ll) - 20 o(gnjaall + o flavel]) =
ya ~ \
- zoa(enl|avall + allavgl]) = sup(agalnllevall+ aljavgll = 4, sur .
X

medi o 2 2 2 ome2 ., '
cnpin (o’ lland] + a"flangl)? o® mPa?Rana|Praqma®™ | avdlu fave | +a ™" lanpl| 2
, vaZm- 2 Wa2m -2
2
=§ nfllaral o mallavallfovgll + o LSO 22| ava Py agnallaval ol evlhea® e =
°|

< sup(cpzm2l|d"a|l2 + 2gma ||d"a ||, [|d"9 || + a ld":p”z) =4, sur U o
X

On déduit que
[ (64222 (g )P g =
Uan

-1 -1 r -1 2
sy | raifas e, [, 8 el llelas i 5ol ag < oo
1 Jyan 2 2 Jjan, yan 3JUannvan ¢
On en conclut que (pamaf C: (U,F)

PROPOSITION 14~ i) Soit un recouvrement ouvert fini de Zariski de X

(U)cien

et soit X,  la somme disjointe des intersections k+1 & k+1 des Us .

Alors les Cﬁ(xk'F)o<k forment une résolution de C;II(X,F) pour la différen-
tielle de Gech 5 .

ii) 858 0 S F'— F—> F" —> 0 est une suite exacte de faisceaux lo-

calement libres de rang fini sur X alors les suites

0 —> Cr?l(X,F') —_— c;‘l(x,F) — C:l()(,F") —0
sont exactese
Démonstration.- i) On peut supposer X connexe. Soient i ¢ Xe¢y X une

immersion ouverte d'image dense ol X est un schéma propre et lisse, cpj une

[ee] -
partition C de l'unité sur XEm subordonnée a un recouvrement ouvert fini
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W, de X , a,. un systéme d'équations de WV, - U, dans W,,a.,.=%a. . & . ,
3 ijo 3 i 3! “ijo & ijeije
(m) . (m) (m) -

= é W, N = b).
b;J 13/? a;; défini sur W, Nx , b §<pj ij defini sur X .
On a 2 bl m =1 o+ En effet
zog)-zzqab(“‘)_zqu —-1— z—ﬂ-—za =S¢, =1 .
i ijJd oy J z:a 3 Za i J
. = q
Démontrons que si B (Bi e ik)1 €i i sn€ Cm(}&’F) alors

pour m assez grand H(m)(B) € C:(Xk_1,l=‘) ol H(m)(B) est défini par

=™ (p)), . =M , .

10 XY 1k~1 i 1 i 1° cee 1k"1
Il suffit de démontrer que si 8

k ]
»(m q )
bS Bi vedi € Cm(ui N eee N U, +F) pour m assez grand, Or suivant le

° X 1 k
lemme 2, il existe Mj tel que pour tout m 2 Mj ’

q
iy eeed € cm(ui Neao Uik,p) alors

m q
@.al . B, . €CHU, N see NU, ,F) &
J 1°J 1°-o.1k m i i,

Soit \yj ian—->m+ une fonction € telle que \"rj|supp((pj) =1 et

supp(wb ) ©VW. o Alors ——il- est une fonction qui a une croissance modérée
J J m

Ta,.
i 1J
3 1'infini de X donc a fortiori a 1l'infini de Ui N eee N Ui et il en est
1 k
de méme pour

m-—i
. "y mYa, . d"a, .
ez ¢ vl wgmragy leayl
val sa (Ea’.n.)2
i 1] i ij 1]
donc suivant le lemme 1
am *
ol = —d A" 9UY. N ees N )
Q. B, . = Q. a, . B. . € CHU, see U. ,F .
J M "1 eeel m J 1J "1 eeel m 1 1
)ijaij o k )iaij o o k 1 k
Par suite, si m 2 max M, (m) B. . € cHu, N ... N, ,F) et on déduit
j J O i ooolk m 11 lk

que pour m assez grand, H(m)(p) € C:‘(Xk_“l") .

Soit maintenant B € C;(xk,F) tel que 4B

z(-1)%s,
q ooofqooolk 1

G ON NSO

0 c'est-a-dire

=0 o Alors, pour m assez grand, H(m)(B) € Cq(xk_1,F)

- Z( 1)P (m)

i -o-tp-o ol 10"'1})."11(
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=i bgm)g ("1)pBiio...ip...ik =z bim)ﬁio...ik TP e, sonc 4(u™(8)) = .
On déduit que les Ci(xk.F) o<k forment une résolution de Ci(X,F) pour la
différentielle de Cech & .,

ii) Pour démontrer (ii), il suffit d'appliquer (i) A un recouvrement
(Ui)1 <jgy offine de X . Alors la suite exacte 0 —s F' — F—3 F' — 0

est scindée sur les Xk pour k = O et par suite, les suites
0 — (X F) — CUX,F) — CX(X,F") — 0
sont exactes, donc suivant (i) la suite
0 — Cx,F') — C;II(X,F) — clix,r) — 0

est exacte,

LEMME 3.- Soient des applications linéaires A domaine de définition dense et

a graphe fermé entre espaces de Hilbert

telles que
a) dom(s) D Im(T) et S,T=0 .

b) Il existe une constante C > O telle que

Va € dom(s) N dom(T*) |la|l = c (Jlm™all +||sall) «
(La condition (b) peut &tre remplacée par la condition plus faible @
b') Il existe une constante C > O telle que
Va € Ker(s) N dom(T*) ||al]| s c||T*a]| ) .

hlors si z € dom(s) et S(z) =0 , il existe 1 € H tel que z = m .

Démons tratione- Soit z € dom(S) tel que 8(z) = O o fLlors dire que z = T
équivaut A dire que pour tout a € domT*< z,a >2 =<1, T >1 « Donc pour
qu'il existe T tel que z = T , il suffit que T¥a —>< z,a >2 soit la
restriction d'une forme antilinéaire continue sur H, donc par Hahn-Banach

1
il suffit qu'il existe une constante A telle que pour tout a € domT*

| < z4a >2| S Al|™a|l o Posons a=a, +a_ avec a, € Ker(s) , a, € Ker(S)L ;

1 2

O et pour tout j € domT < Tj,a2 >=0

n

alors puisque z € Ker(S) < z,a >,
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(puisque S,T = 0) donc T*a, = O o On peut donc supposer que a€dom(T*) Xer(s) .
Alors | < z,a >2| sllz|l llall sllz|l.c|l™a}| o On déduit le lemme en posant

a=llzlie .

LEMME 4.~ Soient X un sous-schéma fermé lisse de dimension n de ¢” mmni

de la structure hermitienne k#hlérienmne g induite par la structure canonique

de P(C) , (si Zy» ZyseessZ) désignent des coordomnées homogines de F'(C) ,

Up llouvert affine ol z, A0 , wer(®Ye), ﬂ;ﬂ) la forme différentielle

. mn 2.Z
de définition de la structure ki#hlerienne, w|U = % d'a"log * —=—= ([4], 1II,

K .
i=o
n°5) et en particulier wlcm =1 d'd"Log(1 + ')l:‘ z.Z,) ou z .?:Z]z( dési t
2 sy Cifi 2R Bpreee®, SSiNERR
les coordonnées affines de € ) , O = (f le faisceau de formes différentielles

holomorphes de degré n sur X muni de la structure hermitienne déduite de g ,

m

kX > 0 une constante, ¢ = Log(1+ ¥ zi'z‘i) s+ L le faisceau O muni de la
i=1

structure hermitienne e ke fois la structure hermitienne de (1 o Alors les

applications linéaires partiellement définies entre espaces de Hilbert

12(0%097 1 (1)) ——> 13 (1)) ——> 139+ (1))

yvérifient les hypothéses du lemme 3 pour q =21 .

Démons tratione~ L'hypothése (a) est évidente, Pour démontrer (b) nous allons

démontrer que si « € L2(Q°'q(L)) tel que d"a et O6"a soient définis
1) ([ <an> a2 2| < avaara > a9) 24 ([ < svo,na5a0) 2]
X X X
Nous allons démontrer cela d'abord pour & A support compact de classe

¢ . Pour cela, il suffit de démontrer que, pour « € I’(X,Qo'q([)) y 021

A support compact et de classe ¢’
(2) I k< a,0>dg < J < d"a,d"a > dg + ‘[ < 8", 8"a >dg
X X X

ou encore puisque le complexe de faisceaux muni de la structure hermitienne ot
est isomorphe & 0°*° ®, Q que pour « € F(x.ﬂn’q(0—1 ®Ob)) A support compact

ef de classe C° on a la méme inégalité, Pour cela (Expe n°3, § 3, th, 3) il
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31 ® L -
suffit de démontrer que ———3—— 2 k3 ol 0 3, L est la forme quadra-

tique associée & i C étant donnée par la formule

alxyr o'z
~ko

= d"d'Log e (expe n°3, § 2, prope 6) car Q-1®0L est le fais~

CQ-1®0L'

ceau O muni de la structure hermitienne qui fait que < 1,1 > = e K¢ et

ol Qx est la forme quadratique déduite de la :souuie de Kdhier @ sur X o

Or
~kg Xlog(1+ T z,%.) L \-K

d"d'loge ' = d"d'Log(e imq 1 i7) = a"a'log(l 4,5, 2.7.)7 " =

m
= Kd'd"Log(1 + T z.Z.)

i=t 18

o gL

donc en fait —_— = k@x .

On en déduit 1l'inégalité (1) pour une forme A support compact et de classe <.,
Pour en déduire 1l'inégalité (1) pour o € Lz(ﬂo’q(L)) telle que d"«

et 6"a soient définis, il suffit de démontrer que les formes A support compact

de classe C . sont denses dans cet ensemble pour la norme ||oz||2+||d"cy||2 +|| 6"01"2

ce qui résulte de [6], 4e4e

LEMME S.- En gardant les notations dv lemme 4, soit £ 3 X —>R une fonction

continues Alors f a une croissance modérée le long de l'infini de X si et

seulement si, pour tout compact X de ]Pm(u:) , il existe des constamtes

m
A, x>0 telles que |£] sA(1 + T zizi)“ sur KNX .
i=1

Démons tratione.~ En effet si Zc’,Z1,...,Zm désignent des coordonnées homogénes

de P"(C) _
ZOZ 1
— Q. — = ™ =0
ZOZO + eee + 2 Zm 14 Tz —-.
i=t 1

est une équation IR-analytique de l'infini de X . On en déduit le lemme

(§ 1, prope 1 et définitions).

LEMME 64~ 81 X est un schéma affine lisse de type fini sur € , alors

q n
Hm(X,ﬂalg) =0 pour q21 ,
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Démonstratione~ Il existe un entier m tel que X soit un sous-schéma fermé
de c"‘ o En reprenant les notations du lemme 4, g est une structure hermi-
tienne modérée, Q = (nglg)a.n et la'horme" sur (0 associée A la structure
hermitienne sur () déduite de g est modérée, Soit o € Cg(x,ﬂglg) telle
que d"o = 0 o En utilisant le lemme 5 et la définition de formes modérées,

il existe k > 0 tel que

< + 131 zizi) < oe > 0 dg <
( < ope >kah1 désigne le produit scalaire sur Qo’q(n) déduit de g ).
m
Or J’ -k k¢
x(1 + 1;21 zizi) <@a>, .49 = ‘fx e 7 < a,a> kihl dg =

=‘[ < oy, > dg
X

(o) <eeye > désigne le produit scalaire sur 0°'%(z) ). Donc o € 12(0°%(z))
et par suite d'aprés les lemmes 3 et 4 , il existe B € L2(0°’q-1(L)) tel
que d"B=a +0r B¢ L2(Q°'q"1 (L)) entraine que f < B4B > dg < donc
m X
= \=k -1 .
(1 +3 z.zi) < BB > pypy 49 < donc B € c;“ (x,Q) . On en déduit

x i=st *
le lemme,

LEMME 74~ Si X est un schéma affine lisse de type fini sur ¢ , F un

faisceau algébrique localement libre de rang fini sur X , H;(X,F) = I'(X,F)

et H;ll(x,F)=0 pour q 21

Démons tratione.~ Pour démontrer la premiére assertion, vu que F est un facteur
direct de 0; pour un certain n il suffit de la démontrer pour O; donc
pour OX .

Soient X < X une immersion ouverte d'image dense o X est un
schéma propre et lisse et X - X wun diviseur 3 croisements normaux, ¢ une
structure hermitienne modérée sur X , £ € C:(X,Ox) telle que d"f =0 .
Alors il existe par définition une fonction continue & 3 X __>]R: qui a

une croissance modérée A 1lt'infini de X telle que f 6-1 £PAg < + 00
X
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Soit U un ouvert de X dans lequel X - X est défini par 1l'équation holo-

morphe sur U , h =0 , Alors il existe des constantes N , A > 0 telles

arotn 671

que § <

5 > a7 wB)Y . Donc J n'enle dg <0 o Or 1a
X

(nh)
fonction th est holomorphe sur U N X car 4d"f = 0 donc elle 1l'est aussi
au voisinage des points non singuliers de X =X NU (si g : p" - Y—C
est une fonction holomorphe carrée sommable, ol D est le polydisque unité
de en et Y l'hyperplan z1 =0 , alors g est holomorphe sur Dn entier).
On déduit que th est holomorphe sur U car elle l'est sauf au plus sur un
sous~-espace de codimension 2, Donc la fonction £ est méromorphe le long de
X - X et par suite £ € r(x,ox) .

Pour démontrer la deuxiéme assertion, il suffit de remarquer que Q—1Fan

est facteur direct de 02 pour un certain n donc Fan est facteur direct

de (0)" . On déduit le lemme en utilisant le lemme 6,

THEOREME 1.~ Soient X un schéma séparé lisse de type fini sur € et F un

faisceau algébrique localement libre de rang fini sur X , Alors on a

H;(X,F) = H*(X,F) o

Démons tratione~ Soit ¢ un recouvrement affine de X o Par définition, on a
H;(X'F) = H*(C;(X,F) . Or en gardant les notations de la propo-
sition 1, d'aprés cette proposition CZ(X,F) = H*Cg(x*,F) = Ho(cz(x*,F)) .
D'autre part, les Xk étant affines suivant le lemme 6

*(UhF) = 1 (CA(X,F)) = HO(CA(K.F))
Le double complexe C;(X*,F) ayant donc des lignes et des colomnes acycliques,
sauf en degré 0 , on a

H*(c;(x,F)) = H*(c*(U,F)) et u*(c*(U,F)) = H(X,F)

car le recouvrement [ est affine, On en déduit le théoréme,
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