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I-01

PRODUITS TENSORIELS TOPOLOGIQUES ET ESPACES NUCLEAIRES

par Régine DOUADY

§ 1o Produits tensoriels topologiques.

10e Motivation.
Si E est un espace vectoriel de dimension finie sur g s hotons P(E)
1l'espace vectoriel des fonctions polynomiales de E dans C o On sait que,
si E et F sont des espaces vectoriels complexes de dimension finie, on a
P(E x F) = P(E) @ P(F)
8i U et V sont des ouverts de E et F respectivement, comment peut-
on décrire l'espace _g(U x V) des fonctions g—analytiques de UxV dans C ,
connaissant 0(U) et O(V) . On verra que 0O(U x V) est le complété de
0(u) @ o(V) pour une certaine topologie, ce qu'on écrira 3
ouxv) =0(v) 8o(v) .

Plus généralement, si X et Y sont des espaces C-analytiques, F et

 [2}

des faisceaux analytiques cohérents sur X et Y respectivement, en notant

I

le faisceau sur X X Y produit tensoriel externe de F et G , on at

(X x ¥) = H(X) 8 H(Y)

1e1e Semi-normes @=fonctorielles,

DEFINITION.~ On appelle semi-norme @-fonctorielle la donnée, pour tout couple

(E,F) d'espaces vectoriels complexes, pour toute semi-norme p sur E et
toute semi-norme q sur F , d'une semi-norme o{(p.q) swr E®@F , de fagon
que les conditions suivantes soient satisfaites ¢

(i) si (E,p) , (E1,p1) v (Foq) (F1,q1) sont des espaces semi-normés,
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etsi £33 E— E1 et g F——>F1 sont des applications linéaires

continues, l'application linéaire £ ® g ¢ E 8 E1 —> F @ F1 est continue

pour les semi-normes «(p,q) et d(p1,q1) vet o gl < Il Hall o

(ii) En notant u lanorme z +— |z| sur C , ona d(uyu) =u .

Soit o une semi-norme @-fonctorielles Si E et F sont des espaces
semi~-normés, on note E 00( F 1l'espace vectoriel E ® F muni de la semi-
norme & (p,q) , ou P et q sont les semi-normes données sur E et F 3
pour tout t € E® F , on note ||t||“ la semi-norme de t dans E 8 F .,

Si E et F sont des espaces localement convexes, soient (pi) et

i€I
(qj)jf J des familles de semi~normes définissant les topologies de E et F

respectivement, on note E 00‘ F 1l'espace vectoriel E ® F muni de la topo-
logie définie par la famille de semi-normes (o((pi,qj))(i.j) ¢ Txg ¢ Onnote
E 60( F le séparé-complété de E 00( F oSi E et F sont des espaces de

Banach (respes de Fréchet), E 30( F est un espace de Banach (respe de Fréchet).

Soient E et F des espaces semi=normés et t € E @ F o Pour toute semi-
norme @-fonctorielle « , on a 3

sup

ey, ves,,| € OD@I < llel ¢ ine Sl Il

ol BE' et BF' sont les boules unités des duaux E' et F' de E et F,
et ol "inf" est pris sur toutes les familles finies de couples ((xi'yi))iG I

telles que t =2 X, 09, e Ces inégalités sont immédiates.

DEFINITION.~ Avec les notations ci-dessus, on pose

”t"e = SngeBE' ) M€ BF' | (€ 8n)(t)| ;

ing anlll “Yl” L4

Iell,
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On vérifie que 1l'on définit ainsi des semi=-normes @-fonctorielles T
et € o De toutes les semi~normes @-fonctorielles, € est la plus petite
et B est la plus grandeo

Soient « une semi-norme @-fonctorielle, E et F des espaces semi=-
normés, x € E et y€ F , On a ¢

lx o vll, ==l vl -
L'inégalité ||x e y”“ & ||x]] |lyll est immédiate, et 1'inégalité opposée
résulte du théoréme de Hahn-Banache

Si p et g sont des normes, on verra que e(p,q) est une normes
On en déduit que pour toute semi-norme @-fonctorielle, en particulier powr T ,
la semi~norme «(p,q) est une norme, Paradoxalement, c'est pour € que la

vérification est la plus facile,

1e2e¢ Le produit tensoriel Tr et son complété.

Soient E, F, G des espaces localement convexes, on note B(E,F;G)
1l'espace vectoriel des applications bilinéaires continues de E X F dans G o
sii E, F, G sont des espaces semi-normés, B(E,F;G) est muni de la semi~-

£l = £
norme || " SUP_ ¢ BE' , V€ BF'I' (X’Y)" .

PROPRIETE UNIVERSELLE.~ Soient E, F, G des espaces localement convexese Alors,

1)} L'application canonique L(E ® F;G) — B(E,F;G) est un isomorphisme

algébriqueo Si E, Fy, G sont des espaces semi-normés, cette application est

une isométries,

2) Si G est un espace complet, l'application canonique

L(E 8, F36) —> B(E,F;C)

est un isomorphisme algébriquec




I_o4 R. DOUADY

Démonstration de 1)e~ Suppcsons E, F, G semi-normés. La boule ouverte

B est l'enveloppe convexe de B_oe B e Soit f wune application bi=-
E® F E F
linéaire de E X F dans G , notons ¥ 1'application linéaire de E @, F
dans G déduite de £ o On a
o o (3 ~, 0 o [ ~, 0
4 === L (=== ===
£l 1 &= f(BEyBF)cB &= f‘(BEoBF)C.BG &==> F£(B

[ ~
G pe P € By &= Nellst s

d'olt la propriété {) dans le cas se.i=normé ; le cas général en découles

2) L'application cancnique L(E 8 F3G) —> L(E 6“: FjG) est un isomorphisme

algébrique. La propriété 2) résulte alors du diagramme commutatif

L(E @ F;G)

J N
L(e 8 F;G) — B(E,F;G)

ol lcs fléches sont les applications cancaiqueso

COROILTAIRE 14~ Si E et F sont des espaces semi-normés, alors

N ASIOA)
E8 F-E8 F .

En effet, E @n F et £ 6_“ ’15 sont deux représentants du foncteur

G > B(E,F;CG)

COROLIAIRE 2,~ Soit (El) un systéme projectif d'espaces localement convexese

Notens E la limite projective des Ei et supposons les applications E —-)Ei

d'image dense pour_*tout i o Alers. si F est uvn espace localement convexe, on

EQ F=1li ®
a “F-(}E\Eiﬂﬂl’.

Ce corollaire résulte du précédent,
Exemple de produit tcnsoriel T complétée~ Soient I et J deux ensemblese

On a {1(1 xJ) = {1(I) 611, 4! (J) « En effet, pour tout espace de Banach G ,

10
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L(£1(I x J);G) et B({1(I),{1(J);G) s'identifient A l'ensemble des familles
bornées, indexées par I xJ , d'éléments de G , On en déduit que {1(1 x J)
et 81(1) 6& 81(J) représentent le méme foncteurs

Exactitude 3 droite,

PROPOSITION.- Soient 0 — E, LN E, = E, — 0 wme suite exacte d'espa-

ces de Fréchet et F un espace de Fréchet. Alors,dans le diagramme

E, § F_ YW, E © F_Ve E 8 F le morphisme u, est d'image dense
e S A M A T *

dans Kerv, et v, est surjectif,

Démons tration,
N
I1 résulte de la propriété universelle du produit 8. que le foncteur
E+——>E 61& F commute aux conoyaux séparés complétés, On en déduit que

ﬂiﬁ¥ = Ker v, o La surjectivité de v, est immédiate.

*
Contre-exemple.

On ne sait rien sur 1l'injectivité de u, (cfe probléme d'approximation)e
Donnons un exemple ol u est un monomorphisme strict et ol u, n'est pas
strict ¢ soient E un espace de Banach, H un sous~espace fermé de E non

. . oo 2 .
direct et réflexif (par exemple E ='£ et H= £ ) e« Alors la topologie de
H! 6,“: H (ob H' est le dual de H) n'est pas induite par celle de H' 6“ E o
. e A ~

En effet, si H!' Oy H - H' @ E est un monomorphisme strict, son composé
B(H'4E;C) —> B(H',H;C) est surjectif, Or B(H',E) = L(E;H") = L(EjH) , de
méme, B(H',H) = L(H;H) o L'identité de H peut se prolonger en une applica-
tion linéaire de E dans H , ce qui est impossible car H est non direct

dans E e

1



R. DOUADY
I-06

1e3e le produit tensoriel e et son complété,

Soient E et F deux espaces semi=normése. Considérons le diagramme

commutatif
EQF — % 5 L(F45E)
ﬁl ¥
1(eyF) —2 5 B(E',F'5Q)
défini par

d(xey) =(Mron(y)x) 3 plxey) = (8—E(x)y)
¢(£) = ((84n) — n(2(8))) & o(g) = ((549) —> E(g(n)) )

PROPOSITION {.-~ Les applications o , Bs @ et Y sont isométriquese

Démonstration.
Les applications ¢ et Y sont isométriques en vertu du théoréme de

Hahn-Banach, Y oX = ¢ °p est isométrique par définition de la norme ¢ 3

il en résulte que K et B sont isométriques.

COROLIAIRE.- Si E et F sont des espaces normés, la semi-norme de E 8 F

est une normes

Démons trations
Comme L(F';E) est normé, il suffit de montrer que « est injectif, Or o
est composé de deux applications injectives E ® F —li-é—)E ] F'*——K—9 L(F';E) ,

ol & ¢ F—> F' est 1thomomorphisme de bidualité et X est 1'homomorphisme

de Kronecker,

PROPOSITION 24~ Soit F un espace localement convexes

a) Soient E1 et E2 deux espaces localement convexes et u ¢ E‘I —_ E2

12
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. 2
un _morphismes Posons w, =u® 1F 3 E1 66 F — E2 @e F o

(i) Si u est un monomorphisme strict, il en est de méme de u, 3

(ii) si E, est complet et si u est injectif, wu, est injectif,

1
b) Soit (Ei) un systéme projectif d'espaces localement convexes, et

posons E = lim Ei °

(i) L'application canonique E @‘ F — ](.iE(Ei ﬁe F) est un monomor-

phisme strict ;

(ii) si la projection E —3 Ei est d'image dense pour tout i , on a

A . A
EB F-= }_15(}:i QeF) o

Démons tratione
(agi) s si p est une semi-norme sur E, et q une semi-norme sur F,
on voit en appliquant E, 8 F dans L(F';Ei) que les semi~normes &(u*p,q)

et (u,)* e(pyq) sur E, 8 F colncident, d'oll 1'assertion,

1

(byi) : soient p une semi~norme sur Ei s P' la semi~norme corres—
pondante sur E , et q une semi-norme sur F o La semi~norme s(p',q) sur
E®F est induite par la semi-norme sur M(El ﬁe F) provenant de €&(p,q) ,
d'ou ltassertione

(byii)s il suffit de montrer que E 3' F —3 M(Ei 38 F) est d'image
dense § pouwr cela il suffit de montrer que E Se F — Ei @e F est d'image
dense pour tout i o Or Ei Gz F est engendré par les tenseurs simples, et
tout tenseur simple x o y € Ei ®€ F peut &tre approché par x'ey avec x*
appartenant & l'image de E

(ayii)s 8i F est semi-normé, le diagramme commutatif

8 F ™ 8 F
—_— 9
Bt % By %
! “ l
¥* A
L(F';E1) —_— L(F'iEz)

13
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montre que uy 3 E1 ﬁe F ——>l~32 8€ F est injectife Le cas général s'en

déduit par passage a la limite projectives

THEOREME.- Soient X un compact, F un espace de Banach, C(X3F) 1'espace

vectoriel des fonctions continues de X dans F o Posons C(X) = C(X;C) »

On a

La démonstration de ce théoréme utilise les lemmes suivants $

LEMME 1.~ Soient E et F des espaces normés, (Ei)i€ ; e famille

d'espaces normés, (ui)iG p une famille d'applications ui ¢t E— Ei

linéaires continues telles que, pour tout x € E , ||x|| = syp “ui(x) -

alors YVt €E®F , v||t||e = sup I (u, ®1.)(¢) Il -

En effet, ||'t:||e =|la(t)|| o &(t) est l'image de t dans L(F',E) .

Le lemme en résultes

LEMME 24- Toute application linéaire continue de X dans F peut &tre

approchée dans Q_(X,F) par des applications dont l'image est contenue dans

un sous-~espace de dimension finie de F

En effet, soit f ¢ X——> F une application continue, on peut appro-
cher £ 1localement par des applications constantes, puis on fait une parti-
tion finie de 1l'unité,

Démonstration du théorémes.

L'application canonique C(X) 8, F— G(X;F) est une isométrie d'aprés
le lemme 1 appliqué aux mesures de Dirac sur X 3 elle est d'image dense

d'aprés le lemme 2, Le théoréme en résulte en prolongeant au complété,

14
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COROLLAIRE {.~ Soient X et Y des compacts, on a

o(x x¥) = c(x) 8, c(v) .

COROLIAIRE 2=~ Soient X un espace localement compact, F un espace

localement convexee Alors,

c(x;F) = c(X) 681»‘ .

Ce corollaire se déduit du précédent par passage a la limite projec-

tivee

1 e4e Produits tensoriels complétés d'espaces de fonctions holomorphes.

Si X est un polydisque fermé, notons B(X) 1'espace des fonctions
continues sur K et holomorphes sur 1 , et A(K) 1llespace des séries

entiéres normalement convergentes sur X , ieee

A(K) ={f= Za‘kzk'Zlak'I‘k<w} .

n
PROPOSITION.- Soiemt X et L des polydisques fermés dans C et C* o On a

A

A(x) €. a(1) .

a) A(K xL)

b) B(X x L)

B(X) 6& B(L)

Démons tratione
a) On peut supposer K et L de polyrayons 1. Alors A(X) = 41(§n)
et A(L) = 4! (W) , arod A(X) B A(L) =1 (W™P) = Ak x 1) .

b) lemme ¢ les polyndmes sont denses dans B(K) .

Démonstration du lemmes

Soit Kt 1'homothétique de KX dans le rapport 1 + t o Pour toute

fonction f € B(X) , posons ft(x) = f(l f t) ¢ Quand t tend vers O

par valeurs > O , ft tend vers £ uniformément sur K car £ est unie-

15
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formément continue, et pour tout t > 0, la série de Taylor de ft converge
Q

uniformément sur X car ft est holomorphe sur Kt et X est compact

o
dans X, o

t

Démonstration de b)e

La norme de B(X) 66 B(L) et celle de B(X x L) sont induites par

celles de C(K x L) , et 1'un et l'autre sont la fermeture de l'espace des

polynBmes.

THEOREME.~- Soient U et V des polydisques ouverts. On a

o(u x V) = o(v) 8y o(v) = o(v) 8 o(v) .

Démons tratione

Soient (Kn) et (LP) deux suites strictement croissantes de polydisques
fermés tels que, pour tout n , Kn cU et, pour tout p , Lb cV o0n
a alors, 0(U) = Lim B(Kn) = E.EA(Kn) et o(V) = ;j._m_B(LP) = }_iln_A(Lp) .
Il est clair que l'image de 0Q{U) dans A(Kn) est dense pour tout n ,
l'image de 0O(U) dans B(Kn) est dense pour tout n d'aprés le lemme pré-
cédente Le théoréme se déduit de la proposition précédente par passage a la

limite projectives

§ 2. Applications nucléaires.

2¢1e Applications nucléaires s définitions.

Soient E et F deux espaces de Banache L'homomorphisme de Kronecker
E'® F — L(E;F) se prolonge en une application linéaire continue

6 s E G“F — L(E;F)

DEFINITIONe~ Soit u ¢ E —>F une application linéaire continuee On dit

16
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que u est nucléaire si u € Im6 ,

Autrement dit, u est nucléaire s'il existe une famille (gi)ii I
de formes linéaires sur E et une famille (yi)i €1 d'éléments de F
telles que >:||§i|[ ||yl|| < o et (VYx€E) u(x) = Tg, (x) y; e Soit

u$ E— F une application nucléaire, on appelle norme nucléaire de u

et nous noterons ||ull; 1le nombre inf(T |]§1|| ||y1||) s la borne infé-
rieure étant prise sur toutes les familles ((Ei , yi)) telles que (Vx€E)
u(x) = ZEi(X)yi .

Toute application de rang fini est nucléaire, Toute application nucléaire

| Lo Xr 9 F, d'espaces de Banach

et applications linéaires continues, si u est nucléaire, g o u o £ est

est compactes Dans le diagramme E

nucléaire et on a “g °o U o f"ﬂé “g" ||u||v ||.f:‘" .

Soient E et F des espaces localement convexes et u ¢ E — F une
application linéaire continuee On dit que u est nucléaire s'il existe une
famille équicontinue (Ei)i ¢ 1 de formes linéaires sur E , une famille
bornée (yi) d'éléments de F et une famille )\i de nombres complexes
telles que Zl)xi| <o , et (Vx€ E) u(x) = Z)\i gi(x)yi eSi E et F
sont des espaces de Banach, on retrouve la définition ci=dessuse Si F est
complet, pour que u ¢ E —> F soit nucléaire, il faut et il suffit que u

. £ Y N
se factorise en E —E —)F1 —9-;}7‘ g OU E et F sont des espaces

1 1 1
de Banach et wu, est nucléaire, Cette remarque permet de ramener l'étude des

1
applications nucléaires entre espaces localement convexes au cas des espaces
de Banache
Exemples.

1) Si E est un cspace vectoriel de dimension finie n , on a HlE”v =n .,

17
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En effet, on a “lE“V > 'I‘r'ZIE =n 3 pour démontrer 1l'inégalité opposée,

on peut utiliser le lemme suivant @

LEMMEe- I1 existe une base (e;) de E telle que (Vi) el € 1 et

[|e{[| £1 , ol (ej'_) est la base dualee

Pour démontrer ce lemme, on peut prendre une base vérifiant (Vi)
“ei" £ 1 de déterminant maximume

2) Soit p € [1,0] et (un) une suite bornéee L'application

U s (xn) — (unxn) est un morphisme de €P dans lui-méme.

a) U est compact si et seulement si (un) €c,

b) U est nucléaire si et seulement si (un) A
Les implications (un) € c => U compact et (un) ¢ ¢ => U nucléaire
sont facileses Si (un) ﬁ' S il existe a > O et une suite extraite

+1) 'U(enk)”) a\PVZ— , et

on ne peut pas en extraire une suite de Cauchy, donc U n'est pas compacte

(uw ) telle que (Vx) unk>/ a ;3 alors ||u(e

Pour voir que U nucléaire => (un) € £1 s On se raméne en composant
a

N ) ni
avec V 3 (xn) — (ann) you v ==

s au cas ou les u sont > 0 o
n
Alors, en notant iN : -BP[O,N] —54P 1vinjection et py la projection, on
N
2 lly2dlogly o o vy=pyevedy y et [Ty > 100y = Euy
donc les sommes partielles de Tu ~ sont bornées par ully o et (Un) AN

3) Soient K et X' des polydisques dans Qn de polyrayon r et r',

(-]
tels que K'c X , iees Vi r! ¢ r, o La restriction p: B(X) —> B(x")
est nucléaires

En effet, une fonction f € B(K) se développe en série £(z) = Zak(f)zk ’

2mn . .
8, —i(k,d
a(8) = =t oo TP a0 e,
2Tt o

18
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cette série convergeant uniformément sur XK' on peut donc écrire
p(e) = flK' = Za&((f) le, e On a |ak(£‘)ﬁ4 -—Hf" pour tout £, d'oﬁ
% 1
e o et lisfll= =™ s wen T zlial Il <25 2‘1 o <o
r

4) Avec les notations de 3), la restriction p Q(IOC) ———)_Q(f(') est
nucléaires En effet, si K'c IGC1 c K1 CI% s cette restriction se factorise
en O(K) - B(K ) = B(x') — O(K') s OU f1 est nucléaire,

2424 Applications nucléaires et monomorphismes,

Soient E et F ees espaces de Banach, £ ¢ E — F une application

nucléaire et F‘1 un sous-espace vectoriel fermé de F o Supposons que Im fcF

L'application f1 t x —>f(x) de E dans F‘1 n'est pas nécessairement

1 [ )

nucléairees Il peut aussi arriver que £, soit nucléaire, mais que ||f1 ”1’ > ".E‘"_'7

1
De méme, si N est un sous-espace fermé de E contenu dans Kerf ,

1'application f2 H E/N —3>F déduite de £ n'est pas nécessairement nucléaire,

Ces inconvénients ne se produisent pas si F (respe N) est un facteur

1
direct de F (respe E) , en particulier si F (respe E) est un espace de

Hilberte En effet, on a alors f1 =po f ,0u p3 F——)F‘1

jection (respe £, = £e0 , ol O est une section)s

est une pro-—

Contre=exemples o

1) Soit E un Banach et H c E réfléxif non directs, On a vu que
H? 6m H —>H! 61& E n'est pas stricte Soit £ appartenant a la fermeture
de 1l'image mais pas a l'imagee Alors f est nucléaire de H dans E mais
non de H dans H 3 cependant f£(H) € H «

2) Soient F = g3

muni de la norme X > suplxil et H 1le plan d'équa~

19
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tion Exi = 0 (ce plan coupe le cubc suivant un hexagone), Alors l'in-

jection canonique 4 : H —> F est nucléaire, mais ”11{” =2 et ||4,||’\7 =% .

2¢3e Applications binucléairese

DEFINITIONe- Soient E et F deux espaces de Banach et f ¢t E — F une

application linéaire continuee On dit que f est binucléaire (respe

PROPOSITIONe—- Soient E et F des espaces de Banach et f ¢ E —> F une

application binucléairce

si F
a) Si 1

cation f,‘ t x = £f(x) de E dans F

est un sous=espace fermé de F tel que Imf c F1 y 1'appli-

est nucléaire,

1

b) §i N est un sous—espace vectoriel fermé de E contenu dans Kerf ,

1l'application f2 H EA\I — F déduite de £ est nucléaire,

LEMMEe= Toute application nucléaire sc factorise A travers un espace de Hilberte

Démons trationy
Soit £= I % @y, avec ZH°(|| “y" { +© o On peut supposer
ser & i s i
||n(i|| = ||y1H pour tout i e Alors x+—» (mi (x)) est une application

continue de E dans -EZ(I) et ()\i) — Zki y; est une application continuc
de 4%(1) dans F .

Démonstration de la propositione

(a) factorisons f en E-93G_-H,F , ol g et h sont nucléaires,

et h en G —>H —>F s O H est un espace de Hilberte Posons H1 = V-1(F1)

et soit v1 : H1 —_— F‘1 1l'application induite par Vv o Soit p ¢ H — H1

la projection orthogonalee On a f1 = v1opeueg s donc ..‘?1 est nucléaires
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La démonstration de (b) est analogues

2e4e Supercontinuités

PROPOSITION.~ Soient E1 N E2 et F des espaces de Banach, f 3 E‘l —_—> E2

une application nucléaires Alors f 0’1F H E1 8. F ——-—)E2 Om F est continue

de norme inférieure ou égale & ||£],

Démons tratione

Soient wu € E1' 8 w B, ot ¢ € E, ® F o Posons T =0(u) ¢ L(E1;E2)

~ .
et tT=a(t) ¢ L(E' F) o Notons © : F @ E,-— E, 8 F la symétries
LEMMEe- On 2 (¥ @1,)(1) = o(F@1.)(w) .

La démonstration de ce lemme est immédiate et la proposition en découle,

2¢5¢ Produit tensoriel d'applications nucléairess

PROPOSITION.- Soient E‘l s E ) F2 des espaces de Banach, f ¢ E —)EQ

27 1

et gz F1 — F2 des applications nucléairess Alors f @ g se prolonge en

A n
une application nucléai d E, ® F, d E_ @ F
pp aire de 1 % Fy ans 5 8 Fy o

Démonstratione

L'application £ est de la forme 6(u) avec u € E1 On: E, et g est

de la forme 0(v) avec v € F1' 6,“: F‘2 e Alors uesv € E ' g e By ﬁﬂF1 afo *

Soit w, = o(u e v) € Ef 0 F) ﬁn E, @“ Fy ol 0 est la symétries Soit

' A A . P _

'8 E1 @n F1' —_ (E1 Oﬁ F1)' 1l'application définie par y(g,p) = ﬁer]
A n N

posons w = (pe@ 1)(w1) € (}31 8, F1)' C (32 8, F2) eOna £8g-=298(W),

C.q.fod.

21



R. DOUADY

§ 3+ Espaces nucléaires,

3e1e Espaces nucléaires = Définitionse

Soit E un espace localement convexe et soit (pi) une famille fil-
trante croissante de semi-normes définissant la topologie de E o Pour tout i,
notons ﬁ; le séparé complété de E pour Py ; pour j>2 i , l'identité

de E donne une application, dite canonique, de E. dans E, .
] ? j i

DEFINITIONe~ On dit que E est nucléaire si, pour tout indice i , il existe

un j »i tel que l'application canonique ﬁ&-——+ ﬁi soit nucléaire,

PROPOSITION 14~ Pour que E soit nucllaire, il faut et il suffit que toute

application linéaire continue de E dans un espace de Banach soit nucléaires

Démons tratione

Supposons E nucléaire, ct soit f une application linéaire continue
de E dans un espace de Banach F o Il existc un 1 tel que f soit contie-
nue pour pi s alors £ est composée de l'application canonique E —> ﬁi ’
qui est nucléaire, et d'une application linéaire continue gi———% F , donc f
est nucléaires Réciproquement, supposons la condition vérifiée, pour tout 1
1'application canonique E ———)gi se factorise en E _éL,F‘_lL,€; ou F
est un espace de Banach et u nucléaire, et f se factorise a travers l'un

des §3 s Par suite E est nucléaire,

Remarquese

1) La propriété de nucléarité ne dépend que de la topologic de E , et
non du choix de la famille de semi~normes,

2) Soient E un espace nucléaire et F un espace localement convexe

complets Pour qutune zpplication linéaire £ $ E —3 F soit nucléaire, il
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faut et il suffit qu'elle se factorise a travers un espace de Banachae Elle
est alors k-nucléaire pour tout k o Si £ est nucléaire et si F1 est
un sous—-espace vectoriel fermé de F contenant Imf , l'application

x —>£2(x) de E dans F, est nucléaire,

PROPOSITION 2,- Soient I un ensemble ordonné filtrant sans plus grand

élément et ((Ei)’(fi)) un systéme projectif d'espaces de Banach tel que

fl H Ej ——-aEi soit nucléaire pour j > i « Alors la limite projective

E = 1lim E. est un espace nucléaire.
— i

Notons Yi la semi-norme sur E image réciproque de la norme de Ei .

L'espace ﬁY s'identifie a un sous=espace fermé de Ei e Pour tout 1€ I,
i
il existeun j> i etun k> Jj 1§ alors Ek———-)-Ei est binucléaire et

ﬁ —3 £ est nucléaire,

Exemple,

Soit U cc” un polydisque ouvert, Alors Lf(U) est un espace de
Fréchet nucléaire,

En effet, (HU) = Jim B(k) , ou (Kn) est une suite de polydisques
fermés telle que K € §n+1 et UK =U ,et p:B(K
est nucléaire (2:1, Exa 3)»

n+1)____> B(Kn)

3e2¢ Propriéiés des espaces nucléairese

PROPOSITION g~ a) Tout sous~espace d'un espace nucléaire est nucléaire,

b) Tout quotient d'un espace nucléaire est nucléaire.

c) Tout produit dfespaces nucléaires est nucléaires

d) Toute limite projective d’espaces nucléaires est nucléaire,
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Démonstrationa
(a) et (b) : soient E un espace nucléaire et F un sous~espace de E o
Soit (pi) une famille de semi~normes sur E définissant la topologie de E .
Pour tout i , notons {! 1la semi-norme induite par f. sur F et f".' la
i i i
semi-norme quotient de p. sur E/F « Les familles (f?i) et (f:) définis~

sent la topologie de F et E/F respectivementes Les espaces de Banach ,1;' P'
A\ i
et (E/F)P.. s?identifient & un sous—espace et un espace quotient de ﬁ?
i A i
respectivementes Pour tout i , il existe un j tel que E, —> ﬁf soit bi-
. A p J !
nucléaire, Alors Fy! — ! et E/FP" %E/F?.. sont nucléaires, d'apres
J i J i
2.3. prop.

(c) : soient E et F deux espaces nucléaires, (pi) et (qj) des
familles de semi-normes définissant les topologies de E et F o La topo=-
logie de E x F est définie par la famille (rij) , OU rij(x) = sup(pi(x),qj(y)) .
on a (E x F);_j = ﬁi X i‘\‘j o Pour tout couple (i,3j) , il existe (i',j?) tel

que les applications canoniques u ﬁi’ —_>ﬁi et v ¢ ﬁj' —_— ﬁj soient
nucléaireses Alors l'application canonique
w=uxX 4, u A, v r E x F £ xF
= v = r H . N .
4 [ o P 1 + > s o P 2 J' —> i 3

est nucléaire et ||w|l < lully + |Ivlly o Par suite E x F est nucléaire, d'ol

i

l'assertion dans le cas d'un produit fini,

Soit (Ei)iG ; me famille d'espaces nucléaires, Toute application
linéaire continue de || Ei dans un espace de Banach se factorise a travers
i€l
wn produit fini, donc est nucléaire, Par suite TT Ei est nucléaire,

i€l
(d) 1 résulte de (a) et (c) e
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3e3e Produit tensoriel avec un espace nucléaire,

THEOREME 1.~ Soient E et F des espaces localement convexese Si E ou F

est nucléaire, les topologies € et mt sur E ® F cofncident.

Démonstrations
L'application identique E @K F— E @e F est continue en vertu de la
propriété universelle 1.2 La continuité dans l'autre sens résulte de 244e
Si E ou F est nucléaire, on écrit donc E 8 F sans préciser pour

quelle topologiee

COROLLAIRE 1e-~ Soient 0 — E, — E2 —> E, —» 0 une suite exacte d'espa-

1 3
ces de Fréchet et F un espace de Fréchete Si F ou E2 est nucléaire,

F —3 0 est une suite exactee

0 — E, 6F_)E26F..ﬁE3

A
Ce corollaire résulte de l'exactitude 3 droite du produit ®1t et de

1e3e¢y Prope 2, a). (i)°

COROLILAIRE 2.~ Soient E

10 E2 et F des espaces de Fréchet et £ ¢ E1 — 132

une application linéaire continue (non nécessairement stricte)e S§i F est

nucléaire, ou si E1 et E2 sont nuoléaires, le noyau de £8 lF‘ : E1 fro EQ% F

A
est (Ker£)® F o

Ce corollaire résulte du corollaire 1 et de 143, prope a), (ii), en consi-
dérant la suite exacte O —— Kerf E‘l —_ E/Ker f—» 0 et l'injection

E/i(er f—5 E

2

THEOREME 2.~ Soicnt E et F deux espaces nucléairese Alors E 8 F est

nucléaire.
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Démonstratione

Ce théoréme résulte de 2.5.

§ 4« Espaces des sections d'un faisceau analytique cohérente

PROPOSITION 4.—~ Soient F un faisceau analytique cohérent sur un ouvert £

n . -
de C° et U un polydisque ouvert relativement compact dans Q o Alors

l'espace F(U) peut €tre muni de facon naturelle d'une structure d'espace

de Fréchet nucléaire,

Démonstratione
Soit V un polydisque ouvert de (_Jn contenu dans et tel que U

soit relativement compact dans V o D'aprés le théoréme A, il existe un en=—

tier r et un morphisme de faisceaux ¢ ¢ 9_3 -—-—)EV tel que, pour tout
x€U , 9, ¢ (_):: —-->_F_x soit surjectife On en déduit un morphisme surjectif

de faisceaux 9y H _QE — F » lequel donne d'aprés le théoréme B un morphisme

|u
surjectif ¢(U) @ Qr(U)———> F(U) sur les sections globaless L'espace 0 (U)
est naturellement muni d'une topologie de Fréchet pour laquelle il est nu~
cléaire, et F(U) apparait comme un quotient de Q_r(U) « Deux présentations
I. et L. de F(U) domnent par passage au quotient la méme topologie sur
F(U) car il existe un morphisme de . dans Jf. et vice-versas Muni de la
topologie quotient, F(U) est un espace nucléaire ; pour que F(U) soit un
espace de Fréchet, il faut et il suffit qu'il soit séparé,

Montrons que F(U) est séperé, Pour tout x € U , l'anneau 9  des

germes en x des fonctions analytiques sur U est un anneau local j notons

_Mx son idéal maximale Considérons le diagramme
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o (1) —2— (V)

’XQ 1£,x,k
(A" —Pukyr Al r

oh x€U , k€N , etol 'X.o sont les applications qui, &

et x_}_ﬁ,x,k
une section, associe son jet en x a l'ordre k o Comme Qx/ti est un es=-
pace vectoriel complexe de dimension finie, il en est de méme de (%(/r_akx )r
et de F ﬁf‘x qui est un quotient du précédents Munissons ces deux der-
niers espaces de l'unique topologie séparée d'espace vectoriel de dimension
finiees

LEMME 1+~ Pour tout x € U , pour tput k€ E ’ 'X_E,x,k est continues
Démons tratione

ch est évidemment continue, Pour £ € _Q(U) s notons jx 1((f) le jet
L]

k=1
de £ en x a l'ordre k-1 « On a ‘jx k(f) =2 an(.i-‘)(z-x)r1 d'aprés le
[ Q

£ \ .
lemme de Schwarz, et ||la (£)]|g 1£] D oi D est un disque de centre x
n N P Xy Xy T
et de rayon r tel que Bx r < U o On en déduit que lXO est continue, par
]

suite X °7'O est continue ; le lemme résulte alors de la
] R

Fyx,k ° Py = %

propriété universelle de la topologie quotiente

- N -
LEMME 2, Leu Ker'xz’x,k =0 .
k€N
En effet, 0O est un anneau local noethérien, F est un 0 =-module
-x -x -x
de type fini ; d'aprés le théoréme de Krull, ﬂ Mfcf-‘x =0 o+ Soit f € E_(U)
k€N
tel que 'f (f) = 0 pour tout x et tout k ~, alors le germe x de ¢f
Faxyk

en Xx appartient a qc\ Iéifv( donc £x==0 pour tout x et par suite f£=0,

ce qui démontre le lemme,
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Soit £ wun élément de F(U) adhérent & O . Alors, pour tout x et pour
tout k , 7( ﬁ(f\ =0 d'aprés le lemme 1 et £ =0 d'aprés le lemme 2,
Fyxek
CgC{ofodo

PROPOSITION 2.- Soient X un espace analytique complexe, F un faisceau

analytique cohérent sur X « Alors, l'espace E(X) des sections globales

est un espace de Fréchet nucléaires

Pour démontrer cette proposition, nous allons introduire la notion dfouvert
spéciale

DEFINITIONe~ On dit qu'un ouvert U de X est un ouvert spécial, s'il existe

un plongement fermé ¢ d'un ouvert W de X dans un ouvert Q de c”

et un

polydisque P relativement compact dans Q tel que U = ¢-1(P) »

*
LEMME( ).- Si Uy et U2 sont des ouverts spéciaux de X , alors U1r1 U2

est un ouvert spécial de X o

En effet, reprenons les notations de la définition précédente affectées
de 1l'indice 1 ou 2 suivant qu'elles se rapportent a U1 ou a U2 s et

considérons le diagramme commutatif suivant

i psN
1
U1(\U2——ﬁ W1nW<———-—) W1 XW2
¢= (‘?1 "PQ) (P1 X‘P2
V
X 02

P xP?_-——)"' o)

1 1

ol A est l'injection canonique, A 1l'application diagonale x —3 (%y%) o

Comme X est séparé, la diagonale Z%x est ferméecdans X x X et sa trace

(*) Ce lemme n'est pas indispensable pour démontrer la proposition
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dans w1 x W2 est fermée dans W1 X W2 e Donc A est un plongement fermé,

Comme <p1 et cp2 sont des plongements fermés, il en est de m@me de cp1 X cp2

et par suite ¢ = (tp1 ,cpz) = (?1 X <p2) o A est un plongement fermé d'un ouvert
n +n

W1nw2 de X dans un ouvert 01 x02 de ¢t 2, P1><P2 est un po-

lydisque ouvert relativement compact dans 01 X 02 et cp-1 (P1 X P2) = U1 N U2
Ce qui démontre le lemme,
Démontrons la propositions Soit (Ui)i € W recouvrement dénombrable

de X par des ouverts spéciauxs Posons Uij = Ui N Uj o Le diagramme

0 —>F(x) 5T R(v)-< TT Ky, )
i iyd 4

ol P est l'application s4— (s et 0 1l'application

IU.)
i
- -SilU ) est une suite exactes Pour U ouvert spécial
ij ij

de X notons [, 1le faisceau cp*(EIU) prolongé par O & P 3 on a

(Si) > (sj

F.(P) = (U) . Alors, pour tout ouvert spécial U de X , F(U) estun
espace de Fréchet nucléaire, Ainsi, E(X) = Kero est le noyau d'un more
phisme d'espaces de Fréchet nucléaire, et la proposition est démontrée

(302: Prope)s

4¢1¢ Produit tensoriel externe,

Soient X et Y des espaces analytiques, ¢ ¢ Y —> X un morphisme
et F un faisceau analytique sur X o On définit un faisceau (p*g sur Y

caractérisé par la condition suivante

* N .
1) (<P£)y = Oy @Qx X_Ex o x =¢(y) ;
'
2) si U estun ouvertde X et £€ FHU) , les (1e fcp(y))y€¢—1(U)
forment une section de cp*_E sur cp-1 (V) «

S8i F est cohérent, alors (p*g est cohérente
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DEFINITIONe- Soient X et Y des espaces analytiques, F et G des fais-

ceaux analytiques sur X et Y respectivemente Notons p1 et p2 les deux

projections sur X et Y o On appelle produit tensoriel externe de F et G

le faisceau H sur X XY défini par H = p*F @ P*G o
- T Ty F

Si F et G sont cohérents, leur produit tensoriel externe est cohérent,

THEOREME.~ Soient X et Y des espaces analytiques complexes, séparés,a base

dénombrable, F et G des Paisceaux analytiques cohérents sur X et Y res-

pectivements Notons H le faisceau sur X x Y produit tensoriel externe de F

et G . Alors, o
HX x ¥) = K(X) 8, 6(v) .

Nous proposons ici une démonstration du théoréme en cing pase
a) X est un polydisque ouvert de gp s Y est un polydisque ouvert de gq ’
s

F est le faisceau structural 0y et =0, 3 alors H=20 et le ré-

=Y “XXY

sultat déjaA connu (1e4 théoréme).
b) X, Y et G sont choisis comme dans 1) et F est de présentation

finiees Alors, H = p';_I-: e Soit

(1) O —>0F —3F —30
une présentation finie de F ; en tensorisant (1) avec OXXY on obtient

une suite exacte de faisceaux sur X X Y qui s'écrit

(2) of =30

*
X x Y xxy > PHE 0 .

Commé X X Y est un polydisque, (2) donne une suite exacte sur les sections

globales
(3) _Qr(XxY)—)-QS(XxY)——ap?E(XxY)——%O
ou encore
(3%) (%) 8, o(¥) — 0°(x) 8, o(¥) — H(X x ¥) — 0
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dtaprés le cas a)e
Comme Y est un polydisque, (1) donne une suite exacte d'espaces de
Fréchet nucléaires
(4) (%) — 0°(X) — F(X) —50
En tensorisant (4) avec 0(Y) on obtient la suite exacte 3

() (0 8, o) — 0° (%) 8, o(v) — F(x) §, ov) — o0 .

En comparant (3') et (5) on trouve le résultat cherché,
c) X et Y sont des polydisques ouverts, F et G sont de présenta-

tion finiee Soit

b s
(1) 0, — 0, — & —>0
une présentation finie de G , par changement de base on obtient $
r s *
(2) O xy = Oxxy P60

d'oliyen tensorisant avec p;*g R

(2%) (p*E)" —> (p¥E)° —H—0 .
Comme X XY est un polydisque, on a une suite exacte ¢

(3) (p*E)" (x x¥) — (P¥E)° (X x ¥) —5 H(X x ¥) —50
ieee d'aprés le cas b)

(3" E(x) 8, 0°(v) — F(x) 8, 0°(¥) —> HX x¥) — 0
Comme Y est un polydisZue, (1) donne 1: suite exacte

(4) 07 (Y) — 0°(Y) — G(Y) — 0

En tensorisant (4) avec F(X) on obtient une autre suite exacte &

A

(5) E(x) §, 0"(v) —> F(x) 8, 0°(¥) —» B(X x Y)—> 0

nQ

d'ol le résultat en comparant (3') et (5)
d) X est un espace analytique A base dénombrable, séparé, Y est un

polydisque ouvert, F cohérent sur X et G de présentation finie sur Y ,
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Soit (Ui) un recouvrement dénombrable de X par des ouverts

i€l
spéciauxe Avec les notations de la définition des ouverts spéciaux, notons,

. / P
pour tout U, , Eix— le faisceau ‘Pi*\F-lUi) prolongé par 0 a P, o On

ay pour tout i€ I , E(Ui) = f-i*(Pi) o Pour i€I le faisceau F, ~est
de présentation finie d'aprés le théoréme A, le faisceau G est de présen-
tation finie par hypothése, on peut alors appliquer les résultats du cas (c)

au produit tensoriel externe de Ei* et G etona

H,
2
F. (P.) 8, G(Y) =HL(P, xY) .
Tixi” C— it i
Mais le faisceau Hi n'est autre que le faisceau Hi% sur Pi X Y image

U xY * On en déduit
i

(1) H(u, x¥) = & (P, x¥) = E(U)) ﬁc a(Y) .

directe de _1»_I_|

~ =
En prenant le produit tensoriel 0€ de la suite exacte
(2) 0 — F(X) — TIE(Ui) — 1T g(Ui.) avec G(Y) ,
i i4d J
on obtient la suite exacte

(3) 0 — E(%) 8, &(Y) — TTE(Y,) 8 e(v) — TT £y, ) 8,6(v)
= i = i,d =

En vertu de 1'¢galité (1) , la suite exacte (3) s'écrit s

x Y)

() 0 — E(x) 8, 6(¥) — TTH(UL) —TT #(U,
= i iyJ

alorsy, H(X xY) et F(X) SC_G_ (Y) apparaissent comme noyaux d'un mdme

morphisme, ils sont donc égauxe
e) Cas génféral 3 soit (Ui)ié W recouvrement dénombrable de Y par des
ouverts spéciauxe Il résulte du cas d) que, pour tout i €I.,H(X in) = F(X) ﬁcg(Ui) .

D'%ol le théoréme en comparant des suites exactes analogues & (3) et (4) o

C.q.foda
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