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XI-01 

DEFORMATIONS A TYPE TOPOLOGIQUE CONSTANT I 

par Bernard TEISSIER 

§ 1• Introduction» 

1«1• On se propose d'étudier les petites déformations "à type topologique 

constant11 ou "équisingulières" d'un germe d'hypersurface à singularité isolée. 

En particulier, on montrera l'existence d'une déformation équisingulière semi-

universelle» Comme l'a montré Pham (voir [1 ] ou [13]) ce problème ne coïncide 

pas avec l'étude de la stratification de Thom d'un morphisme stable dont la 

fibre est une hypersurface, puisque cette étude est celle des petites défor

mations à "type topologique universel" constant» Néanmoins, ce problème est 

intéressant en soit d'une part comme approximation du problème étudié par 

Pham, et d'autre part parce que c'est l'analogue local (dans la fibre) de 

l'étude de l'espace des modules locaux (dans la base l) (par exemple I espace 

des modules locaux des courbes projectives planes lisses de genre g ; puis

que fixer le genre revient à fixer la topologie)0 

DEFINITION 1 »2«- On dit que deux germes d'hypersurfaces analytiques complexes 

(X̂ ,x̂ ) et (X^x^) e de rrême dimension n ont même type topologique s4il  

existe des plongements de germes (x^x^) C((Dn+^fO), i « 1, 2 tels qu'il  

existe un germe en 0 d'homéomorphisme de paires (dî^ ) ̂  ((Dn+̂  9X^) • 

1»3« Remarque»- Une telle définition n'a de sens que pour des hypersurfaces» 

On peut montrer facilement que si (f̂ px̂ ) (̂ 2,X2̂  sont des germes de cour-

bes irréductibles dans ((D to) 5 il existe toujours un germe d'homéomorphisme 

de ((D ,0) dans lui-même qui envoie homéomorhiquement P sur f » 
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DEFINITION 1 »4»- On appelle déformation éguisingulière d'un germe d'hyper- 

surface à singularité isolée (x^x^) un carré cartésien de germes d'espaces  

analytiques 

o o 
(X,x) 

G 

{s} (S.s) 

où G est plat, tel que tout représentant suffisamment petit de G possède  

la propriété suivante : pour tout s' i S , il existe un point x(s') dans  

la fibre X . tel que (x ,x(s')) ait même type topologique que (x fx ) » 
,mmmmmmm S 3 o o 

1#5« Remarque»- Nous verrons que le point x(s') est alors nécessairement 

l'unique point singulier de (dans un voisinage suffisamment petit de x , 

bien sur) et est même donné par une section analytique de G • 

Avant d'étudier les déformations équisingulières, on va étudier des 

problèmes analogues mais un peu plus simples» 

$ 2 .Déformations "à type analytique constant" 

On se propose d'étudier les déformations G : (X,x) —>. (S,s) de 

(X̂ jX̂ ) possédant la propriété suivante : pour tout représentant suffisam

ment petit de G , et tout s' ( S , il existe x(s') i tel que 

(Xsf,x(s')) soit un germe d'espace analytique isomorphe à (X^x^) • La 

réponse est : 

THEOREME 2.1 .(Seidenberg [15] et [161)#- Une telle déformation est analyti-
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quement triviale» 

(Comparer à Grauert-Fischer [3])» 

En fait, Seidenberg démontre le résultat en géométrie algébroîde» Nous 

allons esquisser une autre démonstration qui s'appuie sur les résultats de 

Mather ([10] et [11])» Plus précisément on a 

PROPOSITION 2»2»~ Soit G : (x,x) ^ (s,s) un représentant suffisamment 

petit 61 germe de morphisme stable d'espaces lisses» L'ensemble Ê(G) des 

points de X en lesquels le germe de G a le même type analytique qu'en x 

est un sous-espace analytique lisse de X et dim È (G) = dim S - dim̂  T̂  . 
1 - x s <C G-1(s)tX 

Le schéma de la démonstration est le suivant : (les ingrédients se 

trouvent dans les articles cités de Mather) le type analytique d'un morphism 

stable en un point est déterminé par son jet à un ordre fini (borné sur X) 

en ce point» Ceci montre qu'il existe un entier 1 tel que E* = j^G)""^ (V 

où cj1 ( X , S ) est une certaine orbite, sans variété lisse de Ĵ *(X,S) , 

à laquelle vĴ (G) est transverse (puisque G est stable). Ceci montre que 

E' est un sous-espace lisse de X » Comme de plus le symbole de Boardman es 

un invariant du type analytique de G , E' doit être contenu dans la 

variété de symbole de Boardman de G passant par x , ce qui montre que 

G|Ef est une immersion. Ceci permet de calculer dim^E' en appliquant 

([11], P. 247 (*)). 

Il nous reste à remarquer que le type analytique d'un morphisme stable 

en un point est uniquement déterminé par le type analytique de sa fibre, et 

donc qu'en vertu de la proposition 2»2, la démonstration du théorème 2»1 se 

ramène à l'énoncé suivant : 
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PROPOSITION 2 . 3 . - Soit G : (X,x) — > (S,s) un morphisme stable, déforma

tion semi-universelle de (G"1(S),X) (cf. [1 ] et [ 1 7 ] ) « Mors E(G) =̂ xj» • 

En effet, si E(G) = £ x| , il est clair que toute petite déformation 

à type analytique constant de (G ̂ (s),x) sera analytiquement triviale, 

puisque par la semi-universalité de G , la base de notre déformation devra 

aller toute entière sur £ s j • Réciproquement, le théorème 2.1 nous dit que 

la déformation G (G(E(G)) — G ( E ( G ) ) , étant à type analytique constant, 

doit être triviale, ce qui entraîne que l'on doit avoir G(E(G)) = ^ S ^ par 

la semi-universalité, d'où certainement E(G) = ^ X ^ • 

Mais si G est déformation semi-universelle de sa fibre, 

dim S = dim T1 „ , donc dim E (G) = 0 Q.E.D. 
G (s)fx 

Remarque 1•- Le raisonnement précédent s'applique à toute singularité isolée 

d'intersection complète. 

Remarque 2.- On peut trouver des déformations "à dimension de TL 

constant" qui ne sont pas analytiquement triviales. Par exemple la famille 

des quatre droites à birapport variable x + y + txy = 0 • 

Remarque 3 « - La proposition 2 . 3 nous dit que la déformation semi-universelle 

de (̂ 0»x0) es* bien l'objet dans lequel on doit chercher l'espace des modules 

locaux de (X ,x ) . 

§ 3 . Déformations equimultiples. 

Nous avons deux raisons de nous intéresser à la multiplicité : d'une part 

l'équimultiplicite est une version (très) faible de 1'équisingularité : en fait 
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on a la 

3.1. Conjecture (Zariski [22])« Soient (X̂  ,x̂  ) et (x2»x2) deux: 9erme 

d'hypersurfaces ayant même type topologique. On a Oïi (x ) = Ift (x ) 

3*2m Remarque,- La conjecture est démontrée si dim X = dim X = 1 

(voir par exemple Zariski [19])« 

D'autre part, Zariski a montré que 1'équisingularité d'une famille 

de courbes planes (à base lisse) était équivalente à 1'équimultiplicité 

de toutes les "familles infiniment voisines" i0e. obtenues par éclatements 

successifs des lieux singuliers (le lieu singulier de la famille est sup

posé isomorphe à la base par la projection) (cf. Zariski [19])« 

3»3» Que faut-il entendre par déformation équimultiple : contrairement à 

ce qui se passe pour les déformations équisingulières (remarque 1 .5) une 

même fibre d'une déformation peut contenir plusieurs points ayant même 

multiplicité que la fibre spéciale : considérons par exemple la famille de 

courbes définie par 

f(x,y,t) = y3 + (x - t)2((x + t)2y + (x - t)3 (x + t)3 = 0 

la fibre spéciale est la courbe réduite d'équation y + x y + x = 0 

qui a l'origine pour singularité de multiplicité 3» Mais pour t / 0 , la 

fibre X̂_ a deux points singuliers donnés par y = 0 , x = î t , tous 

deux de multiplicité 3 • On a envie de dire que la famille est équimultiple 

de deux façons différentes. 

D'autre part, l'expérience enseigne que la bonne généralisation,au cas 

non hypersurface de la multiplicité, est la fonction de Samuel. 

DEFINITION 3.4.- Soit X un espace analytique. On appelle fonction de Samuel 
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4 > > - W t t î T l • 

de X en un point x t X l'application Ĥ1 ̂  : ]N —^ IN définie par i 

3«5« Il existe un polynôme P ^ (T) £ Q[T] de degré d = dim X tel que 

pour assez grand H (i?) = P (v) .(Hilbert). Le coefficient du 

terme de plus haut degré T de ce polynôme peut s'écrire — —-f où 

1TLx(x) ( M . W_x(x) est (par définition) la multiplicité de X en x 

(Samuel)» 

3.6. Si (X,x) est un germe d'hypers ur face de (D défini par 

f(Z ,...,Z ) = 0 , h! est complètement déterminée par dim X = n 

et TT[x(x) • Dans ce cas 'fll̂ X) n'est autre que le degré du polynôme 

homogène de plus bas degré apparaissant dans le développement en série de f, 

Ceci est bien facile à voir : écrivons f(Z .•••,Z ) = £ M (z ...#FZ ) + ••• 

où f (ZQ, •••FZ^) est un polynôme homogène de degré /tfĵ  = 17\^(x) • On 

a une suite exacte 

° — ( f ^ ( T o T J > ~ > Œ [ T o T J 9r^x / x , x (°> 

de (D[T1««#JTl -modules gradués» Ceci permet de calculer facilement 
o m 

dim gr̂ " en fonction de Tflet îl e"t le résultat vient de ce que 

4>> - WttîTl •4>> - WttîTl • 

Ce qui précède motive la 

DEFINITION 3#7.- Une déformation G : (x,x) > (s,s) de (xQix0) est dite 

équimultiplet si pour tout représentant suffisamment petit de G , il existe  

une section cr de G telle que l'on ait, pour tout s' ( S , 

HX3„a(S') = HXo,xo 
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et le premier résultat de ce paragraphe est le 

THEOREME 3»8»~ SjL (XQ»X0) est un germe d1 espace analytique à singularité 

isolée, il existe une déformation equimultiple semi-universelle de (X ,x ) , 

c'est-à— dire une déformation éauimultiDle ... 
SM 

GM 1 (VXM' (SM,SM) 

telle que toute autre déformation equimultiple s'en déduise par changement 

de base unique au second ordre près» 

La démonstration repose sur le résultat suivant : 

THEOREME 3.8» bis (Lejeune-Teissier cf. [7] ou [8]).- Soit G : X >S 

un morphisme d'espaces analytiques» Il existe une partition localement 

finie X = U X . de X en sous-espaces analytiques et une famille 

( H ^ ) ^ ^ d'applications de M dans 3N telle que 

a) x ( X^ si et seulement si (posant s = (x) ) , H! = H^ » 

b) Pour tout o( £ A , X^ e_t X^ - X^ sont des sous-espaces 

analytiques fermés de X • 

La partition X = UX^ s'appelle, par abus de langage, la partition 

de X en strates de Samuel relatives» Cette partition ne vérifie p'as la 

propriété de frontière en général (i»e» il est faux que X^OX^ / jzf =^ X^CX^) 

mais on a le résultat suivant z 

Si x £ X^ , il existe un voisinage ouvert U de x dans X en 

tout point x' duquel on a (posant s = G(x) , s* = G(x')) H i < Hv 

(pour l'ordre total)» 

3»9« Remarque»- Il résulte du théorème 3»8 et de 3»5 que l'on peut, si l'on 
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y tient absolument, parler de la stratification par l'équimultiplicité 

relative : une strate d'équimultiplicite relative sera en effet une réu

nion localement finie de strates de Samuel relatives. 

Pour achever la démonstration du théorème 3o9», il suffit d'appli

quer le théorème 3»8 à la déformation semi-universelle de (x ,x ) „ Si 

nous notons (x^x^) ^ ; (s^s^) celle-ci, notons S^ l'unique strate 

de Samuel relative de G^ contenant x et faisons le changement de base 

par le morphisme composé de G et de l'inclusion de SXR dans X : 

<V*U> 

MM 
MM 

<S*U> 

(Хп,хп) 

Gu 

<S*U> 

Nous obtenons ainsi une section , et il est immédiat de constater 
que (G ,E ) est la déformation equimultiple s emi-uni ver s elle cherchée, 

M M 

3#10* Ce qui précède est bien formel ! En particulier, on n'obtient aucun 

renseignement sur la lissité de S « Mais on le 

THEOREME 3J 1 Si (x0'x0) est un germe d'hyp er sur face analytique à sin 

gularité isolée, est lisse, et sa dimension se calcule par une formule 

universelle à partir de dim X , W[ (Xq) et T X (Xq) = dim̂  TX X . 
xo 0 Xo ° o 1 o1 o 

3*12* Remarque.- La première partie du théorème 3o11 a été établie par 

J» Wahl (Berkeley) dans sa thèse [18] pour les courbes planes» 

3»1 3•> Démonstration»- La démonstration utilise la théorie du symbole de 

Boardman ([2], [9], [12]) dont nous rappelons certains points (en 
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recopiant [14]) par souci d'être complet : soit I un idéal de (D £ Z^, , , • ,ZN} » 

disons I = (f ,.#fJfm) . On note A** l'idéal I + A ^ I , où A ' ^ I 

désigne l'idéal engendré par tous les (n-k + l)x(n-k + l) mineurs de 

la matrice ( J ^ ̂  ^ ̂  .On pose de plus A" I = I si k £ Sup(o, n - m) , 

et A I = (C{z0**,,'Zn} ŝ  k > n • II est facile de verifier que 

ne depend que de k et de I , et que k ̂  lc! eiicralne A I C A I • 

On note : A = (C £ ZQI •••izn } / 1 et V A = (C { , • . .,Z^ } I obtenant 

ainsi une suite finie de surjections ; 

A tf'A * 7̂2A ... tfM A » (O 

où k̂  est le plus grand entier k n) tel que A °I / Œ {Z0?'*#,Zn} 

On peut appliquer le même processus à l'un quelconque des A et, pour 

toute suite (j„»«»o,j ) d'entiers, obtenir un quotient jacobien de A : 
1 s 

V°S • VJ1/i • En fait i bien souvent \j3s e#. ^7J1 A sera (o) , Mais 

ce qui nous intéresse est le résultat suivant : 

THEOREME 3.14. (Boardman),- Si G : (x,x) y (S,s) est un morphisme 

"transverse à la stratification de Boardman de l'espace j(x,S) " (en par

ticulier un représentant suffisamment petit d'un germe de morphisme stable), 

si pour tout x* Ç X , A(x') désigne l'algèbre analytique correspondant 

au germe (G (G(X')),X') , pour toute suite d'entiers (j«j»»«»iJs) » 

l'ensemble Z ' (G) des points x1 £ X' tels que <7 A(x ' ) / ( o ) 

est un sous-espace analytique lisse de X , et \J , a ( X ' ) est  

l'algèbre analytique correspondant à (G (G(X')) f\ XT1'*#"' S (G) , x') . 

3«1 5• Or, on peut remarquer que si I = f (Z^, ,Z^) ,(C j Z^, . , , , Z ^ on a : 
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7n+1 
n-1 

-,n+1 
O Z «• • e »Z 

o n 
(£) / О 

si et seulement si l'ordre de f(Z ,»»#,Z ) à l'origine est au moins 
o w n 

égal à m • 

En effet, en appliquant les définitions, on voit que 

» n+1 n+1 

m -1 

( f ) es t 1 ' idéal de (D £ Z^, • • •, Z^ j engendré pa 

f et les 3"f 

2 ^ ° . . . 
o 

pour |<*| ̂  n - 1 , 

et que 
-,n+1 n+1 

m- 1 
<4Zo ZnV(f) O Z , • • •, Z 

o n 
n+1 
A 

n+1 
(£ 

m- 1 

Pour achever la démonstration du théorème 3«11, on applique ce qui précède à 

la déformation semi-universelle G^ : (Xy»xjj) *—* (Su,SlP dU germe d,nyPer~ 

surface à singularité isolée (x ,x ) • On obtient immédiatement comme corol-
o o 

laire de 3#14 et 3»15 : 

COROLLAIRE 3*16*- L'ensemble X (M) des points de X qui sont de multi-

plicité supérieure ou égale à un entier m dans leur fibre est 

m-1 
£«+1... . .n+1(Gj 

gui est un sous-espace analytique lisse de X^ • 

3o17« De plus, Boardman donne une formule pour la codimension de ses strates, 

qui, dans notre cas particulier, donne : 

dimxU(m) = n + dim STT - U 
s.. U r 

n+1 ; m - 1 ) 

où u(n +1 ; m - 1) désigne le nombre de suites d'entiers ( j ^ • y/ ) 

telles que 1 ̂  j ^ n + 1 • 
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3#18# Il résulte de la s emi-continuité de la multiplicité relative (3»8) 
que si (X ,x ) est un germe d'hyper sur face de multiplicité 'fti = 7?l (x ) t o o *o x o 

№ ) ° la base de la déformation s emi-uni vers elle equimultiple est S = X ' 
M U 

qui est donc lisse, et de dimension donnée par : 

3.19« dims,, = dim X + T (X ) - u M x o x o' t o o 
dim X +1 ; Hi - 1 

x o o 
Mais d'autre part, d'après la remarque faite par Morin [12] du fait que 

"l'ensemble des symboles est égal à l'ensemble des multiindices" on peut 

calculer facilement jLc(d 5 m) = + mj - 1 # Ainsi, si nous posons 

d = dim X + 1 = îmdim X 1 o x o x o o o 

la formule "universelle" cherchée est 

3.20« dim S„ = X (X ) + d -
M x o o 

d +TTI - 1 ' 
o vo 

IÎI0 - 1 

3»21• Exemples«- Si l'on regarde les singularités de courbes planes données 

par x + y = 1 , on trouve dimS^ 
m - 2)(« - 3) 

2 
, résultat qui 

est facile à vérifier directement (il s'agit de 7)1Q points distincts de 3P ) » 

3»22# Remarque»- Si X est une hypersurface de multiplicité % , d'équation 
o o 

f(ZQ,,i##,ZN) = 0 , tous les monômes de ID £ ZQ, Z^} de degré au plus 7tto - 2 

sont certainement linéairement indépendants modulo 
az 
o Comparer à 3o20. 

3«23« Remarque»- Revenons au cas général* On peut démontrer (voir [7]) que 

X^ est normalement plat le long de l'image de la section £^ # C'est-à-dire 

que le cône normal C , , . est plat sur £„(s ) • 
^ ^ASW) M M 
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DEFORMATIONS A TYPE TQPOLOGIQUE CONSTANT II 

par Bernard TEISSIER 

§ 4• Introduction» 

Nous allons maintenant exhiber dans le lieu discriminant de la défor

mation semi-universelle d'une hypersurface à singularité isolée, la base 

de la déformation semi-universelle à type topologique constant de ladite 

hypersurface» Après ce qui a été dit au paragraphe 2 de l'exposé précédent, 

cette base mérite le nom "d'espace des modules local" pour le type topolo

gique» 

§ 5 • Rappels sur l'ouverture de la vers alité. 

Rappelons (cf. [19], [21]) que si (X̂ .x̂ ) est un germe dfespace 

analytique à singularité isolée, à toute déformation F i (x,x) — * (s,s) 

de (X ,x ) est associé un morphisme de (̂ -Modules 
o o S 

S . » € 
F S 

F T' J 
* x/s 

1 1 où F„T / est un $l-Module cohérent puisque le rapport de Ta, est * X/S S X/S 

le lieu critique de F , fini sur S d'après le théorème de préparation 

de Weierstrass parce que (x ,x ) est à singularité isolée» T!/_ étant 

cohérent, il en est de même de ^Tx/s dlaPr̂ s le "théorème des images di-

rectes de Grauert» De plus si T = (o) (cf» [19], [21], F est une 
X , x 

déformation verselle (resp» semi-universelle) pour (x^9x^) si et seulement 

si 9 (s) : E • TL est surjective (resp» un isomorphisme)» Si nous 
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supposons F semi-universelle, il résulte de Nalcayama que 9 : _^(F#T^y) 

sera surjective et donc que pour tout s1 £ S (i.e. d'un représentant suffi

samment petit de (S,s) • • • ) , 6_ , sera surjective. 

C'est ainsi que l'on démontre l'ouverture de la vers alité dans le cas 

où T = (o) (qui est le seul où l'on sache le faire pour le moment 

cf. [2]). Mais remarquons que nous obtenons un résultat plus précis t soit 

s'CS' et supposons que la fibre X , ait k points singuliers x.(s') , 

1^i^k • Alors (FaTi/çHs1) = & et cela nous donne une suite 

exacte s 1 

o — > T — > (s-) — > e 4 , x — * 0 
S,S iaO Xs'fX.(s') 

oùt si l'on a posé X = diin T?, v o (D X »x X. = dim̂  T / v i C X ,x (s.) , on a 

dim T = X - E X' (rappelons que F est supposée semi-universelle en x ) 

et ceci nous donne une décomposition de S au voisinage de s1 f c'est-à-dire 

la 

5 «1 • Remarque»- Si F : (Xfx) — > (S,s) est semi-universelle, et si pour 

s'£S | la fibre Xg, a k points singuliers, on a au voisinage de s' 

une décomposition de s1 en produit (non canonique) S = x x x (D ~ i 

qui a la propriété qu'au voisinage du point singulier x̂ (s') i X^, , F est 

isomorphe au morphisme : 

S4x.##x;S. , x x . x s . 4 x „ . x S x C 0 ( r n 
1 i-1 i i+1 k 

s„x. . .xs. pcaxa 4x«Mxs. . x c ^ ' t . i ^ 
1 1-1 1 1+1 1-1 

qui est 

id0 x • •• x -id„ x F. x id„ S. S. 4 i S. 4 1 1-1 1+1 
x ... x id_ x id Z- ZZ. 

Sk C 1 
où F. : X. » S. est la déformation semi-universelle de (X„tlx.(s')) 

1 1 1 s • !N 
((8^ 3)0.^,0) . 
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5*2* Soit : (Xy t x-g) > (s^jSy) déformation semi-universelle d'une 

hypersurface à singularité isolée (x^x^) . Alors le lieu critique (ou 

lieu de non-lissité) C de F est un sous-espace analytique lisse de X ,. 

et dim C = X - 1 (= dim S - 1) .En effet, avec les notations de l'exposé 

précédent (3•!6) C = X^ ' • L'image directe est, d'après Grauert, un sous-

espace analytique de S • C'est à la géométrie de D que nous allons nous 

intéresser» 

5#3« D est une hypersurface réduite de S , analytiquement irréductible 

en S • En effet, D est sans composantes immergées (puisque C est lisse 

et FyjC étant fini, R ( ^ 1 ° ) * ^ = (0) pour i > 1 ) et donc au pire 

D = 1 « D̂ ed (l C 3N) OÙ Dred est (par raison de dimension) une hypersur

face réduite de S • Nous allons montrer que 1 = 1 . Pour cela, considé

rons la strate de Boardman où n = dim X . et arrêtons-
x U x o 9 o 

nous un moment pour écrire explicitement F̂  • Soit f(Zo,».#,Ẑ ) = 0 

une équation pour (X̂  , x^) dans ( ( D ^ , 0 ) • Choisissons dans ^\J^QT •••»ZN} 

des monômes pour (simplifier) S^ = -1 , S1 (z), •••,Sm(z) (où = Z - 1) 

dont les images modulo (f(z) , 
3f 

az 
(2), 

2f 
az 
n 

forment une base de 

« f к к \ (f(z) D£ 

az (z) az 
n 

2) y T1 X , x o o 
» On peut 

décrire F comme le morphisme 

Fu (cn+1 xcm,0; (C x CM,0) 

où si Z ,•••.Z sont les coordonnées sur $m , et t la coordonnée 
o 9 n o 

sur <E « 

S.3.1 « 
t o F = f(Z ,.».,Z ) 

m 

i=1 
t. S.(Z ,.»»,Z J 1 1 o • 9 n 

t. o F = t. 
1 U 1 

1 ̂  i ̂  m 
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Posons f(Zft) = f(Z ,...,Z ) + E t.s.(z ,...,Z ) d'après 3.14v 

de l'exposé I, E*1*1'1^) est l'ensemble des points de C où det ( | J^|^)=0 

c'est-à-dire l'ensemble des points de C où le hessien en Z de f(Z,t) est 

nul» Ou encore, grâce à Morse, l'ensemble .des points de C qui ne sont pas des 

points singuliers quadratiques ordinaires de leur fibre. Mais, d'après les 

formules de codimension de Boardman, dim zf1"*̂  9 ̂  (F) ^ dimC (on peut bien 

sûr le voir facilement à la main, mais nous devons essayer de préparer les 

généralisations). Ainsi, à l'extérieur d'un sous-espace analytique strict de C , 

les points de C sont des points quadratiques ordinaires de leur fibre. Mais 

d'après £.1, pour nous assurer que 1 = 1 , il suffit de le vérifier pour la 

déformation semi-universelle d'un point quadratique ordinaire, i.e. d'une sin-

gularité de la forme .£ Z. = 0 .et dans ce cas c'est évident. 

L'irréductibilité de D en s vient de ce que D est l'image de C , 

qui est lisse, donc irréductible. 

5 *4« Il existe un sous-espace analytique fermé S de D , tel que D - S 

soit dense dans D , et que induise un isomorphisme C - n""^(s) -£L> D - S 

(on a noté n = F JC ) . Ceci résulte de 5.1 et 5.3« En effet, D étant ré

duite est lisse à l'extérieur de son lieu singulier S . Mais si au-dessus 

d'un point de D - S il y avait plus d'un point de C , D ne saurait être 

lisse en ce point, en vertu de 5.1 • (*) 

5 »5« n :-C — > D est la normalisation de D . En effet, d'après 5 #4 

n est biméromorphe. D'autre part, n est fini et C étant lisse est normal. 

Cela suffit. 
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5 *б« Remarque»- Le fait que le lieu critique С soit lisse est bien parti
culier au cas des hypersurfaces : considérons par exemple la déformation semi-
universelle de la courbe de (D (xtyfz) définie par x - y z = y - z = 0» 
C'est le morphisme stable F : С x V > С x (Б (coordonnées x,y,z sur 
<B , tQ , Vq sur С , t̂  , t2,.«#,t,_ f Ujf#»#lu^ sur (D ) donné par t 

t с F » x - y z + t z + t z + t y + t yz + tgyz 
uq 0 Fïï = y2 - z3 + UjZ + u2z2 + u3x + ux2 

t. о F « t. , 1 U 1 * 1 <C i <C 5 
u. о F = U. t 1 ̂  Ô ̂  4 

et il est facile de voir que le lieu critique n'est pas lisse : il a pour 

équations * 

0 = 4xy - t̂ û  + 3e ordre 

0 = 2x*Uj - t̂  û  + 3e ordre 

0 « t̂ û — 2t̂ y + 3e ordre* 

Mais en général, C provenant de variétés déterminantielles dans l'espaces 

de jets, dans le cas des déformations semi-universelles de singularités iso

lées d'intersection complète, C sera Cohen-Macaulay, normal, et normalisa

tion de son image. 

5#7« La multiplicité de D en s est 

^(D) - IXQ ш dimc C{Zo,###,Zn Ь£ 

dZ 1 
о 

Д£ 

dZ 
n Démonstration (Pham [16])# 

On applique la formule de projection qui nous dit exactement 

que 7T\S(D) est la multiplicité de l'idéal (f, | g j£ ) dans C$Zo,#.»fZnj 

Mais l'on dispose d'un critère valuatif de dépendance intégrale (voir par 
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exemple [12] ou [17]) qui nous dit que pour vérifier que f est entier 

sur l'idéal ( ̂  »««»» ̂  ) * H suffit de vérifier que pour tout morphisme 

h : D — C n + où 3D est le disque unité, tel que h(o) = 0 , on a 

^(f û h) .̂ min(vo( ̂  » or ce dernier point est clair ; si t est 

une coordonnée locale de 3D , on a 

a 

at 
f o h Df 

oz. 
1 

o h) 
Z. o h 
i 

a 
d'où 

(f oh) - 1 > mia 
o 

ar 
t>Z. i 

c h - 1 • 

Ainsi, l'idéal (f , — ••••$ ~ ) a même fermeture intégrale dans (E 5 Z ,...fZ ? 

que l'idéal ( , # * # , f f ^ * Un tĥ or̂ me de Samuel nous dit qu'alors ces 

deux idéaux ont même multiplicité (ceci résulte de la caractérisation asympto-

tique de la relation de dépendance intégrale,, que l'on peut trouver par exemple 

dans [12]), et un autre théorème de Samuel nous dit que puisque ( , ^ j 

est une intersection complète dans ^ \z0*••• » sa multiplicité est 

exactement dim̂  C J Z ^ . m ^ J /(|| | | ) • Q.E.D. 

5«8« Remarque»- Le résultat 5»7 se visualise ainsi : Morse nous apprend 

qu'une petite déformation "générique" d'une application f : Cn+̂  — ^ (D aura 

= dim̂  (D 5ZQ,•••>zn \/(^z ) points critiques quadratiques à 

valeurs critiques distinctes cf» [ 1 3 ] * Une telle déformation revient à res

treindre F au-dessus de l'image réciproque d'une droite "générique" de S 

(en passant par l'origine)» Les valeurs critiques de l'application seront les 

points d'intersection de cette droite avec D • Or, une droite "générique" de 

S va couper D en ÎHC(D) points lisses de D , et nous avons vu en 5«3 

et 5»4 que la fibre de F̂  au-dessus d'un point lisse de D avait une (et 
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une seule) singularité quadratique. D'où 1Tla(D) = U • 

5»9# Remarque.- On trouve dans Milnor [13] le fait que j*L^ est un invariant 

du type topologique de l'hypersurface. JJL^ est le "nombre de cycles éva

nouissants" c'est-à-dire que si nous prenons une boule ouverte de rayon 

suffisamment petit de centre l'origine dans C , et si nous désignons par 

X^ l'intersection de 11hypersurface définie par f(Zo,...,Ẑ ) = t , pour t 

suffisamment petit et non nul, avec 3̂  , X est non singulière, et l'on a 

di\Hn(Xt) = fXQ (cf. [9] et [13]). 

5.10» Prenons sur S^C xC™ les coordonnées (t , t,,...,t ) (cf. 2.3) 

et posons T^°= iu (t ) .Le cône tangent à D en 0 est l'hyperplan 
o o o 

multiple défini par T = 0 . Dans gr <C 5 t , t,,...,t } = <D[T , T , F « . # 1 T ] • 

o o l o 1 m J u o 1 mJ 
En effet, le -I , (ensemble sous-jacent à C ^ ) , doit être contenu1 

dans l'image de l'application tangente à restreinte à C . Mais,si nous 

prenons un point c' C C notant s' = n(c) , si s' a pour coordonnées 

t * t *...,t , l'image de l'application tangente à F restreinte à C , 

en c , est l'hyperplan d'équation T - t" = I S.(Z t...,Z )(T. - t.) 

( c' a pour coordonnées Zo,...,Z^ , t^,...,^) • Or, Si(0,..\,C) = 0 pour 

1 ̂. i .< m . Puisque C est de dimension 4)1 , on a certainement que 

Q| est l'hyperplan = 0 • Mais C^ ̂  doit être une hypersurface de 

T de multiplicité IX . Q.E.D. 

COROLLAIRE 5.11.- En un point quelconque s' C D , CD s i est la réunion 

de le hyperplans, où 3c est le nombre d'éléments de n (s1) , chaque 

hyperplan correspond à un point x.(s') ( n (s!) , et est compté avec la 
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multiplicité JJL. = jx fsi)(xst) - (°n note = ft> (x )) . Il suffit 

d'appliquer la remarque 5#1 • 

5•12« Signalons également qu<'on lit sur la formule explicite pour l'image 

de l'application tangente à restreinte à C , donnée en .10, que 

pour s' ( D , £̂ s i ^t comnie réunion d'hyperplans, l'ensemble des 

positions limites des cônes tangents aux points de D voisins de sf • 

En particulier, |C | est l'ensemble des positions limites des hyper-D,s 

plans tangents à D en des points lisses de D voisins de s» m Nous 

laissons le lecteur donner une formulation précise de ce fait, que nous 

n'utiliserons pas ici. 

DEFINITION (Hironaka) 5 #13»- Soit C un cône algébrique de (D™4"1 . On 

appelle espace tangent strict, ou faîte de C , le sous-espace vectoriel  

de C : T = 5 v ( Œ^/fa + v = C | • (Remarquer que ceci veut dire que 

la translation par v induit un automorphisme de C comme sous-espace 

de <Dm+'' 9 i.e. avec tous ses nilpotents, composantes immergées, etc.). 

DEFINITION 5 .14»- Soit X un espace analytique. On appelle espace tangent 

strict de X ou x £ X le faîte T de C . (T r E„ , espace — X,x — X,x v X,xw X,x * * 

tangent de Zariski à X en x et on a égalité si et seulement si X est 

lisse en x ). 

5*15« Remarque.- Soit s1 ( D • Soit k le nombre d'éléments de rT^ (s1 ) . 

On a dimT = 71\+ 1 - k. D, o 
Ceci résulte immédiatement de 5*11, puisqu'il est clair que le faîte 
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d'une réunion de le hyperplans, même multiples, est leur intersection. 

5«16* Remarque.- Soit s' ( D • Soient x^s') , 1 ̂  i^k les points 

de n^(s') . On a l'égalité 

mS (D) 
k 

i=1 
f x.(s'; s' 

Ceci résulte immédiatement de 5.1 et 5.7. 

§ 6 . Le nombre ll de Milnor et le type topologique, 

Nous avons dit en 5 .9 que jx (x ) était un invariant du type topolo-
Xo 

gique de la singularité isolée d'hypersurface (X , x ) . Mais bien mieux, 
o o 

on a le résultat suivant, qui fut conjecturé par Hironaka : 

THEOREME (Hironalca, Lê Dung Trang, C.P. Ramanujam)voir [9] et [10]).-

Soit F : (X,s) y (S,s) un représentant suffisamment petit d'un germe 

de déformation d'hypersurface à singularité isolée (x^x^) , muni d'une 

section £ : (s,s) — » (x,x) telle que X - £(s) soit lisse sur S . On 

suppose que pour tout s' £ S , ^st)(xs») = }JLX (XQ) • Alors la défor-
o 

mation F est à type topologique constant. 

6*2. Remarque.- Les démonstrations connues sont topologiques et utilisent 

la lissité de la base S • On se ramène cependant au cas où S est lisse 

par résolution locale des singularités de (s,s) ([7]) puisque si les 

fibres après un changement de base résolvant (s,s) ont toutes même type 

topologique, c'était sûrement vrai pour la famille donnée, grâce à la sur-

jectivité des morphismes résolvants. 
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6»3» Remarque»- Si l'on prend une singularité isolée d'hypersurface, 

(X̂ jX̂ ) ( c n + \ o ) , la section par un hyperplan générique de (Dn+^ 

fournit une nouvelle hypersurface à singularité isolée, dont le nombre de 

Milnor ' ne dépend pas de l'hyperplan générique choisi» On peut conti
nuer et associer à (X ,x ) la suite 

fuS°>(x ) = u (x)X O ' x o 
- /*r<xo> 

o o 
ou U MX ) est le nombre IL de Milnor de la section de (X . x ) par' 

un hyperplan de codimension j générique» 

(Noter que jLtv ;(x ) = W[ (X ) - 1 ) • Le narrateur publiera pro-

chainement [20] une démonstration algébrique du résultat suivant : 

THEOREME 6,4.- Si dans la situation du théorème 6 ,1, on suppose S lisse, 

et que pour tout s' ( S , (x ,) = U ^ ( X ) i 0 < j ̂  n , 

alors (X - Z(s) , n(s) ) satisfait les conditions a) et b) de Whitney en  

tout point de Z(s) • 

Ceci implique que F : (x,x) — > (s,s) est topologiquement triviale 

d'après un théorème de Thom-Mather, Le fait qu'il suffise de vérifier l'éga

lité pour j = 0 correspond à une "vérité" concernant la géométrie des lieux 

discriminants de déformations semi-universelles, que l'on trouvera au même 

endroit. 

6»5« Nous allons maintenant à la recherche, dans la base S^ , d'un repré

sentant suffisamment petit de la déformation s emi-uni vers elle F̂  : (x̂ fX̂ j) —> (S^s^) 

de notre hypersurface (x^fx^) , des points s' £ S^ tels que la fibre Xs, 

ait un point singulier x(s') tel que (x ffx(s')) ait même type topologique 
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que (x0'x0) • Remarquons tout d'abord qu'un tel point x(sf) s*il existe, 

est le seul point singulier de X , • 

En effet, la semi-continuité de la multiplicité (qui résulte de la semi-

continuité de la fonction de Samuel, cf. n° 3,8 de l'exposé ) , nous 

dit que pour tout s' ( Ŝ . , 7??̂  T (D) ̂  ff}^) . Mais d'après 5.9, le nom

bre Le de Milnor étant un invariant topologique, on doit avoir 

Ы*'№'> = /Sc < v 
et d'après 5.1, 

Ы*'№'> = /Sc <v 
D'après 5.16 (et le fait évident que yLi (̂x) ^ 1 si et seulement si x est 

un point singulier de X ), si X^t avait un autre point singulier que 

x(s') , on aurait 7)1^ ,(d) > fX^ - contradiction. 

6.6. Soit F : (x,x) — * (s,s) une petite déformation à type topologique 

constant de (XQ,X ) • Puisque le nombre jJL de Milnor est un invariant du 

type topologique, il résulte de 5.1 que dans le diagramme cartésien 

(X,x) 
( V V 

F F1 

(S,s) (su 'su 

dû à la semi-universalité de F^ , l'image de S devra être contenue 

dans l'ensemble des points de multiplicité K = M- (X ) de D C STT • 

Mais ceci n'est autre que la strate de Samuel de S dans D (cf. 3.8 et 

3.6 de l'exposé , que nous noterons Dq • D'après 3.8 de l'exposé, 

pour un représentant suffisamment petit de F , D sera un 
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sous—espace analytique fermé de D , donc de e Si nous savions démon

trer qu'au-dessus d'un point sv ( il y a un seul point de G , disons 

x(s') , on devrait certainement avoir, d'après 5.16 JJL , , \ (x f) = JU. (x ) 

et d'après le théorème 6.1 la déformation obtenue par changement de base 

Do'SU 

Do'SU 

•̂ тт»Хтт' 

S ts 

serait Mà type topologique constant", et clairement semi-universelle pour 
cette propriété. Malheureusement, ce que nous savons jusqu'à maintenant ne 

permet pas de montrer cela. En effet, il se peut très bien a priori qu'étant 

donné s ' Ç D t la fibre X f ait k points singuliers x.(s') tels que 

Л /S(s.)(Xs'} "Л, Cependant, nous allons montrer 

PROPOSITION 6 » 7 . - L'ensemble des points s' ( ̂  tels que Xgf ait 
un seul point singulier est un spus-espace analytique fermé de D̂  . 

Démons tration. 

Remarquons que d'après 5.15 ï 

Sp s « £ D / dim T , = "ÏÏI = dim D 
o ' D,s' 

On pourrait vérifier directement dans ce cas-ci, assez simple puisque D 

est une hypersurface, que cela fait de S un sous-espace analytique fermé 

de D . Nous allons cependant donner un argument valable pour n'importe 
o 

quel espace analytique (remarquons en tous, cas que l'argument ne marche que 

parce que nous avons déjà su nous restreindre à une strate de Samuel). Nous 
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allons en effet énoncer la 

PROPOSITION 6.8.-(Lejeune-Teissier [11] et [12"]).- Soient X un espace  

analytique, et Y un sous-espace analytique fermé de X • Les conditions  

suivantes sont équivalentes : 

a) Y est contenu dans une strate de Samuel de X . 

b) Il existe un cône relatif # Y plat, tel que pour tout 

y £ Y on ait p~1 (y) = C . 

Ceci signifie que les cônes tangents à X aux différents points de Y 

se recollent en une famille plate sur Y , si et seulement si Y est contenu 

dans une strate de Samuel de X • 

Nous pouvons combiner ceci avec le 

LEMME 6*9. (voir [ 12 ] ) . - Soit C un cône algébrique. Le faîte de C est  

la strate de Samuel du sommet de C (en caractéristique zéro) 

pour obtenir 

PROPOSITION 6t10»~ Soient X un espace analytique, et Y un sous-espace  

analytique de X contenu dans une strate de Samuel de X • Il existe un  

espace vectoriel relatif T . y Y tel que pour tout y £ Y on ait 

X (y) = T , espace tangent strict à X ou y • 

Démons tration. 

T n'est autre que l'unique strate de Samuel relative de p : ̂  =• Y 

de 6.8 qui contient le sommet (i.e. l'image de la section canonique "sommet") 

240 



TYPE TOPOLOGIQUE CONSTANT 

XI-27 

du cône relatif p (cf. [11]) • Mais par définition, la fibre d'une strate 

de Samuel relative est une strate de Samuel de la fibre, c'est-à-dire que 

Z (y) est la strate de Samuel du sommet de p (y) = Ĉr , c'est-à-dire 

T d'après 6.10, 

x,y 

COROLLAIRE 6 .11 L'ensemble des points ou dim T ^ 1 , pour tout 1 , 

est un sous-espace analytique de Y « (Ceci n'est autre que la semi-continuité  

analytique supérieure de la dimension de la fibre d'un vectoriel relatif, cas  

particulier très simple de la semi-continuité de la fonction de Samuel, et  

par ailleurs bien connu)• 

Ç»12. Le corollaire 6.11 nous montre que, pour un représentant suffisamment 

petit : (XjjfX̂ ) $ ^Su'SlP * llensemkle SE des Poin"ts de la strate 

de Samuel D de S dans D au-dessus desquels il y a un seul point de C 

est un sous-espace analytique fermé de , donc de D , donc de S^ • 

Il résulte de ce que nous avons dit en 6 #6 que nous avons démontré le 

THEOREME 6 »13«— Si nous regardons la déformation obtenue par changement de  

base par l'inclusion S^ <—> S^ 

V x u 

F 
E 

E 0 

Vxu 

Fu 

Vxu 

F est la déformation "à type topologique construit" semi-universelle de 

(Vxo> • 
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6»14« Nous allons maintenant montrer l'existence d'une section analytique 

E de F qui pique l'unique point singulier de chaque fibre de F • 

Remarquons tout d'abord que cette question ne concerne que le morphisme 

n : C — > D : il s'agit de construire E : S — > n"1(s_) • 

Ceci nous permet de supposer que notre germe d• hypersurface 

(X̂ fX̂ ) C (C^.O) est de multiplicité au moins 3 9 c'est-à-dire que 

s'il est défini par f(z .•••fz ) » 0 • on a f(z •••«.z. ) C (z •••«.z )^ . 

En effet, un lemme classique ([14]) nous dit qu'au prix d'un changement de 

variables, on peut toujours supposer que 

f(z ,•••,z ) 
x o* 1 n 

P 

i=o 
2 ~/ v 
i N p+1 9 n7 

où ç 

f(Z 4f•••|Z ; 
x p+1 9 n 

£ (z 4|»««|Z ) 
v p+1* 9 n 

Mais on constate immédiatement que le morphisme n : C — > D dans la dé

formation semi-universelle de 1*hypersurface à singularité isolée détermi

née par £(Zp+<j » •••»zri) ~ 0 est isomorPne à n 2 C — > D • Nous supposerons 

donc dorénavant que f(z , •••jZ ) £ (z j««*tz ) • Or dans ce cas. z f ••••z 
o * n o n ' o n 

sont linéairement indépendants modulo (^'^»•••»^^ • Nous pouvons 
z o Z n 

donc choisir, dans 5 «3»11 S, = z ,0o#vS 4 = z • 
* 1 o n+1 n 

D'autre part, il résulte de 5.7 et 5 «10 que D est donné dans 

(S ,s ) *b (C x Cm,0) par une équation de la forme 

6.1 Arm t^°+ a1( „(t,,...,t )t 
o /V1 1 m c 

U -1 
+ ••• + a vtlf«»«ft ) » 0 

(grâce au théorème de préparation de Weiers trass) 

avec âri «(t. , o• •, t ) C (t. ,#.«,t ) 
M -i 1 * 1 m 1 m 

Or si W est l'hypersurf ace lisse de C x C définie par 
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t + Îl A ) = 0 
o ^ AJL-11 m 

dfune part, D C w (en effet, en tout point de D , la U -1 -ième 

dérivée partielle de 6.14.1 par rapport à t doit être nulle) j et d'autre 

part, on doit avoir, en tout point s' C D 

6 .14.2. D.s' — W.s' 

(ceci peut aussi se vo' r par un calcul simple, mais c'est un cas particu

lier d'un résultat général : dans la terminologie de [6] ou [12] , W a 

le "contact maximal" avec D ou , donc, d'après le théorème de conti

nuité du contact maximal, ([6] ou [12]) aussi en tout point de , et le 

contact maximal implique l'inclusion6 .14.2. 

Mais si nous prenons s' £ S , on a dim T = Ht , et donc 

s f = s, .Si maintenant, l'unique point de C au-dessus de s» a 

pour coordonnées z ,...,z ,F,...,t , et il résulte de 5.10 que T _ = 10^ ,1 
o 1 n o m ' J D,s' 1 D,s'' 

est donné par 

T - t = z (T - t.) 0 0 o 1 1 
z (T .) 
n n+1 

m 

n+1 
S.(z ,...,z )(T. - t.) 1 0 n i 1 

et d'autre part, T , est donné par * W.s' 

T - t 
o o 

1 
f 

1=1 

Ti- *!> 

ar 
< * 1 * « ) ( T i - *!> 

d'où les égalités 

6,14.3. Z. = 1 aaM-1 

3ti-1 
k t. f . . t ; 
k 1 m 

0 ^ i ̂  n 

ce qui montre bien que l'unique point singulier de C au-dessus de s' £ S 

est piqué par la section £^ donnée par 6«14.3. 

Il est maintenant bien clair que toute déformation à type topologique 

constant, ou "à y* constant" au sens de 6.1, possède une section qui provient 

par changement de base de la "section universelle" E . Nous montrerons 
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ailleurs le lien entre ce résultat et le problème de la "déformation semi-

universelle à section" posé par Hironaka [5] à propos de sa théorie du 

(t - r)-index ([9] et [6]), 

§7» "Vérités" non démontrées» 

Le premier problème qui se pose est celui de la lissité de S • 

"Vérité" n° 1 : S est lisse. 

Dans le cas où dim X = 1 , i»e. des courbes planes ceci (ainsi que 

l'existence de S_ t évidemment) a été démontré par J. V7ahl (Berkeley) dans 

sa thèse [22] mais sa méthode ne lui permet pas de décrire explicitement S 

comme sous-espace de , et ne se généralise pas en dimension supérieure 

à 1 , 

7.2. "Vérité" n° 2 i Sn = D . E o 

Ce qui revient à dire qu'au-dessus d'un point quelconque de D il y a 
o 

un seul point de C , ou encore que D est irréductible en tout point de 

D .ou encore que dim T fi = dim D pour tout s' C D .ou enfin : pour 
o * n D,s' o 

toute petite déformation F : (X,x) > (S,s) telle que, si pour s' £ S , 

x^(s') 1^i^k sont les points singuliers de X^, , on ait 

ic 
Z 
L = 1 

(s')(Xc;'; > X О 

on a k = 1 et la déformation F est à type topo logique constant. 
Cette vérité a pour corollaire (cf. [10]) î 

"THEOREME" 7 #3«- Soit F : X > S un morphisme plat dont les fibres sont 
des hypersurfaces projactives à singularités isolées. On suppose que F est 
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localement cohomologiquement trivial c'est-à-dire que tout s1 £ S possède 

un voisinage U tel que H*(F (:TJ) , ffi) & H*(F (S1) x U , Z ) • Alors F 

est localement topologiquement trivial, c'est-à-dire que tout s' ( S possède 

un voisinage U' , tel que l'on ait un homéomorphisme au-dessus de U' : 

F""1 (S1) x U1 F~1(U ' ) 

0 

U» 

La "vérité" n° 2 vient d'être démontrée par Cevdet Ha§ Bey dans le cas des 

courbes planes et par voie topologique ([3] et [4])« 

La conjonction des deux premières vérités nous donne : 

"Vérité" n° 3 : est lisse, que l'on peut ausssi chercher à démontrer 

directement» 

§ 8 • Lien avec le problème de Pham. 

Si nous reprenons l'exemple de Pham [15] exposé par Berthelot [1], du 

point de vue adopté ici, nous nous apercevons qu'il se laisse paraphraser 

ainsi : si (X^x^) est la courbe plane d'équation y + x =0 , la strate 

de Samuel D du lieu discriminant D de la déformation semi-universelle de 

(X̂ ,x̂ ) est lisse de dimension 2 (c'est T** dans les notations de [15]; 

Tj dans [1]). Mais la stratification de Samuel de D ne vérifie pas la pro

priété de frontière. Il existe une strate de Samuel de D ( T dans les no-

tations de [1]) telle que T H T / / , mais T ^ • Ainsi, si l'on prend 
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s' £ T. - T. A T_ et s' É T H T , les fibres X , et X t auront1' 

même type topologique, mais certainement pas même type topologique univer

sel. Mais on a le résultat suivant : 

THEOREME 8»1o (Whitney [23])•- Une partition localement finie X = UX^ en  

sous-espaces analytiques tels que X^ et X^ - X^ soient des sous-espaces  

analytiques fermés, possède un raffinement qui vérifie la propriété de fron 

tière, et est la moins fine possible pour cette propriété (parmi celles qui  

sont plus fines que la partition donnée)• 

Si nous notons T la strate de s dans D pour le raffinement de 
o 

V/hitney de la stratification de Samuel de D , nous voyons que nous ne pou

vons plus appliquer la méthode de Pham pour trouver un contre-exemple au fait 

que les fibres de s ̂ Xy,XÛ  ' > ̂ SU,SÛ  au"-dessus des points de T̂  ont 

toutes le même type topologique universel» 

D'où 

Conjecture 1 : T est lisse0 

Conjecture 2s T est la strate de s dans la stratification de Thom 

(i0e» par le type topologique universel) de F̂  » 

Question préliminaire % est-ce que les multiplicités jacobiennes critiques 

de Pham [16] sont constantes le long de T̂  ? 
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(NOTES) 

Page 17 (*) Remarque»- La même méthode permet de démontrer très facilement 

grâce à 2«19 que pour toute strate de Boardman $I de FU, 

au-dessus de tout point d'un ouvert analytique partout dense 

de F(HI) , il y a un seul point de $I(et même de C ) 

(sinon, on contredirait par2.11e fait que F(zF) doit être 

irréductible en tout point d'un ouvert analytique partout dens 

Ainsi, Fyl̂ 1 2 —> $$1) est biméromorphe (et c'est même ' 

morphisme de normalisation de F(E*)) • La formule de projecti» 

des multiplicités donne alors immédiatement le théorème 4«3« 

de [1 ] (ou de Pham [16]). 2.1 est un résultat si géométrique 

et si utile qu'il mérite peut-être le nom de théorème» 

Page 20 (**) "Entre les lignes" cf. "Singularités à Cargèse" (à paraître). 

Page 22 (***) Il faut cependant, bien sûr, supposer S réduit. 
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