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X-01

CLASSIFICATION TOPOLOGIQUE UNIVERSELLE DES SINGULARITES, d'aprés F, PHAM,

par Pierre BERTHELOT

Nous reprenons ici, avec quelques développements, le contenu de deux exposés
de Fe Pham ([13], [14]) sur le probléme de la classification des singularités. Pour
préciser ce dont il s'agit, considérons par exemple un germe d'espace analytique a
singularité isolée Xo s intersection compléte, et soit f : X—> S sa déformation
semi-universelle, On va chercher une partition localement finie de X et S en
sous~variétés localement fermées (strates) de telle sorte qu'au-dessus de chaque
strate de S , le type d'isomorphisme de la fibre (en un sens qu'il nous faudra
préciser) soit constant, le type d'isomorphisme (local) en un point de la fibre
étant lui-m@me constant sur chaque strate de X o Dans un premier temps, nous
montrerons l'existence d'une telle stratification, et étudierons la notion d'équi-
valence qu'elle définit, & 1l'aide de la théorie des morphismes stratifiés de Thom
([10], [19])s Dans un second temps, nous chercherons 3 associer aux singularités
étudiées des invariants numériques, en termes desquels on souhaiterait obtenir

une description explicite de la stratification de Thom,

1e Versalité et stabilité,

1ele SoOit XO un germe d'espace analytiquee Une déformation de Xo sera un
germe de morphisme d'espaces analytiques pointés £ : (X,x) —> (S,s) , plat,
muni d'un isomorphisme de la fibre f-1(s) avec Xo $ on supposera ici que

(8,8) est un germe de variété analytique, is.e. on ne considérera que des défor-

mations de base lisse,
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CLASSIFICATION TOPOLOGIQUE %02

Une déformation f ¢ X —> S de Xo sera dite verselle si pour toute
déformation £' : X' __ §' de Xo il existe un germe de morphisme u S'.;>S

tel que f' se déduise de f par le changement de base u ; £ sera dite

semi-universelle si l'application tangente a u est unique, Si Xo posséde
une déformation semi-universelle f , alors toute déformation verselle de Xo
est le produit de £ par l'identité d'un germe de variété analytique : en effet,
ltunicité de l'application tangente au morphisme de changement de base entrafne
que la déformation verselle se déduit de la déformation universelle par un germe
de submersion.

Pour tout morphisme £ $ X —> S d'espaces analytiques, nous noterons

=X,

. . i . .
S est un point, nous noterons simplement E& e S1 x est un point de X , et

Tl/g les foncteurs cotangents de X rclativement & S (cf. [8], [15]) ; lorsque

s = £(x) , on peut choisir au voisinage de x et s des représentants L&y@ ’

L; et Lé des complexes cotangents (au sens de [8]) de maniére A obtenir une

suite

0 L) — L Ly — 0,
exacte a cela prés que l'homomorphisme f*(ng) ...;L&z n'est pas nécéssairement
injectif. En dualisant et en utilisant la suite de cohomologie associée & la suite
de complexes alors obtenue, on obtient un homomorphisme canonique

1) — L -
Supposons maintenant que f£ soit une déformation (de base lisse) de sa fibre X,
au-dessus de < o Prenant la fibre en x de l'homomorphisme précédent, et uti-
lisant la fonctorialité de 21 » on obtient donc un homomorphisme canonique
de g—vectoriels

1V 1

(101 01) QS,S — _':_[_‘Xo.x .
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X-03

Rappelons alors le théoréme de Tjurina ([20] ; voir aussi [17], [4], ainsi

que les exposés [15], [2], du présent

séminaire) 3

THEOREME 1e2e~ Soit X0 un germe d'espace analytique, tel que

et 21 soit de dimension finie sur C

Alors 3

X
o

i) Xo posséde une déformation semi-universelle ;

ii) soit £ & (X,x) —> (S,s) une déformation de X, 3 alors

I

f est une

déformation verselle (resp. semi-universelle) de Xo si et seulement si 1'homo-

morphisme (1.1.1) est surjectif (resp. bijectif)o

Rappelons que lorsque XO est a singularité isolée, le Eﬁ

dimension finie, et lorsque Xo est intersection compléte, le Ig

est de

est nul,

Supposons plus particuliérement que Xo soit une intersection compléte ;

la déformation semi-universelle de Xo peut alors se calculer explicitement

de la facon suivante (cf. [2]). Soit A = c ix,l,..-,xn} / (f1""'£p) 1'algébre

analytique de Xo y les fi formant une suite réguliére, Alors

1 P of of
IX ——-)~ A / (‘5';(‘ geoey 5‘)‘{'
[o) 1 n
. of . 141 &
ou o désigne 1'élément de composantes
i

= des éléments d C{x
g5 = (g5q0000095)) ents de  (C {
en tant que C-vectoriel, avec 14£JLr =

germe d'application analytique défini par

1}

Fi(x1"°"xn't1’°"’tr) fi(x1,...,xn)

Fi(x1'oo.,xn,t1,co.’tr) = tl"P

X

o)
le

H
af1 of
=T jesey « Soient

2%,

1 P 1 1
1,...,xn} )" relevant une base de T.
dimC(I;( ) 4 et Fac™ — P

= (e}

les fonctions

r
+ 2 thJl(X1 ’ n'l;xn)

j=1

si p(i$p + T

1€ igp

Alors la déformation semi-~universelle £ de Xo se déduit de F par le
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CLASSIFICATION TOPOLOGIQUE X-04

changement de base gr —> gp+r défini par l'annulation des p premiéres

. +r
coordonnées de QP

Il est alors facile de vérifier sur l'expression explicite de F

que F est transversal a ce changement de base, On obtient donc

COROLLAIRE 143¢— Soient X° un germe d'espace analytique, tel que I; soit
o
de dimension finie sur C et g§ =0 , et f:X—35 sa déformation semi-
o

universelle. Alors X est non singulier si et seulement si X0 est inter-

section compléte,

Lorsque XO est intersection compléte, ce corollaire va nous permettre
de caractériser les déformations verselles de X par une propriété de stabilité
o
qui jouera un rdle essentiel par la suite, Donnons d'abord quelques définitions.

Soit x un point de gm o« On munit l'ensemble des germes d'applications

analytiques de gm dans gq au voisinage de x de la topologie pour laquelle

un systéme fondamental de voisinages de O est la famille d'ensembles VP e ?
?
avec F:>O et ¢e>»0 , VF ¢ étant l'ensemble des germes d'applications dé-
?

finies et analytiques au voisinage de la boule fermée Bf de centre x -et

de rayon._ f s bornées par € sur B « On notera V

’ e(f) le voisinage f+V
H

fa€
de f .

DEFINITION 144,~ Soit £ : ((_:"‘,x) —> ¢% un germe d'application analytique au

voisinage de x o On dit que f est stable si pour tout voisinage ouvert U

de x il existe un voisinage Vf C(f) tel que pour toute application analyti-
,€

que g : U —> gq dont le germe en x appartienne a VP c(f) s On puisse
4 ,€ on puisse

trouver des ouverts U' , U" de U , avec x € U' , des ouverts V' , V"

de C% , et des isomorphismes analytiques h : U' =3 UM et k 3 V' -2y ym

rendant commutatif le diagramme,
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Ut £ v

b
un __i__) yv !

h et k pouvant 8tre pris arbitrairement proches de l'identité (pour la topo-

logie de l'espace des germes (gm,x) Y Qm , Tespe (gq,f(x)) — gq ) pourvu

que g soit suffisamment proche de f dans 1l'espace des germes (gm,x) e gq .

La stabilité d'un germe d'application analytique peut se caractériser de
fagon infinitésimales, Posons X = gm y Y = gq , et notons EX et 1& les
faisceaux des champs de vecteurs holomorphes sur X et Y o Soit £ : (X,x)—Y
un germe d'application analytique, et soit y = £(x) o Il existe une application
naturelle

wf : EY,y —_— f*(g{)x .

et l'application tangente a £ nous donne

o Hex T f*(EQ)x

THEOREME 1«5~ Soit f s (gm,x) —_ (gq,y) un germe d'application analytique.

Pour que f soit stable, il faut et il suffit que

o% = .
£ (IY)X tf(_T_X,x) +wf(IY,y)

Nous ne donnerons pas ici la démonstration de ce théoréme (voir par exemple
ltarticle d'Arnold [1] ; en géométrie différentielle, la variante globale de cet
énoncé -pour les applications propres— est un résultat bien connu, d0 a Mather

([9], 1II) ; la variante locale 145 est également annoncée par Mather dans (9], 1V).

PROPOSITION 1e6e~ Soit £ @ (gm,x) -——>(gq,y) un germe d'application analytique
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CLASSIFICATION TOPOLOGIQUE

platee Pour que f soit stable, il faut et il suffit que sa fibre Xy en y

soit une intersection compléte a singularité isolée, et que £ en soit une

déformation verselle,

Le fait que Xy soit une intersection compléte résulte simplement de la
platitude de f o
Remarquons d'abord que la relation de 1.5 équivaut a la relation

(1) = tf(zx’x) +wf(zY’y) M. (I

ol Tﬂy est 1'idéal maximal de l'anneau local de Y = gq en y o En effet,
si cette relation est vérifiée, et si l'on pose M = f*(g&)x /'tf(g& x) , on
?
obtient, en notant T 1l'application de passage au quotient,
M= 7 M
(Wf(IY' y) ) + TLy . .
Comme T est un 0

Y,y Yy
de dimension finie, D'aprés le théoréme de préparation de Weierstrass, le.

-module de type fini, M/ﬁny,.M est un C-vectoriel

g&’x—module de type fini M est donc de type fini sur QY,y + Le lemme de
Nakayama montre alors que
M= (wE(Ty ) s

d'oll la relation de 1454

La relation précédente équivaut encore a dire que 1l'homomorphisme canoni-
que E&'y —_— M/%ﬂy,-M est surjectife Or il est facile de voir que M/hﬂy_.M
n'est autre que g; s l'homomorphisme précédent s'identifiant a (1e1e1)s i
Xy vérifie les hypothéses de 1'énoncé, et si £ en est une déformation ver-
selle, f est donc stable d'aprés 1.2+ Réciproquement, si f est stable, et

si 1l'on prouve que Xy est a singularité isolée, £ en sera une déformation

verselle d'aprés 1.2+ Il suffit donc de vérifier le lemme plus général suivant
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LEMME 1476~ SoOit £ ¢ (gm,x) ——q}(quY) un germe d'application analytique

stables Alors la fibre de f en y est un germe d'espace analytique a sin-

gularité isolée (éventuellement non singulier).

m
Posons encore X

[}
na

y Y = gq e Sur un voisinage convenable de x
dans X , soit I;/Y =M le conoyau de l'homomorphisme canonique de faisceaux
Q;v’———> f*(Q;)V o« Si j est 1'immersion de la fibre Xy dans X , on a donc
la suite exacte
#(O) — (e (@)Y) — *() —>0 .

Or yx est le E&,x—module noté M dans la démonstration précédente, donc
j*(y)x est de dimension finie comme g-vectoriel lorsque f est stable. Quitte
a restreindre le voisinage de x , le support du QX -module j*(M) est alors
contenu dans { x4} ; et d'aprés Nakayama, Mx' est iul pour tout x!' € Xy ’
x? ;(:< e En un tel point, 1l'homomorphisme fggc-——% f*(Q;)Y est surjectif, donc
admet une section, de sorte que 1'homomorphisme f*(Q;) — Q; admet une ré-
traction, ce qui montre que f est une submersion en x' ,

En particulier, un germe d'intersection compléte (X,x) tel que I;,x
soit de dimension finie sur g est a singularité isolée, ce qui se voit

dlailleurs immédiatement par un raisomnement du m@me type que le précédent,

2e Stratification de Thom d'un germc d'application analytique stable.

241« Reprenons le probléme de la classification des singularités voisines d'une
singularité donnée, tel qu'il a été esquissé en introduction, et cherchons a
préciser la notion d'équivalence selon laguelle nous allons opérer la classifi-

catione
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I1 est d'abord facile de voir que £i l'on souhaite obtenir une classifi-
cation finie des différentes fibres dans la déformation semi-universelle, la
notion d'équivalence a adopter ne peut &tre l'isomorphisme analytique de deux
singularités ¢ en effet, le type d'isomorphisme analytique peut varier conti-
nliment dans une déformation., I1 suffit pour s'en convaincre de regarder le germe

4

de courbe plane d'¢quation x*t +y 4 ety dans sa déformation semi-universelle,

la sous~famille a un paramétre t d'équation x4 + tX2y2 + y4 « On obtient
ainsi une famille de 4 droites concourantes, dont le birapport varie avec t ;
comme le birapport est un invariant analytique, les deux singularités obtenues
pour deux valeurs distinctes de t ne peuvent &@tre isomorphes analytiquemente

On va donc chercher & classifier les singularités du point de vue topologique.
Pour cela, nous considérerons non plus des germes d'espaces analytiques "abstraits",
mais des germes d'espaces analytiques munis d'un germe de plongement dans un es-
pace gn (1a classification topologique des singularités abstraites étant trop
grossiére, puisque par exemple le paramétragc de la cubique a point de rebrousse-
ment donne un homéomorphisme du germe de celle-ci en son point singulier avec
un germe de droite, alors que ces deux germes ne sont pas topologiquement équi=-

valents en tant que germes de courbes planes). Deux germes d'espaces analytiques

plongés (Xo,Cn) et (Y),Cn) seront topologiquement équivalents s'il existe
= ( =

des germes d'homéomorphismes ¢ et ¢ rendant commutatif le diagramme

. . n n . . .
on dira aussi que (XO,Q ) et (Yo,g ) ont méme type topologiquee Une déformation
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n . . .
d'un germe plongé (Xo,g ) sera un triangle commutatif de germes de morphismes

dtespaces pointés

(X,x) ————> (gnxs,x)
NS
(8,5)
ol S est un germe de variété analytique, £ un morphisme plat, et p le
morphisme de projection, muni d'un isomorphisme de la fibre au-dessus de s
avec le germe (XO,Q2X51 &Og)et @dgg sont deux germes plongés, deux déforma-

tions £ ¢ X —>S et g ¢ Y —>S de ces germes seront topologiquement

équivalentes s'il existe des germes d'homéomorphismes ¢ : X 25 Y et
T 3 gn)(s - gn><s commutant aux plongements, a f et g , et aux pro-
jections. Remarquons enfin que si Xo est un germe d'intersection compléte a
singularité isolée, et si l'on se donne un plongement de XO dans gn , la
description de la déformation semi-universelle f ¢ X —> S de XO donnée
en 1,2 montre qu'elle peut se plonger dans gn><s de fagon a induire sur la
fibre le plongement donné.

La classification cherchée va alors résulter du théoréme suivant de

Thom (non publié),

THEOREME 2424~ L'ensemble des germes d'application analytique de (gm,x)

dans c9 qui peuvent &tre muni d'une structure de germe de morphisme Strati-

fié est partout dense dans l'ensemble des germes d'applications analytiques

de (¢"x) dams ¢% .

Avant d'expliciter cet énoncé, indiquons le corollaire :
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COROLLAIRE 2.3e— Tout germe d'application analytique stable peut &tre muni

d'une structure de germe de morphisme stratifié,.

En effet, le théoréme de Thom montre qu'il existe des germes arbitraire-
ment proches d'un germe donné f @ (gm,x) ——9-gq et munis d'une structure
de germe de morphisme stratifié, Si f est stable, un tel germe suffisam—
ment proche se déduit de £ par des germes d'iisomorphismes a la source et
au but, et la stratification de £ s'en déduit par transport de structures,
Si on se donne de plus une factorisation du germe stable f en un plon-
gement de gm dans gn><gq , identifiant gm a un germe de sous-variété X
de c'xcd s suivi de la projection p de gnxgq sur gq s On peut sup-

poser que la stratification de f est induite par une stratification de p

(cfe [10], §11).

2e4e Plagons-nous dans la situation précédente, Dire que p est stratifiée,
et induit une stratification sur sa restriction f a X , signifiera pra-
tiquement qu'on a les données et les propriétés suivantes, qui n'explicitent
que partiellement la notion de morphisme stratifié, mais suffiront aux besoins
de cet exposé (cfo [10] pour un exposé plus détaillé) :

i) On se donne un ouvert U de 9n+q

contenant x , tel que £ soit
définie sur U~ X , et un ouvert V de gq , tel que p(U) <V,

ii) On se donne dans U et V une famille finie de sous-variétés localement
fermées, connexes, formant une partition de U et V , qu'on appelle strates ;
on suppose que X est adhérent a toute strate de U , que X est une réunion

de strates ; il en est de m@me du lieu critique C de £ , et de son lieu

discriminant D = £(C)e
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iii) si ¥ , 2Z sont deux strates telles que Yn-Z.;!ﬂf sy alors YC Z H
par suite l'adhérence d'une strate est une réunion de strates.

iv) Pour toute strate Y de U (resps V) , on se donne un voisinage
tubulaire T, de Y dans U (respe V) ; on note Tyt T, —> Y la rétrac-

tion associée a TY » On suppose que pour tout couple de strates Y , Z, ou
bien T NZ = g ,oubien YcZ, dim(z) > dim(Y) , la restriction de T
a Zn TY est une submersion de Z N TY sur Y , et pour tout z € TZ N TY
tel que ﬂz(z) €T, ,ona TCY('FEZ(Z)) =TEY(z) .

v) Pour toute strate Y de U , p(Y) est une strate de V , et la
restriction de p & Y est une submersion de Y sur p(Y) ; en particulier,
1l'image inverse d'une strate de V est une réunion de strates de U

vi) Pour toute strate Y de U , d'image Y' dans V , et tout

2 € T, N p—1(TY,) y On a p('rt,Y(z)) = T[Y,(P(Z)) .

La classification topologique des singularités nous est alors fournie

par le premier théoréme d'isotopie de Thom, que nous énoncerons de la fagon

suivante dans le contexte local qui nous occupe 2

THEOREME 245~ Soit f ¢ (gm,x) —_ (gq,s) un germe d'application analytique

stable, factorisé en une immersion C ey gnxgq , suivie de la projection

P g_nxgq —_ C_Zq s ¢t supposons p stratifiée comme en 2.4, Soient C le

lieu critique de £ , D = f(C) son lieu discriminant, Y une strate contenue

dans D o Pour tout y € Y assez proche de s , il existe un voisinage W

de y dans Y , un voisinage W' de Cr\p-1(w) dans p_1(Y) , et un homéo-

morphisme ~ ‘ -1
W ux (WA (v)

compatible aux structures naturelles d'cnscmbles stratifiés des deux membres,
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€t aux projections sur Y ,

I1 résulte donc de cet énoncé que deux fibres situées au-dessus de deux
points d'une méme stratec sont topologiquement équivalentes au voisinage de leur
lieu singulier.

Pour prouver cet énoncé, il suffit de reprendre la méthode employée par
Mather dans [10] pour prouver le premicr théoréme d'isotopie dans le cas globale
Nous emploierons lecs mémes notations qu'en 2.4, Remarquons d'abord que le lieu
critique C de £ est fini sur V au voisinage de x . En effet, £ étant
stable, le point x est isolé dans la fibre dec C en s , donc C est fini
sur V au voisinage de x d'apreés le théoréme de préparation de Weierstrass.
Nous supposerons donc U et V choisis de sorte que C soit fini swr V ,

Comme le théoréme est local en y , on peut supposer que Y est un ouvert
de gk ; €t que y cn est l'origine, Nous identifierons gk a §2k , et nous
oublierons la structure analytique de la stratification, pour travailler avec
la structure Coo sous-jacente, Tout champ de vecteurs sur Y se reléve alors
en un "champ de vecteurs controlé' sur E = p—1(Y) , et un tel champ de vec-
teurs définit un groupe local a un paramétre sur E , induisant un groupe local
3 un paramétre sur toute stratc de E (cf. [10], 9e1 et 101, ou [19]). Soient
31,-..,32k les champs de vecteurs sur Y correspondant aux coordonnées de Ezk ’
et “1"""x2k les groupes locaux a un paramétre correspondants sur E ; si
z€E et t¢€ R sont tels que (z4t) appartienne & 1llouvert de définition dea& ’

et si p(z) a pour coordonnées 2 900032 , alors p(o(i(z,t)) a pour coor-

2k

données ZysoeesZ, + tyeeeyz e Puisque la fibre de C au-dessus de y est

2k

finie, on peut en choisir un voisinage compact X dans p-1(y) o Il existe
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alors un intervalle [a1,b1] de R , avec ay {0, b1 > 0 , tel que
KXI:a1,b1] soit contenu dans l'ouvert de définition U1 de 0(1 3 1l'image
K1 de Kx:[a1,b1] par a’1 est un compact de E , ct il existe de méme un
intervalle [a2,b2] tel que Kyx [a2,b2] soit contenu dans l'ouvert de défi-
nition U2 de 0(2 ; on obtient ainsi par récurrence une suite de compacts
K, et d'intervalles [ai,bi] de R, i=1,000,2k , tels que K _, x[ai,bi]
soit contenu dans l'ouvert de définition de 0(i v et X =o<i(Ki—1 X [ai,bi]).
On définit alors une application continue

&K K x [a1,b1] X see X [aek’ bek] — K,
en posant

« (X3t13"')t2k) = 0(2]((0(210-1("'(0‘1(x't1)""t21<—1)’t2k) .

L'application & commute aux projections sur Y par construction, et est
compatible aux stratifications car chacun des O(i l'este Il est d'autre part
facile de vérifier que & est un homéomorphisme, et que l'image par & de
£ x ]a1,b1[ X see X ]azk’bzk[ est un ouvert dans E o On prend alors pour W

le produit ]a1,b1[ X eee X ]a2k’b , et pour W' 1'image de Kx¥W par « .

214[
Pour achever la démonstration de 2.5, il suffit de vérifier que W' contient
Cn pm1 (W) + Or, au-dessus de Y , C est une réunion de strates d'image Y
par p o D'aprés la condition v) de 2,4, la rcstriction de p & chacune de

ces strates est un isomorphisme local, puisque C est fini sur V ; en par-
ticulier, le nombrc de points de C au~decssus d'un point de Y est constant
sur Y o Comme & est compatible aux stratifications, le nombre de points

de C au=-dessus d'un point de W appartenant a W' est aussi constant,

d'ol le résultat puisque W' A p~1(y) contient C A p—1(y) .
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Remarque 2+6e~ Le premier théoréme d'isotopie peut aussi s'appliquer pour
chaque strate Z de U a la rétraction TtZ s TZ —> Z , ce qui montre que
le typc topologique d'une fibre de £ au voisinage de 1l'un de ses points

singuliers reste constant le long de la strate de celui-ci dans U ,

247+ Comme 1'a remarqué Pham ([13]), la classification que¢ l'on obtient au
moyen de la stratification de Thom est en fait plus fine que 1l'équivalence
topologiques Pour le voir, nous admettrons un résultat plus précis de Thom
sur les morphismes stratifiés : avec les notations précédentes, il existe en
y un germe de sous—variété Z de V , transversc 3 Y en y , un voisi-
nage V' de y dans V , un voisinage W' de C r\p—1(V') et des germes

d'homéomorphismes rendant commutatif le diagramme

(W AP @) x (Y AVY) —2 5w

| l

Z x(YAV) ———s yr -

Supposons maintenant que Xo soit un germe d'intersection compléte a
singularité isoléec plongé dans gn , et soit f (gm,x) —_ (gq,s) une
déformation verselle dc XO , qu'on suppose plongée dans p ¢ (gn+q,x)-—>(0q,s),
et stratifiée comme précédemment, Si y est un point de gq assez proche
de s , et x' ua point de gm au~dessus de y , le germe de £ en x!
est encore une déformation verselle de la fibre de £ en y au voisinage
de x' 3 céla résulte du critdre 1.2 ii) (cf. [18] II, § 2 pour une démons-
tration en forme), Utilisant le diagramme précédent, on voit donc que si y
et y' sont deux points d'une m@me strate Y assez proches de s , les

fibres de f en y et y' ont des déformations verselles topologiquement
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équivalentes (au voisinage de leur lieu critique), puisqu'homéomorphes au
produit de la déformation W' p-1(Z).__9 Z par le germe de variété Y V' .

On est ainsi amené¢ & introduire la notion d'équivalence topologique universelle,

DEFINITION 2,8~ Soient XO et Yo deux germes d'intersection compléte a

singularité isolée, plongés dans gn e On dira qu'ils ont méme type topolo-

gique universel s'ils possédent des déformations verselles topologiquement

équivalentes.

La stratification de Thom classifie donc les déformations d'un germe
d'intersection compléte a singularité isolée selon 1l'équivalence topologique

universelle,

THEOREME 249e=(Pham [13])e~ L'équivalence topologique universelle est stricte-

ment plus fine que 1l'équivalence topologiques,

Nous allons donner un exemple de gerime de courbe plane Xo s de défor-
mation semi-universelle £ $ X —> T , telle qu'il existe un germe de sous-
variété T1 C T au~dessus duquel f est topologiquement une fibration, et
des points y , z € T1 tels que la déformation versclle de la fibre Xy de f
en y (induite par £ ) contienne une fibre qui n'est topologiquement équiva—
lente a aucune fibre de la déformation verselle de la fibre XZ de f ecn z
(induite par £ )e Comme toute diformation verselle de Xy (respe XZ) con~
tient au moins une fibre isomorphe A la fibre considérée (resp, ne contient
que des fibres isomorphes a celles de la déformation verselle considérée),
les germes de courbes planes Xy et XZ , bien que topologiquement équivalents,

ne le sont pas universellements
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2410e Avant de donner l1l'exemple de Pham, rappelons sommairement quelques
invariants topologiques des germes de courbes planes, 5o0it Xoc: 22 un
germe de courbe plane au voisinage de l'origine ; il est bien connu que
son type topologique est entiérement déterminé par son intersection avec
une petite sphére Sz centrée & l'origines Si Xo est irréductible, cette
intersection est un noeud, et il est décrit par une suite finie de nombres
rationnels, les exposants caractéristiques de Puiseux (voir [6]).

i) Le nombre de composantes irréductibles de Xo est un invariant to-
pologique, car c'est le nombre de composantes connexes de SS(\ X0 .

ii) La multiplicité de Xo a 1l'origine est également un invariant to-
pologique., En effet, dans le cas ol Xo est irréductible, c'est le DePeCeMme
des dénominateurs des exposants de Puiseux du noeud correspondant ; dans
le cas général, c'est la somme des multiplicités des composantes irréductibles
de X .

o

iii) Soit m la multiplicité de Xo » et supposons les coordonnées
choisies de fagon que l'équation de Xo s'écrive
(241041) N a2(x)ym"2 + see + am(x) =0 .

Soit qi l'ordre de la série ai(x) , et posons dj'= I?fqi/ﬁ ; le

nombre rationnel di ne dépend pas du choix des coordonnées telles que

1'équation de Xo ait la forme (2.10.1), et est appelé exposant de contact

de Xo ; on peut encore montrer que c'est un invariant topologique de Xo

(cg£e [22])e

2¢11+ Considérons maintenant le germe de courbe plane Xo d*équation

(241141) Fo(x,y) = y3 +%x =0 .
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D'aprés 1.2, sa déformation semi-universelle dépend de 16 paramétres

uo,...,u sV _gees, V., , et est représentée par la projection £ de l'hyper-

7" o 7
surface X de 218 d'équation
(2411.2) Fxyyywv) = v° + a(x)y + v(x)
avec
(241143) u(x) = Ut UK ees + u7x7 ,
v(x) = VoR VX eee v7x7 X,

sur l'espace T des coordonnées U , V o

Soit X, € X 1'ensemble des points € = (x,y,u,v) qui sont de multi-

plicité 3 dans leur fibre f-1(f(§)) , et d'exposant de contact maximum,
Pour qu'un point soit de multiplicité 3 dans sa fibre, il est nécessaire
que y = 0 o D'autre part, l'ordre en un point de u(x) (respe v(x)) est
au plus 7 (resp. 9) , de sorte que l'exposant de contact d'une fibre de £
en un point de X de multiplicité 3 est toujours £ 3 » Il est effecti-
vement égal & 3 en un point ol X est racine d'ordre 9 de X(x) , et
d'ordre au moins 6 de u(x) . Comme la somme des racines de v(x) est

nulle, cela implique que x = 0 , donc que uo = so0e = u5 =0 , et

Vo = see = v7 = 0 o Inversement, tout point & dont les coordonnées
Xy ¥y uo,...,u5 7 sont nulles appartient bien a X1 « On notera

T, la projection de X1 sur T 3 c'est donc le plan de coordonnées (u6,u7).

1

V ge0e,V
? 0’ ]

La déformation induite par f au~dessus de T1 a donc pour équation

(261144) v (u6x6 + u7X7)y Fx0 =0 .
Considérée comme polyndme en y , cette équation a pour discriminant
4(u6x6 + u7x7)3 + 27x18 = x18(27 + 4(u6 + u7x)3) .

Ce discriminant est donc le produit d'une puissance de x par une série
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inversible en x,u ; d'aprés un résultat de Zariski ([21], 74 et suite),

617
ceci entraine que la déformation induite au-dessus de T1 est localement to-
pologiquement triviale,

Regardons maintenant le lieu T2 des points de T tels que la fibre
de f au~-dessus d'un point de T2 ait deux points singuliers distincts,
de multiplicité 3 , et d'exposants de contact respectivement 2,4/3 et
2'5/3 e En un tel point singulier, la coordonnée y est nulle, Soient &
et ﬁ les valeurs de la coordonnée x aux deux points singuliers, Pour que
le point de coordonnées (0,a) soit d'exposant de contact > 4/3 , 11 .faut
et suffit que ® soit racine d'ordre » 3 de u(x) , et d'ordre » 4 de
v(x) ; de méme B doit 8tre racine d'ordre 2 4 de u(x) et d'ordre 35
de v(x) . Au-dessus d'un point de Ty s u(x) est donc de la forme
u7(x —-d)3 (x - p)4 y et v(x) de la forme (x - d)4 (x - p)s ; comme
la somme des racines de X(x) est nulle, 4& +58=0 , donc T2 est
1timage de gx(g -{0}) par 1'application algébrique qui associe 2 un
élément (a,b) 1le point dont la coordonnée u, est a , et les autres
sont données en fonction de b en posant & =5b , B = - 4b .,

Soit alors 52 1'adhérence de T2 dans T , et calculons l'inter-
section T3 = 52(\ T1 « Si t€ T3

ti de T2 « La coordonnée vo des ti tend donc vers O ; si ti est
Q
445b; , donc

s c'est la limite d'une suite de points

.
1'image de (ai,bi) s sa coordonnée vy est -—d£1@) ==5
la suite des bi tend vers 0O ; il en est de méme pour les racines de

u(x) et wv(x) au~dessus des t, » etpar suite la coordonnée u, des t.

tend aussi vers O o I1 en résulte que T3 est défini dans T1 par l'équa-

tion U, = 0 4, le.ee¢ est 1l'axe des u7 o
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Soient v € T,pet z €T, tel que z ¢ T, Vot oz étant suffi-
samment proches de 0 , et soient Xy et Xz les fibres au~dessus de y
et z o Comme y est adhérent a T2 s la déformation verselle de Xy obte-
nue en restreignant f A un voisinage convenable de y contient des fibres
ayant deux points singuliers de multiplicité 3 et d'exposants de contact
4/@ et 5/@ o Par contre, comme =z € T3 s on obtient une déformation verselle
de XZ en restreignant f 2a un petit voisinage de 2z ne rencontrant pas T2 ,
et il n'existe pas dans cette déformation verselle de fibres ayant deux points
singuliers de multiplicité 3 et d'exposants de contact 4/3 et 5/@ .
D'aprés 2410, il n'existe donc pas dans la déformation verselle de Xz de
fibre topologiquement équivalentes aux fibres de la déformation verselle de
Xy situées au-dessus de T, , ce qui achéve la démonstration de 2,9.

2

3« Symbole de Boardman,

Le probléme, que nous abordons maintenant, consiste a attacher & toute
singularité des invariants numériques au moyen desquels on espére pouvoir
décrire "la" stratification de Thome

Le premier invariant qu'il est naturel d'introduire est le symbole de
Boardman, L'idée, due & Thom, est la suivante : soit £ ¢ U——>V un morphisme
de variétés analytiques (respe différentiables) ; on regarde l'ensemble des
points de U ol le noyau de 1l'application tangente & f est de dimension
donnée ; on obtient ainsi une partition de U , et, pour "presque tout" £ ,
les sous-ensembles ainsi définis sont des sous-variGtés (localement fermées)

de U ; on applique alors la méme construction & la restriction de £ a

chacune de ces sous-variétls, ctCees j tcut point de U appartient de
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la sorte & une suite décroissante de sous-variétés de U , et en prenant

la dimension du noyau de 1l'application tangente a la restriction de £ A
chacune de ces sous-variétés, on associe au point considéré une suite décrois-
sante d'entiers, le symbole de f en ce point, La difficulté, lorsqu'on
adopte cette présentation, est de prouver que l'on obtient bien & chaque pas
des sous-variétés, pour presque tout £ o C'est ce qui a amené Boardman ([3])
a reformuler la définition du symbole en construisant les sous=-variétés
cherchées de fagon "universelle" dans l'espace des jets (voir aussi la thése

de Morin [12]).

3ela Fixons d'abord quelques notations. Si M est une matricem x n é coef=-
ficients dans un anneau B , il sera commode de pouvoir parler des mineurs
d'ordre kX de M pour tout k € % : si k&£ 0 , les mineurs d'ordre k
seront égaux a 1 , etsi k > inf(myn) , ils seront égaux & O ,

Soient A un anneau, B une A~algébre, I un idéal de B, D1,...,Dn
une famille de¢ A~dérivetions de B dans B . Pour tout entier k , nous
noterons Ak(I) 1'idéal de B engendré par I et par les déterminants
d'ordre n =k + 1 de la forme det(Did(xﬁ)) s aveC K, 3 = 1ye0eyn=k+1,
et les x‘5 étant des {1léments de I . Compte tenu des conventions précé-
dentes, on obtient de la sorte une suite croissante d'idéaux telle que

n+1

1= 2% ¢ AN Ceer e M e ™M@ =8

Il est clair que si I est engendré par une famille xj d'éléments
de B , 1'id¢al [lk(I) est engendré par I et par les déterminants d'ordre
n-k+1 de la forme det(D%x(xj#)) « De ménme, zgk(x) ne dépend que du sous-

module engendré dans le B-module des A-dérivations de D par D1,...,Dn ’

et de l'entier n , et non du choix des générateurs D1""’Dn de ce sous-
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module,

3e2¢ Soient U , V deux variétés analytiques ; pour tout k , nous noterons
k s . . . .
J (U,V) la variété des jets d'ordre k d'applications analytiques de U dans

V, p_ et 9 ses projections sur U et V . Il sera commode de considérer

k

également la "variété" des jets d'ordre infini

%) A k
J(u,v) =<}_;r_n J(uyv)

munie de la topologie limite projective des topologies des Jk(U,V) $ on

notera TCk la projection de J° (U,V) sur Jk(U,V) , P et g les pro-
jections de JOO(U,V) sur U et V 3 on dira enfin qu'une fonction a va-
leurs complexes sur un ouvert de JOO(U,V) est holomorphe si elle est lo-

calement de la forme ¢ oTC , ol @ est une fonction holomorphe sur un

k
ouvert de Jk(U,V) : on définit ainsi un faisceau de C-algébres O.
- J

o
(e 0]
sur J  (U,V) .
On sait que le faisceau EU des champs de vecteurs holomorphes sur U

. [e0]
agit de fagon naturelle sur 0 (c'est la "connexion canonique" de J  (U,V) -
J
cfe [12])e Rappelons comment on peut définir cette action en termes de coordon-

nées locales, Soient x un pointde U , y un point de V , (x.)
1 l=1,o-',n

des coordonnées sur U au voisinage de x , et (yJ,)J,__1 P des coordon-—
=lgoesey

nées sur V au voisinage de y o On en déduit un systéme de coordonnées sur

) - 2 .
J (U,V) au voisinage de TLO1(x,y) y notées Xi, Yj' Zj o ¢ avec 14ig¢n ,
u !

1<¢i<pP , et o parcourant l'ensemble des multi-indices (01:-..,0n);'(0,...,0),
tel que
Q

(o} o
1 2 n
= = = = [ coo (= o f
X, =%0P , Yj yjoq Zj,coJ.E‘ (5x1) (axn) (}Jc) .

pour tout germe d'application analytique £ ¢ U—> V au point x o L'action
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des champs de vecteurs holomorphes sur U est alors définie en se donnant

l'action des a/axi sur ces coordonnées, et on pose

2/ox (%) = S a/axi(Yj) = Zj’1=i , a/axi(zj.ﬁ').= zj’GH:i ,

ol 1—i = (Oyeneslyenes0) , le 1 étant & la i-iéme place.
On peut considérer de la sorte p*(IU) comme un sous—faisceau du fais-
ceau des g—dérivations de O 0o dans lui-méme, Soient & un point de

00 J
J(U’V) » x =p(E) ’ (x)

. un systéme de coordonnées sur U
i7i=1 gecegll

au voisinage de x , E une partie de 0 0o 3 on appellera rang de E

le maximum des rangs des matrices de la f’ormt’ag (i)cpj/()xi(g)) , ol les P

appartiennent & E (i,j = 1,ee0,0) o Il est clair que l'entier ainsi obtenu

ne dépend pas du choix des coordonnées sur U , et que lorsque E est un

idéal propre de Q0 oo ‘ on peut remplacer E par un systéme de générateurs
J

de E o On posera

corang(E) = n = rang(E) .

3e3e Soient § ¢ JOO(U,V) s v =q(E) ; on notera q*(my) 1'idéal de O
J,E
engendré par ‘m,y .
Soit I = (11,...,11,) une suite d'entiers positifs ou nulse. On lui

. I ©0 s s .
associe un sous-ensemble T < J (U,V) , défini par les conditions suivantes @
( Corangg(q*(my)) =i,
i1
* = i
corangg(a (q ('my))) i, s

(3e3e1) ey =

90 0¢ 9000000000000 0000000000 ]

,__//

corang

(D e AT@M))een) = 4y

~
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ot y = gq(B) , et les opérations Ai sont définies par 3.1, relativement
aux dérivations D/axi (i = 1500eyn) ol les x, sont des coordonntes de
U au voisinage de x = p(E) (ou, si 1l'on préfére, relativement au sous-
module p*(IU)g du module des C-dérivations de 0 et & l'entier
n = aim(U)) . g
De cette définition, on tire facilement les remarques suivantes ¢
i) g U Z(I’j) , la réunion étant disjointe,
jen
ii) Pour que Z‘I soit non vide, il est nécessaire que les trois condi-

tions suivantes soient vérifiées (avec n = dim(U) , p = dim(V)) =

a) i eeeyi

c) si i, =n~-p , alors i1=...=ik=n—p.

La condition a) est claire ; la condition b) vient de ce que q*(my) est
engendré par p éléments, et la condition c) aussi, compte tenu des conven—
tions de 3e1.

iii) Si on prend des coordonnées locales au voisinage de & comme en 3.2,

on voit que les relations (3¢3.1) ne font intervenir que les coordonnées

. -1,I N
Z, o telles que ldl& k o Par suite, ZIz'n:k(Z‘,k) y OU I est le sous-

Js
ensemble de Jk(U,V) défini par les conditions (3e3e¢1)e

iv) Supposons que U = o

na

y Vo= gp s alors Z]I( est localement fermé pour

la topologie de Zariski de Jk(U,V) + En effet, ZT

complémentaire, dans l'cnsemble des zéros des déterminants d'ordre n--i1 +1

est par exemple le

de la matrice (a/axi(Yj)) = (7, ' ) , de l'ensemble des zéros des déter—
Jel.
=1

minants d'ordre n - i1 de cette matrice ; le cas géntral se voit de méme
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Par récurrence, Sans hypothése sur U et V , on en déduit que Z]I( peut
8tre muni d'une structure naturelle de sous-ensemble analytique localement
ferm® de Jk(U,V) .

Soit £ ¢ U—>V une application analytique. On en déduit une section
analytique Jf 3 U —> Jk(U,V) pour tout k , et par passage & la limite,
un morphisme d'éspaces annelés Jf ¢ U —>JOO(U,V) o On posera

ZI(f) = Jf”1(21) . ,
On a donc Z‘I(f) =g (T ]:1 ()_‘i)) = J£—1():i) s Si bien que les Zl(f) sont

de fagon naturelle des sous—ensembles analytiques de U , Pour j variable,

i1ycoogik_1,j i1"O.'i

les I (£) forment encore une partition de I k"1(f) .

THEOREME 3.4. (Boardman [3]).~ Soient U et V deux variété analytiques
de dimension n et p e

i) Les £l sont des sous—variétés de (U, V) (i.es les EII< des sous-

variétés de Jk(U,V)) , non vides si et seulement si I vérifie les condi-

tions a), b) et c) de 343,

ii) La codimension de =’ dans I(u,v) (i.e. de X_'II( dans Jk(U,V))

est donnée par

V1

(p_n+11 )'Ll 1 ’ono,i

- (11- 12)’L = eee T (in_1 - ln)}Ll ]
n 2 n n

1,.0!,]'-

avec I = (i1""’in) , et "31,...,1 étant le nombre de suites j1,...,jk

k

& i, Ppour tout « , et j1;=’0 .

décroissantes, telles que j“ £

iii) L'ensemble des applications analytiques £ : U —>V telles que la

section Jf soit transverse a toutes les variétés EI est partout dense

dans l'ensemble des applications analytiques de U dans V .

iv) Si £ : U—s V ecst telle que Jf soit transverse 3 gt , alors
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I s . .
z (f) est une sous-—vari¢té de U , et pour tout entier j

Ly = $xext im Xer = j .
=) = § (£)]din x (Tx(flz;(f))) i}

Tx désignant l'application tangente en x o

I N .
Pour tout k , les Y (£) ou I parcourt l'ensemble des suites de
longueur Xk forment une partition de U + Si x € U , il existe donc une
unique suite i1 > ees 2“ik > eesy illimitée (mais stationnaire !) telle que

i "OQ’i
! ko)

cette suite est appelée symbole de f au point x . Les ZI seront appe-

pour tout k 1le point x appartienne a la sous-variété T

lées variétés de Boardman, ou variétés de symbole, de méme que les EI(f)

lorsque ce sont des variétés,

3¢5+ Le symbole de £ en un point peut se calculer a partir de l'anneau
local de la fibre de f en ce pointe En effet, soient x un point de U,
y = £f(x) , J 1v'idéal de QU,X engendré par l'image de 'ﬂly e« Considérons
la suite croissante d'idéaux

7= 08°0) c ') Cees 8@ e @) =0y
les opérations A}i étant définies a partir d'une base D/bxi de IU,X ,
et soit i, le plus grand entier i tel que L}i(J) flgU,x « I1 revient
au méme de dire que i1 est le plus grand entier i tel que tous les dé-
terminants d'ordre n - i + 1 de la forme det(acpj/éxi) , avec CPj €J ,
soient nuls au point x , i.es que le corang de J est égal a i1 « I1
en résulte que l'entier i1 ainsi défini n'est autre que le premier entier

du symbole de £ en x (car les relations (3¢2¢1) et (3¢2.2) montrent que

les sections Jf commutent & l'action des champs de vecteurs sur U , &
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la formation des Al et au calcul des corangs). On peut de méme définir
par récurrence des entiers ik , par la cond:.tlon que ik soit le plus
grand entier i tel que A’ (A —1(... A (J)...)) Z0 O » et la suite

d'entiers 11,,,,:11(,... est le symbole de £ en x .

Remarquons alors que l'entier i1 ne dépend que de l'algébre analy-

tique quotient A = /J , et non de son écriture comme quotient d'une
algébre analytique reguhére,, En effet, si on écrit de deux fagons diffé-
rentes A comme quotient d'une algébre analytique réguliére

|

C {xpreenii} — T s

AN
)\T o} ’
gixﬂ.“,xn:y‘l,.o.,ym?sﬁ_» g{y,]’-o'.ym}

on peut trouver des homomorphismes surjectifs A\ et H de fagon a ce que

le diagramme soit commutatif. Il suffit de comparer les entiers i, obte-

1

nus pour U et TlLe A ; par récurrence, on Se raméne a la situation

g{xﬂ'"’xn’y} A » g ZX1,.N,X it __"T__» A , et, par changement de

nj
variable, on peut supposer que y appartient au noyau de \ . On calcule
alors les déterminants en jeu au moyen d'une famille f1,...,fp de généra-
teurs de Xer(T ) et des dérivations a/axi en ce qui concerne KXer(fT) ,
et au moyen de la famille f1,,..,fp + ¥ de générateurs de Xer(Trold) et
des dérivations 3/axi et 3/dy en ce qui concerne Ker(T o)) ; 1l'in-
variance de i1 en résulte immédiatement, '

Le méme argument montre que l'anneau quotient 0 ,x/A11 () ne dé-

pend que de A , et non de sa présentation 0 /J « Appliquant &

"'U x / A 1(J) le résultat précédent, et raisonnant par récurrence, on en
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déduit donc que le symbole de £ en x 'ne dépend que de l'algébre quotient
QU « J , qui est l'anneau local en x de la fibre de f , et il en est

7
de mé@me pour les algébres

i1,'00,i

g Gy - v K0 =0y, / Al AT @)

X

ou i1’°"’ik sont les k premiers termes du symbole de f en x o Ces

algébres analytiques s'interprétent du reste comme étant les anneaux locaux

i1,ooo,i

en x des sous-ensembles analytiques f_1(f(x)) NT K(g) , grace a

la description esquissée en 3,3 iv) de la structure de sous—variété des
i1,o..,ik i
z et & la définition des A\ « Pour toute algébre analytique A ,

i ’oo-,i
1'algébre WV 1 k(A) définie par la méthode précédente sera appelée

k-iéme quotient jacobien critique de A .

Exemple 3.6¢-~ La méthode exposée en 3.5 nous fournit un procédé pratique de

calcul des variétés de symbole Z;(f) ¢ A titre d'exemple, regardons l'appli-
) 2 2 3 ) ) ,

cation £ : C° —s C° définie par f£(x,y) = (x” + xy,y) (déformation semi-

universelle de la singularité C {x;}/KXS)) e Son lieu critique est le lieu

des zéros du déterminant des dérivées partielles premiéres

3x2 + ¥y X
0 1 ’

iees la parabole 3x2 +y =0 o Hors du lieu critique, £ est un isomor-
phisme local, donc son symbole est (0,0,e0e) o Un point x de U appartient
a Zi(f) si et seulement si les mineurs d'ordre 2 - i + 1 du déterminant
précédent s'annulent en x , l'un au moins des déterminants d'ordre 2 - i
ne s'y annulant pas j; il en résulte que les Zi(f) pour 1 2,2 sont vides,
et que 21(f) est égal au lieu critique. Pour calculer les variétés de
symbole d'ordre 2, on forme la matrice des dérivées partielles premiéres des

générateurs de 21 en ua point de U 3
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3x2 + ¥y x
0 1
6x 1 .
Comme précédemment, on voit que les 21’i(f) sont vides si i 2 , que
21’1(f) est réduite au point (0,0) , et que 21’0(f) est le complémen-
taire dans le lieu critique du point (0,3) « En un point de la parabole
autre que l'origine, le symbole est donc (1,0,eee) , et & ltorigine c'est

(1515040ee) car 1'algébre (71’1(f) y est égale & C

3¢7¢ Revenons 2 la situation étudiée au § 2 : soit £ : gm — gq un germe
d'application analytique stable. Alors on peut représenter £ par une appli-
cation analytique U—>V , ol U et V sont des ouverts de gm et gp R
de sorte que les EI(f) soient des sous-variétés de U pour tout I « En
effet, le théoréme de Boardman montre qu'il existe des germes d'applications
analytiques g de gm dans gq arbitrairement proches de f , tels que
les ZI(g) soient des sous-variétés ; utilisant la définition 1.4, et le
fait que les symboles sont invariants par isomorphisme analytique, il en est
donc de méme pour les EI(f) au voisinage de 1l'origine.

L'utilisation des symboles dans la classification des singularités

repose alors sur la conjecture suivante ¢

CONJECTURE 3+8e¢- Si deux germes d'applications analytiques stables

m . . . . : apa
£4,9:C — gq sont topologiquement &quivalents (1.e. différent par des

germes d'homéomorphismes A la source et au but), ils ont mé@me symboles
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Cette conjecture implique que si £ ¢ gm __*.gq est un germe d'appli-
cation stable, alors les ZI(f) sont réunions de strates de Thom, pour la
stratification obtenue en 2,3+ C'est clair pour le complémentaire du lieu
critique ; soit donc X wune strate de Thom contenue dans le lieu critique C .
Comme la fibre de f & l'origine est & singularité isolée, C est fini sur
gq o Par suite, la restriction de f & X est une submersion de rang O ,
iees un isomorphisme local sur £(X) o Utilisant la trivialisation locale
de f donnée en 2,7, ainsi que l'invariance topologique du symbole, il en
résulte que le symbole est localement constant sur X . Comme les strates
de Thom sont connexes, le symbole est donc constant sur chaque strate, et

toute variété de symbole est une union de strates,

3e9+ Inversement, les sous-variétés de symbole ne permettent pas de reconsti-
. . k
tuer les strates de Thom : par exemple, dans les variétés de jets J (U,V) ,

les Zi ne forment pas en général une stratification de Thome L'exemple

suivant, donné par Boardman, montre que les Zi ne satisfont pas les condi-

tions d'adhérence 244 iii) et iv). Prenons U =V = 92 , et considérons les

2,0 151515151,0

et Z « Il résulte de la formule de Boardman

s1atala141,0

variétés T
- . . 2,0
3¢4 ii) que la codimension de ¥ est 4 , et celle de

. . . 0] .
est 5 o Nous allons montrer qu'il existe un point de 22’ adhérent a

1a151,141,0 , Ce qui serait impossible si les 5! ¢taient les strates

z

. . 0 .
d'une stratification de Thom, puisqu'alors 22’ serait contenu dans

21,1,1,1,1,0

1'adhérence de , et serait de dimension strictement inférieure,

ce qui n'est pas le cas, Considérons pour tout b € C 1l'application

£ 3 2

6
b —_— 92 définie par fb(x,y) = (x + xy , by) , et calculons le

nQ
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symbole de fb a l'origine. La matrice jacobienne correspondante est

6x5 + v X

0 b .

Si b=0 , 1l'idéal A% est 1'idéal (x,5) , et le symbole de O est
(240) « 5i b f’O , on vérifie immédiatement que le symbole de O est
(1415141,1,0) 3 si b tend vers O , le point Jfb(O) tend vers Jfo(O) .

20 adhérent a 21’1:1:1.1,0

qui est donc un point de I
De méme, la réciproque de la conjecture 348 est fausse : deux germes

d'applications stables ayant méme symbole ne sont pas en général topologi-

quement équivalents. Donnons un exemple dfl & Pham ([14]). On considére le

2
germe de courbe plane d'é¢quation y4 +yx" =0 , et sa déformation semi-

universelle, qui est le germe d'application £ 96 —_ 95 donné par

3

(X373 Uy VW, t) — (}’4+ uy” + vy2+ (x2+ W) Y+ tXy Uy VW, t)

Ltidé¢al A2 est engendré par 4y3i-3uy2+-2vy + X +W,2xy+t , et
1'idéal [32([§2) est engendré par les éléments précédents, et les éléments
12y2 + 6uy + 2v , 2x 5, 2y ; il en résulte que la variété ZZ’Z(f) est
définie par x =y =v=w=1t=0 , le symbole en un point de 22’2(f)
étant (2,2,0) o Or la fibre au point u = 0 de 22’2(f) n'est pas topo-
logiquement équivalente a la fibre en un point u f’O » car ces deux fibres

sont des germes de courbes planes n'ayant pas le méme nombre de composantes

Q

irréductibles analytiques 3

u =1 u % 0
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44 Multiplicités jacobiennes,

Les exemples de 3,9 aménent a chercher de nouveaux invariants des
singularités, fournissent une décomposition des variétés de symbole satis-
faisant les axiomes d'adhérence des stratifications, C'est dans ce but que

Pham introduit les multiplicités jacobiennes,

LEMME 4ele= Soit I wun idéal de 1l'algébre analytique g{x,l,...,xn} , tel

que l'algébre quotient A =C {x1,...,xn§ /I soit artinienne. Alors la mul-

tiplicité de I ne dépend que de A

On se raméne comme en 3,5 a vérifier que la multiplicité de I est
celle de 1'idéal J engendré par I et y dans C {x1,...,xn,y} s Or

il est facile de voir que si les éléments ng) de 9{ x1,...,xn7s donnent

k"hzgh) avec h & k donnent une

une base de _;_k/_j[_k+1 s les &léments y
base de g__k/ikJr‘| , d'ol la relation

k
. X, k+1 . h, h+1
ain,(I/37) = T dim(17/1°77) .
= h=o0 =
si e(I) et e(J) désignent les multiplicités de I et J , dimc(lh/lh”)

s Y Tk K
est équivalent pour h tendant vers l'infini a e(l)hn/n! , €t dlmc(_\l yAl +1)

a e(g_)kn+1/(n +1)! 3 le lemme résulte alors de l'égalité précédente,

Sous les hypothéses de 441, la multiplicité de I sera appelée multi-

plicité ambiante de A , et notée e(A)

4e2e Soit £ 3 (gm ,x) —-—)Qq un germe d'application analytique stables
Puisque f est stablec, le lieu criticque C de £ est fini sur gq au

. I
voisinage de x 4 et il en est donc de méme des variétés de symbole b (f)

204



CLASSIFICATION TOPOLOGIQUE
X-32

contenues dans C . Par suite, en tout point x' de C assez voisin de x,
1'algébre §7i.(f) définie en 3.5, avec x' € E;(f) , est une algébre
artinienne, En lui appliquant 4.1, on peut donc définir sa multiplicité
ambiante, Si le symbole de £ en x' est (11,...,ik,...) , la multi-
‘711,...,1k(

plicité ambiante de £) sera appelée la k-iéme multiplicité

jacobienne critique de f en x' .

Les multiplicités jacobiennes critiques s'interprétent de la fagon

suivante

THEOREME 443+ (Pham [14]) .- Soit £ 3 (gm,x) -——>(gq,s) un germe d'appli-

cation analytique stable non lisse, (11,..-,ik,...) son symbole a 1l'ori-

gines Pour tout k ,

(7,1 M) < v e T M)

ol ‘vs est la multiplicité en s du germe d'espace analytique (réduit)

i1’0.o,i

£(x K(e) W

On notera que, C étant fini sur gq » la restriction de £ 2
k
(£))

est un germe d'espace analytique d'aprés le théoréme de Remmert, ce qui

yoee, 11'.oo,i

i i
z! k(f) est un morphisme propre, de sorte que £(&

donne un sens a 1l'énoncé,
Nous donnerons seulement l'idée générale de la démonstration, telle

qu'elle nous a été indiquée par Pham, Le lemme clé est le suivant @

LEMME 4e4e- Soient £ (gm,x) N (gq,s) un germe d'application analyti-

que stable, B c:gm un polydisque fermé au voisinage duquel f est défini

et est analytique, x' un point critique de £ dans B , I = (i1’°"’ik)
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une suite d'entiers telle que x!' € ZI(f) o« Pour tout & >0 , il existe

une application analytique 6f définie au voisinage de B , & valeurs

dans gq s bornée par € sur B , et telle que :
i) §£(x') =0
ii)  x' ¢ ZI(f + 8F)

iii) 1le seul point singulier dans B de la fibre (f + 8f)~1(s') ,

avec s' = £(x') , est le point x'

Pour construire &f , on commence par choisir une fonction analyti-
que u définie sur gm possédant les propriétés suivantes
a) au point x' , la fonction u est nulle, ainsi que toutes ses
dérivées d'ordre & N pour N assez grand ;
b) si x1,...,xr sont les points singuliers de la fibre de f en x'
autres que x' |, u(xi) =1 pour tout i , et les dérivées d'ordre N
de u sont nulles aux points xi o Il est facile de voir qu'il existe des
fonctions possédant ces propriétés, car onpeut méme imposer a u d'@tre
une fonction polyndmiales
On choisit alors un vecteur a de gq , tel que la droite de direc-

tion a passant par s' ne soit pas contenue dans le discriminant £(C) ,

et on pose
§£ = \u.a ,

ou A € g est tel que 8f soit bornée par ¢ sur B .

Il est clair que la condition i) est vérifiée. La condition ii) 1test
également si 1l'on prend N assez grand, car la condition d'appartenir & ZI
ne fait intervenir que les dérivées jusqu'a un certain ordre.

Pour vérifier la condition iii), le principe est le suivants Pour chacun
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des points xi et x' , on choisit un voisinage ouvert Vi y V',

dans B , de sorte que ces voisinages soient deux & deux disjointse On
choizit ensuite un voisinage ouvert W dans B de la partic de la fibre
£—1(s')/j B non contenue dans les voisinages des points critiques de f ,
tel que W ne rencontre pas le lieu critique € o On obtient‘ainsi un
voisinage de la fibre f~1(s') N B dans B ., Pourvu que € soit assez
petit, la fibre déformée (f + Bf)-1(s'){\ B est alors contenue dans ce
voisinages Elle n'a pas de points singuliers dans W , car f est une
submersion dans W , et si b8f est assez petite, £ + Bf est encore

une submersion. Au voisinage de x' , la condition d'annulation des déri-
vées montre que la fonction u varie trés lentement, de sorte que si N
est assez grand l'application £ + 8f ne peut avoir dans V' de point
critique autre que x' o De méme, au voisinage des X, 1'application §¢
différe trés peu de la translation de vecteur Aa , de sorte que pour

y € V. N (£ + Sf)-1(s') le point £(y) n'appartient pas au discriminant,
et y n'est pas point critique de f ; les dérivées de u variant trés
lentement au voisinage de X, y ne pourra pas non plus &tre point cri-

tique de f + 8f .,

LEMME 4454~ Soient f @ (gm,x) —_— (Qq,s) un _germe d'application analy-

tique stable, et ZI(f) une varilté de Roardman contenue dans le lieu

critique de f o Pour tout point v € f(ZI(f)) assez proche de s , i

existe des points y' de f(XI(f)) arbitrairement proches de y tels

que la fibre f—1(y') n'ait qu'un seul point singulier,

Soit B un polydisque fermé au voisinage duquel f est définie et
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est analytique, et supposons que y appartienne a lt'image du polydisque
ouvert B . Choisissant un point singulier x' dans f-1(y)r\ ZI(f) ’

on peut considérer pour tout € > 0 une déformation 8f de £ possé-

dant les propriétés de 4e4. Si 1l'on choisit € assez petit, la définition 1.4
de la stabilité montre que £ + 8t se déduit de f par des germes h

et k d'isomorphismes de (gm,x) dans gm et de (gq,s) dans gq . S5i

€ est assez petit, on peut de plus supposer que k est aussi proche

que l'on veut de l'identité pour la topologie detl.30n en déduit un isomor-
phisme entre les fibres

(24887 () == (y))

le point y' = k-1(y) étant arbitrairement voisin de y . Comme par cons-
truction la fibre (f + Sf)_1(y) n'a pour point singulier que le point x' ,
la fibre de £ en y' n'a qu'un point singulier, et comme x' € EI(f + 8£) ,

le point y' est bien dans f(ZI(f)) , d'ou le lemme.

4464 Achevons la démonstration de 4¢3+ Pour cela, on observe que la restric-

. . . L I
tion £ de £ 2 ZI(f) est une application biméromorphe de ¥ (£) sur

son image, lorsqu’on représente f par une application analytique sur un

. . . I,J
voisinage ouvert suffisamment petit de x o En effet, ZI(E) = Uz ;
J
or il est facile de voir (par exemple sur la formule 3¢4 ii)) que pour j<J',

. iy
aim(z23(8)) > aim(z*I"(£)) , et que ain(zT(g)) = aim(zM*%(#)) . Donc
ZI’O(f) est un ouvert partout densc de ZI(f) , dont le complémentaire
est un ensemble analytique de dimension strictement inférieure, Comme fI

I.4
est un morphisme fini, donc propre E = fI(ZI(f) - U = 1(£)) est un
i>o

souseensemble analytique de f(ZI(f)) , de dimension strictement inférieure
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4 celle de l'ensemble analytique f‘(ZI(f)) , et l'ouvert V = f(EI(f))
est partout dense dans f(EI(f)) ; £-1(V) est également partout

dense dans ZI(J_-‘) o Mais d'apriés 3.4 iv), fI est une immersion locale

sur ZI’O(f‘) , donc sur .f‘?(v) o I1 en résulte que le nombre de points
dans la fibre de fI est une fonction semi-continue supérieurement sur V 3
comme d'aprés 4,5 il existe un ensemble partout dense dans V au~dessus

duquel la fibre de f’I n'a qu'un point, £, est injective au-dessus de V ,

donc est un isomorphisme sur son image, d'ol la biméromorphie de fI .
Soit alors ms 1'idéal maximal de Z' = f(EI(f)) o Un résultat de
Samuel ([16], II+54f) montre que la multiplicité de 1'idéal ms est égale

3 celle de 1'id¢al M .0 , OU X = ZI(f) « Or O est une algébre
S —L,X —LyX

de séries convergentes puisque ¥ est une variété, et l'idéal ’m.s .0

_Z,x
. -1 I,. o .
est 1'idéal de £ (s)n ¥ (£) , si bien que le quotient 0O_ _ /TN 0.
=Xy X S =LsX
n'est autre que V)Ic(f) d'aprés 3.5 § la multiplicité de 1'idéal ms .9_2 X
’

est donc la multiplicité jacobienne critique de £ en x correspondant

a la suite I , d'olu le théoréme,

COROLLAIRE 447~ Avec les hypothéses et les notations de 4.3, mais

I= (11,..-,ik) &tant une suite finie quelconque, soit s' un point de gq .

suffisamment voisin de s , Alors

2 — (L) = v, () .
x'€£" (s N E () * °

A chacun des points x' au-dessus de s' correspond une composante
irréductible du germe d'ensemble analytique f(ZI(f)) en s' , image d'un
. . I . .
voisinage assez petit de x' dans Z (f) , et on applique 443 sur ce voi=-

sinage.
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COROLLAIRE 448¢- Soit £ 3 (Qm,x) —> (Qq,s) un germe d'application analy-—

tique stables Si la conjecture 3.8 est vraie, les multiplicités jacobicnnes

critiques sont constantes sur toute strate de la stratification de Qm ob-

tenuc en 2436

Soit X vune strate de gm . La conjecture de 3.8 montre que le sym-
bole de f est constant le long de X o Soit (i1,...,ik,...) ce symbole,
et posons I = (i1"'°’ik) « Les strates étant connexes, l'assertion est
locale sur gm s de sorte qu'en se restreignant au besoin a un voisinage
d'un point z de X , on peut supposer que f-1(f(z)) n'a pas d'autre
point singulier que 2z , Comme le nombre de points singuliers de la fibre
est un invariant topologique, il en sera de m@me pour les fibres de f
au~dessus de f£(X) o Puisque le symbole est constant sur toute strate,
ZI(E) est une réunion de strates, et il en est de méme pour f(ZI(f)) N
Comme ces strates vérifient les conditions de régularité de Whitney, un
résultat d'Hironaka ([5]) montre que la multiplicité de E(Zl(f)) est

constante le long de toute strate, d'ol le résultat d'aprés 4e43.

4494 Le corollaire 443 montre que les multiplicités jacobiennes critigues
jouent certainement un r8le dans la classification topologique des singula-
rités. Le probléme qui se pose alors (et qui reste largement ouvert) est
de savoir si les strates de Thom peuvent entiérement se reconstruire a par—
tir du symbole et des multiplicités jacobiennes en chaque point ; on notera
qu'il v a lieu également d'utiliser le nombre de points singuliers dans la

fibre, qui est invariant le long de toute strate du but, mais ne peut &tre
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caractérisé a partir du symbole et des multiplicités jacobiennes en un
point singulier de la fibre, comme le montre aisément 1l'étude des points
doubles ordinaires dans la déformation semi-universelle de la singularité
xy(x = y) = 0 » Une premiére question 3 résoudre serait de savoir si les
sous—~ensembles d'équimultiplicité jacobienne des variétés de Boardman sont
eux-m@mes des sous-variétés,

A titre d'exemple montrant que les multiplicités jacobiennes peuvent
effectivement distinguer des singularités non topologiquement équivalentes,
mais ayant le méme symbole, reprenons la déformation semi-universelle de
y4 + yx2 = 0 étuditée en 3.9, Nous avons vu que Ez'z(f) est l'axe des u ,
et que la singularité correspondant & u = 0 n'est pas topologiquement
équivalente a celles qu'on obtient pour wu f'0 e Calculons alors la multi-
plicité ambiante de K]i(f) en un point 2z de l'axe des u  clest la
multiplicité de 1'idéal Z&z , qui est 1l'idéal engendré par les éléments
4y3 + 3uy2 + x° et xy dans C {x,y} « Puisque cet idéal est engendré
par 2 éléments, sa multiplicité est dimc(g {x,y} /(4y3 + 3uy2 + x° . XY)) e
S5i u=0 , cette multiplicité est 5, e; si uZ0 , clest 4, donc 1la

multiplicité jacobienne permet bien de distinguer 1l'origine,

44104 Considérons pour finir le cas de la déformation semi-universelle £
d'un germe d'hypersurface a singularité isolée d'algébre g{)ﬁ,...,xn}./zg) .
Alors le premier quotient jacobien critique de £ en un point du lieu
critique est §7n , et la variété I"(£) est 1'ensemble des points ol
1'application tangente a f n'est pas surjective, is.e. est le lieu cri-

tique de £ o Par suite, £(Z(£)) est le lieu discriminant de £ o
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D'aprés 443, la premiére multiplicité jacobienne critique en un point du
lieu critique est donc la multiplicité du discriminant de £ , soit encore
le nombre noté M par Milnor dans [11].

Si on considére plus particuliérement une famille de germes de cour—
bes planes A singularité isolée, analytiquement irréductibles, alors L&
a montré ([7]) que la constance de M entraine 1'¢quivalence topologique

des fibres, ce qui va donc dans le sens des considérations de 449,
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