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X-01 

CLASSIFICATION TOPOLOGIQUE UNIVERSELLE DES SINGULARITES, d'après F. PHAM, 

par Pierre BERTHELOT 

Nous reprenons i c i , avec quelques développements, le contenu de deux exposés 

de F» Pham ( [ 1 3 ] , [14]) sur le problème de la c lass i f icat ion des s ingularités . Pour 

préciser ce dont i l s!agitf considérons par exemple un germe d'espace analytique à 

singularité isolée X^ , intersection complète, et so i t f : X—> S sa déformation 

semi-universelle. On va chercher une partit ion localement finie de X et S en 

sous-variétés localement fermées ( s t ra te s ) de te l le sorte qu'au-dessus de chaque 

s t r a t e de S , le type d'isomorphisme de la fibre (en un sens qu'il nous faudra 

préciser) so i t constant, le type d'isomorphisme ( local ) en un point de la fibre 

étant lui-même constant sur chaque s t r a t e de X • Dans un premier temps, nous 

montrerons l 'existence d'une te l le s t ra t i f i ca t ion , et étudierons la notion d'équi

valence qu'elle définit, à l 'aide de la théorie des morphismes s t r a t i f i é s de Thom 

( [ 1 0 ] , [19])« Dans un second temps, nous chercherons à associer aux singularités 

étudiées des invariants numériques, en termes desquels on souhaiterait obtenir 

une description expl ic i te de la s t ra t i f i ca t ion de Thom» 

1• Versalité et s t a b i l i t é . 

1 »1 • Soit X un germe d'espace analytique* Une déformation de X sera un 
o o 

germe de morphisme d'espaces analytiques pointés f : (X,x) — > (S ,s ) , plat, 

muni d'un isomorphisme de la fibre f ( s ) avec X^ ; on supposera i c i que 

(S ,s ) est un germe de variété analytique, i . e . on ne considérera que des défor

mations de base l isse» 
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Une déformation f s X — > S de X sera dite verseile si pour toute 
o 

déformation f1 s X' ^S' de X^ i l existe un germe de morphisme u 2 S'-^S 
tel que f ' se déduise de f par le changement de base u j f sera dite 

semi-universelle si l'application tangente à u est unique. Si X possède ——————— o 

une déformation s emi-uni ver s elle f • alors toute déformation verseile de X 
o 

est le produit de f par l'identité d'un germe de variété analytique : en effet, 

l'unicité de l'application tangente au morphisme de changement de base entraîne 

que la déformation verseile se déduit de la déformation universelle par un germe 

de submersion. 
Pour tout morphisme f X S d'espaces analytiques, nous noterons 

T1 
S 

les foncteurs cotangents de X relativement à S (cf . [8] , [15]] lorsque 

S est un point, nous noterons simplement i 
T 
-X 

Si x est un point de X , et 

s = f(x] on peut choisir au voisinage de x et s des représentants < 
's 

w< 
<w 

et w< 
bv< 

des complexes cotangents (au sens de [8]) de manière à obtenir une 

suite 

0 <cx$ù 
c<ww 

w<^$ 
xw<< 

<n,;lm 
w<<< 

0 

exacte à cela près que l'homomorphisme <w<mù 
^x<cv,;; 

w<< 
w<<< 

n'est pas nécessairement 

injectif. En dualisant et en utilisant la suite de cohomologie associée à la suite 

de complexes alors obtenue, on obtient un homomorphisme canonique 

f* (13°) T ,1 
w< rs 

Supposons maintenant que f soit une déformation (de base lisse) de sa fibre X 
o 

au-dessus de s • Prenant la fibre en x de l'homomorphisme précédent, et uti

lisant la fonctorialité de<w,m^ù$$ , on obtient donc un homomorphisme canonique 
de C-vectorieis 

(U1.1) 1V 
S,s 

T < 
-x < 
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P. BERTHELOT 

Rappelons alors le théorème de Tjurina ([20] j voir aussi [l7]f [4] , ainsi 

que les exposés [15], [2],Aw<<<< du présent séminaire) : 

THEOREME 1 #2.- Soit X un germe d'espace analytique, tel que <I 
,2 
X 

o 

« 0 

et T < 
X 

o 

soit de dimension finie sur C Alors s 

i ) X 
o 

possède une déformation semi »»universelle ; 

i i ) soit f : (X,x) (S,s) une déformation de X 
o 

alors f est une 

déformation verseile (resp. semi-universelle) de X 
o 

si et seulement si 1'homo-

morphisme ( 1 . 1 . 1 ) est surjectif (resp. bijectif) 

1 
Rappelons que lorsque X est à singularité isolée, le T est de 

o "~ 
2 

dimension finie, et lorsque X est intersection complète, le T est nul. 
o "~ 

Supposons plus particulièrement que X soit une intersection complète 5 
o 

la déformation semi-universelle de X peut alors se calculer explicitement 
o 

de la façon suivante (cf. [ 2 ] ) . Soit A * C ^ x ^ . ^ x ^ j / (f^, • . . , £ ) l'algèbre 

analytique de X , les f. formant une suite régulière. Alors 
T1 -X 

o 
AP << 

ÔX1 
ôf 

n 

où 
<vb 

Sx. 
1 

désigne l'élément de composantes 
9*i 

1 

<c<< 
m;:!w< 

' 3x. 
_ 1 

• Soient 

g 
x< 

v<<p^ù$mmm des éléments de te w< n 
<< 

relevant une base de T1 -X 
o 

en tant que C-vectoriel, avec 1 £ j <r = din 
C -X 

o 

et F E 
n+r cp+r 

le 

germe d'application analytique défini par les fonctions 

F.yX ,...,x , t t ) 
1 1 n 1 r 

f̂ (x̂ ,•••>xn) 
r 

j=1 
t g (x ,...,xn) si 1 4 Ì4 P 

1 1 ' * n 1 ' r 
t. 
1 - p 

si p <i p + r 

Alors la déformation semi-universelle f de X 
o 

se déduit de F par le 
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changement de base cr çp+r défini par l'annulation des p premières 

coordonnées de C 3+r 

I l est alors facile de vérifier sur l'expression explicite de F 

me F est transversal à ce changement de base. On obtient donc 

1 
COROLLAIRE 1 «3«- Soient X un germe d'espace analytique, tel que T soit 

——————— O X 
2 0 de dimension finie sur C et w<p^ù$v<<<<< = 0 » et f : X—>S sa déformation semi-
o 

universelle» Alors X est non singulier si et seulement si X est inter~ - o 
section complèteo 

Lorsque X est intersection complète, ce corollaire va nous permettre o 
de caractériser les déformations verselles de X par une propriété de stabilité 

o 
qui jouera un rôle essentiel par la suite» Donnons d'abord quelques définitions. 

m 

Soit x un point de C « On munit l1ensemble des germes d'applications 

analytiques de <wn;::^ù$$ dansx<<iipppp au voisinage de x de la topologie pour laquelle 

un système fondamental de voisinages de 0 est la famille d'ensembles V , 

avec p > 0 et e>0 , ^ étant l'ensemble des germes d'applications dé

finies et analytiques au voisinage de la boule fermée: V* -^-ï VM: V* -^-ï VM de centre x et 

de rayon, p , bornées par e sur B • On notera V (f) le voisinage f+V 

de f . DEFINITION 1 .4«- Soit f : (çm,x) > Cq un germe d'application analytique au 

voisinage de x • On dit que f est s table si pour tout voisinage ouvert U 

de x i l existe un voisinage V (f) tel que pour toute application analyti-

que g : U ^ C dont le germe en x appartienne à ^ (f) , on puisse 

trouver des ouverts U' , U" de U , avec x £ U' , des ouverts V , V" 

de: V* -^-ï VM , et des isomorphismes analytiques h : U' U" et le : V* -^-ï VM 

rendant commutatif le diagramme. 
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U1 f w< 

h ' 

< 
< 

k 

<< 

h et k pouvant être pris arbitrairement proches de l'identité (pour la topo 

logie de l'espace des germes (çm,x) —l C™ , resp. (cq,f(x)) —* Cq ) pourvu  

que g soit suffisamment proche de f dans l'espace des germes (Cm,x) —> , 

La stabilité d'un germe d'application analytique peut se caractériser de 

façon infinitésimale» Posons X = , Y = Cq , et notons T et T les 

faisceaux des champs de vecteurs holomorphes sur X et Y • Soit f : (X,x)—>Y 

un germe d'application analytique, et soit y = f(x) • I l existe une application 

naturelle 

u)f : T . -Y, y 
: V* -^-ï VM 
: V* -^-ï VM 

et l'application tangente à f nous donne 

t f : T 
~X,x 

^(2Y)X 

THEOREME 1 .5 . - Soit f s (çm,x) » (Çq,y) un germe d*application analytique. 

Pour que f soit stable, i l faut et i l suffit que 

f*(T ) V-Y;x 
: V* -^-ï VM 
: V* -^-ï VM 

^(2Yjy) 

Nous ne donnerons pas ici la démonstration de ce théorème (voir par exemple 

l 'article d'Arnold [1 ] j en géométrie différentielle, la variante globale de cet 

énoncé -pour les applications propres- est un résultat bien connu, dû à Mather 

([9], II) | la variante locale 1.5 est également annoncée par Mather dans [9], IV) • 

PROPOSITION 1 . 6 . - Soit f : (C ,x) (çq,y) un germe d'application analytique 
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plate» Pour que £ soit stable, i l faut et i l suffit que sa fibre X̂  en y 

soit une intersection complète à singularité isolée, et que f en soit une  

déformation verseile« 

Le fait que X^ soit une intersection complète résulte simplement de la 

platitude de f « 

Remarquons d'abord que la relation de U 5 équivaut à la relation 

^(2Y)X : V* -^-ï VM 
: V* -^-ï VM 

: V* -^-ï VM 
: V* -^-ï VM 

w<,;: 
У 

< [TY) 
X 

où TU est l'idéal maximal de l'anneau local de Y = C en y «En effet, 

si cette relation est vérifiée, et si l'on pose M = x: V* -^-ï 
: V* -^-ï VM 

t f ( 4 , x> on 

obtient, en notant Tt l'application de passage au quotient, 

M =11 (wf(Ty )) w< 
"y 

• M 

Comme T est un 0„ -module de type fini, M/fil • M est un C-vectoriel -Y,y -Y,y » ' Ly 
de dimension finie* D'après le théorème de préparation de Weierstrass, le-

0 -module de type fini M est donc de type fini sur 0 • Le lemme de X,x ""Y, y 
Nakayama montre alors que 

M = TU (u>f(Ty y)) 

d'où la relation de 1 «5» 

La relation précédente équivaut encore à dire que l'homomorphisme canoni

que T 
-Y, y 

M/rri 
y 

M est surjectif» Or i l est facile de voir que M/Wli #M 

n'est autre que T. 
-X 

v 

l'homomorphisme précédent s'identifiant à Si 

Xy vérifie les hypothèses de l'énoncé, et si f en est une déformation ver-

selle, f est donc stable d'après 1«2« Réciproquement, si f est stable, et 

si l'on prouve que X^ est à singularité isolée, f en sera une déformation 

verselle d'après 1«2« I l suffit donc de vérifier le lemme plus général suivant : 
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LEMME 1 . 7 . - Soit f : (cm,x; (cq,y) un germe d'application analytique 

stable» Alors la fibre de f en y est un germe d'espace analytique à sin 

gularité isolée (éventuellement non singulier)» 

Posons encore X = C , Y = C » Sur un voisinage convenable de x 

dans X , soit XyrA£ = M le conoyau de l'homomorphisme canonique de faisceaux 

G 
x 
.1 v P* x<< 

1sV 
• S i j est l'immersion de la fibre X 

y 
ìans X , on a donc 

la suite exacte 

j»(rfT) > j*(f*(0;)V) » j*(M) • 0 . 

Or M est le 0 -module noté M dans la démonstration précédente, donc 
~X X|X 

j*(M)x est de dimension finie comme C-vectoriel lorsque f est stable» Quitte 

à restreindre le voisinage de x , le support du 0 -module j*(M) est alors 
X 

. y 
contenu dans £ x J , et d'après Nakayama, My| est nul pour tout xf i X̂ r , 

x1 / x • En un tel point, l'homomorphisme 
w< 

<< 
f^(^)V est surjectif, donc 

admet une section, de sorte que l'homomorphisme (ni) 
<k 
x< admet une ré

traction, ce qui montre que f est une submersion en x* • 

En particulier, un germe d'intersection complète (X,x) tel que 
x< 
n;, x 

soit de dimension finie sur C est à singularité isolée, ce qui se voit 

d'ailleurs immédiatement par un raisonnement du même type que le précédent» 

2» Stratification de Thom d'un germe d'application analytique stable» 

2*1» Reprenons le problème de la classification des singularités voisines d'une 

singularité donnée, tel qu'il a été esquissé en introduction, et cherchons à 

préciser la notion d'équivalence selon laquelle nous allons opérer la classifi

cation» 
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I l est d'abord facile de voir que si l'on souhaite obtenir une classifi

cation finie des différentes fibres dans la déformation semi-universelle, la 

notion d'équivalence à adopter ne peut être 1'isomorphisme analytique de deux 

singularités : en effet, le type d'isomorphisme analytique peut varier conti

nûment dans une déformation. I l suffit pour s'en convaincre de regarder le germe 

4 4 
de courbe plane d'équation x + y , et, dans sa déformation semi-universelle, 

4 2 2 4 

la sous-famille à un paramètre t d'équation x + t x y + y .On obtient 

ainsi une famille de 4 droites concourantes, dont le birapport varie avec t $ 

comme le birapport est un invariant analytique, les deux singularités obtenues 

pour deux valeurs distinctes de t ne peuvent être isomorphes analytiquement. 

On va donc chercher à classifier les singularités du point de vue topologique< 

Pour cela, nous considérerons non plus des germes d'espaces analytiques "abstraits1 

mais des germes d'espaces analytiques munis d'un germe de plongement dans un es

pace Cn (la classification topologique des singularités abstraites étant trop 

grossière, puisque par exemple le paramétrage de la cubique à point de rebrousse-

ment donne un hoiréomorphisme du germe de celle-ci en son point singulier avec 

un germe de droite, alors que ces deux germes ne sont pas topologiquement équi

valents en tant que germes de courbes planes). Deux germes d'espaces analytiques plongés x< 
n,; 

2n) et x< 
n< 

cn) seront topologiquement équivalents s ' i l existe 

des germes d'homéomorphismes (p et i|r rendant commutatif le diagramme 

X 
o 

f 

CP 

Y 
o 

+ 
c11 

on dira aussi que X 
' c 

f ) et w< 
c< 

lm 
x<< Dnt même type topologique* Une déformation 

181 



P. BERTHELOT 

X-09 

d'un germe plongé x< 
klp 

w< 
^x<< sera un triangle commutatif de germes de morphismes 

d'espaces pointés 

(X,x) > (CnxS,x) 

f ^ 

(S,s) 

x< 

où S est un germe de variété analytique, f un morphisme plat, et p le 

morphisme de projection, muni d'un isomorphisme de la fibre au-dessus de s 

avec le germe (xô,d^).Si fcçfflet (^J^1) sont deux germes plongés, deux déforma

tions f s X > S et g : Y —> S de ces germes seront topologiquement 

équivalentes s ' i l existe des germes d'homéomorphismes q> : X Y et 

i|r : Cn x S -^-> Çn x S commutant aux plongements, à f et g , et aux pro

jections» Remarquons enfin que si X^ est un germe d'intersection complète à 

n 
singularité isolée, et si l'on se donne un plongement de X^ dans C , la 
description de la déformation s emi -uni vers elle f : X > S de X donnée 

o 
en 1.2 montre qu'elle peut se plonger dans Cn x S de façon à induire sur la 

fibre le plongement donné» 

La classification cherchée va alors résulter du théorème suivant de 

Thom (non publié). 

THEOREME 2»2»- L'ensemble des germes d'application analytique de / _,m \ (C ,x) 

dans x<^ù 
c<<< 

qui peuvent être muni d'une structure de germe de morphisme s trat i 

fié est partout dense dans l'ensemble des germes d'applications analytiques 

de (C ,x; dans cq 

Avant d'expliciter cet énoncé, indiquons le corollaire : 
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COROLLAIRE 2 . 3 T o u t germe d'application analytique stable peut être muni  

d'une structure de germe de morphisme stratifié» 

En effet, le théorème de Thom montre qu'il existe des germes arbitraire

ment proches d'un germe donné f : (çm,x) > Cq et munis d'une structure 

de germe de morphisme stratif ié . Si f est stable, un tel germe suffisam

ment proche se déduit de f par des germes d'isomorphismes à la source et 

au but, et la stratification de f s'en déduit par transport de structures. 

Si on se donne de plus une factorisation du germe stable f en un plon-

gement de C™ dans Çn x , identifiant C™ à un germe de sous-variété X 

de CïlxCCÎ , suivi de la projection p de ^ x C ^ sur Ĉ  , on peut sup

poser que la stratification de f est induite par une stratification de p 

(cf. [10] , §11 ) . 

2»4« Plaçons-nous dans la situation précédente» Dire que p est stratifiée, 

et induit une stratification sur sa restriction f à X , signifiera pra

tiquement qu'on a les données et les propriétés suivantes, qui n'explicitent 

que partiellement la notion de morphisme stratifié, mais suffiront aux besoins 

de cet exposé (cf» [10] pour un exposé plus détaillé) : 

i ) On se donne un ouvert U de Cn+q contenant x , tel que f soit 

définie sur UnX , et un ouvert V de Cq , tel que p(ïï) CV , 

i i ) On se donne dans U et V une famille finie de sous-variétés localement 

fermées, connexes, formant une partition de U et V , qu'on appelle strates ; 

on suppose que x est adhérent à toute strate de U , que X est une réunion 

de strates ; i l en est de même du lieu critique C de f , et de son lieu 

discriminant D = f(c)« 
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i i i ) Si Y , Z sont deux strates telles que Y n Z / $ , alors Y C Z ; 

par suite 1»adhérence d'une strate est une réunion de strates, 

iv) Pour toute strate Y de U (resp* v) , on se donne un voisinage 

tubulaire Ty de Y dans U (resp« V) ; on note IX : Ty ^ Y la rétrac

tion associée à Ty »0n suppose que pour tout couple de strates Y , Z , ou 

bien TyH Z = jS , ou bien Y c Z , dim(z) > dim(Y) , la restriction de TX 

à Z r\ T est une submersion de Z n T sur Y , et pour tout z i T r\ T 
Y i Z Y 

tel que Tlz(z) É Ty , on a fCy(ft:z(z)) = fCy(z) • 

v) Pour toute strate Y de U , P(Y) est une strate de V , et la 

restriction de p à Y est une submersion de Y sur P(Y) j en particulier, 

l'image inverse d'une strate de V est une réunion de strates de U » 

vi) Pour toute strate Y de U , d'image Y' dans V , et tout 

z i Ty n P~1(Tyl) , on a p(TXY(z)) = Ttyt(p(z)) . 

La classification topologique des singularités nous est alors fournie 

par le premier théorème d'isotopie de Thom, que nous énoncerons de la façon 

suivante dans le contexte local qui nous occupe : 

THEOREME 2«5«- Soit f : (cm,x) —± (Cq,s) un germe d'application analytique 

stable, factorisé en une immersion Cm \ ^ Cn x Cq , suivie de la projection 

p : ÇnxCq —» Cq , et supposons p stratifiée comme en 2«4« Soient C le  

lieu critique de f , D = f(c) son lieu discriminant, Y une strate contenue  

dans D • Pour tout y £ Y assez proche de s , i l existe un voisinage W 

de y dans Y , un voisinage W de C n P (w) dans p (Y) , et un homéo-

morphisme 
¥' _ £ L » W x ( ¥ ' 0 PH(y)) , 

compatible aux structures naturelles d'ensembles stratifiés des deux membres, 
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et aux projections sur Y . 

I l résulte donc de cet énoncé que deux fibres situées au-dessus de deux 

points d'une même strate sont topologiquement équivalentes au voisinage de leur 

lieu singulier. 

Pour prouver cet énoncé, i l suffit de reprendre la méthode employée par 

Mather dans [10] pour prouver le premier théorème d'isotopie dans le cas global. 

Nous emploierons les mêmes notations qu'en 2.4. Remarquons d'abord que le lieu 

critique C de f est fini sur V au voisinage de x . En effet, f étant 

stable, le point x est isolé dans la fibre de C en s , donc C est fini 

sur V au voisinage de x d'après le théorème de préparation de Weierstrass. 

Nous supposerons donc U et V choisis de sorte que C soit fini sur V . 

Comme le théorème est local en y , on peut supposer que Y est un ouvert 
le k 23c de C , et que y en est l'origine. Nous identifierons C à R , et nous 

oublierons la structure analytique de la stratification, pour travailler avec 
CO 

la structure C sous-jacente. Tout champ de vecteurs sur Y se relève alors 
—1 

en un "champ de vecteurs contrôlé " sur E = p (Y) , et un tel champ de vec

teurs définit un groupe local à un paramètre sur E , induisant un groupe local 

à un paramètre sur toute strate de E (cf. [10], 9.1 et 10.1, ou [19]) . Soient 
2k t»«*fc) . les champs de vecteurs sur Y correspondant aux coordonnées de R t 2-lC — 

et # • • • • , < * , les groupes locaux à un paramètre correspondants sur E j si 

z i E et t ( R sont tels que (z , t ) appartienne à l'ouvert de définition deo(̂  

et si p(z) a pour coordonnées z , . . . , z , alors p(<X.(z,t)) a pour coor-
1 21c x 

données z^,»..,z_^ + t,#*',Z2k " Pû s<3ue la £ifrre de c au-dessus de y est 

finie, on peut en choisir un voisinage compact K dans p (y) . I l existe 
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alors un intervalle [a^b^] de R , avec â  < 0, b̂  y 0 , tel que 

Ix[a_^,b^] soit contenu dans l'ouvert de définition: V* -^-ï VM: V* -^-ï VM de o( ^ j l'image 

de K x i a . i b J par: V* -^-ï VM est un compact de E ., et i l existe de même un 1 1 1 1 

intervalle [a^fb^] tel que K1 x [a^b^] soit contenu dans l'ouvert de défi

nition: V* -^-ï VM de <X ; on obtient ainsi par récurrence une suite de compacts 

K. et d'intervalles [a. ,b. l de R , i = 1 , . . . ,2k , tels que K. . x [ a . , b . ] 1 1 1 = 1 1 f 7 1—1 1 1 

soit contenu dans l'ouvert de définition de oC. , et K. = <X,(K. . x [ a . , b . ] ) . 
1 1 1 1 i-1 L 2/ iJ/ 

On définit alors une application continue 

* : K x [a ,b ] x K [a2k> b21c] K2k 

en posant 

: V* -^-ï VM: V* -^-ï VM 
: V* -^-ï VM: V* -^-ï VM 

w< 
ml : < * a c 1 

K. = <X,(K. . x[a.,b.] K. = <X,(K. . x[ 
K. = <X,(K. . x[a.,b.] K. = <X,(K. . x[ 

L'application o( commute aux projections sur Y par construction, et est 

compatible aux stratifications car chacun des <X l'est* Il est d'autre part 

facile de vérifier que 0{ est un homéomorphisme, et que l'image par 0C de 

K x ]a4fb [ x • x ]a ,b [ est un ouvert dans E • On prend alors pour W 

le produit ]a ,b [ x x ]a ,b [ , et pour W l'image de Kxl/ par <* • 

Pour achever la démonstration de 2»5, i l suffit de vérifier que V contient 

C n p*-'' (w) • Or, au-dessus de Y , C est une réunion de strates d'image Y 

par p • D'après la condition v) de 2»4» la restriction de p à chacune de 

ces strates est un isomorphisme local, puisque C est fini sur V 5 en par

ticulier, le nombre de points de C au-dessus d'un point de Y est constant 

sur Y • Comme est compatible aux stratifications, le nombre de points 

de C au-dessus d'un point de W appartenant à W est aussi constant, 

—1 —1 dfoù le résultat puisque W r\ P (y) contient C r\ P (y) • 
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Remarque 2 .6 , - Le premier théorème d'isotopie peut aussi s'appliquer pour 

chaque strate Z de U à la rétraction Tt : T ± Z , ce qui montre que 
Z Z 

le type topologique d'une fibre de f au voisinage de l'un de ses points 

singuliers reste constant le long de la strate de celui-ci dans U , 

2*7• Comme l'a remarqué Pham ([13])> la classification que l'on obtient au 

moyen de la stratification de Thom est en fait plus fine que l'équivalence 

topologique» Pour le voir, nous admettrons un résultat plus précis de Thom 

sur les morphismes stratifiés : avec les notations précédentes, i l existe en 

y un germe de sous-variété Z de V , transverse à Y en y , un voisi-

nage V de y dans V , un voisinage W de C r\ p (V) et des germes 

d'homéomorphismes rendant commutatif le diagramme 

(W/-\P~1(Z)) x (Y o V ) V/' 

Z x (Y r\ v ) V 

Supposons maintenant que X soit un germe d'intersection complète à 
o 

singularité isolée plongé dans Cn , et soit f : (çm,x) » (Çq»s) une 

déformation verselle de X^ , qu'on suppose plongée dans p : (cn+q,x)—>(Cq,s), 

et stratifiée comme précédemment. Si y est un point de Cq assez proche 

de s , et x' un point de C™ au-dessus de y , le germe de f en x' 

est encore une déformation verselle de la fibre de f en y au voisinage 

de x' : cela résulte du critère 1,2 i i ) (cf. [18] II , § 2 pour une démons

tration en forme). Utilisant le diagramme précédent, on voit donc que si y 

et y' sont deux points d'une même strate Y assez proches de s , les 

fibres de f en y et y1 ont des déformations verselles topologiquement 
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équivalentes (au voisinage de leur lieu critique), puisqu' homéomorphes au 

produit de la déformation V p (z) > Z par le germe de variété Y r> V • 

On est ainsi amené à introduire la notion d'équivalence topologique universelle» 

DEFINITION 2»8»- Soient X^ et Y^ deux germes d'intersection complète à 
n 

singularité isolée, plongés dans C » On dira qu'ils ont même type topolo

gique universel s'ils possèdent des déformations verselles topologiquement 
équivalentes» 

La stratification de Thom classifie donc les déformations d'un germe 

d'intersection complète à singularité isolée selon l'équivalence topologique 

universelle» 

THEOREME 2»9«-(Pham [13"1)«~ L'équivalence topologique universelle est s tr ic te 

ment plus fine que l'équivalence topologique» 

Nous allons donner un exemple de germe de courbe plane X^ , de défor

mation s emi-uni ver s elle f : X > T , telle qu'il existe un germe de sous-

variété T̂  C T au-dessus duquel f est topologiquement une fibration, et 

des points y , z £ T̂  tels que la déformation verseile de la fibre X_̂  de f 

en y (induite par f ) contienne une fibre qui n'est topologiquement équiva

lente à aucune fibre de la déformation verseile de la fibre X de f en z 
z 

(induite par f )» Comme toute déformation verseile de X (resp. X ) con-
y z 

tient au moins une fibre isomorphe à la fibre considérée (resp» ne contient 

que des fibres isomorphes à celles de la déformation verseile considérée), 

les germes de courbes planes X et X , bien que topologiquement équivalents! 

ne le sont pas universellement» 
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2.10. Avant de donner l'exemple de Pham, rappelons sommairement quelques 

invariants topologiques des germes de courbes planes. Soit X C un 
o = 

germe de courbe plane au voisinage de l'origine j i l est bien connu que 

son type topologique est entièrement déterminé par son intersection avec 
3 

une petite sphère S centrée à l'origine. Si X est irréductible- cette € o 

intersection est un noeud, et i l est décrit par une suite finie de nombres 

rationnels, les exposants caractéristiques de Puiseux (voir [ 6 ] ) . 

i ) Le nombre de composantes irréductibles de X est un invariant to-
o 

3 
pologique, car c'est le nombre de composantes connexes de S n X • 

€ O 
i i ) La multiplicité de X à l'origine est également un invariant to-

o 
pologique. En effet, dans le cas où X est irréductible, c'est le p.p.c.m. 

o 
des dénominateurs des exposants de Puiseux du noeud correspondant ; dans 
le cas général, c'est la somme des multiplicités des composantes irréductibles de X . 

o i i i ) Soit m la multiplicité de X , et supposons les coordonnées 
o 

choisies de façon que l'équation de X s'écrive 
o 

(2.10.1) m / v m-2 / \ n y + a (x)y + . . . + a (x) = 0 2 m 
Soit vĵ  l'ordre de la série a^(x) , et posons ^ i = Inf ^ / i * le 

nombre rationnel oi. ne dépend pas du choix des coordonnées telles que 

l'équation de Xq ait la forme (2.10.1) , et est appelé exposant de contact 

de X^ ; on peut encore montrer que c'est un invariant topologique de X^ 

(cf. [22]) . 

2«11• Considérons maintenant le germe de courbe plane X d'équation 
o 

(2.11.1) / \ 3 9 
FQU»y) = y + x = 0 
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D'après 1»2, sa déformation semi-universelle dépend de 16 paramètres 

Uo,,t»,u^,VoM,.,v^ , et est représentée par la projection f de l'hyper-

surface X de C ,18 d'équation 

(2.11.2) F(x,y,u,v) 3 
y 

u(x)y + v(x) 

avec 

( 2 . 1 1 . 3 ) u(x) = Uq + UjX + . . . + û  x7 

v(x) = v + v . x + . . . +v_ 
~~ o i y 

x7 9 
+ X 

sur l'espace T des coordonnées u , v • 

Soit X̂  C X l'ensemble des points % = (x,y,u,v) qui sont de multi-

plicité 3 dans leur fibre f (f(5)) , et d'exposant de contact maximum. 

Pour qu'un point soit de multiplicité 3 dans sa fibre, i l est nécessaire 

que y = 0 • D'autre part, l'ordre en un point de u(x) (resp. v(x)) est 

au plus 7 (resp. 9) , de sorte que l'exposant de contact d'une fibre de f 

en un point de X de multiplicité 3 est toujours 4 3 • I l est effecti

vement égal à 3 en un point où x est racine d'ordre 9 de v(x) , et 

d'ordre au moins 6 de u(x) . Comme la somme des racines de v(x) est 

nulle, cela implique que x = 0 , donc que u = . o . = u = 0 » e t 

v = . . . = v „ = 0 . Inversement, tout point Ç dont les coordonnées 
0 7 t r 

x, y, u^,...,u^, Vo, . . . ,v^ sont nulles appartient bien à X̂  .On notera 

T la projection de X sur T ; c'est donc le plan de coordonnées (u ,u ) • 
1 1 o / 

La déformation induite par f au-dessus de K. = <X,(K. . x[a. a donc pour équation 

(2.11.4) 3 6 7 9 y + (u x + u x )y + x = 0 
6 7 

Considérée comme polynôme en y , cette équation a pour discriminant 

4(u6x6 + u x7)3 + 27x18 = x18(27 + 4(u6 + u?x)3) 

Ce discriminant est donc le produit d'une puissance de x par une série 
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inversible en xfu .̂,u^ j d'après un résultat de Zariski ([21 ] , 7^4 et suite), 

ceci entraine que la déformation induite au-dessus de K. = <X,(K. . x[a.,b.]w<<< est localement to

pologiquement triviale. 

Regardons maintenant le lieu K. = <X,(K. . x[a.,b.] des points de T tels que la fibre 

de f au-dessus d'un point de K. = <X,(K. . x[a.,b.] ait deux points singuliers distincts, 

de multiplicité 3 , et d'exposants de contact respectivement ^,4/3 et 

^ 5/3 • En un tel point singulier, la coordonnée y est nulle. Soient c< 

et |3 les valeurs de la coordonnée x aux deux points singuliers. Pour que 

le point de coordonnées (0,ot) soit d'exposant de contact ^ 4/3 t i l .faut 

et suffit que <K soit racine d'ordre ^ 3 de u(x) , et d'ordre ^.4 de 

v(x) 5 de même ^ doit être racine d'ordre ^4 de u(x) et d'ordre ^5 

de v(x) . Au-dessus d'un point de K. = <X,(K. . x[a.,b.] , u(x) est donc de la forme 

u^(x - o()^ (x - p )4 , et v(x) de la forme ( x - o ( ) 4 ( x - | i ) ^ 5 comme 

la somme des racines de v(x) est nulle, 4oC + 5p= 0 , donc est 

l'image de Cx(c 0 j ) par l'application algébrique qui associe à un 

élément (a,b) le point dont la coordonnée û  est a , et les autres 

sont données en fonction de b en posant <X = 5b , fS = - 4b • 

Soit alors T l'adhérence de T dans T , et calculons l'inter-2 2 ' 
section = f\ Tj . S i t ( K. = <X,(K. . x[a.,b.] , c'est la limite d'une suite de points 

t. de T . L a coordonnée v des t. tend donc vers 0 s si t. est i 2 0 1 1 
/ \ 4 5 4 5 9 l'image de (a . ,b . ) , sa coordonnée v est - <X ô = - 5 4 b. » donc 1 1 o r 1 

la suite des b̂  tend vers 0 ; i l en K. = <X,(K. . x[a.,b.] est de même pour les racinesw<< de 

u(x) et v(x) au-dessus des t. , et K. = <X,(K. . x[a.,b.] par suite la coordonnée ux<<<<<< des t. 

tend aussi vers 0 . I l en résulte que K. = <X,(K. . x[a.,b.] est défini dans <w<<<par K. = <X,(K. . l'équa

tion û  = 0 , i .e . est l'axe des û  K. = <X,(K. . x[a.,b.] • 
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Soient y ( , et z ( K. = <X,(K. . x[a.,b.] tel que z \ K. x<< , y et z étant suffi

samment proches de 0 , et soient X et X les fibres au-dessus de y 
y z 

et z • Comme y est adhérent à T , la déformation verselle de X obte-
2 y 

nue en restreignant f à un voisinage convenable de y contient des fibres 

ayant deux points singuliers de multiplicité 3 et d'exposants de contact 

4/3 et 5/3 • Par contre, comme z t K. = <X,(K. . x[a.,b.] , on obtient une déformation verselle 

de X en restreignant f à un petit voisinage de z ne rencontrant pas , 

et i l n'existe pas dans cette déformation verselle de fibres ayant deux points 

singuliers de multiplicité 3 et d'exposants de contact 4/3 et 5/3 • 

D'après 2»10, i l n'existe donc pas dans la déformation verselle de X de 
z 

fibre topologiquement équivalentes aux fibres de la déformation verselle de 
X situées au-dessus de K. = <X,(K. . x[a.,b.] . ce qui achève la démonstration de 2»9» y 2 * 

3» Symbole de Boardman, 

Le problème, que nous abordons maintenant, consiste à attacher à toute 

singularité des invariants numériques au moyen desquels on espère pouvoir 

décrire "la" stratification de Thom# 

Le premier invariant qu'il est naturel d'introduire est le symbole de  

Boardman» L'idée, due à Thom, est la suivante : soit f : U —> V un morphisme 

de variétés analytiques (resp. différentiables) ; on regarde l'ensemble des 

points de U où le noyau de l'application tangente à f est de dimension 

donnée ; on obtient ainsi une partition de U , et, pour "presque tout" f , 

les sous-ensembles ainsi définis sont des sous-variétés (localement fermées) 

de U ; on applique alors la même construction à la restriction de f à 

chacune de ces sous-variétés, e t c . * j tout point de U appartient de 
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la sorte à une suite décroissante de sous-variétés de U , et en prenant 

la dimension du noyau de l'application tangente à la restriction de f à 

chacune de ces sous-variétés, on associe au point considéré une suite décrois

sante d'entiers, le symbole de f en ce point. La difficulté, lorsqu'on 

adopte cette présentation, est de prouver que l'on obtient bien à chaque pas 

des sous-variétés, pour presque tout f . C'est ce qui a amené Boardman ([3]) 

à reformuler la définition du symbole en construisant les sous-variétés 

cherchées de façon "universelle" dans l'espace des jets (voir aussi la thèse 

de Morin [ 1 2 ] ) . 

3«1 • Fixons d'abord quelques notations. Si M est une matrice m x n à coef

ficients dans un anneau B , i l sera commode de pouvoir parler des mineurs 

d'ordre k de M pour tout k ( Z : si le 4 0 , les mineurs d'ordre k 

seront égaux à 1 , et si le > inf(m.n) , ils seront égaux à 0 . 

Soient A un anneau, B une A-algèbre, I un idéal de 3, D^,..«,D^ 

une famille de A-dérivations de B dans B . Pour tout entier le , nous 

noterons A ( i) l'idéal de B engendré par I et par les déterminants 

d'ordre n - k + 1 de la forme det(D. ( x J ) , avec p = 1J4 . . ,n -k+1 , 

et les x^ étant des éléments de I . Compte tenu des conventions précé

dentes, on obtient de la sorte une suite croissante d'idéaux telle que 

1 = a ° ( I ) c 4 1 ( i ) c . . . c A n ( i ) c An+1(i) = B . 

I l est clair que si I est engendré par une famille x. d'éléments 

de B , l'idéal A^(l) est engendré par ï et par les déterminants d'ordre 

n-k+1 de la forme det(D. (x. )) . De môme, A^(l) ne dépend que du sous-

module engendré dans le B-module des A-dérivations de B par D......D , 
1 7 n 

et de l'entier n , et non du choix des générateurs D . ...,D de ce sous-
1 7 n 
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module» 

3«2» Soient U , V deux variétés analytiques 5 pour tout k , nous noterons 

J (U,V) la variété des jets d'ordre le d'applications analytiques de U dans 

V , p̂  et q̂  ses projections sur U et V • Il sera commode de considérer 

également la "variété" des jets d'ordre infini 
00 , x 

J (U,V) lim 

w< 

jk(u,v) 

munie de la topologie limite projective des topologies des J (U,V) ; on 

notera T£ la projection de J°°(U,v) sur Jk(U,v) , p et q les pro-

jections de J (U,V) sur U et V 5 on dira enfin qu'une fonction à va-

leurs complexes sur un ouvert de J (U,V) est holomorphe si elle est lo

calement de la forme cp o TT ^ , où çp est une fonction holomorphe sur un 

ouvert de J (u,v) î on définit ainsi un faisceau de C-algèbres 0. 
< DO 

sur J (ufV) • 

On sait que le faisceau T des champs de vecteurs holomorphes sur U 

agit de façon naturelle sur 0 (c'est la "connexion canonique" de J (U,V) -
J°° 

cf» [12])» Rappelons comment on peut définir cette action en termes de coordon

nées locales» Soient x un point de U , y un point de V , (x . ) 
1 1=11 • • • $n 

des coordonnées sur U au voisinage de x , et ( y . ) . des coordon-
3 j=l>•••*P 

nées sur V au voisinage de y » On en déduit un système de coordonnées sur 
J°°(U|V) au voisinage de H \x,y) , notées X., Y., Z. , avec 1 i ^ n , 

o 1 3 31a 
1 j P > et a parcourant l'ensemble des multi-indices (cr ,̂ • « », a^) / ( 0, • • •, o), tel que 

X. = x. 0 P * Y. = y. oq , Z. oJf = 
1 1 3 3 3,° 

> 0 
<x< 

<x 
x< 7> 

v3x 
n 

cr 
I n (y. o f) 

pour tout germe d'application analytique f : U V au point x • L'action 
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des champs de vecteurs holomorphes sur U est alors définie en se donnant 

l'action des 2/dx^ sur ces coordonnées, et on pose 

K. = <X,(K. . x[a.,b.] 
K. = <X,(K. . x[a.,b.] 

d/ax.(y.) 
' i j 

7. 
x<< 

K. = <X,(K. . x[a., 
K. = <X,(K. . x[a.,b.] 

w<<<< 
x<n,;ù i 

où 1_. = (O, , ««,1, *,0) , le 1 étant à la i-ième place. 

On peut considérer de la sorte P*(.Ty) comme un sous-faisceau du fais

ceau des C-dérivations de 0 dans lui-même. Soient £ un point de 

J°°(U,V) , x = p(Ç) , ( x . ) . un système de coordonnées sur U 
î 1=1 , • , • }n 

au voisinage de x , E une partie de 0 ; on cippellera rang de E 

le maximum des rangs des matrices de la forme (3cp_./Ôx̂ (§) ) , où les cfK 

appartiennent à E ( i , j = 1t , , . ,n) • I l est clair que l'entier ainsi obtenu 

ne dépend pas du choix des coordonnées sur U , et que lorsque E est un 
idéal propre de 0 

J .8 
on peut remplacer E par un système de générateurs 

de E * On posera 

corang(E) = n - rang(E) 

3.3» Soient \ ( J°°(U,V) , y = q(S) on notera q*(1îl ) l'idéal de 0 oo 

engendré par TTL 

Soit I = (i | , , , , i ) une suite d'entiers positifs ou nuls. On lui 

associe un sous-ensemble L C J (U,V) défini par les conditions suivantes : 

(3.3.1) 
K. = <X,(K 
^. . x[a.,b.] 

corang^ (q*C*l )) = ¿1 

corang 
c< 

(q*(W))) . . x[a.,b.] 

corang . V i / 1 
K. = <X, K. = <X, 

(K. . xw<< 
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où y = q(§) ) et les opérations A1 sont définies par 3 . 1 , relativement 

aux dérivations d/àx^ (i = 1 , . . . , n ) où les x_̂  sont des coordonnées de 

U au voisinage de x = p(Ç) (ou, si l'on préfère, relativement au sous-

module P*(Tjj)ç du module des C-dérivations de 0 ^ et à l'entier 

n = dim(u)) . 

De cette définition, on tire facilement les remarques suivantes : 

i ) E 1 -
x<< 

K. = <X,(K 
. x[a.,b.] 

la réunion étant disjointe. 

i i ) Pour que S soit non vide, i l est nécessaire que les trois condi

tions suivantes soient vérifiées (avec n = dim(u) , p = dim(v)) : 

a) K. = <X,(K. . x[a.,b.] 

b) n ~ v 4 ï-i 4 n > 

c) si î  = n - p alors î  . . . = ik = n - p 

La condition a) est claire ; la condition b) vient de ce que q*(T7i ) est 

engendré par p éléments, et la condition c) aussi, compte tenu des conven

tions de 3«1• 

i i i ) Si on prend des coordonnées locales au voisinage de % comme en 3.2 , 

on voit que les relations (3 .3 .1 ) ne font intervenir que les coordonnées 

^ telles que |cr| ,< k . Par suite, IT = ti ~ (j^) , où ^ est le sous-

ensemble de Jlv(U|V) défini par les conditions ( 3 . 3 . 1 ) . 

iv) Supposons que U = C*1 V = CP alors x< 
n:; 

est localement fermé pour 

la topologie de Zarislci de / ( u , v ) . En effet. E7 
est par exemple le 

complémentaire, dans l'ensemble des zéros des déterminants d'ordre n - i +1 

de la matric( ( ^ x . ( Y )) (7, 
"j ' l i 

, de l'ensemble des zéros des déter

minants d'ordre n - i de cette matrice j le cas général se voit de même 
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par récurrence. Sans hypothèse sur' U et V , on en déduit que K. = <X,(K. . x[a.,b.] K. = <X,( peut 

être muni d'une structure naturelle de sous-ensemble analytique localement 

fermé de J (Ufv) • 

^Soit f : U —> V une application analytique. On en déduit une section 

analytique J f : U . — J ^ ( U , v ) pour tout k , et par passage à la limite, 

m morphisme d'espaces anneles J f : U — > J (U,V; • On posera 

K. = <X,(K. . x[a.,b.] 
^ K. = <X,(K. . x[a.,b.] 

On a donc ^(f) K. = <X,(K. . x[a.,b.] 
K. = <X,(K. . x[a.,b.] 

jf"1 (xj) si bien que les ^(f) sont 

de façon naturelle des sous-ensembles analytiques de U . Pour j variable, 

les < V**Mik- i ' j 
(f) forment encore une partition de 2 ̂' • • • ^ k - l , x<< 

THEOREME 3»4. (Boardman [ 3 ] ) . - Soient U et V deux variété analytiques  

de dimension n et p » 

i ) Les Z1 sont des s pus-varié tés de J°°(U,v) ( i . e . les e£ des sous- 

variétés de Jk(U,v)) , non vides si et seulement si I vérifie les condi 

tions a) , b) et c) de 3.3» 

i i ) La codimension de z1 <;, x°°(u,v) ( i . e . de 4 
dans jk(u,v)) 

est donnée par 

^xw 
lm 

(p-n+i } ̂ xwa 
1 ' n 

x<<n,;:^! 
x<wauy<< 

w< 
2 K. = <X,(K. c<< n 

- (i , - i ) 
n-1 n 

^$x< 
i 
n avec I = ^V##,,in^ et ri . . . . f i 

étant le nombre de suites K. = <X,(K. 
<<<. x[a.,b.] 

décroissantes, telles que K. = <X,( pour tout oc , et j1 f o 

i i i ) L'ensemble des applications analytiques f : U —> V telles que la  

section J f soit transverse à toutes les variétés L1 est partout dense  

dans l'ensemble des applications analytiques de U dans V • 

iv) Si. f : U —^ V est telle que J f soit transverse à K. = <X,(K. . x[a.,b.] K. = <X,(K. . x[a.,b.] , alors 
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^ ( f ) est une spus-variété de U , et pour tout entier 3 

S I , j ( f ) x i Z (f)|dim Ker(T w< 
<ù: 

= J 

T 
x 

désignant l'application tangente en X » 

Pour tout k , les E (f) où I parcourt l'ensemble des suites de 

longueur k forment une partition de U • Si x £ U , i l existe donc une 

unique suite i V »»» ,̂ i s »»», illimitée (mais stationnaire !) telle que 

pour tout k le point x appartienne à la sous-variété x<< 
K. = <X,( 

C(f) 

cette suite est appelée symbole de f au point x • Les £ seront appe

lées variétés de Boardman, ou variétés de symbole, de même que les E*(f) 

lorsque ce sont des variétés. 

3«5» Le symbole de f en un point peut se calculer à partir de l'anneau 

local de la fibre de f en ce point» En effet, soient x un point de U , 

y = f(x) , J l'idéal de 0̂ . ^ engendré par l'image de Vt^ • Considérons 

la suite croissante d'idéaux 

J A°( J ) c A* ( J ) C • • • c A N ( J ) c A N + 1 ( J ) = -U,x 

les opérations A 1 étant définies à partir d'une base d/dx. de T , 
3.<ww<bbb ~~*U,X 

et soit i le plus grand entier i tel que A ^ j ) / 0 • H revient 1 U,x 

au même de dire que î  est le plus grand entier i tel que tous les dé

terminants d'ordre n - i + 1 de la forme det(d <p_./âx̂ ) , avec cp_. ( J , 

soient nuls au point x , i.e„ que le corang de J est égal à î  « Il 

en résulte que l'entier î  ainsi défini n'est autre que le premier entier 

du symbole de f en x (car les relations (3.2«1 ) et (3.2»2) montrent que 

les sections J f commutent à l'action des champs de vecteurs sur U , à 
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la formation des A1 et au calcul des corangs). On peut de même définir 

par récurrence des entiers i , par la condition que i soit le plus 
. i i 

grand entier i tel que A"L(A k""1(«».» A» 1 ( j ) . » . ) ) / 2TT » et la suite 
"*""U , X 

d'entiers i f»0©.i, K. = <X,(K. . x[a.,b.] est le symbole de f en x • 
Remarquons alors que l'entier î  ne dépend que de l'algèbre analy

tique quotient A = 0 / J , et non de son écriture comme quotient d'une 
U , X 

algèbre analytique régulière© En effet, si on écrit de deux façons diffé

rentes A comme quotient d'une algèbre analytique régulière 

i 
= 1 1 ' n J 

TT , A 

w< 

K. = <X,(K. . x[a.,b.] K. = <X,(K. . 
K. = <X,(K. . x[a.,b.] K. = <X,(K. . < 

= £ V — ' y m } 

< 

on peut trouver des homomorphismes surjectifs X et JJL de façon à ce que 

le diagramme soit commutatif. I l suffit de comparer les entiers î  obte

nus pour TT et 71 » X ; par récurrence, on se ramène à la situation 

C £ x̂  , »0#,x^,y j L-.^ C [x-j ? #ea>xn]' — A » et> K. = <X,(K. . x[a.,b.] changement de 

variable, on peut supposer que y appartient au noyau de X . On calcule 

alors les déterminants en jeu au moyen d'une famille fj,.»#,f^ de généra 

teurs de Ker(ît ) et des dérivations c)/dx^ en ce qui concerne Ker(fT ) 

et au moyen de la famille ^ » © • • , £ » y de générateurs de Ker( TC ° X) e 

des dérivations *b/dx^ et d/ôy en ce qui concerne Ker(7T o \) j l'in

variance de i, en résulte immédiatement, 

1 
Le même argument montre que l'anneau quotient 

-Ufx 
A1 

w< ne dé

pend que de A , et non de sa présentation -U.x J Appliquant à 

<<< 
cw<< 

a " 1 ( J ) le résultat précédent, et raisonnant par récurrence, on en 
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déduit donc que le symbole de f en x *ne dépend que de l'algèbre quotient 

w< 
< 

< qui est l'anneau local en x de la fibre de £ , et i l en est 

de même pour les algebres 

/ 1 < 
(A) < 

X 

K. = <X,(K. . x[a.,b.] 
(f) -U.x 

x< <<w 
( J ) ) . . . ) 

où 
Í l " * " Í k sont les k premiers termes du symbole de f en x • Ces 

algèbres analytiques s'interprètent du reste comme étant les anneaux locaux 

en x des sous-ensembles analytiques f-1 K. = <X,(K. . 
K. = <X,(K. 

(f) grâce à 

la description esauissée en 3*3 iv) de la structure de sous-variété des 

E 
. V 0 # , , i k 

et à la définition des ^ i Pour toute algèbre analytique A , 

1'algèbre / 1 x< 
(A) définie par la méthode précédente sera appelée 

k-ième quotient jacobien critique de A 

Exemple 3»6.- La méthode exposée en 3»5 nous fournit un procédé pratique de 

calcul des variétés de symbole E"*"(f) • A titre d'exemple, regardons l'appli-

2 2 3 cation f : C —^C définie par f(x,y) = (x + xy , y ) (déformation semi-

universelle de la singularité C < c<<< Son lieu critique est le lieu 

des zéros du déterminant des dérivées partielles premières 

2 
3x¿ + y 

x 

0 1 

i . e . la paraboL 3x2 + y = 0 Hors du lieu critique, f est un isomor-

phisme local, donc son symbole est ( 0 , 0 , . . . ) .Un point x de U appartient 

à ZX(f) si et seulement si les mineurs d'ordre 2 - i + 1 du déterminant 

précédent s'annulent en x , l'un au moins des déterminants d'ordre 2 - i 

ne s'y annulant pas ; i l en résulte que les ^ ( f ) pour i ^ 2 sont vides, 

et que E (f) est égal au lieu critique» Pour calculer les variétés de 

symbole d'ordre 2, on forme la matrice des dérivées partielles premières des 

1 
générateurs de X en un point de U i 
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3x2 y x 

0 1 

6x 1 

Comme précédemment, on voit que les T}f±(£) sont vides si i ^ 2 , que 

est réduite au point (0,0) , et que E^,0(f) est le complémen

taire dans le lieu critique du point (0,0) . En un point de la parabole 

autre que l'origine, le symbole est donc 0 » 0 , . . . ) , et à l'origine c'est 
1 1 

( 1 , 1 , 0 , . . . ) car l'algèbre V * (f) y est égale à C . 

3«7« Revenons à la situation étudiée au § 2 : soit f : cm cq un germe 

d'application analytique stable. Alors on peut représenter f par une appli-

•v m p cation analytique U —> V , ou U et V sont des ouverts de C et Ç , 

de sorte que les E*(f) soient des sous-variétés de U pour tout I • En 

effet, le théorème de Boardman montre qu'il existe des germes d'applications 
m q 

analytiques g de C dans C arbitrairement proches de f , tels que 

les 7^(g) soient des sous-variétés ; utilisant la définition 1.4, et le 

fait que les symboles sont invariants par isomorphisme analytique, i l en est 

donc de même pour les ^ ( f ) au voisinage de l'origine. 

L'utilisation des symboles dans la classification des singularités 

repose alors sur la conjecture suivante : 

CONJECTURE 3«8.- Si deux germes d'applications analytiques stables 

f , g : Çm ^ Cq sont topologiquement équivalents ( i . e . diffèrent par des 

germes d'homéomorphismes à la source et au but), ils ont même symbole. 
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Cette conjecture implique que si f : C™ fr. Cq est un germe d'appli

cation stable, alors les £*(£) sont réunions de strates de Thorn, pour la 

stratification obtenue en 2,3« C'est clair pour le complémentaire du lieu 

critique | soit donc X une strate de Thorn contenue dans le lieu critique 

Comme la fibre de f à l'origine est à singularité isolée, C est fini su 

Cq , Par suite, la restriction de f à X est une submersion de rang 0 , 

i . e , un isomorphisme local sur f(x) « Utilisant la trivialisation locale 

de f donnée en 2,7, ainsi que l'invariance topologique du symbole, i l en 

résulte que le symbole est localement constant sur X « Comme les strates 

de Thorn sont connexes, le symbole est donc constant sur chaque strate, et 

toute variété de symbole est une union de strates. 

3«9# Inversement, les sous-variétés de symbole ne permettent pas de reconsti-

tuer les strates de Thorn ; par exemple, dans les variétés de jets J"' (u,v) , 

les E^ ne forment pas en général une stratification de Thorn, L'exemple 

suivant, donné par Boardman, montre que les £^ ne satisfont pas les condi-

tions d'adhérence 2,4 i i i ) et iv) , Prenons U = V = C , et considérons les 

variétés £2,° et E1,1,1,1,1,0 , I l résulte de la formule de Boardman 
PO 1 1 1 1 1 0 

3#4 i i ) que la codimension de £ 1 est 4 , et celle de £ 1 9 3 9 9 
2 0 

est 5 • Nous allons montrer qu'il existe un point de E ' adhérent à 
1 1 1 1 1 0 I £ 9 9 9 9 9 , ce qui serait impossible si les E étaient les strates 

2 0 

d*une stratification de Thorn, puisqu'alors E ' serait contenu dans 

1 1 1 1 1 0 

l'adhérence de E * * * 9 9 , et serait de dimension strictement inférieure, 

ce qui n'est pas le cas. Considérons pour tout b ( C l'application 

£fe : C2 —» C2 définie par £^(x9y) = (x^ + xy , by) , et calculons le 
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symbole de f 
b 

à l'origine, La matrice jacobienne correspondante est 

6x + y X 

0 b 

2 

Si b = 0 , l'idéal A est l'idéal (x,y) , et le symbole de 0 est 

(2,0) • Si b / 0 , on vérifie immédiatement que le symbole de 0 est 

(1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,0) ; si b tend vers 0 , le point JfAo) tend vers J f (0) 
b o 

2 0 1 1 1 1 1 0 qui est donc un point de T, 9 adhérent à Z 9 9 9 9 9 , 

De même, la réciproque de la conjecture 3*8 est fausse : deux germes 

d'applications stables ayant même symbole ne sont pas en général topologi

quement équivalents. Donnons un exemple dû à Pham ([14])« On considère le 
4 2 

germe de courbe plane d'équation y + yx = 0 , et sa déformation semi-

universelle, qui est le germe d'application f : —> donné par (x,y,u,v,w,t) 4 3 2 2 (y + W + vy + (x + w) y + tx, u f v,w, t) 

2 3 2 2 L'idéal A est engendré par 4y + 3uy + 2vy + x + w , 2xy + t , et 

2 2 
l'idéal A ( A ) e s t engendré par les éléments précédents, et les éléments 

2 2 2 1 2y + 6uy + 2v , 2x , 2y ; i l en résulte que la variété H * (f) est 

2 2 

définie par x = y = v = v = t = 0 , 1 e symbole en un point de E ' (f) 

étant (2,2,0) , Or la fibre au point u = 0 de £ 2 , 2 ( f ) n'est pas topo

logiquement équivalente à la fibre en un point u / 0 , car ces deux fibres 

sont des germes de courbes planes n'ayant pas le même nombre de composantes 

irréductibles analytiques : 

u = 0 u / 0 
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4« Multiplicités jacobiennes , 

Les exemples de 3«9 amènent à chercher de nouveaux invariants des 

singularités, fournissant une décomposition des variétés de symbole satis

faisant les axiomes d'adhérence des stratifications. C'est dans ce but que 

Pham introduit les multiplicités jacobiennes. 

LEMME 4*1 Soit I un idéal de l'algèbre analytique C£ x^,,,»>xn| » tel  

que l'algèbre quotient A = C {x-j>»,#»xn| K. = <X,(K. . x[a.,b.] soit artinienne. Alors la mul

tiplicité de I ne dépend que de A • 

On se ramène comme en 3,3 à vérifier que la multiplicité de I est 

celle de l'idéal J engendré par I et y dans C |x^ , , , , , x^ ,y J • Or 

i l est facile de voir que si les éléments z. i 
(k) de C S X* 1 •• • >X 

1 1 n 
donnent 

une base de << 
w< 

rk + 1 les éléments k-h 
y î 

(h) avec h ^ k donnent une 

base de w< <cx^$ , d'où la relation 

dim 
x< 

<pm 
w 

ÎJk+1 
le 

h=o 
dim 

C 
xi 

xx<<< 
$^b 

Si e(l) et e(j) désiqnent les multiplicités de ï et J , dim 
C 

(Ih/Ih+1) 

est équivalent pour h tendant vers l'infini à e< (l)hn/n ! et dim. 
C 
w< <p^ùm 

à e ;j)kn+1 '(n + 1)! le lemme résulte alors de l'égalité précédente. 

Sous les hypothèses de 4 .1, la multiplicité de I sera appelée multi

plicité ambiante de A , et notée e(A) 

4#2« Soit f : (C ,x) —> Cq un germe d'application analytique stable. 

Puisque f est stable, le lieu critiaue C de f est fini sur Cq au 

voisinage de x , et i l en est donc de même des variétés de symbole ^ ( f ) 
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contenues dans C • Par suite, en tout point x 1 de C assez voisin de x , 

l falgèbre V^,(-f) définie en 3.5, avec x 1 i ^ ( f ) , est une algèbre 

artinienne. En lui appliquant 4.1, on peut donc définir sa multiplicité 

ambiante. Si le symbole de f en x f est ( i ^ , . . . , i ^ , . . . ) , la multi-

"S 9 ** # , i k 

plicité ambiante de V (f) sera appelée la k-ième multiplicité 

jacobienne critique de f en x 1 . Les multiplicités jacobiennes critiques s'interprètent de la façon 

suivante : 

THEOREME 4.3. (Pham [14 ] ) . - Soit f (Cm,x) (Ç q,s] un germe d'appli

cation analytique stable non lisse. K. = <X,(K. . x[a.,b.] 
K. = <X,(K. . x[a.,b.] 

son symbole à l 'ori

gine. Pour tout k , 

e 
x 

i K. = <X,(K. . x[a.,b.] 
(f)) w<<S 

K. = <X,(K. . x[a.,b.]K. = <X,(K. . x[a.,b.] . I1"<x" , ik k ( f ) ) ) 

où est la multiplicité en s du germe d'espace analytique (réduit) 

f(l 
K. = <X,(K. . 

*(f)) 

On notera que, C étant fini sur ç q la restriction de f à 
x< 
kmp 

^w<z 
; (f) est un morphisme propre, de sorte que w<<< 

w<tlop 

est un germe d'espace analytique d'après le théorème de Remmert, ce qui 

donne un sens à l'énoncé. 

Nous donnerons seulement l'idée générale de la démonstration, telle 

qu'elle nous a été indiquée par Pham. Le lemme clé est le suivant : 

LEMME 4 .4 . - Soient f (C ,x (C q

f s) un germe d'application analyti-

K. = <X,(K. . x[a.,b.] B c m un polydisque fermé au voisinage duque! p est défini 

et est analytique x' un point critique de f dans B , I = ( i^ , . . . , i^ ) 
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une suite dfentiers telle que xf •€ ^ ( f ) Pour tout e > c , i l existe 

une application analytique 6f définie au voisinage de B , à valeurs  

dans , bornée par e sur B , et telle que : 

i ) Sf(x') = 0 ; 

i i ) x' i 2I(f + 8f) 

i i i ) le seul point singulier dans B de la fibre (f + 8f)~ (s') 

avec s1 = f(x') , est le point x9 . 

Pour construire Sf , on commence par choisir une fonction analyti

que u définie sur C™ possédant les propriétés suivantes : 

a) au point x1 , la fonction u est nulle, ainsi que toutes ses 

dérivées d'ordre ^ N pour N assez grand $ 

b) si x^,##,,x^ sont les points singuliers de la fibre de f en x' 

autres que x' , u(x_̂ ) = 1 pour tout i , et les dérivées d'ordre 

de u sont nulles aux points x_̂  • I l est facile de voir qu'il existe des 

fonctions possédant ces propriétés, car on peut même imposer à u d'être 

une fonction polynomiale. 

On choisit alors un vecteur a de K. = <X,(K. . x[a.,b.] , tel que la droite de direc

tion a passant par s' ne soit pas contenue dans le discriminant f(c) , 

et on pose 

6f = Au • a , 

où A £ C est tel que 8f soit bornée par e sur B • 

I l est clair que la condition i ) est vérifiée. La condition i i ) l'est 

également si l'on prend N assez grand, car la condition d'appartenir à 

ne fait intervenir que les dérivées jusqu'à Lin certain ordre. 

Pour vérifier la condition i i i ) , le principe est le suivant. Pour chacun 
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des points x_̂  et x* , on choisit un voisinage ouvert K. = <X,(K. . x[a.,b.] K. = <X,(K. . x[a.,b.] , V , 

dans B , de sorte que ces voisinages soient deux à deux disjoints* On 

choisit ensuite un voisinage ouvert W dans B de la partie de la fibre 

f ( s ' ) p B non contenue dans les voisinages des points critiques de f , 

tel que W ne rencontre pas le lieu critique C • On obtient ainsi un 

voisinage de la fibre f \ s ' ) pyB dans B • Pourvu que e soit assez 

petit, la fibre déformée (f + Ôf) ( s 1 ) n B est alors contenue dans ce 

voisinage» Elle n'a pas de points singuliers dans W , car f est une 

submersion dans W , et si 8f est assez petite, f + 6f est encore 

une submersion. Au voisinage de x 1 , la condition d'annulation des déri

vées montre que la fonction u varie très lentement, de sorte que si N 

est assez grand l'application f + 8f ne peut avoir dans V* de point 

critique autre que x 1 . De même, au voisinage des x^ , l'application Sf 

diffère très peu de la translation de vecteur Xa , de sorte que pour 

y ( p ( f + 6f) V s ' ) l e Poi nt f(y) n'appartient pas au discriminant, 

et y n'est pas point critique de f ; les dérivées de u variant très 

lentement au voisinage de x. , y ne pourra pas non plus être point cr i 

tique de f + 8f . 

LEMME 4 * 5 S o i e n t f : (cm,x) —> (Ç^ts) un germe d'application analy 

tique stable, et ^ ( f ) une variété de Boardman contenue dans le lieu  

critique de f • Pour tout point y £ f (S I ( f ) ) assez proche de s , i l  

existe des points y' de f(£*(f)) arbitrairement proches de y tels  

que la fibre f (y') n'ait qu'un seul point singulier. 

Soit B un polydisque fermé au voisinage duquel f est définie et 
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est analytique:, et supposons que y appartienne à l'image du polydisque 

ouvert ê • Choisissant un point singulier x1 dans £~\y) r\ ^ ( f ) , 

on peut considérer pour tout e > 0 une déformation 8f de f possé

dant les propriétés de 4«4« Si l'on choisit € assez petit, la définition 1.4 

de la stabilité montre que f + 6t se déduit de f par des germes h 

et k d'isomorphismes de (çm,x) dans C™ et de (Cq,s) dans Ĉ  • Si 

€ est assez petit, on peut de plus supposer que k est aussi proche 

que l'on veut de l'identité pour la topologie de1.30n en déduit un isomor-

phisme entre les fibres 

(f + Sf)-1(y) •f~V 1 ( y ) ) 

le point y' = k ^ (y) étant arbitrairement voisin de y . Comme par cons

ul 

truction la fibre (f + 6f)~ (y) n'a pour point singulier que le point x' , 

la fibre de f en y' n'a qu'un point singulier, et comme x' ( E*(f + Ôf) 

le point y' est bien dans f(£*^"(f)) , d'où le lemme. 

4»6. Achevons la démonstration de 4»3» Pour cela, on observe que la restric

tion f de f à II( f ) est une application biméromorphe de ^ ( f ) sur 

son image, lorsqu'on représente f par une application analytique sur un 

voisinage ouvert suffisamment petit de x • En effet, SI(f) = U EIf^(f) 5 
j 

or i l est facile de voir (par exemple sur la formule 3«4 i i ) ) que pour j < j ' , 

dim(£1,j(f)) > dim(EI,j,(f)) , et que dim(l^(f)) = dim(EI,0(f)) . Donc 

T?*®(£) est un ouvert partout dense de r*(f) » dont le complémentaire 

est un ensemble analytique de dimension strictement inférieure. Comme f 
est un morphisme fini, donc propre E = w<w<<< 

klpm 
<nb^ùnxw 
nk j >° 

SI,j(£)) est un 

sous-ensemble analytique de *(£(£)) de dimension strictement inférieure 
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à celle de l'ensemble analytique f(SI(f)) , et l'ouvert V = f(EI(f)) 

est partout dense dans f(£ (f)) 5 f (v) est également partout 

dense dans £*(f) • Mais d'après 3,4 iv), f̂  est une immersion locale 

sur ZT^'^f) 1 donc sur K. = <X,(K. . x[a.,b.] (v) • I l en résulte que le nombre de points 

dans la fibre de f est une fonction semi-continue supérieurement sur V 5 

comme d'après 4»5 i l existe un ensemble partout dense dans V au-dessus 

duquel la fibre de f n'a qu'un point, fT est injective au-dessus de V , 

donc est un isomorphisme sur son image, d'où la biméromorphie de f • 
T 

Soit alors m l'idéal maximal de £' = f(£ (f)) • Un résultat de 
Samuel ([16], II,5«f) montre que la multiplicité de l'idéal Ut est égale 

à celle de l'idéal lit • 0 , où E = £*(£) • Or 0_ est une algèbre s Z.,x ¿-jX 

de séries convergentes puisque £ est une variété, et l'idéal Tlt , 0 
s E, x 

est l'idéal de £~\s) r\ !*(£) > si bien que le quotient 0 /fJt , 0 
Z, X s L»x 

n'est autre que ^ * ( f ) d'après 3«5 ? la multiplicité de l'idéal TR , 0 
X S ¿j,x 

est donc la multiplicité jacobienne critique de f en x correspondant 
à la suite I , d'où le théorème. 

COROLLAIRE 4»7«- Avec les hypothèses et les notations de 4.3, mais 

I = (i J##.,i ) étant une suite finie quelconque, soit s' un point de Ĉ  , 
1 je — 

suffisamment voisin de s • Alors 

x' Í £~ 1 K. = <X,(K. . x[a., 
K. = <X,(K. . x[a., 

« ( V * , U ) ) ^ . ( ^ ( f ) ) ) 

A chacun des points x' au-dessus de s' correspond une composante 

irréductible du germe d'ensemble analytique f(EI(f)) en s' , image d'un 

voisinage assez petit de x' dans Z^(f) j et on applique 4»3 sur ce voi

sinage. 
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COROLLAIRE 4»8#- Soit f : (çm,x) — » (ÇQ,S) IAH germe d'application analy 

tique stable» Si la conjecture 3.8 est vraief les multiplicités jacobiennes  

critiques sont constantes sur toute strate de la stratification de Cm ob-

tenue en 2»3 

m 

Soit X une strate de C , La conjecture de 3«8 montre que le sym

bole de f est constant le long de X » Soit ( i^,••• , ik,•••) ce symbole, 

et posons I = (i ,##«,i ) • Les strates étant connexes, l'assertion est 

locale sur Cm , de sorte qu'en se restreignant au besoin à un voisinage 

d'un point z de X . o n peut supposer que f (f(z)) n'a pas d'autre 

point singulier que z • Comme le nombre de points singuliers de la fibre 

est un invariant topologique, i l en sera de même pour les fibres de f 

au-dessus de f(x) « Puisque le symbole est constant sur toute strate, 

£*(f) est une réunion de strates, et i l en est de même pour f(£*(f)) • 

Comme ces strates vérifient les conditions de régularité de Whitney, un 

résultat d'Hironaka ([5]) montre que la multiplicité de f(£*(f)) est 

constante le long de toute strate, d'où le résultat d'après 4.3» 

4«9« Le corollaire 4*8 montre que les multiplicités jacobiennes critiques 

jouent certainement un rôle dans la classification topologique des singula

rités» Le problème qui se pose alors (et qui reste largement ouvert) est 

de savoir si les strates de Thorn peuvent entièrement se reconstruire à par

t ir du symbole et des multiplicités jacobiennes en chaque point ; on notera 

qu'il y a lieu également d'utiliser le nombre de points singuliers dans la 

fibre, qui est invariant le long de toute strate du but, mais ne peut être 
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caractérisé à partir du symbole et des multiplicités jacobiennes en un 

point singulier de la fibre, comme le montre aisément l'étude des points 

doubles ordinaires dans la déformation semi-universelle de la singularité 

xy(x - y) = 0 • Une première question à résoudre serait de savoir si les 

sous-ensembles d'équimultiplicite jacobienne des variétés de Boardman sont 

eux-mêmes des sous-variétés• 

A titre d'exemple montrant que les multiplicités jacobiennes peuvent 

effectivement distinguer des singularités non topologiquement équivalentes, 

mais ayant le même symbole, reprenons la déformation semi-universelie de 

4 2 2 2 y + yx = 0 étudiée en 3«9» Nous avons vu que £ ' (f) est l'axe des u , 

et que la singularité correspondant à u = 0 n'est pas topologiquement 

équivalente à celles qu'on obtient pour u ^ 0 • Calculons alors la multi-

plicité ambiante de \J (f) en un point z de l'axe des u j c'est la 
2 

multiplicité de l'idéal A , qui est l'idéal engendré par les éléments 

3 2 2 
4y + 3uy + x et xy dans C ^XfyJ • Puisque cet idéal est engendré 

q 2 2 

par 2 éléments, sa multiplicité est dirn^C ̂ xiY^ / (4y^ + 3uy + x , xy)) • 

Si u = 0 , cette multiplicité est 5. et si u / 0 , c'est 4, donc la 

multiplicité jacobienne permet bien de distinguer l'origine» 
4»10« Considérons pour finir le cas de la déformation semi-universelle f 

d'un germe d ' hyp ers ur face à singularité isolée d'algèbre C | x^, •••»xn / ( s ) • 

Alors le premier quotient jacobien critique de f en un point du lieu 

critique est ^ n , et la variété £n(f) est l'ensemble des points où 

l'application tangente à f n'est pas surjective, i#e. est le lieu cr i 

tique de f • Par suite, f(£n(f)) est le lieu discriminant de f • 
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D'après 4»3, la première multiplicité jacobienne critique en un point du 

lieu critique est donc la multiplicité du discriminant de f , soit encore 

le nombre noté jd- par Milnor dans [11 ] • 

Si on considère plus particulièrement une famille de germes de cour

bes planes à singularité isolée, analytiquement irréductibles, alors Lê 

a montré ([7]) que la constance de JJL entraine l'équivalence topologique 

des fibres, ce qui va donc dans le sens des considérations de 4«9» 
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