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VIII-O1
POLYCYLINDRES PRIVILEGIES

par Geneviéve POURCIN

§ 1. Introduction.

Soient U un ouvert de Cn ¢y K=K X eee X Knc_ U un polycylindre,

1
iees un produit de compacts convexes d'intérieur non vide, et ¥ un faisceau
analytique cohérent sur U , On sait qu'il existe des résolutions libres finies
de  au voisinage de X et que pour une telle résolution ;2? o de F , le
complexe de (4(K)-modules,

x'(K) —> #(x) — o0
est exacte On note B(XK) 1'algébre des fonctions continues sur K et holo-
morphes sur I°< « Le complexe d'espaces de Banach

L (%) 84z B(X)
est noté B(Kobe)

On dit que X est Bf-privilégié s'il existe une résolution % e de Qf
pour laquelle le complexe B(K,&ﬂ) est exact directe. Il est facile de voir
qu'il en est alors de méme pour toute résolution. On introduit l'espace

B(X,#) = coker[B(K;ﬁl) —3 B(K,az?o)]
muni de la topologie quotient. Il ne dépend pas de la résolution choisie et
si X est f-privilégié, c'est un espace de Banach,

En prenant au lieu de B(K) 1'espace H(X) des fonctions holomorphes
sur K et de carré intégrable, munie de la norme 12 , on définit de méme
une notion de privilége L2 t X est F -privilégié au sens L2 si et seule-

ment si H(K,:Z}) est excct et H(X,F) séparé.
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Notations.
Pour tout x = (x1,...,xn) € X , on note
I {16{1,...,n}| xieKi}

I
U—C¢* 1a projections

1]

i

Tcx
Pour tout entier p
(p)
K7 e{x€x | card1 »p}

(1) (n)

X est la frontiére topologique et K la frontiére distinguée,

Soit op(}f) = {x € vl prof F<&p Y . Onsait que cp(fy") est un sous-
ensemble analytique de U de dimension £p

Enfin on dit que X est localement ‘j—privilégié si, pour tout point

x de K , il existe un systéme fondamental (Lo()o(eA de voisinages de x

dans X tel que, pour tout & , Ly soit un polycylindre Sf-privilégié.

On se propose de démontrer le théoréme suivant

THEOREME .~ Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout entier p, O0Lpg n-1 , ona
Gp(.j) N K(P+1) ::}Z{
(ii) Pour tout x dans X , 55 est T(x-plat en X
(iii) X est localement & -privilégic,
(iv) X est 7f-privilégié.
(v) Le morphisme de restriction B(X,&) -—» 3’7(10() est injectif,
(v') Le morphisme de restriction H(K,¥) —> H(K) est injectif.
(vi) B(X,¥) est séparé,

(viv) H(X,; est séparé.
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§ 2. Démonstration du théoréme,

A - Equivalence de (i) et (ii).
Il est évident que (ii) implique (i)e La réciproque utilise le lemme
suivant

P

LEMME ([3], III 5)e Soient V un ouvert de €° x¢? et :v — ¢’ 1a

Projection. Soient ¥ un faisceau analytique cohérent sur V et Z 1'en-

semble analytique de non 1 -platitude de ¥ . Soit k >0 .

On suppose que la profondeur de 77 est supérieure & p + k en tout

point de V o Alors les fibres de 'TtIZ sont de dimension strictement supé-

rieure a k en chacun de leurs points,

Montrons que (i) implique (ii)e La démonstration se fait par récurrence

descendante sur Card Ix e On déduit de (i) que F est libre au voisinage de

() (n)

, donc vérifie (ii) pour tout point x de X .
Supposons (ii) démontré pour tout point de K(p+ 1) et soit x véri-
fiant Card Ix =P .
On note
k' = T X, km= T K,
ier ig I
et T au lieu de Ttx o Soient s un élément de K'(p) et y un élément

de {s} x K" o 8i Card Iy est supérieur ou égal & (p + 1) , on déduit de
l'hypothése de récurrence que F est Tty-plat en y , donc a fortiori
T -plate Par conséquent, si Z désigne le sous—-ensemble de U de non T -
platitude de ¥ , la fibre de Z en s ne rencontre pas K"(1) et est
donc de dimension au plus O dans X" 4 Il résulte alors de l'hypothése et

du lemme que Z ne rencontre pas {s}x X" .
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B - Montrons que (ii) implique (iii) .

C'est une conséquence de "platitude et privilége" et du théoréme d'exis-
tence des voisinages privilégiés ([1])e En effet soit
x = (x',x") € K'(P) xx'ccP xc®7P
Ef étant ﬂ&-plat, pour tout polycylindre L" contenu dans X" et
Eﬁ(x')-privilégié, il existe un voisinage V de x' tel que pour tout poly-
cylindre L' contenu dans V , L' x L" soit F -privilégié (0h §7,
prope 6)e La démonstration dans le cas du privilége L2 est rigoureusement

la m@me,

C~ Les faisceaux £K,T

Pour montrer que (iii) implique (iv), on doit montrer que sous 1'hypo-
thése (iii) le complexe B(K,Z») est exact direct. Pour cela on va considérer
B(X) comme espace des sections sur K d'un certain faisceau B K ° D'autre
part on rappelle qu'une suite d'espaces de Banach

O—E-—F—G—0
est exacte directe si et seulement si, pour tout Banach T
0 — L(1,E) — L(T,F) — L(T,G) — 0
est une suite exacte, Ceci conduit a introduire les faisceaux JQK définis

s T

ci~dessous .

n
Soit donc X wun polycylindre compact de € . Pour tout ouvert U

de ¢

s oOn note J%K(U) 1'espace des fonctions continues sur UN K et

[
holomorphes sur U NX , muni de la topologie de la convergence uniforme sur
les compactse. C'est un Fréchete

Pour tout espace de Banach T , on note

JﬁK,T(U) = L(1,8 (V)
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On définit ainsi un faisceau JBK concentré sur X .
?

T

PROPOSITION 1.
(1) (K By g) = L(T,B(K)) »

(2) vVq>o0, Hq(K,J?;K’T) =0

On utilise la démonstration du théoréme de Dolbeault faite dans [1].
Soit L un polycylindre de Cn $ on note Qi i (L) l'espace des formes
LEX ]

dei A see /\dii
1 P
telles que, pour toute suite ij1’°"'jq} de {1,...,n} disjointe de

{ 11 ,...,ip} on ait

e

-ova-i.
1 ‘]q

€ ¢(L)

2,
J

et on le munit de la norme
2%¢

...azj
1 q

sup

j1ooojq '&Z-J

Si on note

(1) = ® Q ..z (1
13 Coeeign 1*°%7p

et si on considére la différentielle

Vo, 0gpgn-1, 3:Q(1) — )

N

il est démontré dans ([1], § 6, théoréme 1) que le complexe d'espaces de

Banach
(*) 0 — B(L) —_— QO(L) — Q1(L) —_— sse —y Qn(L) — 0

est exact directs

Ceci permet de définir une résolution fine du faisceau J%K e« En

,T

effet, pour tout ouvert V et tout entier p on note
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P ©

V) = . . r . .

2K,T( ) 1411<o00 <lp<n %(,T;11...1P(V)
ol

%,13 i1...ip(v) = L(T’ZK;.11:..iP(V))
et @ . . (V) désigne 1l'espace des formes différentielles,

X3 11'.01

fdzi /N oo /\dzi
1 P

telles que, pour toute suite { j1,...,jq} disjointe de § i1,...,ip}

g
Z. RN ] Z-
3 Iq

€6(xnNv) .

Comme tout point de X posséde un systéme fondamental de voisinages dans
X formé de polycylindres, on déduit de la suite exacte directe (*), une
suite exacte de faisceaux

0 — By,1 _>Q1<,T .

La proposition résulte alors de (*) avec L =K .

COROLLAIRE.~- Pour tout polycylindre L , ona Vgq >0 , HY(Le, JsK) =04

En effet, il suffit de montrer
Vg >0 , Hq(L,J?,K) =0
le corollaire s'en déduisant par un argument classique de limite projective,
Soit (L) un systéme fondamental de voisinages dans K de L X formé
de polycylindres, on a &
ZK'Ti - Lig L(T,Q°(L,))

et pour tout & , Q°(Ly) est exact directs Ceqefeds

Dans le cas du privileége L2 s pour tout ouvert U , on note ggK(U)
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o
ltespace de Hilbert des fonctions holomorphes sur X N U et de carré inté-
grable, muni de la norme L2 » On obtient ainsi un faisceau ?GK. Comme
toute suite exacte courte d'espace de Hilbert est directe, il est inutile

d'introduire des faisceaux Jf X un résultat de Hormander permet d'obte-

’T.
nir la
PROPOSITION 1' ([2], II 1).

(1) we(x, &) = Hx,7) .

(2) Yq>0 , Hq(K,aeK)=o .

D - Démonstration de s (iii) = (iv) .

Les notations étant celles du paragraphe 1, soit o, une résolution de F
au voisinage de KX , il lui correspond un complexe de faisceaux JSK TQZ’, .
]

On considére le faisceau

R C°ker[‘3K,T“f1 =By 7 L)

il est indépendant de la résolution f‘,{‘ choisie,

LEMME 1.~ Si K est localement 7¥=-privilégié, alors

(a) 1e complexe ‘BK . &, est exact.
’

(b) pour tout ouvert V , ‘zK,T"_’c(V) = L(T,k?i)K[f(V)) .

Soient x € X et (L“)« un systéme fondamental de voisinage de x
dans X , & -privilégiés, Pour tout o« , B(Ly, J) est un espace de Banach
et pour tout Banach T 1le complexe

L(T,B(Ly » £)) — L(T,B(L, ,F)) — O
est exacte De plus

(1) (By L), = Lim L(T,B(Ly 4£))
! o
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d'otr (a)es Démontrons (b) :
Soit S le faisceau d¢fini par
§(v) = (1, B, 3(V))
pour tout ouvert V .
Il suffit de vérifier que le morphisme canonique de faisceaux
‘%K,T ?’ —_ 3
est un isomorphisme sur les fibres, Soit x € X et (Ld)“ comme ci-dessus,
on déduit de (1) et de la suite exacte
(CBK,T£1 )x — (JSK,Txo)x — (ﬁK,TS()x —»0
que (B _#) = :LT:U"H L(T,B(L,, #)) .+ Il reste 3 montrer que i

9x = Lin L(TyB(Ly, F)) »
Or pour tout & , on a un morphisme de restriction

L(1,B(Ly, &) — (T, B, T (13 )
et du fait que
Vg>0 , Hq(L;, $K) =0 (corollaire de la proposition 1)
on a aussi par restriction, pour tout Lp contenu dans L‘; un morphisme
(1, B, F(L,)) — L(T,B(Lp,F))

1'assertion résulte alors du fait que

gx = Lim 1(7, B F1L)) .
o

LEMME 20— Si X est localement % -privilégié,

(a) B(X,f) est exact et HO(K,J%K F) = B(X, %) .
(v) B(x,¥F) est séparé.
(c) HO(K,J?’K,T?) = L(T,B(X, 7))

(a) - est unc conséquence du lemme 1 (a) et de la proposition 1.
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(b) = soit (L), une famille de polycylindres dans X , J privilégiés
et dont les intéricurs dans K recouvrent X , On a un diagramme commutatif

d'applications continuecs

B¢, F) = B (6,8, F) ———TH (1,8 7)

| k

LTB(Ld,?)

i, jy k étant des restrictions 3 i est injcctif car &BK ¥ est un faisccau
donc j est injective. Comme gB(Ld,y') est séparé et J continue on en
déduit que H°(K,£K:'7f) est sépart,

(c) - Résulte du lemme 1 (b) et du fait que pour tout ouvert U conte-
nant K

J&K'J(U) =B(X,F)

COROLLAIREs~ Si X est localement of-privilégié, X est of -privilégic.

D'aprés le lemme 2 (b), B(X, F) est un espace de Banach ; on déduit
de la proposition 1, du lemme 1 (a) et du lemme 2(c) que pour tout Banach T ,
le complexe

0 — L(T,B(K, &) — (L(T,B(X, ¥)) — O

est exacte
Remarquee~ Dans le cas du privilége L la démonstration est simplifiée du

fait qu'il suffit de dlmontrer les lemmces 1 et 2 pour T =C

E ~ Démonstration de s (iv) = (v) .

Ellec résultera du lemme suivant, plus précis 3
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VIII=10 G. POURCIN

LEMME 3.~ S1i K est & -privilégié, les applications naturelles
o
5(x, F) 25 F (%)
F(x) — (K, F)

sont injectives continues d'image densc.

. ° Y n

Comme dans [1] (§ 8, lemme 1), soient a un pointde X et m: CxC —>C
1'application définie par

m(ty,x) = tx + (1 = tha o

Posons

~
T=mF
~ ~
T est pr1 -plat et XK est F(1)-privilégié. Soit V un voisinagc de 1
dans € sur lequel le fibré B(K,’g) est triviale
Soit £ un élément de B(K,¥F) tel que p(£) =0 ; m¥e définit
une section analytique s du fibré B(K,'gf)) sur
ftevar | t¢1}
nulle si t est strictement infériecure a 1 o Il en rdésulte que
£=5(1) =0 s
On démontre de méme que F(K) — B(X, F) cst injective ; les autres asser-
tions sont évidentese
Comme '5’(%) est un espace sépart il est évident que (v) implique (vi)

et que (v') implique (vi') .

F - Démontrons maintenent que (vi) (respe(vit)) implique (i)

LEMME 44— Soit X wun compact convexe de € , Soient E ¢t F deux espaces
‘ -~
£

de Banach et £ wun élément de B(X, £(E,F)) o On note : B(x,E) — B(X,F)

l'application induite par £ .
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~
(i) si £ est strict, alors pour tout point a de 3K , f£(a) est

stricte .

L

(ii) si £ est dans (X, L(E,F)) ct si X est un Elément du dual F

~ , ~
de F nul sur Imf(a) , zlors pour tout v dams Imf , Yoev est Hz-2a)s

Démons tration de (i)e

Pour tout morphisme h d'espaces de Banach, on note q(h) sa conorme

N\ g “h X ”
a(n) = :mfx d(,kern ) °

On remarque que h est strict si et seulement si q(h) est trictement
positifs Il nous suffit de montrer que
o(F) ¢ q(£(a))
Soient € > 0 et u un élément de E tels que
d(u,kcr f(a) ) =1
[[£(a)eu]] < a(2(a)) + e ;
u sc reléve en un élément u de B(X,E) tel que
a(u,xer £) >1 .
On déduit de la continuité de F({'f) l'cxistence d'un voisinage U de a

dans K tel que

Vse U , [|e()eul || £(a)oull + ¢ &
Soit alors h un ¢lément de B(X) vérifiant
n(a) =1 et Vsfa, |n(s)] <1 .

Il existe un entier 1 tel que

€
I E@) |

SWP_ ¢ ¥ 0 Cu ’hn(s)l

1'¢1ement v de B(X,B) défini par

v(s) = n™s)eu
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vérifie HE N g le(a)eu]] + e
et d(v,ker’f\,) >1 .

On en déduit donc que
o) ¢ ale(a)) + 2¢ .
L'zssertion (ii) résulte du fait que 1'¢lément Yo f de (HX,EY) est nul
en  a e
Pour terminer la démonstration du théoréme, nous allons montrer que (vi)
implique (i) par récurrence sur n , lec cas n = 0 étant trivial, Supposons
donc le théoréme vrai en dimension strictement inférieure & n o
Soit ,(‘J,-’1—-—> $o~—>'f —3 0 une présentation de F sur U .
Soit X=K' xK' e x ¢~ et' a un point de 2K' . On déduit du lemme 4
(i) et de 1l'hypothése de récurrence que, pour tout entier p ,
(1) ogp<ast , o (F@)axlPr .y
et du lemme 3 que
(2) F(a)(x") —» B(x", F(a)) est injective.
Nous allons montrer que £ est pr1~p1at en tout point de {a} x K"
et alors le théoréme résultera de (1) et du fait que
Vx € {a} x K", proij = profx (a) +1
Pour montrer que f est pr1 ~plat en tout point de {a} x K", il
suffit de montrer que (z - a).I,},(K) :F(X) —s F(X) est injective. Soit
donc U un ¢lément non nul de #(X) , montrons
(z = )0 0 .
Soit u un élément de B(K,Sﬁo) déduit de u § notons
£ 3 B(K,;£1) — B(K,zo)
g2 B(x", &, (a)) — B(x", % (a))

et u 1'¢lément de B(K",xo(a)) défini par w j il résulte de (2) et du
a
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fait que U est non nul, que u n'est pas dans Imfa « Puisque Imfa
est fermée, il existe un Clément }, de FL nul sur Imf et tel que
'X(ua) ;( 0 .

Soit alors (hn)n une suite de O(K') convergeant dans B(X') vers un
¢lément h et telle que, au voisinage de a ,

hn(z) = 0(z - a)

n(z) =o(Vz = a)
pour une détermination domn¢e de \ z — a sur K(*) o

I1 résulte du lemme 2 (ii) appliqué & x et & heu que heu n'est

pas dans Imf .o On ne peut donc avoir (z = a)l = O car sinon la suite
(hnu)n serait dans Imf qui est fermnée,

Et le théoréme est démontré,

§ 3+ Recouvrements f -privilégi¢s (cft. [2]).

Les résultats de ce paragraphc sont extraits de [2] ol est introduite
la notion de privilége au sens L2 donnée au paragraphe 1, notion qui s'étend

aux compacts dc Stein adhlrence de leur intérieur,

DEFINITION.- Soient X wume vari¢té C-analytique de dimension n et F un

faisceau analytique cohérent sur X o Soit K un compact de X o On dit que

K est géométriquement of ~privilégié si, pour tout entier p , 1€ pgn,

(*) Par exemple, soit (an)n une sulte convergeant vers a sur une demi-droitc
de (X ; on peut choisir unc détermination de Vz-a ct z-an sur K

z=a
de sorte que hn(z) = ———— réponde A la questions

Nz - a

n
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et tout point x de crp(’j) -0 1('}") , il existe un germe de morphisme
&t _tout point .

lisse dfespaces analytigues

T 5 Xx —5C°, 0

tel que F soit T -plat et un germe de¢ compact P de (Ep en O tel que

K,X = “—1(P) -

Il est démontré dans [2] que si K est un compact géométriquement
F-privilégié, contenu dans un ouvert de carte, K est F -priviligié.
D'autre part, il résulte du théoréme,que l'on vient de démontrecr, que

pour un polycylindre les deux notions cofncident.

1e Recouvrement F ~privilégié,

Soient X wune variété C-analytique et F un faisceau analytiquc
cohérent sur X o, Soit K = (Ki)i€ e famille localement finie de com=
pacts de Stein de X o On dit que K est un recouvrement F -priviltgi¢ si

°
X =U K,
1

et si, pour toute partic finie J de I , N Ki est F —privilégit,

2e Variétés cylindrables,

. e et Ce s e _ = (x
Soient X wie variété C-analytique de dimension n et ¥ ( P)P 6{0,...,1/1}
une stratification de X , ie.¢e. une sulte croissante dc¢ sous-cspaces analy-—
tiques tels que pour tout p, 1 £ p n , Xp - Xp_1 soit lissc et
Vp , dimxp L P o

On appelle cylindrage de X , relatif a la stratification * la donnce

N

d'une suite Y = {VP ,T[p} p € {1,.00:1’1} ol

v est un voisinage ouvert de X - X
P P p-1
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: V. — X ~X , st un morphisme analytique
P P P p-=
lissc et unce rétraction tel que

VlSJ N M. =T, o T,

en tout point ol les deux membres sont définis,

DEFINITION ([2],V)e= On dit que la varifté X est cylindrable si, pour toute

suite croissante (Sp)p dc sous—espaces analytiques tels que Vp , dimspg P

il existe une stratification X de telle que Vp , Sp c XP y St un

cylindrage de X relatif & X% .

Il est démontré dans [2] que les variétés projectives et les tores
complexes sont cylindrables mais il cxiste des variétés non cylindrablcs

(c£te[5])

3« Théoréme d'existence des recouvrements -privilégiés ([2],IV).

Soient X une varilté cylindrable et ¥ un faiscecau analytique cohérent

sur X o Il existc des recouvrements géomCtriquement F -privilégiés de X ,

arbitraircment finse

Pour le démontrer on construit, pour un cylindrage Yy = {V , T }
P P4 P
convenable et cn tout point de X, un systéme fondamental de voisinages

N=privilégiés ; un fermé A CEtant y-privilégié si, pour tout p et tout

-1

x €Y -X
P P i

y 1l exicte un germe de fermé P dans Xp - Xp en ‘Ttp(x)
tel que
Agx ::‘TT_M1 (P) .

P

I1 est clair d'autre part que l'intersection dc deux fermés vy-privilégics

est y=privilégice,
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