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INTRODUCTION

La notion de systéme régénératif généralise simultanément les notions de
processus fortement markovien et d'ensemble régénératif (au sens de HOFFMANN-
qﬂRGENSEN). Du point de vue markovien, un tel systéme est un processus "partielle-
ment markovien", c'est-a-dire ne possédant la propriété de Markov que pour une fa-
mille privilégiée de temps d'arr&t. D'un point de vue de renouvellement et de ma-
niére intuitive, un systéme régénératif est un processus subissant des renouvelle-
ments aux instants d'un ensemble aléatoire domné et en fonction de l'état présent
du processus (et non pas nécessairement de maniére indépendante comme pour les

processus de renouvellement usuels).

De méme que les ensembles régénératifs de HOFFMANN—IﬂRGENSEN permettent
d'étudier de maniére intrinséque l'ensemble M = {t : X, = xo} associé a un pro-
cessus fortement markovien (Xt) et un état X, les systémes régénératifs per-

mettent d'étudier de maniére intrinséque le systéme constitué

- de 1'ensemble M = {t : X, € F}

- du processus lacunaire {xt,t €M

pour un processus fortement markovien (Xt) et un ensemble presque borélien fine-
ment fermé F , souvent appelé frontiére. On a ainsi une notion de "processus a

la frontiére" qui n'est pas liée a l'existence d'un temps local sur F , et qui a
1'avantage sur les processus a la frontiére habituels de garder 1l'information rela-
tive a l'ensemble M . Le comportement du processus (Xt) hors de l'ensemble M

sera également étudié a 1'aide du processus des “"incursions”.

Depuis la rédaction de cette thése, nous avons découvert dans la litté-
rature les processus semi-markoviens de LEVY, les F-processus de NEVEU et les
Markov renewal processes de PYKE. Nous ne développerons pas ici les relations entre

ces diverses notions et les systémes régénératifs,



Nous avons divisé ce travail encourts chapitres et groupé ces chapitres
en trois parties. La premiére partie est consacrée a des résultats généraux sur les
systémes régénératifs, la seconde & quelques résultats supplémentaires relatifs a
un processus fortement markovien et a une frontiére de son espace d'états, la troi-
siéme aux ensembles régénératifs, La présentation matérielle a été assurée a
1'I.,R.M.A. de Strasbourg par Madame WATHLE, Madame KOEHLY et Monsieur SPRAUL. Je suis

heureux de les remercier pour la qualité de leur travail.

P.A. MEYER a bien voulu me faire venir & Strasbourg et diriger mon travail

de recherche. Qu'il trouve ici l'expression de ma profonde gratitude.

Je tiens également & saluer la mémoire de P. VISSIO qui m'a donné le
gofit des mathématiques, A remercier J. NEVEU dont 1l'enseignement lumineux m'a
orienté vers les probabilités, C. DELLACHERIE et X. FERNIQUE qui ont accepté de faire
partie de mon jury, enfin 1l'espoir du ski américain et ami J.B. WALSH pour quelques

conversations A b3tons rompus...

Références bibliographiques.

Chacun des courts chapitres composant ce travail posséde sa bibliographie
propre. Nous y ajouterons ici, comme bibliographie générale, trois articles qui com-
pléteront utilement celui-ci.

E.B. DYNKIN. Wanderings of a Markov process. Theory of Prob. Vol.16, 1971, p. 401-408
(traduction anglaise de Teoriia Veroiatn).

R. GETOOR et M. SHARPE. Last exit decompositions and distributions. A paraitre
(Indiana J. of Math.).

B. MAISONNEUVE et P.A. MEYER. Ensembles aléatoires markoviens homogénes. A paraltre
dans le vol.VIII du Séminaire de Probabilités de Strasbourg, Lecture

Notes in M. Springer-Verlag.



Ce dernier travail (consistant en cinq exposés) reprend les résultats de
GETOOR-SHARPE et DYNKIN, ainsi qu'une partie du présent article, mais il en différe
par la recherche du maximum de généralité, et l'emploi de techniques beaucoup plus

lourdes (compactifications, ensembles analytiques,...).



APERCU GENERAL

1. Voici rapidement résumée la définition d'un systéme régératif, dans
le cadre habituel (Q,3°,32,Xt,et) utilisé pour un processus fortement markovien a
valeurs dans un espace E . De maniére canonique un systéme régénératif est caracté-

risé par

1) une famille universellement mesurable (PX)XGEE de probabilités sur
(,3°) . On définit alors comme d'habitude les mesures P* et la famille (3t) complétée
par rapport 4 ces mesures. On suppose que la famille (Et) a été rendue continue a

droite (propriété automatique pour un processus fortement markovien) H

2) un temps d'arrét terminal parfait exact R de la famille (St) , par exem-

Ple le temps d'entrée T, = inf{t > 0 : X, € F} dans un borélien F .

On suppose que pour tout temps d'arrdt S de (Jt) , on a la propriété

régénératrice (ou de Markov) au temps D, =S + RO Qs H

S

X S

E'[Y o o) 3.1 =€ °[Y] p.s. sur {D_ < =}
s DS S

pour tout x € E et toute fonction Y 3°-mesurable bornée.

2. Voici maintenant un apercu de la théorie générale. Les outils essen-

tiels seront

- la famille de tribus (3t) = (SD )
t

- les processus X, (Dt-t,XDt)

it (Dt--t,et o aDt)

(as est 1'opérateur d'arrét & s : X_o a_=X Yt=zo0).

t s tAs
On notera que Et'D Jt et que la composante temporelle Dt— t des pro-
cessus (Xt) et (it) est un processus en dents de scie descendantes, alors que le

processus de 1'8ge de la théorie du renouvellement a des dents de scie ascendantes.



Nous montrons que les processus (Xt) et (it) sont continus & droite (Q étant

muni de la topologie de la convergence en mesure), et fortement markoviens par rap-

port & la famille (Jt) avec des semi-groupes que nous explicitons ; nous étudions

également la quasi-continuité & gauche de ces processus par rapport & la famille
@) .

La famille (Et) permet aussi d'étudier le comportement du processus
(Xt) "3 la sortie" de l'ensemble M = U lDtl ([Dt] est le graphe de D, ) ;

t20
les variables

G, = inf{s D, > t} = sup{s <t : s € M}

sont en effet des temps d'arrét de (&t) . Sous certaines hypothéses nous établis-
sons au chapitre IX la propriété de Markov simple pour le processus
§t==(t-Gt_,XGt_) . L'étude de ce processus pourrait également se faire par retour-
nement du temps A partir du processus (%t) , mais nous n'avons pas développé ce

point de vue,

Les fonctionnelles R-additives que nous introduisons au chapitre V sont
des fonctionnelles (At) adaptées 4 la famille (gt) » additives aux instants D
et telles que ADS = As P.S. ; elles conduisent & une théorie du R-potentiel. Nous
définissons la R-balayée (d'ordre A ) d'une fonctionnelle additive au sens ordinai-
re adaptée A la famille (&t) , étendons une formule d'AZEMA (%), et donnons des ré-

sultats de décomposition et d'approximation de cette R-balayée en utilisant un sys-

téme de Lévy du processus (it) (chapitre VI).

Enfin, si R = TF et sous des hypothéses de régularité, nous définissons

un temps local sur F (c'est aussi un temps local sur {O} X E pour le processus

(*#) Nous venons de prendre connaissance d'un "preprint" de GETOOR et SHARPE :
Last exit times and additive functionals, ol cette formule d'AZEMA est établie
par la méme méthode pour un processus de Markov.




(Xt)) s nous lui associons un processus a la frontiére et un processus des excur-
sions en effectuant un changement de temps sur le processus (Xt) et sur le proces-

sus (it)=(b o ay ) respectivement (chapitre VII) .
t t

3. Dans la deuxiéme partie, nous supposons que (Q,E,Jt,xt,et,Pp) est la

réalisation habituelle d'un semi-groupe fortement markovien (Pt) sans point de

branchement et que R est un temps d'arrét terminal parfait exact de la famille
(3t) . En plus des résultats de la premiére partie, nous avons alors une inter-
prétation des noyaux P et Q de MOTOO et OKABE (références [1] et [2] du chapitre
VIII) & 1'aide du noyau de LEVY du processus (it) , et des résultats sur le carac-

tére markovien du processus it = (t-—Gt,XG ) .

Depuis la rédaction de ce travail nous avons pris connaissance de
lt'article "Last exit decompositions and distributions" de GETOOR et SHARPE, A pa-
raitre. Dans un exposé avec P.A. MEYER (Séminaire de Strasbourg VIII) nous montre-
rons que les résultats de GETOOR et SHARPE sont 1iés a 1l'existence d'un systéme de
LEVY pour le processus (it) . D'autre part, l'article cité permet d'améliorer les
résultats du chapitre IX , lorsque le processus satisfait aux hypothéses droites de

MEYER. Nous publierons prochainement un article a ce sujet.

4. En théorie probabiliste du renouvellement, on a d'abord étudié des
sous-ensembles aléatoires discrets de R+ (DOOB, FELLER), puis des ensembles ayant
P.S. une mesure de Lebesgue strictement positive (KINGMAN), comme l1l'ensemble des
instants de passage en un point stable d'une chaine de Markov. La notion d'ensemble
régénératif introduite récemment par HOFFMANN—JﬂRGENSEN permet d'étudier de maniére
intrinséque des ensembles aléatoires comme 1l'ensemble des zéros du mouvement brow-

nien.

Rappelons qu'un ensemble régénératif de HOFFMANN—JﬂkGENSEN est un fermé




droit aléatoire M défini sur un espace (Q,E,&t,et,P) , tel que, si on note (Mt)

et (Mt) les processus I, et I,

1)nsoet=n ¥V s,t20

s+t
2) (Ht) est progressivement mesurable par rapport a (Kt)
3)E(Ht-Ht)=0 Vt2o0

4) 0 €M p.s.

5) pour tout temps d'arrét T de (3t) tel que [TJc M on a

07'(F) ©F et la propriété de régénération
P(A N 9;1(3)) = P(A)P(B) pour A€ T N{T<=},BETF.

Voici le résultat principal de HOFFMANN—JﬁRGENSEN : le processus de 1l'8ge
At = t-sup{s < t : s €M} est markovien pour tout ensemble régénératif M , et
fortement markovien si l'ensemble M est p.s. d'intérieur vide
Dans 1l'article (X, [7]), écrit avec MORANDO, nous en avons déduit pour
des ensembles régénératifs p.s. sans point isolé l'existence d'un temps local et une
caractérisation & 1'aide de subordinateurs. Dans 1l'article (X, [3]), nous avons
établi ces résultats sans utiliser le résultat de HOFFMANN-JPRGENSEN et sans 1'hypo-

thése 3) (cette hypothdse, omise par erreur dans 1l'article (X, [2]) est en fait une

conséquence des autres axiomes).

La définition des ensembles régénératifs que nous adopterons dans la troi-
sidme partie n'exige pas les propriétés 3) et 4). Elle sera domnée dans le cadre des
systémes régénératifs, de sorte que l'intérét n'est pas seulement porté sur 1l'ensem-
ble des instants de renouvellement d'une certaine catégorie d'individus, mais aussi

sur le comportement de ces individus.

Le résultat essentiel est que le processus en dents de scie descendantes

R, = inf{s>t:seM -t

10



associé A 1l'ensemble régénératif M est fortement markovien et que son semi-

groupe est de Hunt si l'ensemble est p.S. sans point isolé. La propriété 3) en résul-

te immédiatement. De plus, si M est p.s. sans point isolé le processus (Rt) ad-
met un temps local au point O et ce temps local est aussi un temps local pour 1l'en-
semble M , c'est-a-dire une fonctionnelle additive continue dont 1l'ensemble des
points de croissance est indistinguable de M . Nous reprenons alors sans grand
changement 1'étude des ensembles régénératifs faite dans (X, [3]) A 1'aide des su-
bordinateurs : structure de l'ensemble M , caractére markovien de (At) (chapitre

XI).

Enfin, nous adaptons la méthode de SMYTHE (X, [6]) pour donner des résul-
tats d'approximation du temps local a 1l'aide d'excursions d'un type trés général
(chapitre X), et nous étendons aux ensembles régénératifs le résultat d'ITO selon
lequel le processus des excursions est un processus de Poisson ponctuel (chapitre

vI).

Rappelons pour terminer la notion trés générale d'ensemble aléatoire mar-
kovien due & KRYLOV et YUSHKEVICH : un ensemble aléatoire M est dit (fortement)
markovien si le processus (At) associé & M est (fortement) markovien. On notera
qu'on exige ici une propriété de Markov (forte) globale du processus (At) et non
partielle comme pour les ensembles régénératifs ; dans la pratique il est aussi dif-
ficile de vérifier cette définition que de démontrer le résultat principal de
HOFFMANN-JPRGENSEN. A partir de ces axiomes, HOROWITZ (XI, [6]) a établi la relation
des ensembles fortement markoviens avec les subordinateurs et a étudié en détail leur
structure. Nous prions le lecteur de s'y reporter pour des résultats complémentaires

a ceux du chapitre XI.

5. Rappelons que les principaux exemples d'ensembles régénératifs sont :

a) l'ensemble des instants de passage d'un processus fortement markovien

1



en un point X
b) l'ensemble des valeurs prises par un subordinateur,
c) 1l'ensemble des "ladder points" d'un processus Z A& accroissements in-

dépendants et stationnaires (c'est-a-dire l'ensemble {t: z. <2, ¥ s<t} ).

Nous avons déja remarqué qu'un exemple de systéme régénératif est fourni
par l'ensemble des instants de passage d'un processus de Markov dans un borélien
B . L'exemple b) peut également 8tre généralisé et fournit un systéme régénératif a
1'aide de subordinateurs généralisés, dont les F-processus de NEVEU sont des cas
particuliers. L'exemple c) a aussi trouvé une généralisation depuis la publication
des articles de CINLAR, Markov additive processes I et II (Z.Wahrsch. 24, Springer

72). Nous donnerons peut-8tre un jour des détails sur ce sujet.



Premiene Partie

SYSTEMES REGENERATIFS
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CHAPITRE I

SYSTEMES REGENERATIFS : DEFINITION ET
PROPRIETES ELEMENTAIRES

Dans ce premier chapitre nous donnons la définition d'un systéme régé-
nératif dans le cadre canonique utilisé pour les processus de Markov et nous indi-

quons quelques conséquences élémentaires de cette définition.

NOTATIONS

1. E désigne un sous-ensemble borélien d'un espace compact métri-

sable. On distingue dans E wun point "cimetiére" d . La tribu borélienne de E

est notée € et la tribu des ensembles universellement mesurables est notée 6* .
(Q désigne l'ensemble des applications continues & droite de R+ dans E qui

gardent la valeur d aprés leur temps d'entrée dans {a}. Pour certains résultats

nous supposerons que les applications de (1 sont pourvues de limites & gauche. Pour

tout xXx€E 1l'application constante t=x est notée [x] .

Xt' et, a, désignent respectivement les applications coordonnées, les opéra-

teurs de translation et les opérateurs d'arrét de (Q . Par définition on a pour

tous s,t20 et tout w€EQN
Xs(m) = w(s) , xs(etm) = Xs+t(m) , Xs(atm) = xs/\t("))

On pose

Xm(m) =3 , ew(w) =[93] .

3 (resp. Ji) désigne la tribu sur Q engendrée par les variables Xs , 520
(resp. X 0<s<t). Pour toute probabilité P sur (Q,%), on note F 1a

tribu P-complétée de 3° et J‘]; la tribu obtenue par adjonction de tous les en-

14



DEFINITION ET PROPRIETES ELEMENTAIRES

sembles P-négligeables de P a 3t+ , de sorte que la famille (31::) est conti-

nue & droite pour tout P .

3* désigne la complétée universelle de 3° c'est-a-dire la tribu N JP , Ol
P

P parcourt 1'ensemble des probabilités sur (Q,3°) .

2. Pour tout x € E on se donne une loi P* sur (0,30) . On suppose que

l’a = e[a] et que l'application x - Px(A) est 6*-mesurab1e pour tout A € 3°

*
(donc aussi pour tout A€ JF ).

Pour toute probabilité W sur (E,&) on définit par intégration
P = J‘lﬁ(dx)Px et on pose Lol Z‘ipu ’ 3: = Ez” . Les tribus & , 3t sont alors défi-
nies comme intersection des tribus 5“‘ , 3': . Les familles (Jt) ’ (3:) sont conti-
nues a droite par construction. La mesurabilité de l'application x - Px(A) s'étend
4 tout A € F par un raisonnement classique. Sauf indication particuliére E:s]

signifiera P"' - P.s. pour toute loi W sur E .

3. Soit R wun temps d'arr@t terminal parfait et exact de la famille (¥.) ; on a

identiquement en t et w (%)

R(etu)) =R(w) -t si R(w) >t

lim R(Otw) = R(w)
ti0

On suppose que R([3]) = += .

Pour tout t € R+ » On pose

t+R o 6

thRoet,Dt £

et on pose également

(*) Le procédé de régularisation de WALSH ([1] et [2]) permet permet de voir que la
premiére de ces deux hypothéses ne restreint pas vraiment la généralité lorsque

la seconde est satisfaite.
15



SYSTEMES REGENERATIES

Il est facile de vérifier que l'application t - Dt(u)) est croissante et continue &

droite pour tout ®w € Q .

Nous supposerons que les variables (Dt) sont des temps d'arrét de la fa-
. s oPM
mille (Jt) (cette condition est vérifiée si R est & S" _mesurable pour tout

s 2 0 et toute loi W , donc en particulier si le processus (Xs) est markovien

*
pour les mesures P"" ou si R est & —mesurable). Nous poserons

3t = 3Dt .
La famille (gt) est une famille croissante et continue A droite, telle que

I;t:) 3t pour tout t . Pour tout temps d'arrét S de (3t) la variable DS est
encore un temps d'arrét de (3t) (cf. lemme I.1 ci-dessous). Nous sommes mainte-

nant en mesure de donner la définition principale.

DEFINITION., - Nous dirons que le systéme (Q,&,Jt,xt,et,Pp';R) est régénératif (ou

que le processus (Xt) est R-markovien par rapport & la famille P ) si on a
-1 g

(1) P(ane;'(8) = [,p °(B)ar
S

pour toute loi W , tout temps d'arrét S de la famille (Et) (ou seulement de la

famille (3°.) ), tout A€ F_ et tout B € 3F° .
oot W N Dy ——

La propriété (1) sera appelée propriété de régénération au temps d'arrét

DS . Nous verrons qu'elle peut &tre étendue au cas ol S est un temps d'arrét de

(3,) (proposition I.1) et o8 B € & (proposition I.2) .

Si R =0, la définition précédente signifie que (Q,&,&t,xt,et,Pﬂ) est
la réalisation canonique habituelle d'un semi-groupe universellement mesurable for-

tement markovien (Pt) , défini par Pt(x,f) = Ex[f(xt)] .

EXEMPLES. - 1) Un processus fortement markovien (Xt) est R-markovien par rapport

aux mesures P* habituelles, pour tout temps d'arrét terminal parfait et exact R .

16



DEFINITION ET PROPRIETES ELEMENTAIRES

Nous aurons particuliérement en vue le cas ol
R=inf{t>0:XtEB}

pour un ensemble presque-borélien B . Si (xt) admet des limites A gauche, on peut

aussi envisager
R=inf{t>0: (xt_,xt) € x}
pour un borélien K de EX E .

Plus généralement, soit M un ensemble progressivement mesurable pour la
famille (Pﬁt) , contenu dans ]0,o[ X Q et homogéne : si (It) est son indicatri-

ce, on a identiquement Is+ = Is o9 £ On peut alors poser

t

R=inf{t>0: t €M .

2) Nous nous placons dans le cadre défini ci-dessus. Soit a € E ;

posons

R=in£{t>0:Xt=a}

M={t:x = a} .

Soit P wune probabilité sur (0,3°) telle que

i) P(XO =a)=1,

ii) p(a N o7'(8)) = P(a)P(B) ,
pour tout temps d'arrét T de (3:_'_) tel que XT =a, tout A€ ZF(,;._'_ , tout
Be3® .

Si on pose PP =P, P = e[y] POWF X # a, il est facile de vérifier que
le systéme (Q,!F,Iit,xt,et,Pu;R) est régénératif. Le cas particulier ou E=R+ ’

a = 0 correspond aux ensembles régénératifs (ca.noniques) de HOFFMANN-JﬁRGENSEN

([3] et [4]).
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FORMES DIVERSES DE LA PROPRIETE DE REGENERATION

Nous commencerons par démontrer le lemme suivant ¢

LEMME I.1. - Si S est un temps d'arrét de la famille (3 ) = G ) la variable

Dy est un temps d'arrdt de la famille (3) et on a 3 cF .
S

Démonstration : Le processus ' (Dt) et la famille (!It) étant continus a droite, il

suffit de démontrer le lemme pour un temps d'arrét S discret, par exemple ne

prenant que des valeurs dyadiques. L'égalité

k
(1) {Dss t} =3 {Dkst}ﬂ{3=—n}
k,n ;1 2
et la définition des tribus 3D montrent que DS est un temps d'arrét de (Et).
k
20

D'autre part on a

3DS = {A€F : Aﬂ{DsSt}GZit YV t =z 6}
[a} k
3 = faesg : Aﬂ{s=;}€3’Dk YV k,n}
21’1
k
= {A€F : Aﬂ{S:;;}ﬂ{DiSt}G 3, vt,kn}
2n

donc FC &, A cause de (1) .
S DS

PROPOSITION I.1.- La propriété de régénération au temps Ds est encore vérifiée

~
si S est un temps d'arrét de la famille ($t) .

Démonstration : Envisageons 1'ensemble aléatoire M = U [Drl, ou [Dr] est le
r€Q+

graphe du temps d'arrét Dr . L'ensemble M est bien mesurable par rapport a la

famille (St) et le processus A= t-supf{sst : SEM} est continu & droite et

adapté & la famille (Z’it) . Pour k=21 désignons par (Sﬁ)n21 les temps d'entrée

18
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successifs de (At) dans 1'ensemble ]%,ﬁ-;] , et soit (Sn)

des (S];) - Les variables S sont des temps d'arr8t de la famille (St) .

nzq une énumération

Soit § un temps d'arrét de la famille (3t) . Nous voulons montrer que

pour tout AGIFD et B€3°
S

(1) P(ane;'(s)) = [,p S()ar* .
S
Nous pouvons supposer AC {Ds < w} . Posons pour tout n 2 1
A =anN {DS>S} n {Ds=Dsn ' Dsp;ébsn Vp<n}.

est un temps d'arrét de (¥ ) et F_. C F . ; donc
S t S DS
An € ZfD . En appliquant la propriété de régénération aux temps Ds , il vient

S n
n

D'aprés le lemme I.1, D

&
P, ne;'(®) =f, p S(Bar*,
S n

et en remarquant que les An sont des ensembles disjoints de réunion AN {Ds> s} ,

on obtient par sommation en n
-1 _ S
P(an {pg> sin ODS(B)) = j‘m {Ds> s}® (B)ar* .

De méme en appliquant la propriété de régénération au temps DD on obtient
S

%>
P"(An{ns=s}ne]');(13)) = jAn{DS=S}p S()ar* ,

d'ou la formule (1) cherchée.

PROPOSITION I.2.-Soit S un temps d'arrét de (:Ft) - L'application 6, est mesu-
S
rable de (Q,%) dans (Q,%) et la formule (1) est encore vraie pour tout B € F .

Démonstration : Posons T = DS . Soit B € ¥ ; pour toute loi W sur E on choisit

o XTPH'
B' et B" dans ¥ de sorte que B'CBCB" et que P (B"\B') =0 (*) .

(%) XTPP' désigne la loi image de P* par Xp -

19



SYSTEMES REGENERATIES

D'aprés la propriété de régénération au temps T , on a Pp'(G?(B"\B')) =0 (pren-
dre A =Q) , donc 9;1(8) e g¥ pour toute loi u , c'est-a-dire 9;1(B) €EF .

L'extension de la formule (1) au cas B € 3 est immédiate.

C.Q.F.D.
PROPOSITION I.3.- Soit S un temps d'arrét de la famille (?Ft).On pose T=DS .
Pour toute fonction positive G définie sur OxQ et 3’TX J-mesurable, on a

%, (w)

(2) e G(w, 9.1.((»))!3,1.1 = E ? [G(w,+)] p.s. sur 1'ensemble {T<w} .

Démonstration : On envisage d'abord une fonction G(w,w') = H(w)K(w'),ott H est
ET-mesurable et K est J-mesurable : la formule (2) découle alors immédiatement

des propositions I.71 et 1.2 . Le passage au cas général se fait par un raison-

nement de classe monotone.

I POINTS DE BRANCHEMENT ET LOI O-1

DEFINITION I.2.~ Nous dirons qu'un point x de E est un point de branchement si

Px(Xo= x) <1 et que x est un point régulier si Px(XO =x,R=0)=1.

PROPOSITION I.4. 1) Si x n'est pas un point de branchement on a P*(R=0)=0 ou 1

2) Si x est un point régulier, la tribu 3y = Fo, est dégéné-

rée pour la loi P* (Loi 0-1) .

Démonstration : Pour démontrer 1) on applique la formule (1) de la définition
avec S=0, A= {R=0}, B={R=0} et p= & (on peut choisir B={R=0}€ &
A cause de la proposition I.2) : le membre de gauche est PX{R=0} et le membre

X
de droite est | } P R{r=0}aP* = (P*{R=0})? car Xg= X P*- p.s. Donc
{r=0

P*(R=0) =0 ou 1 .

Soit maintenant x unpoint régulier: X =x,R=0 Px—p.s. Pour S=0
A€J,,B=A et u=e_ la formule (1) s'écrit alors PX(a) = (PX(4))? , donc
P*(A) = 0 ou 1 .

C.Q.F.D.
20
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CHAPITRE II

PREMIER PROCESSUS DE MARKOV ASSOCIE A UN

SYSTEME REGENERATIF

DEFINITION II.1.- Nous posons

=)

=R xE
+

X, = (Rt,th) = (R,XR)oet .

Le processus (Xt) a valeurs dans ﬁ, est continu a droite et adapté

A la famille (!}t) = (SD ) . Remarquons que 1'application t*Rt(w) est affine de
t

pente -1 sur chacun des intervalles contigus a l'ensemble des valeurs

{Dt(w),tz 0} . D'un point de vue graphique la composante temporelle du processus

(Xt) a des trajectoires en dents de scie descendantes @

CARACTERE MARKOVIEN DE (xt)

DEFINITION II.2.- Nous définissons les noyaux (i;t) en posant

ﬁt((r,x),f) = £(r-t,x) si t<r

1}

X .
E [f(Rt'r'th_r )] si t2r

pour tout (r,x)€E et toute fonction f universellement mesurable positive dé-

finie sur E.

THEOREME II.1.- La famille (Pt) est un semi-groupe universellement mesurable sur

E , admettant comme points de branchement les points (0,x) tels que

P"(x0= x) <1 ou PY(R=0)<1.
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PREMIER PROCESSUS DE MARKOV

Pour toute loi PY 1e processus (Xt) est fortement markovien par rapport a la

famille (ﬁt) et admet (ﬁt) comme semi-groupe de transition.

Démonstration : a) Propriété de Markov forte de (it) pour PY . Soit S wun temps

d'arrét fini de <§t) 3 nous voulons montrer que pour toute fonction f mesurable

positive définie sur E et tout t=20
n ~ - _ a A
E [foXS+t]3S] = P (X5, £)  pese

Sur l'ensemble {t <RS} on a

£0Xg = F(Rg,pnXy ) = £(Rg-t,Xp ).
S+t S

Comme les variables Ry et sont JF g-mesurables, 1'égalité (1) est donc vé-
S
}

rifiée sur 1l'ensemble {t< RS
- Sur l'ensemble {t= RS} un calcul facile montre que fo is (w) = G(w, N (w)),
+t S

ou 1l'on a posé

Glw,0') = f(it—RS(w)(w‘)) .

La fonction G ainsi définie est §Sx J-mesurable comme composée de 1'applica-

tion
(w,0') = ((t-RS(w))".m') ,

mesurable de %x?ﬁ dans B(R+ )X & , et de 1'application B(R+ ) x F-mesurable
(s,0') = £(x (w") .

D'aprés le lemme I.1. &.C & , donc {t=R]} € F et G est
S DS S Ds

?rD X & -mesurable. La propriété de régénération au temps DS , sous la forme de la
S

proposition I.3. donne sur 1l'ensemble {tZRS}

X, (w)

5 [6(w.)]

E“[fox5+t(w)|3D ]= E
S
= Pt(Xs(m),f)
et 1'égalité (1) résulte de ce que ?FSC F, et que )?S est ﬁs-mesurable.
S
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SYSTEMES REGENERATIFS

b) Propriété de semi-groupe des noyaux (Pt)

Soit (r,x) €E et soit f une fonction universellement mesurable positive définie

sur E. On a par définition

P ((r,x),£)

ot f(r-s-t,x) si s+t<r

Ex[f(i Y] si s+tar

S+t-r

ﬁs((r-t,x),f) si t<r

§t§s<(r,x),f)

Xrd /3 .
E [Ps(Xt_r,f’)] si t2r
ﬁs((r-t,x),f) = f(r-s-t,x) si s+t<r

EX(e(X )] si s+t2r, t<r

s+t-r

et d'aprés la propriété de Markov simple du processus (Xt) pour la loi P* on a

pour tz2r

B le(X,,, )1 = EE Le(x,, )15, 1]

s+t-r s+t-r

Ex[ﬁs(fit_r,f)] .

De toutes ces égalités résulte la propriété de semi-groupe de la famille (lst).

c) Points de branchement .

On a

Eo((r,x),f) £(r,x) si r>0

L}

[}

Ex[f(R,XR)] si r=0

donc P ((r,x),.) # ¢ si et seulement si P (R=0)<1 ou P(X = x)<1 .
o (r,x) o

Ceci achgve la démonstration du théoréme.

REALISATION DU SEMI-GROUPE (P,)

Pour tout (r,x)€E posons

N \
X:'x(w) (r-t,x) si t<r

(Rt_r(m),XD (w)) si tz2r
ter
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PREMIER PROCESSUS DE MARKOV

Par le raisonnement de la note [1] (%*),on peut montrer que, pour la loi X, 1e

processus (X:'x) est fortement markovien, avec (ﬁt) comme semi-groupe et
e(r x)Po comme loi initiale. Ce résultat est plus difficile que celui du théoréme II.1.
?

Pour construire une réalisation fortement markovienne de (Pt) il
suffit alors d'envisager l'espace W des applications continues a droite de R+

T1X  est 1a loi

dans E , muni de ses applications coordonnées (Et) . Laloi P
image de P* par l'application qui & w€(Q associe la trajectoire t*ﬁ:'x(m)
de W et on définit par intégration la loi pH , pour toute mesure {i sur ﬁ. On

a alors le théoréme suivant :

&

THEOREME II.2,.- Pour toute mesure P" le processus (Et) est fortement markovien

par rapport au semi-groupe (Pt) et admet @ Po pour loi initiale.

. o . .
Désignons par G la tribu sur W engendrée par les variables gt,
t20 et soit Y 1'application de ( dans W qui & @ associe l'application
tﬂXt(w) . La proposition qui suit donne une relation entre les mesures P* sur Q

et les mesures Pu sur W ; elle sera utilisée au chapitre V sur les fonctionnelles

R-additives.

PROPOSITION II.1.- Si io est p.S. un point de non branchement du semi-groupe

(f’t) on a pour toute mesure P* sur Q

(2) vP* = p

N

ot ¥YPY est 1a loi sur (W,qo) image de P" par ¥ et X

OP“ la loi sur B

-~

. W
image de P" par XO .

(-x-) On trouvera aussi un raisonnement trés analogue au chapitre IV pour le proces-

sus des incursions.
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Démonstration : Le processus ()Et) est markovien, de semi-groupe (ﬁt) et de me-
sure initiale ioPu , pour la mesure PY sur 0 ; il en est donc de méme du proces-
sus (Et) pour la mesure vP¥ sur W . D'aprés le théoréme précédent le
processus (Et) est également markovien, de semi-groupe (i;t) et de loi initiale

i Po , pour la mesure P sur W , ou 1'on a posé ﬁ:Xo p* . Mais, par hypothése,

la mesure {i ne charge pas les points de branchement du semi-groupe (Pt), donc

A D oa "
uPo—u_XoP

et 1'égalité (2) en résulte.
C.Q.F.D.

-~

PROPRIETE DE QUASI-CONTINUITE A GAUCHE DE (Xt)

Dans ce paragraphe nous supposerons que les éléments de ( sont
des applications pourvues de limites & gauche. Nous ferons également les hypo-

théses de régularité suivantes :

HYPOTHESES (HR)

XR(V)
(HR1) P (R=0) =1 pour tout w€Q tel que R(Ww) < o

(HR2) D, * D, p.s. pour toute suite croissante (Tn) de temps d'arrét
n

de (St) admettant pour limite T .

Dans 1'énoncé de 1l'hypothése (HRQ) P.S. signifie comme d'habitude,

Pu—p.s. pour toute mesure u . Notons que 1'hypothése (HR.‘) entraine RD = 0 p.s.
S

pour tout temps d'arrét S de (gt) (i1 suffit d'appliquer la propriété de régé-

nération au temps Dy , avec A=Q, B={R=0}), donc que 1'ensemble M= U [Dr]
r€Q
+

est p.s. sans point isolé (donc parfait). Nous donnerons en appendice des conditions

permettant de réaliser les hypothéses (HR).
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PREMIER PROCESSUS DE MARKOV

THEOREME II.3.- Si le processus (Xt) est quasi-continu & gauche (%) par rapport

A la famille (Et) et sous les hypothéses (HR) , le processus (Xt) est quasi-

continu & gauche par rapport & la famille (ZFt) pour toute loi p¥

.

Démonstration : Soit (Un) une suite croissante de temps d'arrét de la famille
(St) admettant pour limite U , Il s'agit de montrer que XU "XU p.s. sur 1l'en-
n

semble {U <o} .

Si DUn=DU pour n suffisamment grand on a aussi Un+ RUn = U+RU,
donc RU "RU sur l'ensemble {U <°°} ; la convergence cherchée en résulte.

n

Raisonnons maintenant sur 1'ensemble A = {D; <Dy, V nz0} . Si l'on

n

= ' ' = .S. < .S

pose Vn DUn on a d'aprés 1l'hypothése (I{R1) DVn DUn p.s. donc DVn DU P.S
sur A et Vn<U P.s. sur A ; comme UnS Vn et Un1 U, il en résulte que

VnT U p.s. sur A . D'autre part, la propriété (HR2) appliquée A la suite (Vn)

de temps d'arrét de (Et) montre que DV fDU P«S. sur A et que DU=U p.S.
n

sur A . Les relations DUn=Un+ RUn et DU=U+RU montrent alors que RUn-'RU

p.s. sur AN{U<w} et la quasi-continuité A gauche de (Xt) appliquée A la suite

(Du ) entratne que X,

n U
n

"’XDU p.S. sur {DU<m} , donc sur AN{U<w}.
C.Q.F.D.
Remarques a) Dans la démonstration qui précide seule intervient la quasi-
continuité & gauche de (Xt) pour les suites (DV ) (1es Vn étant des temps
d'arrét de (Jt) ). ?
b) I1 est facile de voir que la réalisation de (;t) construite sur
l'espace W au paragraphe précédent est également quasi-continue & gauche pour les

proX

mesures sous les hypothéses du théoréme II.3. Pour cela on vérifie que le

processus (X:'x) est quasi-continu & gauche pour P , V (r,x) € E .

(%) Cette hypothése peut &tre affaiblie (cf. remarque a) ci-dessous).
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rAPPENDICE : REALISATION DES HYPOTHESES (HR)J

DEFINITION II.3.~ Nous dirons qu'un point x de E est régulier pour R si

PX{R=O} = 1 et nous noterons F 1'ensemble des points réguliers pour R .

L'hypothése (HR1) peut donc également s'énoncer
XR(W)EF pour tout w€Q tel que R(W)<w

Nous allons montrer que sous une hypothése de "régularité uniformd' des points de F
1'hypothése (HRZ) est automatiquement satisfaite. Remarquons d'abord que si un
point x de E est régulier pour R on a pour tout a>0
Px{GaS e} =0 quand € -0,
ol 1'on a posé
a

G = inf{t:Rt> al .

Cette remarque conduit a la définition suivante :

DEFINITION II.4.- Nous dirons que les points de F sont uniformément réguliers

pour R si pour tout a>0

sup P{G®< e} -0 quand e =0 .
x €F
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Remarque : Cette condition exprime que 1lim R_=0 Px-p.s. uniformément en x€F ,
-D t=0
ou encore que 1lim EX(e %) = 1 uniformément en x€F . Si le processus (Xt) est
t—=0
. . =R . .
markovien, cela signifie que la fonction E (e ) est uniformément 1-excessive.

t

PROPOSITION II.2.~ Si 1'hypothése (HR1) est satisfaite et si les points de F

sont uniformément réguliers pour F , 1'hypothése (HR2) est réalisée.

Démonstration : L'ensemble M = U[Dr] est p.S. sans point isolé a cause de 1'hy-
pothase (HR1). Soit (Tn) une I;uite croissante de temps d'arrét de la famille (Et)
admettant pour limite T et soit a un nombre > 0 . Nous allons montrer que
1'ensemble

A={R>a, T <T<= ¥ n}

a une Pu'-probabilité nulle pour toute loi y sur E . En effet, sur l'ensemble Aa
T est extrémité gauche d'intervalle contigu & M et comme M est p.s. sans point
isolé T est p.s. point d'accumulation & gauche de points de M . Il en résulte

ue D, <T et D, T p.Se sur A .0On a
4 T T a
n n

PH(an {DTnz T-¢}) < p“({nT: =} N e;; (@< ¢})
*pp
= Eu'(I{DT:O}P a?<e})

ou 1'égalité précédente résulte de la propriété de régénération au temps DT .
n

Par passage & la limite en n il vient

%

T
W . M ne a
P (Aa) < lim supE [I{D <o} {c"=<e}]
n Tn
XDT
<EM1im sup I P n{GaS e}]
D, <}
n
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et ce dernier terme tend vers zéro lorsque ¢—*0 , a cause de 1l'hypothése de régula-

rité uniforme. Donc P(Aa) =0 pour tout a> 0 et DT -'DT P.S. car le processus
n

(Dt) n'admet de discontinuités qu'en des instants t tels que R >0 . La condition

(H‘Rz) est donc réalisée.

C.Q.F.D.
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CHAPITRE III

PROCESSUS DES INCURSIONS - CAS GENERAL

Nous allons dans ce chapitre associer au systéme régénératif
(Q,E,Jt,xt,et,Pu;R)un deuxiéme processus de Markov., Sa valeur a l'instant t ren-
seigne sur tout le comportement du processus (Xt) dans 1'intervalle de temps
[t'Dt] . Pour un processus fortement markovien (Xt) nous avons déja introduit un

tel processus dans la note [17.

DEFINITION III.1.- Etant donné le systéme régénératif (Q,S,Jt,xt.et,Pu}R)gggg appel-

lerons processus des incursions le processus défini sur () par
1t((n) = a_Ro Gt(w)=9to aDt(w) , t20, w€N

Nous poserons i (w) = [3l.
Lorsque R = inf{t>0 : XtE F}, pour F borélien, it(uﬁ est la tra-
jectoire Gt(oﬁ arrétée A son temps d'entrée dans F , ce qui justifie peut-&tre

la terminologie utilisée.

TOPOLOGIE DE LA CONVERGENCE EN MESURE I

Pour rendre le processus (it) continu a droite, nous munissons son

espace d'états (1 de la topologie de la convergence en mesure. Rappelons que Q

est complémentaire d'analytique dans un compact métrisable et que sa tribu boré-
o .
lienne est la tribu & engendrée par des applications coordonnées (Xt) .

Si d est une distance définissant la topologie du compact métrisable
dont E est un sous—-ensemble borélien , la topologie de la conver-

gence en mesure peut €tre définie par la distance
0 =t
§(w,0") = J‘ e d(X_(w),X (w'))at .
0 t t

La proposition qui suit est une conséquence immédiate du théoréme de

convergence dominée de Lebesgue.
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PROPOSITION IITI.1.-Si Q est muni de la topologie de la convergence en mesure,

le processus (et) est continu et le processus (it) est continu 3 droite (et

pourvu de limites & gauche si (Xt) est pourvu de limites A gauche).

Remarque : Si E est un compact métrisable et si le processus (Xt) est pourvu
de limites a gauche, on peut munir ()} de la topologie de Skorokhod définie dans
2], et qui est plus fine que la topologie de la convergence en mesure.

Les processus (et) et (it) sont encore continus a droite pour cette topologie.
Si on place sur () la topologie trace de la topologie de Skorokhod de ER

(cf. [2]) les processus (Gt) et (it) sont également pourvus de limites & gauche.

CARACTERE MARKOVIEN DU PROCESSUS (it) = (Rt,it)

DEFINITION III.2.- Sur 1'ensemble 6=R+x ( définissons les noyaux ﬁt en posant

ﬂt((r,w),f) f(r-t,ar_ (o} Otw) si t<r

t

[}
<]
—
m
~~
)

_ )] si otar

pour tout (r,w) €Q et toute fonction universellement mesurable positive f£ dé-

~
finie sur Q .

THEOREME III.1.- La famille ('nt) est un semi-groupe universellement mesurable

sur (), A points de branchement. Pour toute loi PM 1le processus (‘it) = (Rt 'it)

est fortement markovien par rapport A la famille (Z}t) et admet (ﬁt) comme

semi-groupe de transition.

La démonstration de ce théoréme est entiérement analogue a celle du
théoréme II .1. Pour vérifier que le processus (it) est adapté a la famille (ﬁt)
il suffit de remarquer que pour tout s20 1la variable

X0 1 = X(s-:+t)/\Dt

est {it -mesurable.
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Remarques III.1 1) Le processus (Xt) étudié au chapitre II s'exprime & 1'aide

du processus (it) . En effet

X, (o) = (R ()% (@) = (Re(0) Xy (i (@)

donc, si s et v2 désignent les projections de 0 sur R+ et () respectivement et

si ¢ désigne 1l'application de Q dans E
&= (m(a) , Xﬂ1(a))(ﬂ2(w))) ,
on a it= o it . De méme le semi-groupe (Pt) du processus ()?t) s'exprime a

1'aide du semi-groupe (ﬁt) du processus (it) par la formule
?t((r,x),f) = m( (r,[x]).f09) .

On déduirait alors facilement le caractére markovien de ()?t) sur 1l'espace
(2,P*) du caractére markovien de (it) sur ce méme espace. Nous avons préféré
donner une démonstration directe pour le processus (X,) et dire que, pour le

processus (it), la démonstration est analogue.

2)En général, il n'est pas possible d'exprimer R, 2 1'aide

de :i.t et le processus (it) n'est pas lui-méme markovien. Toutefois cela sera

vérifié pour certains "bons temps d'arrét" R définis au chapitre suivant.

REALISATION SIMULTANEE DES SEMI-GROUPES (§t) ET (?wt) SUR L'ESPACE Q .

R
I1 est facile de construire sur l'espace Q * une réalisation du semi-

groupe (ﬁt) par le méme procédé que pour (f‘t). Nous allons construire dans ce
paragraphe une autre réalisation qui aura 1l'avantage de justifier la notion de
fonctionnelle R-additive.

1. Définissons d'abord les opérateurs (et) en posant

Ot(r,w) = (r-t,etw) si t<r

(Rt(u)),etw ) si t=2r
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pour tout (r,m)€Q , et vérifions que

(1) 950 6t= 95 .

-+t

On a en effet

-~ A C R (e e ) -
6,06, (r,m) es(r t,etm) (r-t s,esetm) si s+t <r
= i < 2 r-
(RS(Gtm),SSBtm) si t<r, s2r-t
= es(Rt(u)),Gtm) = (Rt(m)-s,esetu)) si tz2r, s<Rt(w)
= (Rs(etw),esetw) si tz2r, SZRt(m) .
es+t(r,w) = (r—t-s,es+t(o) si s+t<r
= (Rs+t(w),es+tm)31 s+t2r

d'ou la relation (1).

2, Nous définissons ensuite les processus (yt),(?t),(f{t) sur (1 de la maniére sui-

vante @

Y (r,0) = Xt(m)

?t(r,m) = (r—t,Xr(m)) si t<r
= )?t((n) si tz2r
jt(r,(n) = (r—t,ar_to Qtu)) si t<r
= it(w) si tz2r

Ces processus sont compatibles avec la famille (ét), car en appelant n‘1 et 'rr2

les projections de (2 sur R+ et () respectivement on a

~

X omo 8
(o]

<
[t}

t 2° %t
Y, = (111,)("10 1-r2) o8
Jg = ("1'an1° my) © 8 .

Lo r,w s . .
3. Pour définir les mesures ('’ )(r w) Gﬁ nous utiliserons la notation suivante :
I — ’
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NOTATION III.1.-Pour w€Q,w€Q,r €§+ tels que r<((w) nous noterons w/r/w

la trajectoire qui coincide avec w sur l'intervalle [0,r[ et dont la translatée

par r est w:

x, (w/r/w)

Xs(w) si s<r

L}

Xs_r(m) si s=2r.

8i r>((w) nous poserons w/r/w = w . Soit ¢° 1a tribu By ®3° sur Q. Sur
+

(Q,q°) on définit les mesures (m'Y) en posant pour tout (r,w)€Q

r,v xr(w) )
w?*(A) = E [IA(r,w/r/.)] y AEG .

Pour toute loi P sur (Q,Qo) on définit la mesure TTP par intégration des Y

par rapport & P , Pour des lois g et {Ii sur E et u respectivement on définit
encore les mesures o“' et Qn par intégration des mesures
* = 1_[0,[x:| - 80®Px

QFX - TTr,[x]

Le théoréme qui suit sera également énoncé sans démonstration. Pour trouver une dé-

monstration trés voisine on pourra se reporter au théoréme IV.1,

THEOREME III.2. - 1) Supposons le systéme régénératif sans point de branchement.
~

Alors, pour toute loi wf sur Q , le processus (3t) est fortement markovien par

rapport au semi-groupe (‘ﬁ‘t) et admet Pﬁo comme loi initiale.

2) Pour toute loi Q¥ sur Q, od [ ne charge que les (r,x)

de E tels que r =+®,x=0 ou r<o , x#3,le processus (Yt) est fortement

markovien par rapport au semi-groupe (Pt) et admet GPO comme loi initiale.

3) Pour toute loi W sur E , la loi du processus (Yt) pour o

. U
est la loi du processus (Xt) pour P

(La troisiéme partie est triviale.)

35



SYSTEMES REGENERATIFS

FONCTIONNELLES R-ADDITIVES

Ce paragraphe sert d4'introduction au chapitre V consacré aux fonctionnel-
les R-additives et donne une correspondance entre ces fonctionnelles et les fonc-

tionnelles additives (au sens ordinaire) sur (Q,et) .

Désignons par (qt) les tribus (Bﬁ ® gt) sur Q et précisons d'abord
+

ce que nous entendons par "fonctionnelle additive sur (Q,qt,et,o”)" : il s'agit

d'un processus croissant (Bt) (continu a droite et nul en O) adapté & la famille

(qt) et tel que, pour tous s,t20 et toute loi Qu, on ait

en dehors d'un ensemble Qulnégligeable. Si 1'égalité ci-dessus est vérifiée en
dehors d'un ensemble négligeable indépendant de s et t , la fonctionnelle est

dite parfaite, selon la terminologie habituelle.

THEOREME III.3.- Nous supposons que RD = 0 p.s. pour tout s20 (*) ;
s

1) Soit (Bt) une fonctionnelle additive parfaite sur (ﬁ,qt,ét,o“) 7 le

processus (At) défini sur Q par

A (w) =B (0,m)

est alors un processus croissant adapté a (St) qui posséde la propriété d'additivi-

té suivante
u
(1) Ay, = Ap+ Ao 6 P - p.s.
s s s

pour toute loi PY. On peut de plus choisir 1'ensemble exceptionnel indépendant

de s et t-.

2) si (At) est un processus croissant possédant la propriété (1) et

tel que

(%) On rappelle qu'on a posé R_ =0 .
[~ -]
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(2) Ay =A p.s. V¥s20,

le processus (Bt) défini sur 0 par

(3) Bt(r,w) =0 si t<r
= At_r(erw) si ta2r

est une fonctionnelle additive sur (ﬁ,qt,ét,o”) .

Les processus croissants (At) adaptés a (?it) et qui possédent les
propriétés (1) et (2) ci-dessus seront étudiées au chapitre V sous le nom de

"fonctionnelles R-additives".

Démonstration : 1) Désignons par Y 1'application w - (0,w) de Q dans Q.
Elle est mesurable de (0,§t) dans (Q,qt) pour tout t=20 . Il en résulte, que
si (Bt) est une fonctionnelle additive sur (ﬁ’qt'at'ou) , le processus

)

(At= B0 ¥) est adapté A la famille (st) . D'aprés 1'additivité parfaite de (13t

on a

B =B + B.o 6 QM- PeSe
Dso 112-0- t Dso 1'r2 t DSo 'n2

pour toute loi pu , et comme 0“’: eo® pY , il vient

Bp_(ast (010) = By (4)(0s) + B0 & (,(0,0) P pos.
c'est-a-dire

ADs+ t(w) = ADS(‘”)*'Bt(RDS(w),eDS(w)) PH- p.s.

Mais par hypothése RD = 0 p.s. pour tout s20, donc R_= 0 Vs , p.s., par
s s
continuité & droite ; il en résulte que

Bt(RDs(w),GDS(m))=Bt(0,eDs(w))=Ato eDs(m) Vs,t, p.s. et 1'égalité (1)
est établie.
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2) Soit maintenant (At) un processus adapté a (Z,Tnt) possédant les pro-

priétés (1) et (2) énoncées dans le théoréme et soit (Bt) le processus défini

par (3). Le processus (Bt) est adapté A la famille @t) =(B_® :’?t). Pour
R

vérifier la relation
- u
B =BS+Boe Q” p.s.
il suffit de vérifier que

Beyt(0,0) = Bs(0,0) +Bo ’éS(O,m)

c'est-a-dire

_ W
(4) As+t(°’) = As(w) + Bt(Rs(m),es((u)) P~ p.s.
Or par définition
Bt(RS(m),es(m)) =0 si t<Rs(u))

= At—R (m)(eD ("))) si tZRS(m)
S [

+

pH_ PeSe

L'égalité (4) résulte alors sur 1'ensemble {t<RS} de 1'égalité A‘D = AS P.Se
s

et sur l'ensemble {t ZRS} de 1'égalité de R-additivité, en remarquant que

s+t =D+t-R_ .
s s

IQUASI—CONTINUITE A GAUCHE

C.Q.F.D.

THEOREME III.4.- Sous les hypothéses du théoréme II.3, le processus (:T.t) est

quasi-continu a gauche par rapport & la famille (ﬁ't) pour toute ];g_i pH o

Démonstration : Soit (Un) une suite croissante de temps d'arrét de (gt) admet-

tant U pour limite. On sait déjd que Ry = Ry Pp.s. sur 1'ensemble {u<o} ,
n

a cause du théoréme II.2. Il nous reste & montrer que iU - 1U PeSe SUr {U<°°}.

n

- Si DU =D _ pour n assez grand et si U<e
n
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on a i = o = 0o a donc
IUn eUn aDU eUn DU

n

. s s ' . .
1Un-' er a, = i, , par continuité de 1l'application t-‘eto ay »

= Sur l'ensemble A = {DU < DU’ vn} nous avons vu dans la démonstration
n

du théoréme II.2 que D =U p.s. donc i = [xujl = [X. ] pes. Si & est la dis-
U D,

i)

tance définie plus haut sur Q ,on a donc p.S. sur A
’IU) j‘ e d(Xto lU .4 )dt

Ry

n
-t .
= e d(X o i ,X )dt
e Ty
+ [ e~ta(x. ,x_ )at
R, Dy "Dy
n

n

< RUn itelg d(x,XD ) + d(xD

D D,

Comme Ry -0 et X =X PeSe sur AN{U<®}, 6(1U ,1U) - 0 peS. Sur cet
U U n

ensemble.
C.Q.F.D.
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CHAPITRE IV

PROCESSUS DES INCURSIONS - CAS D'UN BON TEMPS D'ARRET

Sous certaines hypothéses sur le temps d'arrét R nous montrons dans
ce chapitre que le processus (it) lui-méme est fortement markovien et que son
semi-groupe admet une réalisation fortement markovienne sur l'espace {1 lui-mé€me.
Les résultats du chapitre III, souvent énoncés sans démonstration, ne seront pas

utilisés ici.

[ BoNs TEMPS D'aRrET |

DEFINITION IV,.1.- Soit (n,:},zt,xt,et,P”;R) un systéme régénératif, Nous dirons

*
que_ R est un bon temps d'arrét s'il est relatif & la famille (Kt) et s'il

posséde les propriétés

aR(w)(w) = aR(w)(w) = R(w) = R(W)
(8,) ¥
k PXR( ){xo= x (W)} = 1 wWEQ

ou les propriétés

Ro =R
(s,) ®

il existe un temps d'arrét terminal parfait R de la famille

*
(Et) tel que
R =1lim t+Ro Gt
ti0

X (W) -
P {X0= XR(w),R=O} = 1 pour tout w€Q tel que
R(w) <o,

La premiére propriété (B1) signifie que R est un temps d'arrét strict au sens

de COURREGE et PRIOURET [1], et la seconde propriété (B 1) signifie que xR(w)

est un point de non-branchement,

EXEMPLES. Soit (Xt) un processus fortement markovien sans point de branchement.
Tout temps d'arrét strict terminal exact et parfait est alors un bon temps d'arrét
et en particulier le temps d'arrét
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R = inf{t > 0 d(Xt_,Xt) >e} .
Si F est un fermé de E 1le temps d'entrée dans F
F=inf{t>0: X € F}

est un bon temps d'arrét du type (B2) (prendre R = inf{t = 0 X, € F} ) , mais
pon du type (B1) si FAE ou g (prendre par exemple F = {x} , w=[x] et o

tel que Xo(m) =x ).

PROPOSITION IV.1.-Si R est un bon temps d'arrét (ou seulement si R o ap =R )

on a

= i 2
1)]2s 3013,3 0
2)aR01S=1S,320

. . . . < >0.
3)1s+t=1t01s_s_1t Rs,se_tt 0

Démonstration : Soit R un bon temps d'arrét. Dans le cas (B,') la propriété
R o a, =R résulte de la premidre propriété (B1) et dans le cas (B2) elle fait
partie de la définition. On a donc R o a; 0 es(w) =Ro es(w) , soit

- : > . . = i
Rs(m) Ro 1S(u)) pour tout s 20 . Il en résulte aussi a, oi =a 06 _=1i_,

Vs20.

I1 reste A démontrer la propriété 3). On a

1s+t=aRoetoes=1toes=etoaDtoes.
Si t<Rs=Roes , On a aussi Dtoes=R°es puisque R est terminal, donc

aDtoes=aR°es et

1s+t=9t°aR°es=et°1s'

En appliquant la propriété 2) on obtient
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i = o i = i = i i
s+t - %R s+t aRoet:OJ's Ty 015

C.Q.F.D.

ET MESURES (m")

NOYAUX ( ﬂt)

t20 weQ

* . .
DEFINITIONS IV.2.- 1) Sur (Q,¥ ) on définit les noyaux (t-r,c),cZo en posant

'rtt(v,f) f(itw) si t<R(w),

X (v)
BN L8 (1 _pry(N]sd t2R(W)

*
pour tout w€Q et toute fonction & -mesurable positive f .

2) Pour tout wWE€Q on note 9, l'application

w = v/R(v)/w (cf. notation III.1)

X, (W)
et on désigne par ™ 1la probabilité image de la loi P R par 1'application

@ (m= ¢ si R(w) = + ®) . Pour toute loi P sur (0,3°) on définit encare n
w w = —_— —_—

par intégration :
= [P(aw)n” .
Ces définitions appellent quelques commentaires et justifications :
1) Si 1'on n'avait pas supposé R lf—mesurable 'nt ne serait nécessai-
rement un noyau sur (Q,ZF*), mais seulement une probabilité de transition de

*
(Q,F) dans (Q, 3): ce qui serait ennuyeux pour obtenir un semi-groupe. R étant

* *
supposé & -mesurable, le fait que m soit un noyau sur (0,F ) résulte des

propriétés suivantes :
- les applications w = R(w) et v—'it(w) sont 3*-mesurab1es,
*
- 1'application w = (XR(w), (t-R(w))*) est mesurable de (Q,% )

%
dans (ExR_,&x BR+) )
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- l'application (x,u) - Ex[f(iu)] est mesurable par rapport & la tribu

*
g x ﬁh , d'aprés un raisonnement classique.
+

2) L'application P, 0 (w/R(w)/w) est mesurable de

* *
(Q,F) dans (Q,% ) ; la probabilité n  est donc bien définie. De plus 1'applica-
* *
tion w = m (A) est ¥ -mesurable pour tout A€JF , ce qui justifie la définition

denp.

PROPOSITION IV.2.- Si R est un bon temps d'arrét et si w est un élément de Q

tel que R(w) >0 on a it(m) = it(v) m-p.s. pour tout t<R(w) .

Démonstration : Montrons d'abord que io(m) = io(v) m-p.s. Pour alléger les écritu-
res posons r = R(W) , x=XR(v) .
Si R est de type (81) on a Xo(m) =X Px-p.s., donc les trajectoires

w et v/r/m sont identiques sur l'intervalle fermé [O,r] , donc

R(v/r/w) = R(w) = r P -p.s. ,
d'aprés la premidre propriété (B1). I1 en résulte que

aR(v/r/u;) = aR(w) P -p.s.
c'est-a-dire

i(0) =i (w) n'-p.s.

Si R est de type (Bz) tout revient encore a montrer que
R(v/r/w) = r P -p.s. . Supposons que 1'on ait R(w/r/w)<r ; si t€ JR(w/r/w),r[
les trajectoires w/r/w et w sont identiques sur [0,t[ , donc R(w/r/w)=R(W)
d'aprés une propriété caractéristique des temps d'arrét de (8:) ([1]) et on obtient
une contradiction. Par suite R(v/r/w) >r,Comme r est > 0 on peut choisir

t dans l'intervalle ]O,r[ et on a

R(vw/r/w) = t+Ro Gt(w/r/m) .
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L'ensemble des ® tels que R(w/r/w) > r est aussi 1'ensemble des w tels que
~ kg . .
Ro et(w/r/w)>r—t , et comme le temps R est terminal parfait, cet ensemble est

contenu dans 1l'ensemble
~
{w: Ro 0. .° Bt(w/r/w) >0} = {w:R(w)>0 }

Or, Si r<e= P{R = 0} = 1, donc R(w/r/w) = r P p.s., et io(w)=i°(w)
nv_p,s, si r=+ o cette égalité est triviale.
, . . o w_ e R
De 1'égalité 1o(m) = 10(w) T -p.s. on déduit i 1°(m) io 1°(w)
ﬂw—p.s. vt 20 , et il résulte de la proposition IV.1 (propriété 3) que
it(w) = it(w) m™-p.s. Vt<Ro(v) = R(w) .

C.Q.F.D.

COROLLAIRE.- Si R est un bon temps d'arrét on a

m (v,£) = E"(fo i) vt20 .,

En particulier, ew"o est la loi initiale du processus (it) pour la loi ™ .

Démonstration : Si t2R(w) on apar définition

Xp (W)

E'(f0i,) = E R w(fo i m(w))

= T‘lt(w,f) ,

et si t<R(w)on a it= it(v) nv-p.s. 34 cause de la proposition précédente, donc

E"’(foit) = g(iw) = m(v,£) .

C.Q.F.D.

ICARACTERE MARKOVIEN DU PROCESSUS (i) .

*
Le temps d'arrét R étant relatif a (3t) » la variable D est un
*
temps d'arrét de (Jt) pour tout t et le processus (it) est adapté 2 la famille
*
(3D ) . Mais pour démontrer la propriété de Markov de (it) pour les mesures T,

t
*
nous utiliserons une famille de tribus plus petite que (JD ) .
t
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DEFINITION 1V.3.-Pour t =0 soit J7 1la tribu 3{i_,s <t} et soit (J:) 1la

famille continue A droite universellement complétée A partir de (JZ) (par_le méme

procédé que pour (3:) ).

THEOREME IV.1.- On suppose que R est un bon temps d'arrét.

*
a) La famille ("t) est un semi-groupe sur (Q,% ).

b) Pour toute loi P" 1le processus (it) est fortement markovien

par rapport 3 la famille (':r}t) = (3D ) et admet ('n‘t) comme semi-groupe de tran-
t
sition.

c)_Pour toute loi T le processus (it) est fortement markovien par

* . . .
rapport A la famille (Jt) avec ("t) comme semi-groupe de tramsition , Pm

comme loi initiale et (et) comme opérateurs de translation.

n
P
d) Soit P; la loi de i = a, pour P* . ona PP=m ¥, clest-a-dire

P*(a) = J ﬂlo(A)de’ VAEF .

Démonstration : 1. Montrons d'abord que pour toute loi  , le processus (it) est

fortement markovien pour P“’ , avec les (nt) comme noyaux de transition. Soit S

~ *
un temps d'arrét de (5t)( ) nous voulons montrer que pour toute fonction Jo-quesura-

ble positive f et tout t=20 on a

(1) EMfoi

sprlF] = m (ig, ) PHp.s.

_ , < o {t<Roi . 5o ,
Sur 1'ensemble {t RS} {t<ro 18} ona ig . =1io0is d'aprés la

propriété 3) de la proposition IV.1 et comme i, est Ss-mesurable le premier

S

membre de (1) vaut £0i 0 ig= rrt(ls,f) PeSe.

- Sur 1l'ensemble {t 2Rs} , on a

(%) s est supposé fini,
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la propriété de régénération du temps Ds (sous la forme de la proposition I.3) donne
alors sur {t zRS}

XDS(w)
E [fo it—Rs(w)(‘)] P.S.

W .
E*fo 1S+t(w) IEDS]

m (1g(w), £)

la derniére égalité résultant de ce que Rs= Ro ig et KDS= XRo ig. On termine la

démonstration en utilisant 1'inclusion ZFSC 3D
S

2. Soit maintenant w un point fixé de Q et U un temps d'arrét (*) de

*
la famille (Jt) . Nous allons montrer que

(2) EY[fo iU+t|J;] = m (iys#) ™-p.s.

Pour la commodité des calculs nous poserons r = R(w) , x = XR(W) . Pour tout réel
s€fo,r[ on a io(m) = io(v) M -p.s. A cause de la proposition IV.2, donc les
tribus J; et J: sont dégénérées pour la loi m" (ce qui n'est pas le cas de
3; ou de 3: » si la tribu J  n'est pas dégénérée pour P*) . Comme

s
{U<s}€J: , onadonc M{U<s}=0ou1.Posons u=sup{s:n{U<s}=0} et dis-

tinguons deux cas @
-Si u<r ,ona U=u m-p.s. et 1'égalité (2) a démontrer s'écrit

w . J . W
E'[fo 1u+t|Ju] = ﬂt(lu,f) ™ —p.S.

»*
ou encore puisque la tribu Ju est dégénérée pour m~

v . .
E [£01u+t] = ﬂt(lu,f) .

Si utt<r les deux membres valent fo iu+t(w) et si utt2r (ou t2r-u) 1les

deux membres valent E (foi ) . L'égalité (2) est donc établie si u<r .

u+t-r
-Si u2r ,ona U2r nw—p.s. Quitte & remplacer U par UVr on

peut supposer que U=2r slirement. Posons S(w) = U(w/r/w) - r, on a
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i (W/r/w) = is(w)+r+t("/r/‘°)

1S(w)+t("’) .
L'égalité (2) est donc équivalente & 1'égalité

' =1, .
(27) E*[fo is+tl¢w (JU)] = ﬂt(ls,f) P -p.s.

et cette égalité résulte du lemme qui suit et de la formule (1) écrite pour

b=y .

(%) fini.

%
LEMME IV.1.- Si r = R(w) et si U est un temps d'arrét 2r de la famille (Jt)

la variable S(w) = U(w/r/w)-r est un temps d'arrét de la famille (§t) et

-1, * -

Démonstration du lemme IV.1 : Pour tout u20 et tout A€3° on a

-1, . &
¥, {1r+ue A} = {i€ A}Gliu

donc, la famille (5’5) étant continue 3 droite,

-1, 0o
P (',(r+s)+

) e 3
et
-1, * A
Py (Jr+s) <3 -
Comme {S<s} = {U(w/r/.) <r+s} = ¢;1{U<r+s} et que {U<r+s}€J:+s , la variable
S est donc un temps d'arrét de (ﬁs) .

Soit B EJ*U 3 on a par définition de la tribu J:;

Bﬂ{U<r+s}€J:+s vs 20
¢;1(B) N{s<s}ed, Vs 20

ce qui signifie que cp;1 (B)EZFS . Leletme est établi.
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3. Achevons maintenant la démonstration des points a.b.c. du théo-

réme. Pour U=s la formule (2) donne

E'(fo i) = Ew[nt(is,f)]

et comme E"(fo it) = ﬂt(v,f) vt 20 (corollaire de la proposition IV.2) on en
déduit la propriété de semi-groupe de la famille (ﬂt) . Le point a. du théoréme
est démontré, Le point b. résulte alors de la formule (1) , et le point ¢ . ré-
sulte de la formule (2) , du corollaire de la proposition IV.2 et de la relation

i =1io0 .
1s+t t 9s

4. I1 reste & établir le point d .

Soit P§ la loi de i0= ap, pour P et soit £ une fonction EO-me-

surable positive ; on a

J‘ Ew(f)dPl":(v) Ik EaR(f)dP“
£PE X(£)]
2 Rip(a /o ar/) ]

xR
EP(E (e (ay/R/.)]]

E*(E

[}

Appliquons la formule de Dawson au temps R [2] H

X
M | 3,] = E R[f(aR/R/.)] PHp.s. ,

il vient alors
P;
E “(f) = EXE) .
C.Q.F.D.

LQUASI-CONTINUITE A GAUCHE 1

THEOREME IV.2.- Si R est un bon temps d'arrét et sous les hypothéses du théoréme

*
II.3 le processus (it) est quasi-continu A gauche par rapport & la famille (J%)

pour toute loi o (%)

(%) Ce résultat a déja été établi au chapitre III pour les lois ™.
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Démonstration : Soit (Un) une suite croissante de temps d'arrét de la famille
. . \'
(J:) admettant pour limite U . Nous allons montrer que i; = iy T -p.Se. Sur
n
{U<w®}, pour tout w€Q . Soit wE€Q ; nous posons de nouveau r=R(w) ,

X = xR(w) . Rappelons que, pour la loi 7 , tout temps d'arrét U de («9:) est

pP.S. égal A une constante u<r ou bien p.s. 2r .

-8i U= un<r P.S. pour tout n , (un) est une suite croissante
n

de limite u<r , et ona U=u p.s. « Il nous suffit donc de montrer que

io=i m-p.s. pour u<w ., Si u<r , on a i (w) = i (w) , iu(w)z iu(w) PeSe
n n n

A cause de la proposition IV.2 , et iun(v) = OUno ar(w) ~ 00 ar(w) = iu(w) d'ou la
convergence cherchée. Si u=r<w , on a iu(w) = [x] p.s. car Px(xo= x, R=0)=1

A cause des hypothéses faites et i (w) = i (w) p.s. La convergence cherchée
n

résulte alors de ce que i (w) = [x] 1lorsque wtr<e .
n

- Supposons Unk r P.S. pour n assez grand ; quitte A& faire une rénu-

mérotation des (Un) et & prendre les temps d'arrét Unv r, nous pouvons supposer

que Unz r slirement pour tout n . D'aprés le lemme IV.1 les variables

Sy(w) = U (wr/w) - r

sont des temps d'arrét de la famille (gt) et on a

iUn(V/r/w) = isn(w) .

I1 suffit alors d'appliquer, pour la suite (Sn) et la loi P* , la propriété de

quasi-continuité A gauche de (it) démontrée dans le théoréme III.2,
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CHAPITRE V

FONCTIONNELLES R-ADDITIVES

R-POTENTIELS

R-TEMPS LOCAUX

INTRODUCTION

Les fonctionnelles R-additives que nous allons étudier dans ce chapitre
sont liées & certaines fonctionnelles additives du processus (Et) défini sur 5 ,
comme nous 1'avons montré au chapitre III. La théorie dupotentiel relative au proces-
sus (Et) induit alors une "théorie du R-potentiel"” pour le systéme régénératif. Le
rdle joué par le semi-groupe (Pt) en théorie du potentiel sera joué ici par la

famille de noyaux (Hz) définie par

Hl\ £(x) =¥ Dt foxy 1,
t

et qui n'est en général pas un semi-groupe,

Les R-temps locaux seront naturellement définis comme des fonctionnelles

R-additives croissant exactement sur l'ensemble M = U [Dt] ; ils correspondent, pour
t20

le processus (Et) et les lois QM du chapitre III, & des temps locaux sur

{O}x() , non nécessairement continus. Lorsque l'ensemble M est p.S. parfait, nous
donnons une caractérisation au moyen des noyaux (HZ) des A-potentiels de R-temps
locaux. Nous montrons en particulier que la fonction Ex[e-XR] est le A-potentiel

d'un R-temps local prévisible par rapport a la famille (Et) et possédant la propriété
d'additivité ordinaire ; il est de plus continu si le processus (Dt) est quasi-
continu & gauche. Ce temps local, appelé temps local d'équilibre, ne dépend que du

processus (it) .

Nous définissons également la R-balayée d'une fonctionnelle additive

de la famille (Et) et étendons une formule due 3 AZEMA [6].
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| NOTATIONS ET HYPOTHESES |

1. Dans ce chapitre (Q,E,&t,xt,et,Pu;R) désigne un systéme régénératif sans point

de branchement. Notons F 1'ensemble des points réguliers pour R (définition

1I1.3) :

F={x€E:P[R=0}=1}

Rappelons que pour tout point de F 1la loi O-1 est satisfaite (proposition I.4.).

Nous poserons également

F'=F U {8}, §=1‘R+x F',

On remarquera que l'ensemble M est fermé ; on a aussi

¥o= Ul L_J ]
t =20 r rationnel 20

ou [Dt] désigne comme d'habitude le graphe du temps d'arrét Dt .

2. Nous supposerons que le processus (XD ) est peSe. & valeurs dans F' , c'est-a-
t

dire

XD €EF vtz20 , P“’—p.s. pour toute loi
t

~ -~
De maniére équivalente, le processus (Xt) est p.Se a valeurs dans F , Voici deux

conséquences importantes de cette hypothése :

a) Le semi-groupe (ﬁt) peut &€tre restreint a 1l'ensemble F . I1 est alors

sans point de branchement,

b) Pour tout temps d'arrét S de la famille (Et), onaRy=0 pes. ou

D, = D PeSe

b~ Ds ; l'ensemble M est p.s. sans point isolé (ou parfait).
En effet on a d'aprés la propriété de régénération au temps DS
X
" -1 . Ds B
P ({DS< m}ﬂGD {r=0}) = | P “{r=0}dP
S “{D.< =}

S
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Le membre de gauche est la probabilité que DS soit point d'accumula-
tion a droite de points de M . Le membre de droite vaut PI"'{DS< ©} d'aprés 1'hy-
pothése faite. I1 en résulte que Ro GDS= 0 p.s. sur {DS< »}, c'est-a-dire que
RDS= 0 p.s. (on rappelle la convention R°= 0). En faisant parcourir & S 1'ensem-
ble des rationnels 2 0, on voit aussi que l'ensemble M est p.s. sans point isolé.

On notera que dans tous les cas 1l'ensemble {t: Rt= 0} est 1'ensemble des

oints d'accumulation & droite de points de M et que sous 1l'hypothése faite son
p

adhérence est indistinguable de M .

[bONCTIONNELLss (A,R)-ADDITIVESI

DEFINITION V.1.- Soit A 20 . On appelle fonctionnelle (A,R)-additive du systeme

régénératif (Q,...3R) tout processus croissant (continu & droite et nul en 0) (At)

adapté A la famille (3t) tel que pour tous s et t=20

-\D
(1) AD_s" f= At e Ao ) P.S.

Une fonctionnelle (0,R)-additive sera dite R-additive.

Lorsque la relation (1) a lieu en dehors d'un ensemble négligeable ne

dépendant pas de s et t , la fonctionnelle <At) sera dite parfaite.
Remarques : 1) Lorsque R=0, 1'égalité (1) se réduit a 1'égalité de A-additivité

habituelle ([1]).

2) La propriété (1) est équivalente aux deux propriétés suivantes

(2) Ay =A, p.s. Vszo0
s -AD,
(3) ADs+t = ADs +e Ao ODS p.s. YV s,t20.,

L'égalité (3) est 1'égalité de (A,R)-additivité & proprement parler (*). Nous avons

fait 1'hypothése supplémentaire (2) car nous avons particulilrement en vue des temps

(%) Les fonctionnelles ne possédant que la propriété (3) se présentent naturellement
si 1'on ne suppose pas X € F' p.s. (c£. théoréme V.5.).
t
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locaux pour le systéme régénératif. On notera que l'égalité (2) signifie que 1'en-

semble C des points de croissance de (At) est p.s. contenu dans 1'ensemble M

et que les instants Dt sont p.s. des instants de continuité pour les processus

(a,) -

EXEMPLES V.1.~ 1) Le processus (Dt— R) est une fonctionnelle R-additive (on a

fait ici la convention + ® - o=0), En effet

D+ t
s

D = Ds+t+RoeDS+t

1

Ds+ t + Ro eto eDs

[}

DS+ Dto GDS

et Ro eD = RD = 0 p.s. par hypothése.

S S

2) Plus généralement pour A =20 et pour toute fonctionnelle (Bt)

additive au sens ordinaire et adaptée 3 la famille (&F ) le processus

est une fonctionnelle (A,R)-additive.
3) Si on pose pour tout t =0

G,= sup{s<t:s€M} = sup{s<t : R = 0}

le processus G, satisfait (3) pour A=0, mais pas (2) ; ce n'est donc pas une fonc-

tionnelle R-additive au sens de la définition V.1,

PROPOSITION V.1.- Toute fonctionnelle R-additive est indistinguable d'une fonctionnelle

R-additive parfaite.

Démonstration : Soit (At) une fonctionnelle R-additive, D'aprés la deuxiéme partie

du théoréme III.3 le processus (Bt) défini sur l'espace (2 par
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Bt(r,w) =0 si t<r

i =
= At_r(erw si t=zr

est une fonctionnelle additive sur (Q,gt.et,d”) . Par le procédé de régularisation
de WALSH ([2]) on obtient une fonctionnelle additive parfaite (Bé) indistinguable
de (Bt) (on peut méme supposer 1'égalité d'additivité vraie sans aucun ensemble

exceptionnel).Le processus (Aé) défini sur (Q par

) — '
At(ﬂg = Bt(o’uD
est alors une fonctionnelle R-additive parfaite d'aprés la premidre partie du théo-

réme III.3, et indistinguable de (At)'
C.Q.F.D.

Remarque : Nous aurions pu démontrer la proposition précédente de maniére directe,

en adaptant la méthode de régularisation de WALSH. Pour cela on pose

A,'c(w) = esi lan sup ADt(w)_Ds(w)(eDs(w)) pour t>0

A(')(w) ess lim sup Aé(w) ,

ty O
et pour pouvoir appliquer le théoréme de WALSH on remarque que pour toute suite

enlo

ADt(w)_Den(m)(BDen(w)) - ADt(w) - AR(w) = ADt(o,) P.s.

et on vérifie que 1'application

(s,w) “ADt(w)_DS(w)(QDS(w))

est myx PM-mesurable pour t fixé (m désignant la mesure de Lebesgue sur III-Z+ ).

Pour ce dernier point on peut utiliser le caractére markovien du processus (it).

55



SYSTEMES REGENERATIFS

COROLLAIRE V.1. - Si (At) est une fonctionnelle (A,R)-additive on a pour tout temps

d'arrét S de la famille (st)

-AD
ADS et = AS + e At o GD PeSe

w

DEFINITION V.2. -0On appelle potentiel d'une fonctionnelle (A,R)-additive (At) la

fonction définie sur F' par

u,(y) =Elal, yerF,

et A-potentiel d'une fonctionnelle R-additive la fonction définie sur F'

U}A(y) = Ey[j'ze_}‘sd AJ,yerF .

Remarques : 1) La relation (1) écrite pour t=+®, s=0 montre que pour tout

Xx€EE on a (en tenant compte de ce que Xp€ F' PeS.)

X Xr =AR
E[A ) =ET[e U0 xR] ,

de sorte que pour une fonctionnelle (A,R)-additive (At) la fonction E'[A“J

sur E (c'est le potentiel habituel) est entiérement déterminée par sa restriction
arFr'.

UA a

2) si (At) est une fonctionnelle R-additive, B = fI e—)‘SdAS est une

o]

fonctionnelle (A,R)-additive dont le potentiel est le A-potentiel de (At) .

PROPOSITION V.2. Une fonctionnelle (\,R)-additive continue est adaptée & la famille

(Jt) . Il en est de méme d'une fonctionnelle (A,R)-additive prévisible ayant un

potentiel borné,

Démonstration : Soit (At) une fonctionnelle (A,R)-additive continue. A cause de la

propriété (2) on a alors

A = sup A I

P.S.
r rationnel r {Dr< t}

«hacune des variables

étant Et—mesurable, il en est de méme de A, .

AT
r {Dr< t]}
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Pour traiter le cas d'une fonctionnelle (A,R)-additive prévisible (At)

est borné, envisageons la surmartingale bornée (car U, est

dont le potentiel U A

A
borné)

(Ba, - 2138, L

et le processus croissant prévisible (B:) , adapté a la famille (5:) , qui 1'en-

gendre. On a

E¥(A_- Atlzifc"] = e[ - BY| :}‘t‘]
E*[A - # ] = e -B" |g¥
(5) (A, ADtI b ) = =es DtI ]

la deuxiéme égalité résultant de ce que Dt est un temps d'arrét de la famille

continue & droite (3{7. Or AD = At pP.Se. par hypothése, donc B; = Bt pP-p.s.
t t

en faisant la différence des deux égalités précédentes. L'égalité (5) s'écrit alors
Bra b7 _ plrgb ph | ol
EMA At|3D]_E (8%~ B! | 3 ]
t t
Les processus prévisibles (At) et (BE? , adaptés A la famille (Eg ), engendrent
t
donc le méme potentiel de la classe (D). Par suite At= Bg P.S. pour toute loi pH

et At est Gt—mesurable.

C.Q.F.D.

NOYAUX (Hi\) ET FONCTIONS (\,R)-SURMEDIANES

DEFINITION V.3.- Pour tout A =0 et tout temps d'arrét S de la famille (Et) nous

définissons le noyau Hg sur F' en posant

-AD,
(6) H;‘ £(x) = EX[e SfoXD ] , XEF' ,
S

pour toute fonction £ universellement mesurable positive sur F' .,

DEFINITION V.4.- Une fonction £ wuniversellement mesurable positive définie sur F'

sera dite (\,R)-surmédiane si
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t (A,R)-excessive si de plus

Htf - £ quand t V O .

Une fonction (A,R)-excessive £ telle que Htf - 0 gquand t - +» sera

appelée (\,R)-potentiel.

Une fonction (A,R)-surmédiane £ sera dite réguliére si pour toute suite

croissante {Un} de temps d'arrét de (Jt)‘ig limite U on a

X A
Hy £ - HU £ .
n

THEOREME V.1.- Soit ¢ le potentiel d'une fonctionnelle ()\,R)-additive presque

slirement finie (At) .

1) La fonction ¢ est (A,R)-excessive ; si elle est finie c'est un (A,R)-

potentiel.

2) Si la fonction ¢ est bornée et presque borélienne pour le processus

(XD ), elle est continue & droite sur les trajectoires de ce processus.

’ (On appelle fonction presque borélienne pour le processus (XD ) une
fonction f sur F' telle que pour tout mesure P¥ i1 existe deux fonctions £
et f" boréliennes sur E telles que f'< £<f" sur F' et que les processus
(f'oXDt) et (£"o XDt) soient PM-indistinguables. Si une fonction est presque boré-
lienne pour le processus (Xt) sa restriction & F' est évidemment presque borélienne
pour le processus (XD .

t

Démonstration : Soit (At) une fonctionnelle (X,R)—additive pP.Se. finie. D'aprés

le corollaire V.I, on a pour tout temps d'arrét S de (ﬁt)

et en appliquant la propriété de régénération au temps DS il vient pour toute loi W
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. R ~AD, XDS
(7 EMa- al3] = T E Cla]

-AD,
S

=e ¢ o X .

Dg
I1 en résulte d'une part que
A .
Ht¢=E (A~ At] t20

d'oll 1le point 1) du théoréme. D'autre part le processus (XD ) est continu & droite,
“t
donc indistinguable d'un processus bien-mesurable [3] ; si la fonction ¢ est presque

borélienne pour le processus (XD ), le processus Cft) = (e * $o X5 ) est
t

t
lui-méme bien-mesurable ; par ailleurs pour toute suite de temps d'arrét Tn tT

ona A ¢ A, donc Eu[YT ] TEu[Yi] . 5i la fonction § est borné, le processus (Yt)
n n

est alors continu a droite pour la loi pH , d'aprés un résultat de MERTENS, MEYER,
RAO  ([4] proposition 6). Le point 2) du théoréme en résulte.
C.Q.F.D.
La proposition qui suit permettra de donner une réciproque partielle du

théoréme V.1,

PROPOSITION V.3.- Si f est un (A\,R)-potentiel, la fonction définie sur F par

Bry) = e ey) st r<a
=0 2 r=+0©

est un A-potentiel (au sens habituel) pour le semi-groupe (Pt)(restreint a .

Démonstration : On a par définition

-Atg e-)\te-x( r=t)

e tf)\(r,y) £(y) I[O,+w[ (r-t) = gA(P’Y) sit<r
-\ R
eMEle  TTrox. ] sitar

]

-Ats 4
e P, fx(r,y)

-Ar A
e He , £(y)

A

e £(y) = B (r,y)
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La fonction £, est donc A-surmédiane pour le semi-groupe (ﬁt) .

A

Si r>0 et t<r

Si r=0

_Xta -~ -~
B2 (ry) = 3(ry)

-\
e

"

Ky £(y) —> £(y) = E(r,y)

ta ~
P £ (rrY)
v tio

~
car la fonction £ est ()\,R)-excessive. La fonction f)\ est donc \A-excessive pour le

semi-groupe (ﬁt) « Enfin

sir=+o e

si r<+o,t2r

car la fonction f est un

-\

tﬁt £(r,y) = 0 vt 20

-\

e tEt £(r,y) = ™M g}

tor £(y) %0 quand t-=+o
(A,R)-potentiel.

CeQ.F.De

DECOMPOSITION DES () ,R)-POTENTIELS

-~

THEOREME V.2.- Soit ¢ un (A,R)-potentiel borné et soit @ la fonction définie sur

F par X
¢(r,y)

e™ ¢ (v) si r<e

(o] si r=+o

Si les fonctions P]’1 @ , h20 sont continues & droite sur les trajectoires du proces-

sus (it) (i.es pour toute loi PM) la fonction ¢ est le potentiel d'une fonction-

nelle (A,R)-additive prévisible unique ; cette fonctionnelle est indistinguable d'une

fonctionnelle A-additive (*) parfaite (adaptée A la famille (St)). Elle est continue

si le potentiel ¢ est régulier.

Démonstration : Etablissons d'abord 1l'unicité : soit (At) une fonctionnelle (A,R) -

additive prévisible telle que

E'TA_) = ¢(v) Wy EF' .

Comme XDEF" PeSe 1'égalité (7) pour S=t donne

t

. s -AD,
EVla -4 153 1=ce ¢ o XDt PeSe

(%) Au sens ordinaire ([1]) .
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L'unicité de (At) résulte alors de 1l'unicité, pour toute loi P* au processus
croissant, prévisible par rapport a la famille (3;' ) , qui engendre le potentiel
-\D t

borné (e t¢OKD).
t
Pour démontrer le théoréme d'existence nous allons utiliser la fonction
-~ -~
¢ , A=surmédiane pour le semi-groupe (Pt) d'aprés la proposition V.3, Nous ne
travaillerons pas directement sur l'espace (2, en décomposant la surmartingale

(e-)\t l’oit) , pour des raisons exposées dans la remarque 2) qui suit la démonstra-

tion du théoréme, Nous travaillerons d‘'abord sur la réalisation partielle

(W,g,gt,gt,'ﬂt,l’u) (f mesure sur F)

a . . ar,x
du semi-groupe (Bc), construite au chapitre II & l'aide des processus (Xt’ ) « Les

points de F étant des points de non branchement pour le semi-groupe (Pt)’ le proces-

sus (gt) est sans point de branchement pour la réalisation précédente, Les tribus
(gt) sont supposées complétées de la maniére habituelle & 1l'aide des mesures
(P*, 4 sur F).

D'aprés les hypothéses faites et d'aprés la proposition V.3 le processus
(e-')\t ¢o §t) est un potentiel de la classe (D) au sens de la théorie des surmartinga-

les ([5]) , pour toute loi pH ; i1 est de plus continu & droite pour chaque loi

~ -

PH car la continuité & droite de (I) sur les trajectoires de (Xt) se transporte

surles trajectoires des processus ()?fc"x), donc du processus (Et) ( pour les lois

a A

Pr’x). De la méme maniére les fonctions Ph¢ sont continues a droite sur les
trajectoires de (Et) «Toutes les conditions permettant d'appliquer la méthode de
MEYER de décomposition des \-potentiels bornés d'un processus de Markov sont alors
remplies, Pour chaque mesure Pa on écrit la décomposition de Doob, & 1'aide d'un
processus croissant prévisible (BE),de la surmartingale(e“)‘t @o gt) et par le pro-
cédé classique de recollement ([1] IV Theorem (3.8)) on obtient un processus croissant

~

prévisible (Bt)adapté A la famine(gt) tel que pour toute mesure {i sur F
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(8) E“[B«r Btlgt] = e M ¢ o €, PY- p.s.

~

(9) B, =Bt M Bo T tH- p.s.

On notera l'importance de la restriction aux points de non branchement
pour la phase de recollement, Par le procédé de régularisation de WALSH on obtient
un processus, encore noté (Bt), qui satisfait identiquement 1'égalité (9).

Soit ¢ 1'applicationde Q dans W qui & @ associe 1'application
t"it(w) « Comme )EOG F' on peut appliquer la proposition II.1. ; pour toute loi n
sur E on a donc

(10) yP*=p°

I1 résulte alors d'un lemme classique de mesurabilité ([1](5, 6) p. 27) que 1'applica-
tion § est mesurable de (Q,Z}t) dans (W,gt) pour tout t=0 . Nous désignerons

par (Ht) la famille continue & droite formée des tribus ‘b-1(gt) , t=20 . Nous

posons

At=B€)w , t20,
Le processus (At) est adapté & la famille (Et), d'aprés ce qui précdde, et prévi-
sible par rapport a cette famille (on rappelle que la tribu des ensembles prévisi-
bles pour une famille de tribus est engendrée par les intervalles stochastiques 1s,T]
ol S et T sont des temps d'arrét relatifs & la famille ; un argument de classe
monotone donne alors le résultat). Le processus (At) est donc prévisible par
rapport a la famille (&t) .

L'égalité (8), pour ﬁ:XOPu’ , s'écrit en tenant compte de 1'égalité (10)

(11) Eu[Aw— Atlut] e-)\tao gto ‘l‘ Pu = PeSe

~

= e-)\t aoxt

-)\Dt ¢
e o
th

-~

cette derniére égalité résulte immédiatement de la définition de ¢ , lorsque 2\

est strictement positif ; pour A = O on remarque que ¢(6)=H2 $(8) =0 car ¢
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est un potentiel. La variable D, étant un temps d'arrt de la famille (Mt), et comme

D. = D_ pes., On a également
Dt t

-AD
E"‘[A—ADIHD]-e t¢0X PeSe

t

et par différence avec (11) on obtient

AD = A PeSe vt 20 .
t
t
Enfin 1'égalité d'additivité parfaite de (Bt) donne compte tenu de 1'i-
dentité T]to ¥ = yo et

A = A+ e A o © vs,t 20

Pour terminer la démonstration du théoréme, on remarque que si le potentiel ¢ est

régulier la surmartingale (e e do XD ) est réguliére pour toute loi PM , donc le
processus prévisible (At) qui engendre cette surmartingale est continu pour toute

loi PM ([5]VII T. 37). C.QuF.D

REMARQUES V.1.~ 1) La méthode utilisée montre que la fonctionnelle (A,R)-additive

prévisible (At) qui engendre le potentiel § ne dépend que du processus (it) et de

la fonction ¢ .
2) Montrons pourquoi nous avons d'abord travaillé sur l'espace W , au
-AD
lieu d'effectuer directement la décomposition de la surmartingale (e t ¢<JXD ) sur

Q pour les mesures P . Désignons par «:t) le processus croissant prévisible par

rapport a (Jt), obtenu par le procédé de recollement déja cité, et qui engendre

-AD
(e t¢ o XD ) pour toute mesure pH (1e procédé de recollement est applicable car on
t

a supposé le systéme régénératif sans point de branchement). Pour le processus (Ct)
on peut établir 1'égalité (3) grice 2 la relation

"
P
xD

qui résulte de la propriété de régénération au temps DS « On obtient alors une
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fonctionnelle (\,R)-additive, mais les lois GtP“' ne figurant pas nécessairement

dans 1la famille des lois p’ , on ne peut montrer directement 1'égalité de A-addi-

tivité ordinaire.

SUPPORT d'UNE FONCTIONNELLE R—ADDITI\EI

La définition qui suit est classique.

DEFINITION V.5.- Soit (At) une fonctiomnelle (A,R)-additive. On désigne par C

1l'ensemble de ses points de croissance et par S la variable

S = inf{(t=20 : t€C} = inf{t>0 : A> o} .

On définit alors le support de (At) comme 1'ensemble

Supp A = {x : P*{8=0} = 1}

On notera que CCM peSe , S2R PpeSe et Supp ACF .

THEOREME V,3.- Soit (At) une fonctionnelle (\,R)-additive dont le potentiel ¢

est fini. Alors le support de (At) est 1'ensemble des points y de F tels que

B4 () <4

-~
pour tout temps d'arr€t U de (l}’t) strictement positif PY= p.s. o

(On remarquera que pour tout y€F et tout temps d'arrét U on a

PY{U>0} = 0 ou 1 & cause de la loi 0-1),

Démonstration : Pour tout temps d'arrét U et toute loi p on a

-AD
(12) EM[A_- A,] = E¥e Ygo X, ]
u

4 cause de 1'égalité (7), vraie dés que (At) est p.s. finie . Comme le potentiel ¢

est supposé fini, il vient pour tout yé€F

(13) 2'Tayd = 40 - 1) 40
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Par suite si yé&€Supp A et si U>O0 pY- PeSe , On a AU> o P~ PeSe et
Ey[AU] > 0, donc ¢(y)>Hl)} ¢(y) drapres 1'égalité (13).

Inversement si y est un point de F tel que Hl)} d(y) <d(y) pour tout
temps d'arrét U>0 Py- PeSe , envisageons le temps d'arrét S de la définition V.5
et soit U wun temps d'arr€t dont le graphe passe dans 1l'ensemble ]0,S[ : le premier
membre de (13) est alors nul ce qui implique que U=0 PY- p.s. Par suite 1'ensemble
bien mesurable 10,S[ est indistinguable de 1'ensemble vide et S=0 P = peSe o On
notera que si (At) est continue, la démonstration se simplifie puisque dans ce cas

e'lal=0.
C.Q.F.D.

TEMPS LOCAUX

DEFINITION V,6.- Nous dirons qu'une fonctionnelle R-additive est un temps local du

systéme régénératif si 1l'ensemble C de ses points de croissance est indistinguable

de M (on notera C £ M) .

)

ds) sont des temps locaux, pour A 20 .

D
EXEMPLE V.2,.- Les processus (f t =) £20
R

De méme le processus (At) de 1'exemple V.1.2) est un temps local si 1'ensemble

des points de croissance de (Bt) contient M peSes

PROPOSITION V.3.- Une fonctionnelle R-additive (At) est un temps local si et seule-—

ment si Supp A=F ,

Démonstration : Utilisons les notations C et S de la définition V,5. Si <At)

est un temps local, on a C =M donc R=S PeSe €t Supp A=F , Inversement si

Supp A=F , S=0 pY- PeSe pour tout y€F ; donc d'apréds la propriété de régénération
So GD = 0 peS. SUr {Dr< o} pour tout rationnel r =0 , Par suite MZC , et comme

r
on a toujours 1l'inclusion contraire, M2C .

CeQ.FeDs
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DEFINITION V.7.~ Une fonction ¢ est dite strictement (A,R)-surmédiane si elle est

(A,R)-surmédiane et si

i) 9(y) < 6(y)

pour tout yEF et tout temps d'arrét U>O0 Py~ PeSe

EXEMPLE V.3.- Toute constante de J0,+®[ est une fonction strictement (\,R)-surmé-
diane, quelque soit A>0 .
Le théoréme suivant résulte immédiatement du théoréme V.3 et de la propo-

sition V.3,

THEOREME V.4.- Pour qu'une fonctionnelle R-additive de A-potentiel fini soit un

temps local il faut et il suffit que son A-potentiel soit une fonction strictement

(A,R)-surmédiane .

APPLICATIONS

1) Temps local d'équilibre d'ordre N\ .

Pour A€ ]0,»o[ 1la fonction constante % est un (\,R)-potentiel
borné Q et cette fonction est strictement (\,R)-surmédiane., D'aprés la proposi-—
tion V.2 et les théorémes V.2 et V.4 (sous réserve de continuité & droite des proces-

sus (Ph ¢oit)t 20) il existe alors un temps local prévisible parfait (Lt) adapté

a (St) tel que

® s 1
Ey[f e dLS]=')-\ , YEF',
(]
c'est-a-dire tel que
Xp, ® =AS x, e MR
(14) Bl e al=805—1, X€EE
0

Ce temps local sera appelé temps local d'équilibre d'ordre X o Il est continu si

et seulement si le processus D est quasi-continu & gauche, Il permet alors de
t q
définir deux"processus a la frontiére "et un "processus des excursions", comme nous
P P ’

le verrons au chapitre suivant,
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Remarque : Le temps local d'équilibre d'ordre X n'est pas nécessairement continu,

méme si le processus (Xt) est un processus de Hunt et si R est le temps d'entrée
dans un ensemble finement parfait, comme le montre 1l'exemple suivant, di & GETOOR :

pour le processus de la translation uniforme sur la droite le temps local d'équilibre
de 1l'ensemble des extrémités droites des intervalles contigus & 1'ensemble de Cantor

est une fonctionnelle additive purement discontinue,

2) Balayage d'une fonctionnelle additive et formule d'AZEMA

Soit (Ct) une fonctionnelle additive adaptée & la famille (3t). Pour

A 20 1le processus

D,
A_ ¢ =\s
(15) Cy = jR e ac

est une fonctionnelle (A,R)-additive (exemple Ve142)).Si son potentiel ¢ est borné
et sous réserve de continuité & droite des processus (;h $<>§t)t >0’ il existe
d'aprés le théoréme V.2 une fonctionnelle additive prévisible unique (Bt) adaptée

A la famille (3t) et admettant ¢ comme A-potentiel, Cette fonctionnelle (Bt) sera
naturellement appelée R-balayée d'ordre L\ de (Ct) . Par exemple le temps local
d'équilibre d'ordre A(A>0) est la R-balayée d'ordre )\ de la fonctionnelle Ct= te
Remarquons que si la fonctionnelle (Ct) est continue et si le processus (Dt) est

quasi-continu 3 gauche, le potentiel ¢ est régulier, donc la balayée (Bt) est

continue,
Voici maintenant une proposition qui étend une formule d'AZEMA ([67) aux

systémes régénératifs,

PROPOSITION V4.~ Soit (ct) une fonctionnelle additive de la famille (ﬁt) telle

que Cp=Cp_ Vt20 et soit (Bt) la R-balayée d'ordre L\ de (Ct). Pour tout
t t

processus_borné <Zt) prévisible par rapport & la famille (St) on a la formule

<] o

(16) Bl e Mz aBI=eTf ez, a ]
Jo tot JR t
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o 1'on a posé pour tout t =0

(17) G,= sup{fu<t:u€M} = inffu: D> t} .

Démonstration : Pour toute loi PV le processus ()[t ehs dBS) est la projection

"0
prévisible du processus (Ci\) (défini par la formule (15)) relativement a la famille
(31:) et & la loi PY , Pour tout processus borné (Zt) prévisible par rapport a

(3,) onadonc ([3])

. @ -\t _ per ® A
E[JO e zZ, st]_E[JO zZ, dCt]
~® =At
=B ([ ez, a.],
I 5, Ct

la deuxiéme égalité résultant du lemme suivant appliqué pour tout w€Q en

posant

d(t)
c(t)

D (w) , g(t) =G (w)

‘J—.t e")\S dCS(w)
0

f(t) = Zt(w) .

LEMME V.1.~ Soit d une fonction définie sur 1R+ , & valeurs positives finies ou

it

non, croissante et continue & droite, Posons pour t€1R+
g(t) = inf{s : d(s) >t} .

Soit ¢ une fonction finie croissante et continue A droite telle que c(0) = 0 et

c(a(t)) = c(a(t)-0) pour tout t=20 ., On pose cd(t) = c(d(t)) pour tER, .

Pour toute fonction f borélienne positive sur ZIR+ on a alors

(18) INGOIENOR f;((;;) #(g(t))ac(x)

Démonstration : Comme pour la démonstration d'un résultat classique ([5] T. 12
chap. VII) qui correspond au cas c(t) = t , il suffit de traiter le cas
£ =1 .
fo,s]
Le premier membre de (18) vaut alors cd(s) -cd(o) . D'autre part

£(g(t)) =1 si t<dls) et f£(g(t)) =0 si t>d(s) , par définition de g(t).
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Comme c(d(s)) = c(d(s) -0) , le second membre de (18) vaut c(d(s))-c(da(0)) et

1'égalité (18) est vérifiée.

REMARQUE.- Si on pose

l“t = Gt—
on a aussi
or f® =\t _ per ® _-At
(19) E [jo e thBt]_E[JR e zI.t dCt] .

En effet on ne peut avoir Gt(w) ;4 Ft(w) que pour des instants t de la forme

Ds(w) et la fonction s—'Cs(w) est continu en ces instants,

COROLLAIRE V,.2,- Supposons le processus (Xt) pourvu de limites & gauche et désignons

par (Lt) le temps local d'équilibre d'ordre A>0 . On a les formules (on pose

= G -

ds]

E'[f: e fox__dL ] = E'[J: e £oXp _
)

E'[fow es goi__ dLs] = E'[fl: emhs go [xl“ Jas]
s

S

pour toute fonction £ borélienne bornée définie sur E et toute fonction g boré-

lienne bornée définie sur Q.

Démonstration : On applique la formule (19) aux processus prévisibles par rapport
a (3,

Z, = foX 7 = i
- et 7t g01t_

et on remarque que iI" _= [Xr __] PeSe car l'ensemble M est pe.Se Sans point iso-

1é,
CeQeF.Ds

Le chapitre VII sera consacré a des résultats de décomposition et

d'approximation de la R-balayée d'une fonctionnelle additive.
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IEXTENSIONSI

1) Le théoréme V.2 peut 8tre étendu & des (A,R)-potentiels ¢ naturels, c'est-a—dire

tels que pour toute suite Unf + o de temps d'arrét de (3t)

A
H; ¢-0
n

2) Si le systéme régénératif (Q,.ee;R) ne satisfait pas & 1'hypothdse

1]
XDtE F vt PeSe

certains des résultats précédents subsistent moyennant quelques modifications. Tout
A . P
d'abord les noyaux (Ht) , les Ffonctions  (),R)-surmédianes etles (A,R)-potentiels

doivent €tre définis sur tout E . La proposition V 3 reste vraie et le théoréme V.2

prend alors la forme suivante :

THEOREME V.5.- Soit ¢ un (A,R)-potentiel satisfaisant 3 des conditions analogues

3 celles du théoréme V.2, Il existe alors un processus croissant prévisible par

rapport a (St) unique (At) tel que pour tout temps d'arrét S de (Jt)

=\D,

S
(20) = + e A_o PeSe
ADS+ t ADS t eDS
et tel que
E'[Am] =¢ sur E

(On notera que cette fois le processus (At) ne vérifie pas nécessairement

AD = As PeSe Vs 20 et n'est pas nécessairement adapté a (Kt)).
s

Démonstration : On raisonne directement sur l'espace  : soit (At) le processus
croissant prévisible par rapport a (ﬁt) engendrant pour toute loi P¥ 1e potentiel
de la classe (D) (e—)\Dt $o Xy ) (cf. remarque V.1.2)). Pour établir 1'égalité (20)
il suffit de montrer que pour tozte loi y , tout temps d'arrét T==Ds et toute

variable S-mesurable bornée et positive Z on a
(21) BU(a. - 2 )2] = E*e (A0 8)7]
0 Wyt~ Ap e T !

et pour cela nous allons, comme d'habitude, utiliser les laplaciens approchés
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-~

.3 -A
ot ¢(r,x) = e r(}(x) pour r<e et O pour r=+w , La fonction ¢ étant

A\-surmédiane pour le semi-groupe (Pt),le processus (Ag) est croissant ; de plus

t20
on a les propriétés suivantes :

h h -As ,h
(22) A, = B +e A, o 8 vs,t 2 0
(23) Ex[Agj <ol vt=0
(24) lim Eu'[Ag zZ] = E”‘[AU Z] pour tout temps d'arrt U de (S‘t) .
h-0

(L'égalité (24) résulte d'un théoréme classique de MEYER ([5] VII T.29)
grice & 1'hypothése de continuité & droite des processus (i;h ¢°§t)t20 ; 1'iné-
galité (23) résulte de la relation

Xp N 1 _Xpph =As % &
E[A] =5 E[J‘O e doXk_as ).

Soit 2Z' une variable 8#_ ® J-mesurable bornée et positive telle que

R
+

E*(z|(T,8) 7 (B_ @3] = 2'(T,0,)) p.s.
R
+

On a alors

gPe M AL o op 2] = ghLeM A7 o 6y 2'(T,6))]
(25) = Eb[e™M EXT[AQ(.)zv(T,.)]]

A cause de la propriété de régénération au temps T , prise sous une forme généralisée

3 1'espace-temps. De la méme maniére on a
AT BURS
(26) EM[e Ao 6, 2] = EY[e™ " E [At(.)Z'(T,.)]]

On peut supposer que Z's< HZH.,, partout ; on a donc pour tout x€E et u20
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ETAN ()2 (,)] = I,

lim s"[A*t‘(.)zv(u,.)hEx[At(.)z'(u,.)]
h-0

I1 résulte alors des égalités (25) et (26) et du théoréme de Lebesgue que

. pr =AT h _ oMp_=AT
hlimo E"[e Atoe,r z] = E'[e AtoeTZ].

D'autre part,

&i_.moEu[A'};‘n" A'g)z 1= E:”'[(A'ut‘ AT)Z]

A cause de (24), donc 1l'égalité (21) est établie.

(1]

(2]

(3]

[4]

(5]

fé]

CeQeFeDe
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CHAPITRE VI

DECOMPOSITION ET APPROXIMATION DE LA

R-BALAYEE D'UNE FONCTIONNELLE ADDITIVE

Nous allons donner des résultats de décomposition et d'approximation de

la R-balayée d'ordre

A d'une fonctionnelle additive

(cf. Chapitre V, Application 2))

-~
A 1'aide de processus (Jt)—mesurables 1iés & R et au processus des incursions, dont

nous utiliserons un systéme de Lévy. Les résultats

de décomposition seront raffinés

dans le cadre des processus de Markov (décomposition de la résolvante, chapitre VIII)

et ceux d'approximation seront précisés dans le cadre des ensembles régénératifs et

conduiront & une généralisation de résultats de R.T. SMYTHE [1] pour une chafne de

Markov (chapitre X).

[NOTATIONS ET HYPOTHESES I

Nous supposons que R est le

les hypothéses (HR) sont vérifiées :

temps

P'(R=0) = 1 pour tout yE€F
Dp # Dy Pese pour toute suite
n
Nous notons
-~ M 1le fermé aléatoire U [Dt] ,
t20

d'entrée dans un fermé F

et que

Vol
T,+T de temps d'arrét de (3,).

- G (resp. D) 1l'ensemble des extrémités gauches (resp. droites)

des intervalles contigus & M ,

- Mg (resp. Md) le fermé gauche minimal {resp. fermé droit minimal)

d'adhérence M .
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L'ensemble M étant p.s. sans point isolé & cause de la premiére hypo-

thése (HR) , 1'ensemble Mg est indistinguable de M\ (DU {0})et My est indistin-
guable de M\G .

Soit (Ct) une fonctionnelle additive adaptée & la famille (5; ) et de
A-potentiel borné ()\ 20) ; nous supposons que cette fonctionnelle admet unetR-bala—

yée d'ordre \ (Bt) : (Bt) est une fonctionnelle additive prévisible par rapport a

la famille (St) et telle que
(1) B'()” ehs @ ) =E[[" e
0 “R

Nous poserons

*
cette fonction g est universellement mesurable sur ( , c'est-a-dire & -mesurable,

PROPOSITION VI .1.- Pour tout temps d'arrét T de la famille (gt) on a

(2) E'[BT] = E'[f: IMg (s) a1+ E.[o<§s'r go is]
s€G

En particulier, pour A>0 et Cs= s , on a la décomposition suivante pour le temps

local d'équilibre d'ordre \ (Lt) :

T 1 s
(3) E'(L, ] = E°[[  TpoX ds]+E'[ I (i-r)]
‘0 s 0<s<T
sEG

Démonstration : La formule

-

E'[JS

e a7 = E‘[[‘" e 4 7
s -D S
S

vraie pour tout temps d'arrét S de la famille (St) montre que pour tout temps

(%) ‘l’b signifie J comme d'habitude,
“a “la,b]
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~
dtarrét T de (Et) et tout intervalle Ja,b] de R, ona

T o AT g
.r : - ( = . [ -
E L'fo e I]a,b] {(s) dBS] E [Ja/\T e a7
Dpar s
= E°[ e dc ]
.D S
anT

1]
=
.
™
—,
1]
i
>

s T, 7 (9 IMg(s) o]

+E°[ ¢ eAs go iS]
s€Ja,b]NG
0<s<T

Pour la fonction o = I]a b] nous avons donc obtenu la formule
’
. T =As or rT =As
B 0[ e o(s)aB J=E'[[ e o(s) I, (s)dc,]
0 0 g

+E'[ = e—ks ¢(s) go iS]
0<s<T
S€EG

Cette formule s'étend aux indicatrices de boréliens de 'R+ par un raisonnement de

classes monotones, puis aux fonctions boréliennes positives quelconques. En particulier

pour ofs) = e*  on obtient la formule (2).
Si la fonctionnelle (Cs) est continue on peut remplacer I, (s) par

IFO XS dans la formule (2) ; en particulier pour CS= s on obtient la formule (3).

CeQeFeDe
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SYSTEME DE LEVY DU PROCESSUS (i)

Nous supposons désormals que le processus (Xt) est quasi-continu a gauche,
ce qui implique la quasi-continuité & gauche du processus (it) d'aprés le théo -
réme IV.2 ., Nous supposons également que (N,H) est un systéme de Lévy pour le proces-

sus (it)’ dans le sens précis suivant (*)

- N est un noyau sur (Q,Z}*) tel que N(w,{w}) = 0 pour tout weQ

- (Ht) est une fonctionnelle additive continue de la famille (S‘t) (on
peut supposer que (Ht) est R-additive, et adaptée A (Jt) d'apras la proposition V.2).

- pour tout couple (f,g) de fonctions universellement mesurables posi-

tives sur QO , tout @20 et toute loi p on a

V8 b &) . . _ b - . .
(4) EMT SE>O e foi _goi ]=E [fo e foi_ Ngoi_ dH_] .

isj( iS

THEOREME VI .l.- Pour toute fonction f wuniversellement mesurable positive sur E

et toute fonction g universellement mesurable positive sur Q on a pour tout

a>0

(5) E'l s e¥° fox goi 1=E°[[" e ¥5r0X SgoX_ aH )
>0 S= s 0 s s s
s€G

LY * * 2 . 3

ou S est le noyau de (E,& ) dans (Q,¥ ) défini par

S(x =N
(x,9) = N([x],91 (r>0)
Démonstration : En dehors d'un ensemble négligeable de trajectoires w , 1'applica-

tion t-*it(w) admet des discontinuités exactement

(%) l'existence d'un tel systéme a été établie récemment pour tout processus de Hunt
sans hypothése (L) par A. BENVENISTE [2] . Voir aussi A.BENVENISTE et J.JACOD [4].
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aux instants t>0 appartenant a 1'ensemble Mgﬂ Md(w) : on a alors

i, (w) =[x _(@], i(0)=[x ()], Roi _(w)=Roi(w) =0
et aux instants t>0 appartenant 3 1l'ensemble G(w) : on a alors
it_(w) = [Xt_(w)] , Ro it_(w) =0, Ro it(w)>0 . Le membre de gauche de (5) s'écrit
donc
E'l £ e%° foxoi_ 91(p50}°1,]

s >0

is_;.! i

et en appliquant la formule (4) au couple (foXo, gl on obtient la formule

{R>O})
(5). C.Q.F.D.

Revenons a la R-balayée (Bt). On a le théoréme de décomposition suivant.

THEOREME VI 42.- Si la fonctionnelle (Ct) est continue, la R-balayée d'ordre A

(Bt) est continue et indistinguable du processus

t t
=J I oxsdcs+fos goX  dH_,

B
0 F

'
t

Moo,
u

ol g désigne la fonction IR e”
0

Démonstration : Pour tout x€E on a

d(x) = Ex[f‘” e g 7= EX[J’“’ e a3
0 S R S
Xp © =\S
=E [Jo e Tpo X, dCS]
X -Ds -Au
+E[ ¢ J' e dCu] .
s>0 s
Le dernier terme est égal a SEG
EXl T e go i]= EX[J"“e‘kS Sg o X_dH ]
s>0 0 s s
SEG

a cause du théoréme VI .1, Par suite
960 = ETf7 €™ 3T = B 7 e ey ],
0 s o s

-AD
et 1'unicité de la décomposition de Doob de la surmartingale (e ¢ ¢OXD ), rela-
t

7



SYSTEMES REGENERATIFS

tivement & la famille (I}D ) et a la loi PM , montre alors que les fonctionnelles
additives (Bt) et (Bé) prévisibles et adaptées a la famille (?ED ), sont PPoin-
distinguables. La continuité de (Bt) résulte de celle de (B,é) (ou directement de
celle de (Ct) et de la quasi-continuité & gauche de (Dt)).

CeQeF.De

APPROXIMATION DE (B t‘)

Soit (An)n21 une suite croissant vers {R>0} de parties boréliemmes

de Q (i.e. An€ 3 , "n21), On pose pour tout n=1

n

G = G

.t

inf{t>0 : i€ An}

D, = D =D
n

n n
! G

et par récurrence on définit les variables (Glr:)k21 de la maniére suivante :

n n n
(6) Gy =D+ Goo
D.
X
n
(7) Dk+1 = DGn
k+1

Les variables (G:) sont des temps d'arrét de la famille (ﬁt), gréce A la conti-~
nuité A droite du processus (it) , et les variables D: sont des temps d'arrét de

la famille (St) d'aprés le lemme I.1.

Nous supposerons que les variables (GE‘) passent dans 1'ensemble G et

G2,+m lorsque k t + o,

pour tout n=z=1 (sans cette hypothése, il faudrait effectuer une récurrence trans-—
finie).
EXEMPLE VI ,1.- Si An= {® 2%} les variables (GE) correspondantes vérifient les

conditions précédentes,.
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P . n
Pour n21 définissons le processus croissant K en posant

@
n .
(8) X =§ e goi

I
343
k=1 G f{0<G <t}

n
k

G: passant dans G et M étant p.s. parfait, on a Gz > D

On remarquera que la condition G, > 0 est vérifiée p.S. pour k22 ; en effet

n

-1 PeSe pour k=22,

On notera également que ¢™> 0 implique e r PeSe

THEOREME VI ,3.- Supposons la fonctionnelle (Ct) continue, Pour tout n=21 il

existe une fonctionnelle R-additive et continue J° admettant pour A-potentiel

E'[KZ]. Pour toute loi PM on a

2
S .t =As .. n I¥ gPE) t _=As
Jo e IFo Xs d()S + ‘[o e ar, J"Oe dBS o

. . n . . . .
Démonstration : Le processus K  est continu a droite, et adapté & la famille

(St) , car les variables Gt

x sont des temps d'arrét de (ﬁt). Montrons que K™

est une fonctionnelle (A,R)-additive, c'est-a-dire que pour tous s,t=0 on a

n n
(9) KDS = Ks PeSe
-)\D
n n S n
(10) KDS+ e = KDS +e K o GDS PeSe

L'égalité (9) résulte de la définition (8). Pour établir (10) désignons par X

1'entier tel que (*) ou de maniére équivalente telle que
n n o n
< < <D <G .
G <Dg < Gy ks kel

Le temps d'arrét ¢" étant terminal on a

G

i}

n n n
T+ 1 Dk + G o eDn
k

n
Ds + G o GDS

(*) on raisonne sur 1'ensemble {DS< ®} ; sur 1'ensemble {DS= =} 1'égalité (10)

est triviale, car K:([&]) =0.
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et de 1l'identité

DD+u = Ds+ Duo BDS
il résulte que
n
Dk+1 =Drx_DD+GnoO
G. s D
k+1 s

=D+ D oOD
R

n
= Ds+ Do GDS

On démontre alors par récurrence que pour tout £ 21

n n
Gk+,c = Ds+ G‘ o GDS
n n

Dk+L = Ds+ DL o OD

S

et 1'égalité (10) en résulte.

Le processus (I:) est de plus quasi—continu A gauche relativement 2 la

famille (f’it), puisque ses temps de saut G:

(Dt) est quasi-continu A gauche relativement a (3t) (Théoréme II.2). Le potentiel

passent dans G et que le processus

de la fonctionnelle (A,R)-additive " est donc un (),R)-potentiel régulier et

borné & cause de 1l'inégalité

ere or n® _=AS
E'[Xk ] <E [J‘R e dCs] .
Sous les réserves habituelles on peut appliquer le théoréme V.2. Il existe alors

une fonctionnelle R-additive continue J° dont le potentiel est E'[K:] .

Il reste & établir la convergence indiquée dans 1'énoncé du théoréme.

Soit K 1le processus défini par

X = 0

o}

Kt = I e'">‘s gois t>0 .
O<s<t
s € G
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Ce processus est adapté A (E’;’t) car It = 1lim I: « Pour u<v on a
n
Dv =As
E [Iv"ix] <E [J‘D e dCs]<e=

u

donc 1lim E'[Kv- !u] = 0 A cause de la continuité A droite de (Dt)' L'application
viu
t - E’[It] est donc continue A droite et il existe un potentiel continu A droite

(Yt) relatif A la famille (3':) et & la loi P* tel que

by 1]
-XD

La relation K- It- e K, o GD P+S. montre que 1l'on a aussi

et que le potentiel (Yt) est borné par la constante A qui majore le A-potentiel

de (Ct) . Le potentiel (Yt) est également engendré par le processus croissant

continu

Par ailleurs soit (Y:) le potentiel continu A droite engendré par le
processus (I:) :
TR S 1)
Y!t,. E [xm xt '3t ]

n n
La convergence Io - Kt t Iw- It montre que

Yot Y, PH.p.s.

I1 résulte alors de la continuité A droite des processus (Y:) et de MEYER ([3]

T. 16 chap .VI) que l'on a Pu'.p.s.

1 e ™
Yt < Yi < eeeS N Seee< Sup =Y pour tout tE€R
n t t +

Nous sommes donc en mesure d'appliquer le théoréme T.36 de ([3] chap.VI1);
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il vient
2/, 1 »
j‘ce-ls 4 Jn .L(P_)_> B
[e] s ®

En substituant & la loi p la loi X P¥ (ou a2 PM 1a 1oi 6_ PM) on obtient égale-

t Dt

ment la convergence

et par différence

D 2,01 * D D
j‘t ehs gt LT p* r tehs g - J’t e 1 0xac
0 s Dt Y0 s 0 F s s

Il reste a remarquer qu'on ne change pas les intégrales en remplagant Dt par t .
C.Q.F.D.

Remarque : La fonctionnelle (ft e I ox dc+ ft eAs ar’®) , qu'on peut appeler

Zemargue 0 F s s 0 s/ ?

R-balayée approchée a l'ordre n , est indistinguable d'une fonctionnelle additive

continue adaptée a (3t), d'aprés les résultats du chapitre V. De plus son support

est contenu dans F .

REFERENCES

[1] R.T. SMYTHE Approximation of local times at regular boundary points

of a Markov chain.

Z. Wahrscheinlichkeitstheorie 20 (1971),pp. 134-142,

[2] A. BENVENISTE Application de deux théorédmes de G.Mokobodzki & 1'étude

du noyau de Lévy d'un processus de Hunt.

These de 3% cycle, Paris VI (1972). Séminaire de Prob. VI,
Université de Strasbourg (L.N.n° 321) p. 1-24.

[3] P.A. MEYER Probabilités et Potentiels.

Hermann, 1966.

[4] A. BENVENISTE et J. JACOD Systémes de Lévy des proeessus de Markov.
Inventiones Math. 21 (1973) p. 183-198.

82



CHAPITRE VII

PROCESSUS DES EXCURSIONS ASSOCIE A
UN TEMPS LOCAL CONTINU

Nous supposons que le systéme régénératif (Q,&,&’t,xt,et,P“; R) admet

un temps local continu (Lt), c'est-a-dire une fonctionnelle R-additive continue dont

1'ensemble des points de croissance est indistinguable de 1'ensemble M = U [Dt] .
t 20
Ceci implique que l'ensemble M est p.S. Ssans point isolé. On notera que le processus

(Lt) est adapté a la famille (&’t) d'aprés la proposition V.1 .
*
Nous supposons également que R est un temps d'arrét de la famille (E’t)

et par commodité nous supposerons méme que R est un bon temps d'arrét (chapitre IV)

de sorte que 1l'on a Rt= Roi )S) = XRo it pour tout t . Le cas général se trai-
t

terait par adjonction d'une composante temporelle au processus des excursions que nous

t ?
allons définir.

DEFINITION VII.1.-Au temps local (Lt) nous associons les processus (ct) gt_:('rt)
définis par
at=inf{s:Lszt} (= +osi { }=4)

T, = inf{s : L >t} (s+wsi{}=49)

L. (m)

SRR ——
-

o, (v) 7 ()

Sur le dessin précédent nous avons indiqué les valeurs ct(w), Tt(w) correspondant

A une valeur palier t de 1l'application s-*Ls(w) . Si ct(w)<cn on a Ls(w)=t
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pour tout s fini de 1l'intervalle [ot(a)),'rt(w) Je On notera que pour t>0 on a

PROPOSITION VII.1.~Les applications t-'ot , t-‘-rt sont respectivement continues a

gauche et continue a droite ; les variables Op v Ty oo t20 sont des temps d'arrét

de la famille (Jt) « De plus on a les relations

(1) Opr Ty + 0,0 8, PeSe sz0, t>0

)

t

(2) Tg ¥ T, © 6 PeSe s,t 20

S

Tort t

Démonstration : La continuité & droite du processus ('rt) est classique et la conti-

nuité 3 gauche du processus (ot) résulte de ce que o= T, _ . Les variables o, et

T, sont des temps d'arrft de la famille (Zfs) puisque ce sont les temps d'entrée

dans [t,o[et]t,=[ respectivement du processus (Ls), qui est progressivement mesu-
rable par rapport a la famille (35) . Les relations (1) et (2) résultent facilement
de la continuité et de la propriété d'additivité de (Lt) au temps T= Dc (c£e [1]

s
V proposition (2.3)) .«

)

est appelé processus des excursions (*)

DEFINITION VII.2.-Le processus (et=

i
>0
ot

associé au temps local (Lt) .

En explicitant cette définition il vient

et(w) = aR(eUt(w))
Xs(et(w)) = X(crt+s )ATt (w) Vs 20 .

On remarquera que et(m) est la trajectoire e (w) arrétée & R et non tuée
t
4 R selon 1'habitude ([2] ou [3]), de sorte que et(w) donne également la valeur

X,rt(w) = Xp(e (0)).

(%) L'incursion io n'est pas considérée comme une excursion.

84



PROCESSUS DES EXCURSIONS

Le processus (et) prend ses valeurs dans l'ensemble ) et est adapté a
la famille (ﬁt) = (St) . I1 admet des limites A droite em tout point, mais il n'est

pas continu & droite. Précisément, on a

et+=[XT] vyt>o0,

t
de sorte que le processus (et+) s'identifie au processus change de temps
(it) = (XT ) . Ce dernier processus est continu & droite et fortement markovien

d'aprés un raisonnement classique qui utilise la relation (2).

Si le processus (Xt) admet des limites A gauche, le processus (et) est

également pourvu de limites & gauche et l'on a
e, =[x ] Vt>0

>0 ° Lorsque

R = TF , ot F est un ensemble fermé (et finement parfait), les processus

de sorte que le processus (et—)t>0 s'identifie au processus (XO 2)
t

" i n . 1 -
()(rt)tzo et (xat-)t>0 sont deux processus "A la frontidre" : le premier corres

pond & 1l'entrée dans la frontiére F et le second a la sortie de la frontiére F .

CARACTERE MARKOVIEN DU PROCESSUS (et)

Remarquons d'abord que 1l'on peut avoir e, = [3] p.s. pour tout t f£ixé ;
par exemple si R = T{x } y avec X, régulier, (Tt) est un subordinateur et
o
Tt =0, P.5. pour tout t fixé > O . C'est la raison pour laquelle nous allons en-

visager les transitions du processus (et) dans des intervalles de temps aléatoires.

On pourrait aussi utiliser le point de vue des processus ponctuels comme dans ITO

(2] .

DEFINITION VII.3.-Soit S un temps d'arrét partout strictement positif de la famille

@t) = (31_ ) . Pour tout w € 0 et toute fonction universellement mesurable positive
t

fonction universellement mesurable positive £ sur Q on pose
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Xp(w)
Og(w,£) =B~ [£(el)]

En particulier, l'[s(w,f) = £([3]) si R(w) = +» . Nous définissons ainsi
*.
des noyaux sur (Q,5 ) ; le raisonnement est le méme que pour les noyaux (ﬂt) re-

latifs a (it) .

THEOREME VII.1.-Soient S et T deux temps d'arrét strictement positifs de la fa-

mille C’;t) . Pour toute loi initiale W et toute fonction universellement mesura-

ble positive £ sur Q on a
M =
(3) E [f(eT_'_s)l?T] = Hs(eT,f) pP.S.

Démonstration : La variable T, est un temps d'arrét de la famille (3t) , d'aprés

un raisonnement classique qui utilise la continuité & droite de l'application

t— T, et la continuité & droite de la famille (3t) - De plus, T, =D p.s. car
T

TT est point de croissance a droite de L, , donc point d'accumulation & droite de

M, sur 1'ensemble {TT < ®} . On peut donc appliquer la propriété de régénération au

temps d'arrét T,, et & la loi P , ce qui donne

T
X
m g T
(4) E[foe o8 |3 ] [foes] p.s.
Par ailleurs eg © eTt = eg o P.s. a cause de la relation
Oppg = Tp+Tg © 0 Pes. L'égalité (3) est alors conséquence de 1l'égalité (4), de

1'inclusion ?T c 31, (méme démonstration que pour le lemme I.1.) et de 1'égalité

X = )(R(e ) , résultant de ce que R est un bon temps d'arrét.
TT T
C.Q.F.D.

LIEN AVEC ITO [2]

Nous supposons maintenant que les conditions d'application du théoréme VI.1

sont satisfaites. En remarquant que dans la formule (4) du chapitre VI on peut rem-
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placer f o is- par Zs ol Z est un processus prévisible positif de la famille

(:A}t) , la formule (5) du chapitre VI s'écrit alors, pour o = O

(5) ELE zgoil=E [j'; z.Sg o XA .
s>0
s€G
La fonctionnelle additive continue (Ht) étant absolument continue par

rapport a (Lt) , NOUS supposerons que Ht = J'; h(xs)dLs , ou h est universellement

mesurable positive sur E . Par changement de temps la formule (5) s'écrit alors

L
(6) el = z goel]=°E[["Z (n.Sg) o X au] .
0<uSLm % b Io Ta xl-m
Le temps d'arrét Oy est prévisible puisque © 1 < o, sur 1l'ensemble
t—-—
{ct < eo} (on suppose t> 0 , t—%> O) et que Gt =limo n 1 Nous pouvons donc
n t-=
choisir Z = I]O .] dans la formule (6) , qui s'écrit alors %
’
t
Lm/\ t
(7 e[ z goe,= E’[fo (h.sg) o X du .
0<uSLw/\ t u

et si R=T } il vient
{x,

(8) E'[ z go eu] = (h.Sg)(xo)E'(Lw/\ t) .
O<uSLw/\ t

Le processus des excursions tuées (et = kR [} et)t>0 est alors un pro-
cessus de Poisson ponctuel, de mesure caractéristique H (cf. [2] ou [3]) définie

par

H(E) = h(xo)s(xo,f o kR) .

Lorsque le processus (Xt) est fortement markovien, il résulte alors de

[2] que les mesures (nt)t>0 définies sur E par

M.(9) = s(x,,9 0 X 0 k)
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forment une loi d'entrée pour le semi-groupe (Qt) défini par
Qu(x,£) = E*[£ o X,,t <R] .

I1 est alors naturel de se demander si dans le cas général, pour un processus forte-

. x .
ment markovien (Xt) , les mesures (nt)t>-0 définies par
T (q) = s(x,g 0 X, 0 k)
+\9 t>0 ' g + R

forment encore une loi d'entrée pour le semi-groupe (Qt) , au moins pour H-presque
tout x . Cela résulte facilement de (5) et du lemme 1 de [5] . Dans [5] ces résul-
tats seront méme établis sans hypothéses de régularité en utilisant la décomposition
de GETOOR et SHARPE de l'ensemble G : G =G UG , od G est 1'ensemble des t
de G tels que Xt soit régulier pour R et Gi l'ensemble des t de G tels que
X, soit irrégulier pour R . L'ensemble el posséde la propriété g’ n [t] = ﬂ pP.S.
pour tout temps d'arrét T de (3t) , & cause de la propriété de Markov forte, tan-
dis que Gi peut s'écrire Un/t , avec des temps d'arrét de la famille (%) ,
d'aprés un résultat de Meyer. Seule la structure des "excursions" {it,t € Gr} est

délicate.
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CHAPITRE VIII

DECOMPOSITION DE LA RESOLVANTE

La décomposition de FELLER-UENO de la résolvante d'une diffusion relati-
vement A une frontidre a été étendue par M. MOTOO ([1]) & des processus de Markov
généraux, Le but de ce chapitre est de donner sous des hypothéses plus générales une
démonstration rapide de cette décomposition et d'expliciter les noyaux P et Q
de M. MOTOO ([1]) et Y. OKABE ([2]) en fonction du noyau de Lévy N du processus
(it). Nous nous servirons d'un résultat de DYNKIN ([3] et [4]) qui utilise toute la

propriété de Markov de (Xt) .

NOTATIONS ET HYPOTHESE;A]

1. Nous reprenons les hypothéses du chapitre VI : R est le temps d'entrée
de (Xt) dans un ensemble F fermé et finement parfait ; le processus (Dt) est

(%)

quasi-continu & gauche. Nous supposerons de plus que le processus (Xt) est de Hunt.

2. Soit A>0 fixé. On désigne par (Lt) le temps local d'équilibre
d'ordre )\ ; c'est une fonctionnelle additive, continue a cause de la quasi-continui-
té A gauche de (Dt)' adaptée a la famille (Jt) ; on a par définition

-AR

E-[JC;”C-)\S dLS] = E.[e)\ ]

D'aprés le théoréme VI ., 2o0n a
Lx [FToX ds+ [TSgox_ daH
t JO F s JO g s s’

o = est la relation d'indistinguabilité de deux processus et ou on a posé

B 17—k
g = 'X"‘ N

(*) par rapport a (Jt) ou a (ﬁt) (théoréme II.3)
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(N,H) est un systéme de Lévy du processus (it)et le noyau S a été défini a
partir de N dans 1'énoncé du théoréme VI .1.
Nous supposerons que

-t t
jo IFo Xs ds =~ fo ) oXSdLS

J"t SgoX dH f:sft moX_ dL
s's s s
) o
ol £ et m sont des fonctions universellement mesurables bornées et positives sur E
(sous 1'hypothése (L) de MEYER on peut choisir £ et m boréliennes). On peut
supposer que S(x,.) =0 pour xg€F , car X _€EF si s est extrémité gauche d'in-

tervalle contigu a M .,

o . .
3. (Ua)a>0 (resp. (Uoz)a>0) désigne la résolvante du semi-groupe
(Pt) (resp. du semi-groupe (Pt) tué au temps R). Pour toute fonction £ universel-

lement mesurable bornée sur E on a par définition

op p® =t
Uaf = E[fo e foX at] .
(o] _ . R -t
U, £= E [J‘O e foX, dt]

Pour £ universellement mesurable borné sur E , on pose
o e
vo g & avec la convention
o o
U)\ 1

olo
[}
o
.

On notera que la fonction VZI:‘ est bornée, a cause de 1l'équation résolvante.

4, Pour toute fonction £ universellement mesurable bornée sur E et tout

a>0 on pose

B = B [e ¥R eox,]

X £=E[[" e fox dL ] sur F
o ° S s

L°° -aT

=E[[ e sfoXT das)
o -

ou Tg = inf{u : Lu> s} .
91



PROCESSUS DE MARKOV

Se Pour toute fonction £ wuniversellement mesurable bornée sur E on

pose

vyf = lim inf foxt o
t rationnel \ O

Avant d'énoncer le théoréme VIII.1 rappelons un résultat de

pwvrmn ([3] et [4]) ) -

LEMME VIII.1.- Soit f une fonction borélienne bornée sur E et soit a>0 .

1) Pour presque tout w€( on a la propriété suivante @

o
1im v2fo X_ (w) existe pour tout s>0 de G(w) (x*)
a s+u de
uio
or p® _—as . -as o . Dg -A(u-s)
2)3[] e fICoXsds]sE[Z e lim V foxs_mj e du]
R F s>0 uwo ¥ s
SEG

(Avec nos notations le second membre peut encore s'écrire

Elz e (yvle)oi goi ] ).
s>0 o s S
S€EG

Pour démontrer le premier point du lemme on suppose £20 et bornée et on envisage

le processus (Yu)u>0 défini sur ]R+XQ par

o
Yu(r,w) =V foX, +uI{A >u} (w) ,

r r
ol G= sup{s<r: X € F}, A=r-G_ . On montre que (Yu)u>0 est une surmartingale

pour la loi f’x définie sur B]R ®F par
+

B*(a) = Ex[f: A IA(r,w)dr]

et on vérifie que axt
sup E [Yu] <o,
u>0

*

( )l'existence de l'article [4] nous a été aimablement signalée par H. ROST et sa
traduction communiquée par N. KAROUI.

(#*) L'ensemble G a été défini au chapitre VI .
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DECOMPOSITION DE LA RESOLVANTE

Le deuxiéme point du lemme se déduit facilement du premier.

THEOREME VIII.1.- Pour toute fonction universellement mesurable bornée définie

sur E on a (toujours avec la convention %-_— 0)

o
S(g.yvaf)

o a.
Uf=Uqf+HIa(zf+m 59

a

COROLLAIRE VIII.1.- (Décomposition de MOTOO-OKABE)

o] o o
U= U £+ H xa(z £+ (P+Q)Vaf)

ol 1'on a posé pour toute fonction @ universellement mesurable bornée sur E

Po(x) = n(x) —s°—— (x)
g
s(gI Yo)
{x # x}
Q9(x) = m(x) ——S—i(—x——m
g

Restreint A l'ensemble M , o M= {VZf ;a>0,f borélienne bornée},
Q s'identifie au noyau Q défini par MOTOO et,restreint A —7-1(. , P s'identifie au
noyau P défini par OKABE., Q correspond & la sortie de F par un saut et P

correspond a la sortie continue de F .

Démonstration du théoréme VIII.1.

Soit f borélienne bornée sur E et soit >0 ., D'aprés une formule
classique on a
(1) Uf=0¢+ % £ .
o o o
D'autre part si y€F ona R=0 Py P+S., donc en appliquant le point 2) du lemme
il vient
_pYrp® =as y, -as o R
Uaf(y) = E [J‘ e £Ig0 xsds]+E [ e (v Vaf)oisgo 15]
] s>0
SEG
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PROCESSUS DE MARKOV

Le premier terme du second membre s'écrit
o e ¥Speo0x du ]
0 s s

et le second terme s'écrit d'apréds la formule (5) du chapitre précédent

(o]
EN[[Te®%s(gyvee)ox an J=E[[" 'qs———(S(ng"f) X X _dL ]
Joe YVt JoRg digl= [Joe Sg oRg MORLALg

o
s(g.y Vaf)

(avec la convention 9. 0),soit encore K(m 53

5 Y{y¥) . Le théoréme VIII.1
résulte alors de 1'égalité (1) et de ce que H” Ut est entidrement déterminé par
la restriction de Uaf a F.

C.Q.F.D.

REFERENCES

[1] M. MoTOO Application of additive functionals to the boundary

problem of Markov processes.
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CHAPITRE IX

DEUX NOUVEAUX PROCESSUS

HOFFMANN-J@RGENSEN a montré que le processus de 1'Age (At) associé
4 un ensemble régénératif est un processus de Markov (non nécessairement fortement
markovien) ; nous reviendrons en détail sur ce résultat dans la troisiéme partie.
Pour un systéme régénératif, le processus (At) n'est en général pas markovien, non
plus que le processus )Tt= (At,XGt) s mais nous montrons que, sous certaines hypo-
théses, c'est vrai pour le processus \)it= (At- , XGt _). Nous montrons également
que le processus ()-(t) est markovien sile processus- (Xt) est fortement markovien.
Nous explicitons les fonctions de transition a 1'aide de noyaux définis par

PITTENGER et SHIH ([1]). Dans un article ultérieur, nous donnerons des fonctions

de transition ayant la propriété de semi-groupe.

[ PRELIMINAIRES |

L'ensemble U [D ] est toujours noté M . Pour tout tE]R+ on pose

t20
G, = sup{s<t : s€M]
= 0 si { }=¢
At = t—Gt

X, = (At,th)

Notons que si R est le temps d'entrée dans un fermé F on a aussi
G= sup{s<t : X € F} , mais cette formule est fausse si F est ouvert.

Le processus (Gt) ainsi défini est croissant, continu a droite et

et adapté A la famille (St) ; la famille (Gt) est une famille coterminale au

sens de PITTENGER et SHIH [1], c'est-a-dire qu'elle posséde les propriétés suivantes :
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PROCESSUS DE MARKOV

€)) G, est J - mesurable
(2) 0<GoksG<st

+ .
(3) G,_g0 0= (G- s) si s<t

(4) 1limGok =G si s<t (on suppose que PO(R=0) = 0 )
uls € u s

(5) si G <s<t alors Gs=G_,

ol les opérateurs de meurtre (kt) sont définis par

ktw(s) = w(s) si s<t (weQ)

= 9 sl s2t

Nous empruntons 3 PITTENGER et SHIH les définitions suivantes (avec

une légdre modification pour la tribu 38_) .

DEFINITION IX.1.- Soit S une variable positive sur (Q,3).

1) On désigne par 3;_ la tribu engendrée par la tribu 300{5= 0}

et par la famille {:5Sn{s <s },s20]}.

2) On désigne par Es la tribu engendrée par ZFS_ et la famille

FN{S=T}, T temps d'arrét de (3)]}.
T t

(i 8 est un temps d'arrét de (Et) les tribus J

- et 38 sont les

tribus habituelles).
Voici quelques propriétés démontrées dans [1] :
(6) 8 est 3s_ - mesurable
(7 Xy est F -mesurable
(8) Soient S et T deux variables telles que 0<S<T
a) Si S est Jp_-mesurable on a ¥ C F,_

b) 8i S est Jp-mesurable on a F.C I,

Compte tenu de la modification apportée & la définition de 35_ on a
également la propriété

(9) xs_ est ;}s_-mesurable, en posant X0_= XO .
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DEUX NOUVEAUX PROCESSUS

LE PROCESSUS X, = (At, th)

Le processus (Xt) est continu A droite, et adapté A la famille (EG)
t

d'aprés (6) et (7). Dans ce paragraphe on suppose de manilre essentielle que le

processus (Xt) est fortement markovien. Nous allons d'abord rappeler le théoréme

1 de [1] sous la forme du théoréme IX.1 qui suit.

DEFINITION IX.2.- Soit £ une fonction universellement mesurable bornée sur E

et soit a>0 ., Si x est un point irrégulier pour R , on pose

6((3,)(),!:‘) = Ex[f Oxa'R>a]

et si x est régulier pour R , on pose

P
@ ((a,x),f) = 1lim sup lim sup EX[foX |D >a,d(x,X )gl]
u rationnel >0 n-o a’ u u’" n

i((a,x),f) = lim inf lim inf Ex[f°x ID >a,d(x,X )sl]
u rationnel>0 n-e a’ u u’' " n

(dans les égalités précédentes on a fait la convention -g— =0) .

Si 6*((a,x),f) = §,((a,x),£f) on note Q((a,x),f) la valeur commune,

DEFINITION IX.3.- Soit £ une fonction universellement mesurable bornée sur E .

On pose
W(£) = {(a,x) : ©((a,x),£) est défini}

THEOREME IX.1.- Soit £ wune fonction universellement mesurable bornée sur E .

(1) )-(.tE w(e) PeSe sur {OsGt< t}

(2) E[foxt|3Gt] = 6<it,f) p.S. sur {OsGt< t}
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Dans la définition qui suit ¥ désigne une famille dénombrable dense

de C(EE.XE') (E' est le compact dont E est un sous-ensemble borélien. On con-

fondra les fonctions de H et leurs restrictions & E .

DEFINITION IX.4.- On note W 1'ensemble des (a,x) tels que

G((a,x),E'[h(R,XR)]) soit défini pour tout h € ¥ . Pour h € ¥ on pose

i ((arx)vh) = 6((&,X),E'[h(R,XR)]) si (a,x) €W

= Ex[h(R,XR)] si (a,x) £ W , donc en particu-

lier si a=0,

L'ensemble W est universellement mesurable. Par les procédés habituels
on peut prolonger R enun noyau sur E muni de sa tribu des ensembles universel-

lement mesurables. Ce noyau sera noté E .

THEOREME IX,.2.- Pour toute loi pM et pour toute fonction h universellement mesu-

rable bornée sur E on a

(10) E“[hoith 1=R(X,,h) p.s.
t

Démonstration : Il suffit de démontrer 1'égalité (10) pour hé€MH . D'aprés la rela-

tion X = (R,XR)O 6, et la propriété de Markov simple du processus (Xt) on a
-~ Xt
E*(hox |3 ] =E “[n(R,X))] P.S.
tht R
et comme JF. CJF A cause de (1) et (8), il vient

t

. X
(11) E"[hoxtlzict] = EM[E t[h(R,XR)] |$Gt] .

Par suite le théoréme IX.1 appliqué & la fonction E'[h(R,xR)] montre que, sur

1l'ensemble {0<G<t]} (SG -mesurable d'aprés (1)), itéi p.s. et 1'égalité (10)
t X

- G
est vérifiée. Sur 1'ensemble [Gts t}= {At= 0} ona ﬁ(xt,h)==E t[h(R,XR)] par
X
G
définition et le membre de droite de (11) vaut E t[h(R,xR)] P.S. & cause de la
propriété (7). L'égalité (10) est donc établie.

COQOP.D.
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DEFINITION IX,5,- Pour toute fonction £ universellement mesurable bornée sur E ,

tout s€R _ et tout (a,x)eg posons
33((a,x),£) = f(ms,x)ﬁ((a,x),]s,w]xl?:)fﬁ((a,x),f‘(s-,'"'f))

ou F(u,y,£) =Ey[fo_x-u] si u=20

=0 S_i u<o .

THEOREME IX.3.- Pour toute loi P le processus (Xt) est un processus de Markov

par rapport & la famille (EG ) et par rapport aux noyaux de transition (Ft)
t

Démonstration : Le processus (it) est adapté A la famille (EG ) d'apras (6) et (7).
t
Vérifions d'abord que la famille (ZiG ) est croissante. Pour cela il suffit de
t
montrer que si s<t la variable G, est 3J, -mesurable (d'aprés (8) et 1'inclu-
t

sion IFGEC ZFGt ). On a

(12) {u<Gs} = [u<Gs}ﬂ{Gts s} + {u<Gs}ﬂ[Gt> s}

Sur 1'ensemble {Gts s} on a Gsa Gt A cause de (5) et de la contimuité

a droite de 1'application t-'Gt « Par suite

{u<Gs}ﬂ[Gts s} = {u<Gts s}

et cet ensemble appartient & F, d'aprés (6). D'autre part 1'ensemble [u<GS}
t
appartient & J_, donc 1'ensemble [u<GS}ﬂ{s<Gt} appartient & 3. par définition.
t

D'aprés (12) G, est donc JF, - mesurable et la famille (:I-G)est croissante.
t t

Nous allons maintenant établir que (Xt) est markovien par rapport a
la famille (3G ) et admet (Ft) comme fonction de transition. Soient s,t20
t PS
et f universellement mesurable bornée sur E ; d'apreés (5) et un raisonnement deve-

nu familier on a

E‘[foit+s|3Dt 1 (w) = £(a+s 'x(;t)I{s<Rt}(w)

XDt(w)
+E [foXS_Rt(w)(.)]I{sth} (w)
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Par application du théoréme IX.2 aux fonctions g=1I et g=F(S=e,yee,f)

Js,»] xE
il vient
u - - -
E [foxt+sl3Gt] = £(A+ s,th)R (X,+1s,=]xE)
+ R(X,F(s-e,00,8))  pose

= P (X._,£)
st C.Q.F.D.

v
LE PROCESSUS (X 1:)

Nous supposons maintenant que (0,3,3t,xt,0t,l’u'; R) est un systéme régé-
nératif sans point de branchement, que R est le temps d'entrée dans un ensemble
fermé F et que les points de F sont réguliers. De plus nous supposerons que les
trajectoires ® de (0 ont des limites a gauche et que le processus (;t) est
quasi-continu & gauche (cf. théoréme II.3).

Pour t>0 on pose

Iy = G_ =sup {s<t :XSE F}
v
X, = (A Xp_) = (t-T,X.)
t t
avec la convention X0_= XO .

Le processus (rt)t>0 est croissant, continu A gauche et adapté a la

v
famille (Jt) . Le processus (Xt)t>0 est continu a4 gauche et adapté & la famille

(31-._)t>0 d'aprés (6) et (9). On notera que 3._C3J,_ puisque T .<G, et que la
t t t
variable I' = 1lim G_ est EG_- mesurable.
stt

v
THEOREME IX.4.- Il existe un noyau R sur la tribu des ensembles universellement

mesurables de E tel que l'on ait

u -~ \V4 \4
E [hoXtIEI,E] = R(X_,h) p.s. sur (I >0}

pour toute loi p , tout t>0 tel que P""{Atf At} = 0 et toute fonction h

~
universellement mesurable positive sur E .
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v
Démonstration : 1) Nous allons d'abord définir le noyau R. (V,(Et).(Pr'x)r x€E )
,

désigne la réalisation canonique du semi-groupe (Pt) construite au chapitre II.

Sur W on pose

8, = inf{s>u : E€ {0} xE}

et pour a>0, (r,x)€E ,

h universellement mesurable bornée sur E,on pose, tou-
. . 0
Jjours avec la convention 0= 0
V%
Q (a,r,x,h) = 1lim sup E'*[hog |6u> a]
u rationnel > 0 a
u=-0

4
Q*(a,r,x,h) = lim inf g5

u rationnel >0
u-0

[ho §a| 6> ale

Vi v \%
Lorsque Q (a,r,x,h) = Q,(a,r,x,h) on note Q(a,r,x,h) la valeur commune.

Vv
Désignons par W(h) 1'ensemble des (a,r,x) €ER XR X E tels que

\V4 \4
Q(a,r,x,h) soit défini et par W 1l'ensemble N W(h) , od M est la famille
hey

utilisée dans la définition IX.4 . Finalement on pose pour h€ }

\R/((a,X),h) = g(a.o.x,h) si (a,0,x)€ v

\4
= h(0,x) si (a,0,x) ¢H , donc en particulier

4
Par les procédés d'extension habituels on obtient un noyau R sur la

tribu des ensembles universellement mesurables de E .

2) Définissons les tribus 38- A partir de la famille (ﬁt) comme nous

. Y
1'avons fait pour la famille (3t) dans la définition IX.1. 2). Comme )(t est

ZFI,E- mesurable et que 51"; c JG

c §G- , i1 nous suffit d'établir 1'égalité
t t

<

;

Vv
61 = R
t

(14) EM[hoX

(

ta

¢ t,h) PeSe Sur {l"t> 0}
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et il nous suffit méme d'établir cette égalité pour hé€M . On remarquera que,

comme A = A P~ p.s. ou T,= G, Pe.s., 1'égalité (14) peut aussi s'écrire

t
u ~ -~ v
(15) E [hoxtliiGE] = R((At,XGE),h) p.s. sur {G> 0}

3) Démontrons 1'égalité (15) pour h€YM .

4
a) Sur 1'ensemble {G = t}={A= 0} 1le second membre de (15) s'écrit R((O,XG_),h)
t

c'est-a-dire h(0,X, ) par définition, Comme T, = G p.s. ce terme s'écrit

Gt

aussi hoX PeSe
Gg

Le processus (Xt) étant quasi-continu A gauche, on a X,= X, _ P.s.

Sur 1'ensemble {Gt= t} 1le premier membre de (15) vaut donc hoX a cause de la

Gz

propriété (9) appliquée 2 la famille (Z‘;it) et au processus (it). L'égalité (15)

est donc établie sur 1'ensemble {Gt= t} .

b) Sur 1'ensemble {0<Gt< t} nous allons montrer qu'on peut appliquer le théoréme 2

de [1] au processus (it) et A la famille (Gt) .

En effet
- le processus (it) est fortement markovien et quasi-continu A gauche ;
- le temps d'arrét R est p.s. égal au temps d'entrée ﬁ du processus (it)
dans 1l'ensemble {0} xF , car l'ensemble M est p.s. sans point isolé, donc (Gt)
est une famille coterminale pour (it) H
- sur l'ensemble {O<Gt< t} )EGE est p.s. un point régulierg*pour 1'ensemble {O}xF,

car f{G_= (O,XI._)E {0} xF p.s. et les points de {0}xF sont réguliers pour

t t
{o}xF .
On peut donc appliquer le théoréme 2 au processus (it) et A la

famille (Gt). On notera que dans le cas présent la démonstration de ce théoréme

se simplifie beaucoup puisque les variables Gt sont des temps d'arrét de la

famille (St) (en effet G,= inf {s: D>t }) , ce qui n'est pas vrai pour la famille

(3t) . On obtient ainsi les propriétés suivantes :

(*) relativement au processus (X,)
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~ v
(16) (At,XG ) €W p.s. sur {0<G. < t}
E t
W A A \V4 A
(17) E [hoxt|3GE]= Q(At,xG_t_,h) p.s. sur {0<G <t}

En tenant compte de ce que X, = (O,XG_) PeSe Sur {0<Gt< t} 1le second membre de
t t

\4
(17) peut s'écrire Q(At,O,XG_ , h) et en tenant compte de (16) ce terme vaut
\4 t v
R((At'xGE)'h) p.Se. par définition de R.L'égalité (15)est donc établie sur 1'ensemble
{o<c;t< t}.

C.Q.F.D.

*
Remarque : En appliquant le théoréme 2 de [1] au processus (it) (*) on obtient
les généralisations suivantes du théoréme IX.4 3
1)Pour toute loi p , tout t>O0 tel que Pu{Atf At} = 0 et toute

fonction £ wuniversellement mesurable bornée sur Q on a

v . _VvY
(18) E [f°1t|31":c-]' p(Xt.f) PeSe SUP {l"t> o}
ol

N\ . b d .

o((a,x),f) = 1lim sup E[foi |Du> a] si a>0

u rationnel >0 a
u-=+0
= f([x]) si a=0

2) Pour toute loi p , tout t>0 tel que P“’{At;( At_} = 0 et toute

fonction g universellement mesurable bornée sur ]R+XQ on a

A4
(19) E"’[g(At,irE) |3FE]= p(xt,g) PeSe SUP [I‘t> 0}
ol
o((a,x),g) = 1lim sup Ex[g(a,iu)h) >a)] si a>0
u rationnel >0 u
u-0
= g(a,[x]) si a=0.

*
) (it) est supposé quasi-continu a gauche.
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La formule (19) est plus générale que la formule (18), qui se déduit

de la premidre en prenant g(a,w) = f(eau)) .

DEFINITION IX.6.- Pour toute fonction £ universellement mesurable bornée sur ﬁ

tout s€R et tout (a,x) EE posons
v Vv \ \4
PS((a,x),f) = f(a"' S:X)R((a,x).fsy“’] XE) + R((a,x),F(s - 'v"rf))
v
ol F(u,y,£) = Ey[foxu] si u>o0
=0 si us<oO

THEOREME IX.5.- Soit Vv une loi sur F et soit T 1'ensemble des t>0 tels que

l’\’[At f At] = 0 ., Pour toute fonction f universellement mesurable bornée sur

-~

E, tout t€T et tout s20 on a

\4
X

\Y
(18) E(fo tes

v Vv
|3I.E_ 1=P_(X.,£) p.s.

En particulier si le processus (At) n'a pas de discontinuité fixe, le processus

A4
X.) est markovien par rapport 3 la famille (. ) , avec les noyaux

4
(Pt)t 20 ¢ Sur_1'espace (a,p%) .
Démonstration : Sur 1'ensemble [I"t> 0} on a

fo\){ (w) = f(At_(w)+s, Xr (w)) si SSRt(w)
t-

t+s

= f(;(ls-Rt(w)(eDt(w))) si S>Rt(m)

donc d'aprés la propriété de régénération au temps Dt

E“[fo¥t+s|3bt](w) = #(a (@b (NIgg g y(0)
X, (w) y
t
+E [foxs-Rt(u))(')]I{S>Rt}(w)

En appliquant le théoréme IX.4 il vient
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DEUX NOUVEAUX PROCESSUS

\4
E'[foX

v V
t+s|3F§] = PS(Xt,f) P.S. sur {Ft> o} .

On peut retirer la restriction a 1'ensemble [Ft> 0}, puisque Vv est une loi sur

1l'ensemble F ; on obtient alors la formule (18).

C.Q.F.D.
REFERENCES
[1] A.O. PITTENGER and C.T. SHIH Coterminal families and the strong Markov
property.

(A paraitre dans Trans.Amer.Math.Soc.).
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CHAPITRE X

APPLICATIONS AUX ENSEMBLES REGENERATIFS

rDBFINITION ET PREMIERES PROPRIETES]

DEFINITION X.I.- Soit (0,5,3t,xt,et,1>“; R) un systdme régénératif tel que R soit

le temps d'entrée de (Xt) dans 1'ensemble {xo} » OO x_ est un point fixé de E

x
Cns )
vérifiant P {Xo= xo} =1.

L'ensemble

Hs{tﬁX:X}:U [D]
t (] £20 t

est alors appelé ensemble régénératif relatif 4 1l'ensemble E , au point x, et

aux lois PM .
On notera que M désigne ici un fermé aléatoire, ce qui n'est pas le cas
dans HOFFMANN -JﬂRGENSEN [1], ni dans notre introduction. Nous désignerons par M 1le

fermé droit minimal d'adhérence M : pour tout w€Q , M(w) est 1l'ensemble des points

de M(w) qui sont points d'accumulation A droite ou points isolés pour M(w) .
La propriété de définition des systémes régénératifs prend ici la forme

suivante :

Pour toute 1o pu sur E , tout temps d'arrét S de la famille (3,),

tout ensemble AGZ}'D contenu dans 1 'ensemble [DS< w} et tout BE€EJF on a

S
Bean e B(ayp O
€D P (AneD (B)) =p¥(a)r °(B) .
S
Remarques X.1. 1) Pour p= ¢, la propriété (1) est la propriété de régénération de
(3 x
HOFFHANN-J}JRGENSEN au temps DS et par rapport & la loi P ° . Mais 1l'ensemble

{ts Xt= xo} n'est pas nécessairement un ensemble régénératif de HOFFMANN-J@RGENSEN
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x
pour la loi P ° . par exemple il n'y a pas nécessairement régénération en O .

2) Dans la définition de [1] ou de [2] intervient une seule mesure P,

mais il est facile d'en déduire le modele de la définition X.1., En effet si 1l'ensemble
régénératif est canoniquement défini par une probabilité P sur l'espace des fonctions
en dents de scie ([2] ou [3]), appelons P° 1a loi induite par P sur 1'espace Q
des applications continues a droite de IR+ dans ]R+ et posons Px= e[x] pour tout
x>0 : on obtient alors un ensemble régénératif en notre sens, avec E= ]R+ ,
X,= 0.

Voici le premier résultat de structure des ensembles régénératifs.

x
PROPOSITION X.1.- Ou bien P °{R=O} = 0 et 1l'ensemble M est p.sS. discret, ou bien

x
P °{R=0} = 1 et l'ensemble M est p.s. parfait (on rappelle que p.s. signifie

P*- p.s. pour toute loi w)

x
DEFINITION X.2.~ Si P O{R.-.O} = 1 on dira que 1'ensemble régénératif M est régu-

lier.

x
Démonstration de la proposition X.1. D'apréds 1'hypothése P °{x°= xo} = 1 et la pro-

position I.4 on a PXO{R=O}= Oou1.

— Si Pxo{R=0} = 1 1les hypothéses du chapitre V sont satisfaites et nous
avons vu que l'ensemble M est alors p.s. parfait .

- S8i Pxo{Rzo} = 0, désignons par T:i le nf temps d'entrée du processus
A= t-sup{s<t:s€EM} dans l'ensemble [e,+=[ (e>0) ; 'r; est un temps d'arrét
de la famille (Et) car le processus (At) est continu A droite et adapté A (St) .

La propriété (1) écrite pour S=T:, A={D s<<:»} , B={R>0} montre que D ¢ st

T
n n

P+Se. un point isolé de M sur {D e<cu}. Il en résulte que l'ensemble D des extré-

T
n

mités droites des intervalles contigus & M est p.s. discret : cet ensemble s'écrit
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en effet
D= U [D ¢ ] .
€ rationnel >0 Tn
nz1

L'ensemble M est donc lui-méme p.s. discret .

C.Q.F.D.

LE PROCESSUS (R t)

THEOREME X.1. 1) La famille (ot) de noyaux sur R _ définie par

Qt(r,f) = £(r-t) si t<r

X
(] .
=E [f(nt_r)]g t2r

pour t€[0,+[ , r€]§+ , £ Dborélienne bornée sur i+ , est un semi-groupe de

Markov ; de plus ce semi-groupe est borélien.

2) Pour toute loi PM 1le processus (Rt) est fortement markovien par

rapport 3 la famille (ﬁt) et par rapport au semi-groupe (Qt) .

3) Si 1'ensemble régénératif M est régulier le semi-groupe (Qt) est

un semi-groupe de Hunt et le processus (Rt) est quasi-continu 3 gauche par rapport

A la famille (3t) et toute loi PM .

Démonstration : Les points 1) et 2) s'établissent comme le théorédme II.1, avec quelques
simplifications. On peut aussi les déduire du théoréme II.1 en remarquant que
it= (Rt’xo) sur 1'ensemble {Rt<w} .
Le fait que le semi-groupe (Qt) soit borélien résulte de ce que pour tout
t 20 le noyau Qt transforme les fonctions continues sur ]—R+ en fonctions continues
a4 gauche. En effet pour f continue
- 1'application r=f£(r-t) pour ré€ Jt,o] est continue

X
- 1'application r=E o[f(Rt_r)] pour r€[0,t] est continue & gauche.

x
si P °{R=0} = 1 1'hypothese (HR,) du chapitre II est réalisée et il
résulte de la proposition II.2 donnée en appendice que le processus (Dt) est quasi-

continu A gauche par rapport a la famille (3t) pour toute loi PM et que le
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semi-groupe (Qt) est de Hunt (cf. remarque b. a la suite du théoréme II.3).

C.Q.F.D.

COROLLAIRE X.1.- Un ensemble régénératif régulier est indistinguable de 1'ensemble

des instants de passage en O d'un processus de Hunt,.

Remarque : Au contraire, le processus de 1'dge (At) , que nous étudierons au chapitre
suivant, n'est pas nécessairement quasi-continu & gauche, ni méme fortement markovien

pour un ensemble régulier.

TEMPS LOCAL D'UN ENSEMBLE REGENERATIF REGULIER

THEOREME X.2.- Si 1'ensemble régénératif M est régulier il existe une fonctionnelle

additive continue parfaite (Lt) adaptée 3 la famille (3t) , unique, telle que

E'[J: e s a_] = E*[e }]

et dont 1l'ensemble des points de croissance est indistinguable de M .

DEFINITION X.2.~ La fonctionnelle additive (Lt) du théoréme X.2 sera appelée

temps local de M .

Démonstration du théordme X.2. Le semi-groupe (Qt) est de Hunt, le point O est
un point régulier pour ce semi-groupe. L'existence du temps local (Lt) résulte alors
(%)

d'un théoréme connu. On peut aussi montrer que les conditions d'applications du théo —

réme V.2 & la fonction ¢ qui vaut 1 sur 1l'ensemble {xo} sont vérifiées.
C.Q.F.D.

Remarque. L'unicité, & une constante multiplicative prés, du temps local pourrait se
démontrer de maniére analogue & 1l'unicité du temps local dans le théoréme 3,13 du

chapitre V de [4] .

*
*) Le fait que (Lt) soit adapté a (3t) se démontre comme dans la proposition V.2,
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COROLLAIRE X.2.- Si M est régulier, le fermé droit minimal M est indistinguable,

pour toute loiPu,de 1'image d'un subordinateur (c'est-a-dire de 1'ensemble des va-

leurs prise par ce subordinateur).
On appelle ici subordinateur un processus croissant continu a droite,

non nécessairement nul en O, & accroissements indépendants et stationnaires, a ceci

prés qu'il peut prendre la valeur +®,

Démonstration : On définit le processus (Tt) comme 1'inverse continu A droite du

temps local (Lt) :
T, = inf{s :L> t}
Ce processus vérifie la relation

T [ -
t4s Tt Ts eTt P.s

comme nous l'avons vu au chapitre VII. Il résulte alors de la propriété de régénéra-
tion appliquée au temps d'arrét .= D,r PeSe que le processus (Tt) est un sub-
t

ordinateur. L'image de (Tt) est indistinguable de l'ensemble C, des points de

d
croissance a droite de (Lt)’ c'est-a-dire du fermé droit minimal d'adhérence M (on
rappelle que M est indistinguable de l'ensemble C des points de croissance de

(Lt)). Le corollaire est donc établi.
C.Q.F.D.

Remarque. Dans le chapitre suivant nous utiliserons ce corollaire pour étudier les

ensembles régénératifs.
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LUN THEOREME DE REPARTITION DU TEMPS LCEALI

Le théoréme qui suit généralise un résultat de KESTEN (voir 1'exposé de
MEYER [5]) et nous sera utile pour 1'approximation du temps local & 1l'aide des
x
excursions. On notera que le temps d'arrét T n'est pas supposé fini P o-p.s.

comme dans [5].

THEOREME X.3.- Soient M un ensemble régénératif régulier, (Lt) son temps local,

T un temps d'arrét terminal parfait de la famille (ﬁt) (relativement aux opérateurs

X
[o]

de translation (Ot)). Alors pour la loi P

1) L, est une variable exponentielle

2) Les variables L’I‘ et iT sont indépendantes.

Démonstration : Pour tout t20 omn a

{LT> t} = {T>1}

ou le processus (Tt') a été défini précédemment ; par suite

{LT>s+t} = {t>7_ .}

s+t

{r> TH T O } p.s.,
s
-1
{r> 'rs} ne_ {r> -rt] PeSe
s
ol dans la derniére égalité on a utilisé la propriété de Markov forte au temps T,

du temps terminal parfait T . On applique alors la propriété de régénération (1) au

T

temps T=D_  Pp.S. , avec A={T>1‘s} (AEZ?T d'aprés le lemme I.1) et
s s

B={T> Tt] ; il vient

%o *o *o

P {LT> s+t}=P {LT>S} P {LT> t}
d'ou le point 1) du théoréme.

D'autre part on a

. 1.
{LT> s, i€ A}={T> -rs}n eTsilTe A}

et le point 2) résulte encore de la propriété de régénération au temps Tg e
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Remarque. Le processus (lt) est fortement markovien et (Lt) est un temps local en
[x°] pour ce processus ; le théoréme X.3 peut également se démontrer en appliquant

le résultat de KESTEN a ce processus,

lAPPROXIHATION DU TEMPS LOCAL A L'AIDE DES EXCURSIONS

Nous supposons 1l'ensemble M régulier et p.s. de mesure de Lebesgue

nulle. Soit (Lt) son temps local. Il résulte de la proposition VI .1 et du théoréme

VI .2 que 1l'on a p.S.

L, = f;s(1-e'R)oxs an_
Nous allons donner des résultats d'approximation du processus (Lt) a 1'aide des
excursions du processus (Xt) par rapport au point x_ .

Soit {Un} une suite croissante de parties de (Q admettant pour limite
{R>0} et telle que les variables

n N .
T = inf{t>0 : i€ Un} et R

x T

soient strictement positives P °-p.s. On note pour tout n

™=0, D =R
o [o]

et par récurrence on définit les variables (T;:)k21 de la manidre suivante :

n n n n
Trer= D+ To eDn » Dyyq = Pn
k k+1
Posons encore
-
n n
No=Z I (t)=sup{k:'rkst}

k=1 [T+

Avec ces notations on a le résultat suivant @

113



ENSEMBLES REGENERATIFS

THEOREME X.4,.-

x -R
L=  lim N‘: EL T (1 9]
P%_p.s O<ug T
PeSe uea

(G désigne comme d'habitude 1l'ensemble des extr&mités gauches des intervalles conti-

gus & M).

Remarque. D'aprés la proposition VII.1 1'énoncé du théoréme peut aussi s'écrire

x
. [
L, = 1lim N E L n]
o T
P -p.s.
et nous retrouvons alors la forme du résultat de SMYTHE [6]. La forme que nous avons

donnée a 1'avantage d'exprimer complétement (Lt) 3 1'aide des excursions.
Démonstration du théoréme X.4. La suite de temps d'arrét {’r“} décrofit vers le temps

x
d'entrée du processus (it) dans 1'ensemble {R>0}, qui est mil P °- p.s. puisque

M a une mesure de Lebesgue p.s. nulle. Par continuité de (Lt) on a donc

LV O pes. o Par ailleurs L n ©St une variable exponentielle (théoréme X.3), donc
T T
x
pour n assez grand L est intégrable et E O[L ]=o0.
™ ™

De plus la variable L n est indépendante de i n d'aprés le théoréme X.3.
T T
Il est alors facile de voir que 1l'on peut appliquer la méthode de R.T. SMYTHE. Nous
allons simplement indiquer les étapes de la démonstration dans le cas récurrent

(M est p.s. non borné).

1) On pose
K = sup{k : R _+ R _ +.ee+ R _ <t} (2 2 ¥
t Tn Tn Tn t t
o 1 k-1
x
et on démontre que l‘: - N: -0 P O-p.s. . On est alors ramené A montrer que

x
. n ,n n o
L = xollm kK 4, od £L=E [LTn] .
P ~p.S.
x x
On notera que E °[K:]<°° grice & 1'hypothése R > o P °-p.s. et & 1l'indépendance

T
des variables R n k20 .
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d'entiers telle que

puis la convergence cherchée,

2)

3)

4)

APPLICATIONS

x
2 o
Oen—rnln __l_fP_L> o
Dk

De 2) et 3) on déduit 1l'existence d'une suite croissante (nj)

x

n n [+]
Ktj g3 B Resey L,

EXEMPLES. On peut choisir U= {r 2%} . Pour toute suite {Vn} ;{xo} de voisinages

de

(1]

(2]

(3]

(4]

(5]

(el

. c
x, on peut également choisir U = {XOE v, ].

J. HOFFMANN-J@RGENSEN

P.A. MEYER

B. MAISONNEUVE
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CHAPITRE XI

ETUDE DES ENSEMBLES REGENERATIFS REGULIERS
A L'AIDE DES SUBORDINATEURS

| PRELIMINAIRES |

Soit M un ensemble régénératif au sens de la définition X.1. Nous sup-

X
poserons que M est régulier ; c'est-a-dire que P O[R=O]=1 ou, de maniére équi-

valente, que M est p.s. parfait (proposition X.1). Nous avons établi dans le chapi-
tre précédent que le fermé droit minimal M est alors indistinguable de 1'image d'un

subordinateur, a savoir le processus (-rt) inverse continu & droite du temps local

@Q.
*s
Nous n'étudierons 1'ensemble M gque pour la loi P=P : 1'étude de M

pour une loi pH quelconque se déduit de la précédente par la propriété de régénéra-

tion au temps R . Dans tout ce chapitre p.s. signifiera donc P-p.s.

Le subordinateur ('rt) admet la décomposition classique suivante (noter

que T.=0 PeS.)

T, =at+ z AT

t 0<sst °

ot A Tg = Tg=Tq_ si Too <e , 0 si Tg = o On en déduit facilement que, si I
désigne 1'image {TS,SZ 0} du subordinateur (Ts) et m la mesure de Lebesgue, pour

tout t=20, on a
m(z N [0,t]) = oL, Pes.

La mesure de Lévy du subordinateur (Tt) est une mesure A sur ]O,m] tel-
©
le que IO (xA 1)A(dx) <= . Rappelons que pour tout borélien B de ]0,o] 1'instant
SB ol se produit le premier saut dont 1'amplitude appartient & B est une variable
exponentielle de paramétre A(B) . Si B et B' sont disjoints, les variables S

B

et S sont indépendantes.

B!
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Rappelons aussi qu'un subordinateur est un processus de Hunt et qu'il
admet un systéme de Lévy constitué de fonctionnelle additive Ht= t et du noyau de

convolution N 1ié & la mesure de Lévy A par la relation
N(x,B) = A(B-x)

Nous commencerons par étudier la structure de l'ensemble M A& 1l'aide des
caractéristiques (a,x) du subordinateur ('rt) , puis nous montrerons que le processus
de 1'édge

A= t-sup{s<t:s€EM}

est markovien, en utilisant le systéme de Lévy (H,N) et 1a formule de WEIL de condi-

tionnement par rapport au passé strict ([1] ou [2]) .

STRUCTURE DES ENSEMBLES REGENERATIFS REGULIERS

THEOREME XI.1.- 1) M est p.s. borné ou p.s. non borné selon que A{+®}>0 ou

)\{+W] =0

2) La mesure de Lebesgue de M est p.s. nulle ou p.s. strictement

positive selon que a=0 ou a>0

3) M est p.s. d'intérieur vide ou p.s. d'intérieur non vide selon

que AJ0,+®] =+ ou <+w ,

Démonstration : Le premier point résulte de ce que la variable S = inf{t: T =+ «}

t
est une variable exponentielle de paramétre Af{+e]} .
D'autre part l'ensemble M est indistinguable de 1l'image I du subordina-

teur ('rt) , donc pour tout t=20 on a

n(MN[0,t]) = m(IN[0,t]) p.s.

c:rLt

Comme L,> O p.s. le point 2) en résulte.
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Si AJO,+®] = +o 1l'image I est p.s. d'intérieur vide car (Tt) saute
instantanément ; si AJ]O,+»]<+® on doit avoir o>O0 puisque M est régulier :
1'ensemble M est alors réunion d'une suite d'intervalles disjoints. Le point 3) en

résulte.
C.Q.F.D.

THEOREME XI.2.- Soient Mt et _lgt les coupes en t des ensembles M et M . Alors

pour tout t 20 on a
) PO\ H,) = O
Démonstration. (*) On a

L

P(M\M ) =P(r_=t, 7 >t)
t -t L%- t

Comme I..t est le temps d'entrée du processus ('rs) dans le fermé [t,+=] et que
(-rs) est un processus de Hunt, le deuxiéme membre de 1'égalité précédente est nul

d'aprés un résultat classique ( WEIL [1], DELLACHERIE [3]).

Remarque. La relation (1) faisait partie des hypotheses de HOFFMANN-JZRGENSEN [4].

[}
(@]

COROLLAIRE XI.1.-Pour tout t>0 et tout a>0 P{A =a}

Démonstration s 8i a>t {A =a} =fg; si a=t P{At=a} = 0 A& cause de la régu-

larité de x . Si a<t P{At=a] = P{Ht-a\M—t—a} = 0 A cause du théoréme XI.2.

LE PROCESSUS DE L'AGE (At)

Pour éviter le cas trivial A =0 nous supposerons que 1AJO,+®]>0 .

DEFINITION XI.1.~ On pose pour tout a=20

1= inf{t>0 : A= a)

PROPOSITION XI.1.~ Soit c=inf{a>0 : A]a,+®]=0} . On a

a
T <+ @ PeSe pour a<c

a
T =+ o PeSe pour az2c

(*) On peut aussi démontrer le théoréme XI.2 en remarquant que le processus (D ) est
t

quasi-~continu A gauche, donc n'a pas de discontinuité fixe.
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Démonstration : L'instant L a du premier saut de ('rt) ayant une amplitude dans
T

1'intervalle Ja,+®] est une variable exponentielle de paramétre A\la,+ ® ]. Par con-

séquent

si a<c , A]a,+®]>0 donc L oS © Pes. et %< © p.s.
T

si azc, AMa,+®] =0 donc L = +® Pes. et T + o p.s.
T
C.Q.F.D.

DEFINITIONS XI.2.- Pour tout borélien B de R, et tout t20 posons

1) F(t,B) = P{AtEB}

2) Pt(a,B) = P{Aran € B} si Os<a<c
= 1, (a+t) si azc

3) R(a,B) = P{RTaGB} si az20 .

On notera que P, et R sont des noyaux sur it+ , que Pt(O,B)=F(t,B) et
r(0,B) = IB(0)=F(O,B). Pour a>0 la mesure R(a,.) est portée par 1—R+\ {0} et
pour a=0 elle est concentrée en O ., Le noyau R est 1ié au noyau H de

HOFFMANN-J@RGENSEN par la relation

R(a,B) = H(a,a+B).
Les deux propositions suivantes se démontrent 3 1'aide de la propriété de régénération
(c£. [4]). La troisiéme relie le noyau R a la mesure de Lévy A\ .

PROPOSITION XI+2¢= Pour a,s20 on a

Ps(a,B)=IB(a+s)R(a,]s,<n]) + fo F(s-u,B)R(a,du) .

PROPOSITION XI.3.~ Pour s,t20 on a
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P[a,, € Blsnt] = I(ax+ s) I{Rt>s 3 F(s—Rt,B)I{RtS s}

PROPOSITION XI.4.- Pour tout a€ J0,c[ et tout borélien B de i+\ {0} on a

Ala+B

&(a,B) = a,+®

Démonstration : Posons

C = a+B

C'= Ja,+o]\(a+B)
Le temps S (resp. S') du premier saut de ('rt) ayant une amplitude dans 1'ensemble
C (resp. C') est une variable exponentielle de paramétre A(C) (resp. A(C')). Comme
les ensembles C et C' sont disjoints les variables S et S' sont indépendantes ; la

proposition résulte alors de ce que R(a,B) = P{S<S'} et d'un calcul classique.
C.Q.F.D.

Le théoréme qui suit est crucial.

THEOREME XI.3.~ Pour tout borélien B de 'Jii+ et tout t20 on a
(1 P[r € B|G.] = R(A.,B) p.s.

ou G't désigne la tribu engendrée par les variables AS, s<t .

Démonstration : Sur 1'ensemble {At= 0} on a R(At’,B)=IB(O), et R=0 p.s. 2

cause du théoréme XI.2 , d'od 1l'égalité (1).

I1 reste & établir la formule (1) sur 1'ensemble {At >0} pour t>0 .
Le temps d'entrée du processus ('rt) dans 1'ensemble [t,+=] est égal & L, ; si
(Bt) désigne la famille des tribus naturelle (et satisfaisant aux conditions habi-
tuelles) du processus (T t) , la formule de WEIL de conditionnement par rapport au
passé strict appliquée au temps L, s'écrit alors, en posant N(x,C) = A(C-x) et

en remarquant que At = t—TL
t

121



ENSEMBLES REGENERATIFS

N(TL_,t+B)
T
2 P{fr. € t+B|B } =
(2) { L, " ‘ LE} NZTLE,[t,+m]5

)\(At+B)

A Apy +

P.S. sur l'ensemble {0<1{At, +o} <o, L £ [t, +=]} . La condition

t
TLE £ [t,-=] est p.s. vérifiée sur {At > 0} , et de méme O < A[At, +o] <o p.s.
sur {At > 0} puisque At < c p.s. d'aprés la proposition XI.1. D'autre part,
A[At,w] = l]At,w] P.S. car pour chacun des atomes a de la mesure A on a
P{At=a} = 0 . La formule (1) sur {At > 0} résulte alors de la formule (2), de la

proposition XI.4, de la relation TL
t

(en effet G’t est engendrée par les variables T

=D +.S. et de 1'inclusi D
t P inclusion !BLE (It

L ? s=t , aux ensembles négli-
s

geables prés).

C.Q.F.D.

THEOREME XI.4.-~ Pour s,t20 et B borélien de R_ona

P{A €B|Gt}=PS(At,B) D.S.

t+s

Démonstration : Il suffit d'appliquer successivement la proposition XI.3, le théoréme

XI.3 et la proposition XI.2.

Nous renvoyons & 1l'exposé de MEYER pour la démonstration de ce que les

noyaux P forment un semi-groupe de Markov sur R _ et que, si A]0,+® )=+, le
semi-groupe (Pt) est fellérien pour la topologie droite de ]R+ 3 dans ce dernier

cas le processus des Ages est donc fortement markovien,
P

Pour les relations entre les caractéristiques de KRYLOV et YUSHKEVICH
et le subordinateur associé & un ensemble régénératif régulier d'intérieur vide on

pourra consulter [5] et [6].
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SYSTEMES REGENERATIFS

Abstract

Regenerative systems are defined as processes satisfying the
Markov property on a given renewal set. This altervatively corresponds to a
revewal theory which takes into account not only the age of the individuals, but
their whole evolution, Various Markov processes will be associated with a
regenerative systems, and, under regularity assumptions, local times will be
defined on the renewal set. This theory also provides different decompositions

of a strong Markov process with respect to a boundary.
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