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LEJEUNE-TEISSIER

INTRODUCTION

Dans ce travail, nous présentons et étudions un ensemble de notions
qui constitue une généralisation, au cas d'un germe d'espace analytique complexe

quelconque, de la construction du polygone de Newton d’'un germe de courbe plane.

Rappelons briévement quelques points importants de cette construction,
Soit (X,0) ¢ [£2,D] un germe de courbe plane. Si 1'on choisit des coordonnées

(w,z) sur Ez, et une équation f = 0 pour X, on peut dans le développement

£=Lc 22 WP (C_.et)
a,b a,b
considérer 1l'ensemble des couples (b,a) & N2C Rf tels que Ca b # 0. On obtient
R . . 2 s ’ 2
ainsi un essaim Alf](z,w) de points delR, . L'ensemble L_} (p +IR+)

p € A(Ff)
(z,w),
a une enveloppe convexe, ligne brisée le séparant de 1l'origine (0,0) e IR™.

C'est le polygone de Newton de f dans les coordonnées (z,w). On vérifie facilement
qu'il ne dépend pas du choix du générateur f de 1'idéal définissant X dans Ez

en 0, et qu'il ne dépend en fait que du choix d'un germe de courbe lisse (W,0)
comme axe des w, et du choix d'une rétraction r : (CZ.D]———Q (W,0).

Classiquement, le polygone de Newton décrit une méthode par approximafions
successives pour le calcul des racines de 1'équation f(z,w) = 0O comme fonctions

multiformes de w.

Si nous supposons X analytiquement irréductible & 1l'origine, un
certain nombre de faits importants se manifeste : tout d'abord, dans ce cas,
le polygone de Newton n'a qu'un seul c6té, guel que soit le choix de coordonnées.
(Traditionnellement, on exclut les c8tés qui coincident avec 1l'un des axes de WZ].
La pente du c8té du polygone de Newton peut s'écrire - % ol d est un nombre
rationnel, dont un peu d'expérimentation montre qu'il peut servir & mesurer le
contact de X avec 1'axe W choisi (relativement & la rétraction choisie).
En fait, d&s que 1l'on a trouvé (W,r) tels que d soit > 1, d ne dépend plus de la

rétraction choisie.
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POLYGONE DE NEWTON ET INSTALLATIONS

De plus, si 1'on choisit (W,r) tels gue d soit le plus grand possible, on

m
trouve que d = Fl ol [ml,nl) est le premier exposant caractéristique de
1

Puiseux de X, qui est connu pour &tre un invariant du type topologique du
plongement (X,0) & (EZ.D]- Enfin, si

m m
r =[%l] est la partie entiére de ;l. r est exactement le nombre de modifi-
1 1

cations (ou éclatements) de centres ponctuels qu'il faut faire avant de par-
venir & un germe de courbe ayant une multiplicité strictement inférieure &

celle de X en O.

Ainsi, le polygone de Newton décrit non seulement un proces-
sus d'approximation, mais contient déja, dans des coordonnées bien choisies,
des invariants de la singularité de courbe plane (X,0) &€ (EZ.D] qui sont
d’une importance fondamentale non seulement du point de vue de la résolution
des singularités mais aussi du point de vue de 1'étude topologique. Le fait
que le polygone de Newton doive jouer un réle dans la résolution des singu-
larités tient & ce gque trouver des solutions de f(z,w) = O de la forme z =¢r[w1/n]
revient & construire une uniformisante locale t de X en posant w = t". Le fait
qu'il donne un invariant du, type topologique de la singularité est un phénoméne
profond, maintenant bien compris dans notre cas particulier gréce aux travaux
de Zariski sur 1'équisingularité des courbes planes, mais qui demeure mysté-
rieux en dimension supérieure & 1.(Ce travail (CF.[ltﬂ ) apporte, nous 1l'es-

pérons du moins, quelques notions qui seront utiles de ce point de vue).

Enfin, le fait que le polygone de Newton mesure le contact
entre W et X est une découverte de Hironaka. La motivation initiale du travail
présenté ici a été la démonstrationdes théorémes sur la "continuité du contact”
dans la théorie du contact de Hironaka (cf. [3] [4] J,théorie qui est une des

clefs de sa méthode de résolution des singularités.

Avant de décrire la construction générale, faisons quelgues

remarques de nature techmique sur le polygene de Newtom d’une courbe plane :
P
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Tout d’'abord, le point singulier étant fixé&, nous associons un polygone

de Newton & la situation décrite par le diagramme :

x e 2

(le choix de W (axe des w) et de r revient au choix d'un tel diagramme).

Si nous supposons que r_l(D] n'est pas une composante de X, le théoréme

de préparation de Weierstrass nous dit que nous pouvons choisir pour 1'équa-
tion de X (aprés choix d'une coordonnée locale z sur r-l(D]J

m m-1

flz,w) =z + a (w) z +...t a (w) =0
m-1 [s]

ou m est le nombre d'intersection de X avec r-l[D]. ou encore la multipli-
cité de X N r L(0).

Si nous supposons que l'espace tangent T -1 n'est pas contenu dans
r “(0),0 -1
le c6ne tangent & X en O, CX o’ c'est-a-dire que r " (0) est transverse
f

4 X, ou comme nous dirons plus rapidement, gque r est transverse (ou gue
A est transverse), m est la multiplicité de X en O.
On constate alors que le polygone de Newton a la forme suivante

A

~
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POLYGONE DE NEWTON ET INSTALLATIONS

I1 est clair que la donnée du polygone de Newton est équivalente & la donnée
des pentes de ses différents cOtés, et des points d’intersection des supports

de ces cBtés avec l'axe des a.(m,m.,...), mcorrespondant & la multiplicité de

- 1
X0 r 1(O] en 0. C'est sous cette forme gue nous allons généraliser le polygone

de Newton. Les pentes des c8tés seront les "tropismes critiques” du § 2, et la

généralisation des points (m,m ,...) sera la collection des "fonctions de

1
Samuel anisotropes” du § 3.

Notre méthode dans le cas général va &tre 1l'analogue de la
construction suivante dans le cas des courbes planes : W et r étant fixés, on
regarde pour chaque d € @, +«J la plus petite valeur de a + % donnée par

un couple (a,b) tel que C # 0. Géométriquement ceci revient & pousser dans

a,b
IR2 les droites de pente - ﬁ- , en partant de celle passant par 1l'origine,

jusqu'a ce que l'on soit arrété par un point de A(f) . On note vd(f)

(z,w)

(d-ordre de f) la valeur de a + % ainsi obtenue.

On considére 1'équation quasi-homogere :

() in_(f,4d) = in (f,d) - : c . 22w =o0

() gl oy )

comme définissant un c6ne quasi-homogeéne C;jx (qui en réalité habite dans

un "espace tangent anisotrope”). On étudle la variation de 1'éguation (x)
avec d, et 1'on s'apergoit qu’elle est localement constante sur

+
R - {dl,......,ds} od les dy € @ correspondent aux c6tés du polygone de

Newton ( - %— est pente du i-éme c6té).
i

D'autre part, les vd (f) correspondent aux points d'intersection du supportdu
i

i-&me coté. du polygone de Newton avec 1l'axe des a. Ce sont aussi des multi-

plicités attachées aux quasi-cénes CA i + Aussi nous allons considérer, &

Kl

la place du polygone de Newton, des objets géométriques, les cfnes tangents

d
anisotropes CA,x

tion de d, et leur multiplicité (qui sera en réalité remplacée par la fonction

, qui nous permettent, en étudiant leur variation en fonc-

de Samuel anisotrope) d'obtenir toute 1'information que contient un polygone

de Newton.
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Ce point de vue présente différents avantages : dans le cas
général, on se heurte en effet & deux difficultés principales, qu'il permet
de surmonter simultanément.
D'une part 1l'espace analytique X singulier en x n'est plus défini par une
seule équation, d'autre part, son lieu singulier n'est plus réduit au point x.
Une fois introduite la notion de polygone de Newton en un point xe X, il faudra
donc étudier sa variation lorsque x se déplace dans le lieu singulier de X.
Pour ce faire, nous pouvons utiliser les propriétés de cohérence du faisceau
structural d'un espace complexe, et les théorémes de Cartan. De notre point

de vue, on s'apergoit que 1l'on peut attacher un polygone de Newton & tout

/r

W

diagramme d'espaces analytiques

ol X et W sont des sous-espaces de Z et r est une rétraction de 1'immersion
de W dans Z, en tout point x de XA W, sous la seule hypothése que r soit lisse
en x (et non plus W et Z lisses). C'est une telle situation géométrique que

nous appelons une (bonne) installation (cf. § 1, 1-1) et notons A .

Au § 1, on trouvera la définition des cBnes normaux anisotropes que
nous associons & une installation A . On remarquera qu'elle est indépendante
de tout choix de coordonnées et de tout choix d'un systéme de générateurs de
1'Idéal définissant X dans Z au voisinage de x. Nous construisons des isomor-
phismes canoniques qui vont nous permettre de comparer entre eux les cdnes
normaux anisotropes pour les différentes valeurs de dé€ [D,“l. Ceci nous
permet de définir les tropismes critiques de 1l'installation A le long d'un
sous-espace Y de WNX au point x. Lorsque Y = {x} ces tropismes critiques nous
donnent, comme il a été expliqué plus haut, les pentes des c6tés de notre
polygone. Le fait qu'on puisse également définir des tropismes critiques de a

le long de Y en x s'avére essentiel pour 1l'étude de la variation des tropismes
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POLYGONE DE NEWTON ET INSTALLATIONS

critiques de A en y quand y varie sur Y dans un voisinage de x. Au § 3,
nous introduisons les fonctions de Samuel anisotropes, qui sont les analo-
gues des points d'intersection des supports des cGtés du polygone de Newton
avec 1l'axe des a. Ce sont les HA.x[di) ol [dl,....dsl est 1'ensemble des
tropismes critiques de A en x. A ce point, nous avons défini notre polygone

de Newton généralisé, associé & 1'installation 4 en x€& X0 W.

3 H 3 H (d,) }

L= {d,eeed) 5 H
X 1 8 XN r_lfx],x W, x A,x tleiss

A,
(W n'étant plus lisse en x, il est naturel de faire figurer sa fonction de
Samuel en x dans le polygone de Newton). Il est déja remarquable qu'ici les
résultats sur toutes les fonctions de Samuel anisotropes, nous permettent
de démontrer un résultat sur les fonctions de Samuel ordinaires(cf. cor 4.7.)

C'est un critére numérique de platitude du morphisme CX ;———9 Cw N (ol Cx x

(resp. C x) est le cdne tangent & X (resp. W) en xJ.

W,
On introduit ensuite une notion de transversalité anisotrope. De notre point

de vue, la notion de transversalité de la fibre r—l[x) a X en x dans Z (espa-
ces tous 3 singuliers) s'exprime le plus simplement en disant que le morphis-

me des cBGnes tangents d(r|X] H CX';———+ Cw,x est plat. Nous généralisons cette
notion aux cbnes normaux anisotropes le long d'un sous-espace Y de WA X en un
point x. (Nous avons ici toujours en vue 1'étude de la variation du polygone

le long de Y). De plus nous obtenons toute une série de conditions équivalentes
(théoreme 4.2)de nature technique trés variée. Nous montrons aussi que la trans-

versalité est stable par changement de base.

AU § 5, nous entrons dans le vif des difficultés signalées plus haut.
On montre comment 1'on peut déterminer des systémes de générateurs pour 1'ldéal
définissant X dans Z en x (les bases standard normalisées de [3] ) et nous
trouvons un procédé permettant de calculer le ler tropisme critique d a

A,x
partir des développements de Taylor des générateurs.
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Enfin, la définition suffisamment générale des installations nous permet
1'étude locale, du point de vue des installations, de n’importe quel morphisme
d'espaces analytiques. Nous en tirons en particulier un critére numérique de
platitude d’'un morphisme f : X—>W en un point x€ X, et un résultat analogue
pour la platitude tangentielle (i.e. celle de df : CX,x—) CX,-F[x]] en X.

Nous y montrons aussi que la platitude tangentielle entraine la platitude.

On ne présente pas ici toutes les démonstrations des résultats énoncés.

Elles se trouvent dans [lDJ .

Cependant, on a tenu a en présenter quelques unes en détail pour donner au lec-
teur une idée des techniques de calcul que nous utilisons. On y trouvera égale-

ment la démonstration compléte des résultats utilisés dans [’11} .
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1.1

1.2

1.3

1.4

Si

POLYGONE DE NEWTON ET INSTALLATIONS

§ 1 - CONES ANISOTROPES

DEFINITION

On appelle installation, la donnée d'un espace analytique complexe
Z, de deux sous-espaces X et W de Z et d'une rétraction lisse de Z
sur W. Un tel objet sera noté A = (X,Z,W;r). Il résume le diagramme

suivant

— 3 Z

X
Tix
A
"
t

Puisqu'on travaille localement, on peut toujours supposer Z = W x €°.

REMARQUES

On fixe donc des coordonnées (zl,...,th sur tt. Pour la méme raison,
on peut supposer X et W sous-espaces fermés de Z. On ne fait

aucune hypothése sur lalissité des espaces.

DEFINITION

On appelle installation ambiante, toute installation de la forme

(Z,Z,X;r). On note A 1'installation ambiante (Z,Z,W:r) canoniquement
associée a 4 = (X,Z,W;r).

REMARQUE

f : X—) W est un morphisme d'espaces analytiques et si x € X, po-
sant W
N = dim[I X,j// 2 » nous pouvons plonger un voisinage de x
W
X, %
dans X (noté X par abus de notation) dans CN. Soit i : X & EN
un tel plongement (i(x) = 0). Il lui est associé un diagramme commu-

tatif
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fx i N
X &—— WXEt
f\\\& ¢//// r
W
ol f x i est une immersion, r = pr1
Le choix d'un autre plongement i' donne une situation isomorphe.
A tout choix d'une section o de r au voisinage de w = f(x), telle que

ow) =wx O est alors associé une installation

8(o) = (W x €,W;r)
ot W est plongé dans W x CN grace a8 o. On peut donc appliquer la théorie

N

des installations a 1'étude locale des morphismes.

On va maintenant définir les cOnes normaux anisotropes de A
le long d'un sous-espace analytique fermé Y (non nécessairement lisse , ni

méme réduit)de W A X.

Soit 3 1'Idéal de cé associé a 1l'immersion de X dans Z.

On considere le germe ax en x€ Y de cet Idéal. Désignons par mw N {zl....,zt}

1'anneau local en X x o de W x Et 2 Z,

Soit fe kx' On a un développement

f= L fAz,feC‘)
A €N

Soit Q 1'idéal de Qw N associé & 1'immersion de Y dans W

Pour tout multi-indice A, on désigne par :
' _ . u
Vy(fd =sup {uw: foe Q)
et inY fA 1'image de fA dans la composante de degré vY(fAJ du germe en x

de gr, W =8  g'/q""!

Y u>0

-84 -



1.5

1.6

1.7

1.8.1

POLYGONE DE NEWTON ET INSTALLATIONS

- DEFINITION : On appelle d-ordre de f , le long de Y en x

relativement & 1'installation A

v, (f,]
Y A
vY(f ; A, d) = inf -5 + |A]

Aent
- DEFINITION : on appelle d-forme initiale de f 1le long de Y

relativement & 1l'installation 4 , la forme :

) _ A
ing (f 54, d) = ) in, £, Z
|A| *vy (Fp)7d = v (f 54, d)

L'ensemble des inY( f ;A, d) lorsque f parcourt )lx engendre
un idéal dans [grYW]x [21""'21:] noté JnY(A.A. d)x . Ces
différents germes se recollent en un Idéal de grYw [Z’I""'Zt ]
noté 5nY[A.A, d) .

- DEFINITION : On appelle cOne normal anisotrope de A le long de

YC WNX de tropisme d€ ]0, | et on note C le sous-es-

d

h a,Y’
pace analytique de Cw v X ¢ défini par ﬂnY[A.A. d)
REMARQUE : L'existence de KnY(A,A, d) provient du fait que la
définition précédente peut &tre donnée intrinséquement de la

fagon suivante. Soit(S’ 1'Idéal de Ux définissant W A X dans
X,Q' celui définissant r_1[Y)f\X dans X et @ celui définis-

sant Y dans X . On a :

si d>1 grasd= @ 2% ) e e
WEN/N g s+ % > u
si d<1 ® 7@ e e®
el + 1/ N b b
a+a_>_u a + E> M
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On montre que cette Algébre est de présentation finie et on peut

donc considérer 1'espace analytique relatif au dessus de ¥

Specan gr A ; d
Y

Y
I1 n'est autre que Ci v On étend cette définition pour d = o et d =
de la fagon suivante
c® = Specan,, gr, (gr X)
A,Y Y Y P—liY]ﬂ X
oll 1'on considére 1'Y-graduation de gr X vu comme
-1
r (YJnx
0 -1 - Module.
r “(yJn X
Ca,y = Specany ery (erypg y, X)
Ici également on considére 1'Y-graduation de 8Ty X X associée a sa
structure de O - Module.
Wn X

Dans le cas d = 1, les définitions données coincident avec

SpecanY gry X = CX,Y

Dans le cas de 1l'installation ambiante 4 , on vérifie que gry A, d
est canoniquement isomorphe a gry W R [érw Z R @9] et on a donc un
) (0]

W
isomorphisme canonique (dépendent uniquement des données de 4 ) des

espaces analytiques sous-jacents aux coénes,

d "
_— Y
Ca,v Cuy Xy Bz X wY]
Le choix d'une décomposition de Z comme W x Et permet ensuite d'identi-
fler C,  xYaYxcr.
Z,W W
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1.8.3 Pour 0<d<1 Ci y ne dépend que de la trace de r‘_l(Y) sur X. Pour
l1sdzsge Ci Y ne dépend pas de la rétraction r de 1l'installation.
Pour d = 1 C = Cd ne dépend ni de 1'un ni de 1l'autre.
A,Y X, Y

1.9

La situation que nous étudions est donc bien comme annoncée dans 1'intro-
duction, une généralisation de la méthode du polygdne de Newton.
En fait, écrivant comme plus haut

f= f,2 . f,¢0

aent A

Soit & (£,8) = {(B,0)e N°| 3Aem® tua. |A] = a,v () = g}
o |

Soit E(f,4) = {veR'2, ve A(f:a) + R}
Soit F(f,A) 1'enveloppe convexe de
E(f,4), et P(f,A) la partie de la

d,f frontiére de F(f,A) gui n'est pas con-

tenue dans les deux axes.

N
7
B
C'est le polygone de Newton de f par rapport & &4 , relatif a Y en x.

Soit d # 0, soit I(d, W (resp. I+(d.u)) 1'idéal de O engendré par

A Z,X
les fAz tels que
|A] vy (F)/5 2 w (resp. > u)
Sif=12 FAZ'A, v (f,8,d) = sup{ueR", e 1, W)
+2
Soit Ly . ={ (B,a) € R | @+ B/, = vy (f.4,d) }

Ld £ est la premiére droite telle que P(f,A) soit tout entier situé

dans la région de 5R+2 délimitée par cette droite qui ne contient pas

1'origine et inY[-F;A,d) = in, f ZA

by
(VY(f‘AJ.lA|]eLd’F Y 'A

Cette construction permet de comparer les Cd y quand d

varie, puisque ce sont tous des sous-espaces de CW,YX YTCZ.N )& YJ .
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THEOREME DE FINITUDE :

Soit A = (X,Z,Wsr) une installation. Soit YC WN X, et xeY. Il

existe une suite finie de rationnels

ood =0, d = o , telle que 1'on ait

(1) Pour tout 1 ¢ i < s+l, le germe de Ci
de deld; ;- o,

y en x est indépendant

On désigne ce germe par lZIA Y[i] et le germe de CAly en X par
Cav,1r
(2) CA,Y(I] = CA,Y,o
CA‘Y(S*'I) = CA,Y,5+1
d N - .
(3) CA,Y = Cw,Y >; C (ol C est un sous-clne de CZ.W ;(J Y) entraine
de 0,0,
(4) Les cbnes C (1), (s+1), C sont tous

ALY CA,Y A,Y,l""'CA,Y,s
distincts et il n'y a entre eux aucune inclusion non triviale.

REMARQUE :

De plus on a une immersion fermée

[s]
) Sy =0 v %y Sty

En effet, on a toujours une surjection canonique

v} -
(4e3¢) gry X EU X0 r l(Y] —) gr X —— 0

-1
v Xnr “(Y)
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Elle induit une surjection des Y—gradués des deux membres vus comme

o, -1
r

XN Mdules, qui n'est autre que

y)
-1
gry W IZU gry Xpr (Y)—— gry er -1 X— 0
Y Xa r “(Y)
De la méme fagon, on peut voir que
0
(xxx) cC, = C X C _
A,Y wax,y 7Y r l(Y).Y
La démonstration du théoreme 1.10 nécessite une série de lemmes qui permet-
tent de comparer les SFIY (4,4,d) quand d varie. En voici quelques uns.
Pour alléger 1'écriture, on écrira in(f,d) au lieu de inY('F;é.d]. on
écrira également V(f,d) au lieu de \’leé'd)'

LEMME
Soient 0 < dl
voisinage de X . Si :

< d2 < » et supposons que lnY(A,A,dzlcgnY[A.Ldll au

A
M = I F, Z'eegr, WZ,,...,2.]
L AeNt;|A| = a,, deg F = B, A Y ! g

appartient a an(A,A,dl), il existe f¢ Axtel que M = in [F.dll et

o
Bo’ o

\)['F.dz) =V, T Bo/dz'

Si d2 = o , le méme résultat reste vrai en remplagant 1

DEMONSTRATION :
Nous allons prouver ce lemme par récurrence sur v_. Si 0 < d

2
petit v, possible est 1, si 1 < d2 <o , c'est 1/d_, si d2

2 2

Dans ces trois cas, tout fe lxtel que MB o = in[f.dl) convient.

o 0

x POr son complété.

<1, le plus

n N

« , c'est O.

‘1
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En général, soit ge(g , g = z t 8p zA tel que in(g,dl) =M . Soit
x A €N Borog

vy Tt So/dl = \)[g,dl] si v:l1 #0, = B, si c!l = 0. Soit y = v(g,dz). On

a u<v,. Sional'égalité, c'est fini. Si yu < v,, soit 31 le plus petit

2 2

34

Soit oy la valeur de [A[ correspondante et T, T Bl + 011/1:11 si d1 #0, =8B

8 pour leqguel il existe A€ th tel que v (g,) = B, (v, (g J.|/-\|)€L
Y =A Y °A d2

1

si d1 = 0. On a vy o< Ty Comme 3nY(A.é,d2JC1nY(A,A.le, chague composante
(x)
dl~hom0géne de in[g.dzl appartient a 3nY(A,A.d1], en particulier :
. A
1nY gA Z .

1

MB o z t
71 AENT [A] = apLvylg,) = 8y

P e : , 1 = ,
ar hypothese de récurrence, il existe hle 3$t91 gue M o :Ln[h:l dll et

Bl' 1
) = = - =
\)[hl,dz; u. Posons g, g hl, gle ém, in(gl,dll MBO'O‘O et
v(gl,dz) >p . Si \)[gl.dz) = W , recommengons avec g, la méme construction

, - .
qu'avec g. On détermine 82'0‘2'.[2 et az < oy

tions, on trouvera donc gké gmtel que in(gk,dl] =M

. Au bout d'un nombre fini d'opéra-

8 Lo’ v[gk.dzl >u o,

0’"o

puis 'Fégm, tel que in('F,dl) = MB o et \)(*F,dz] = Ve
0’0

Supposons maintenant d2 = o , Comme ci-dessus, étant donné un g, on_construit

Bl' oqs Ty g1€ x Si v(gl.m] = u , on construit Bz’aZ'TZ’ h26 :LEt
al = az, 62 > Bl. -r2 > Tl de sorte que

A T2 ATz 9 a0y*8)
h2 € MZ,X si cl1 21, MZ.% si DA< dl <1,€ MZ,x si d]*= 0. La suite
g. est donc une suite de Cauchy de Si gl = lim g,, glé ,
i % X i pa

i—y &
MB .« - in[gl.dll et \;[gl,w]> 4 . On conclut alors comme plus haut.
o’’o

D—| est d-homogéne si son

(x) On dit qu'un élément de gry W EDYEng z IZIDW v

image par '1'isomorphisme
gry W moyL'grw zZ R, o;] ——— gry Asd
W

est un élément homogene de grYA;d.
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1.13 - LEMME :

Les hypotheses sont celles du lemme 1.12. Pour 0 < d, <d <d, < «

1 2

'lnY[A,A.dZ] mgaY,xcﬂnYtA,L,d) “fv.x" &nY(A.g.le gaY‘
y Y Y
DEMONSTRATION :

%"

Soient d, d, < d < d_ et f€ 3 . Ecrivons f = L f zA
1 2 X t A
AEN
, (R,a)e L comme au lemme 1.12
dz,f‘
MBa

Considérons in(f,d,. ). Il existe M
2 B,a

tels que M ,ae‘a.nY(A,_A_.dll ot in(f,d,)) =

B8

A

z
B,a

N

\
A
)
B
Apreés ce lemme, 11 existe donc fBa 63 Xtel que MBa = in(fea,dl) et
v(f

= \)(f.dz). Par suite, M_, = in(f u'd) et

Ba'd2) [ R

&
dny(a,4,0) 8% e Any(4,4,d) 8 &
Y Y
a

(!1 et |
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Considérons maintenant in(f,d). Soit BO le plus grand B pour lequel il existe
t -
AEW" tel que W (f) =8, (v(f),[|ADE Ly ¢+ Soit a_ la valeur de |A]

correspondante et v2 =0t Bo/dz' On peut supposer v(f,dzl =y

Sinon \)[-F,dzl < v2. Soit B

2

le plus petit B pour lequel il existe A éth

1

tel que vY[fA] = Bys (vY[fA),|A|)€ Ld7.f' Soit o, la valeur de |A] corres-

. A ,

1nY 'FA Z . C'est un
1 A
élément de lnY(A,A,dIJ et appliquons lui le lemme 1.12. Il existe hlé 31
tel que I"IBl o = 1n(h1.21) et \)(hl,dzl = \J(F,dZ]. D'ol v(hl,d] > y(f,d) et

posant £, = f - h,, fltlx. in(f,d) = 1n(-F1,d) et v(-Fl,dz] > v[f.dz). Si

pondante. Soit MB 0 - T t
171 AENT,[A] = oy

.vY(fAJ =B

V('Fl.dz) = \)(F,dz], on recommence avec 'Fl la méme construction gu'avec f.

On détermine ao., B, et B, < B,. Si d, < «» , on trouvera donc au bout d'un
2 2 1 .2 2
nombre fini d'opérations -Fkk Altel que in(f,d) = in(f,_,d) et v(fk.dz] > \,(f,dzl.

ks

Si d2 = o , la suite {Fi}iew de Cauchy converge dans 33_vers un élément f

ayant les mémes propriétés. Dans tous les cas, on peut donc supposer

A
v(f,d ) = v_. AM = I in, f, Z , on peut
2 2 B ,a t ~ _ Y 'A
0’7o AEN", \)Y(FA) = Bz |A] = o
appliquer alors le lemme 1.12. Il existe g1€31t91 que MBO'O‘O = in(gl.dll
= in(gl,d] et v(gl,dzJ =v_ et on a, si in(f,d) # M , in(f,d) = in[gl.dJ

2 B_,a
o’"o
+ in[f-gl,d). On recommence avec f - g, la méme construction qu'’avec f et fi-

nalement on montre que in(F.d]élnY[A,A,dl)

1.14. - LEMME :
Pour 0 < d1 <d< d2 <o , si JnY(A,é,dllcinY(A,_A_.dzl alors
& c
inY(A.g,le LN oy a0 8 0, ¢n ta,a.9,) ) o, .
Y Y | Y

La démonstration est duale de la précédente.
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LEMME :
Pour 0 < d < = d¢Q, il existe d'é]O,d[ tel que pour tout

sefar.d] : Injan0 B Oy " Iy a8, uan'x

Y Y
(ce lemme s'applique au cas d = « ),

DEMONSTRATION :
Soit (-Fl,...,f“m) un systeme d'éléments de gxtel que

dnya,0,0) %OY‘,‘._= Coodn(,d), ) .
Y

Sur une droite de pente irrationnelle, 11 existe au plus un point &

coordonnées entidéres non négatives, D'ol il existe d'e ]O,d[ , tel que

pour tout 6€[d’,d] , 1 <1 <m in(f,,8) = in(f,

sl d = » ., Dans tous les cas, 'XnY[A,A.dJ g O'Y'xcan(A,é_‘d') Eo,aY.’x.'
On peut supposer évidemment d'irrationnel.YSoit fe 331; il exist\e( alors
(Bo.ua) tel que in(f,d’) = T & FA Vo)

AenN”, deg(F,) = B, |A| = o

,d). Ceci reste vrai
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A in(f,d') appliguons le lemme 1.12. Il existe g€ émfel que in(g,d’')

= in(f,d') et w(g.,d) = ag * Bo/d' Sur LCI g’ le seul point & coordonnées

entiéres est [Bo,aol sid< o , D'ol in(g,d) = in(g,d'). Si d = =

3

on a de toute fagon inl(g,d) = in(g,d’'). Par suite,

‘lnY[A..g.d ) A O'Y'xC'KnY[A,.A_,d] g 0, 4+ En appliquant les lemmes 1.13

Y
et 1.14., on déduit le résultat.

1.16 Remarque : Les lemmes 1.12 & 1.15 et leurs duaux suffisent & montrer

1'existence de d et d5

1 rationnels.

+1
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§ 2 - TROPISMES CRITIQUES

DEFINITION : Soit d € R+ ; on dit que d est un tropisme critique

de 4 le long de Y en x

(a) lorsque d =0 , si 1l'immersion (#) de 1.11 est stricte au voi-

sinage de x

(b) lorsque d e]U.w[ , 88 d est 1l'un des d1""'ds
du théoreme 1.10.

(c) lorsque d = » , si 1l'immersion (¥ » ») de 1.11 est stricte

au voisinage de x .

On notera clA Y, x le plus petit tropisme critique.
Soit A = (X,Z,W ; r) wune installation, et soit & = (Z,Z, W ; r)
1'installation ambiante associée. On notera A|W = (W, W, W 4dw)

la restriction de 4 a W.

On peut associer canoniquement & ces données, pour d¢g [D,“] et Y

sous-espace analytique de W N X , une nouvelle installation :

DEFINITION On appellera installation normale & 4 le long de Y ,

1'installation

¢y, CiY.Cilw\(;dr) o0 dr est le

morphisme canonique.
On peut se demander quels sont les tropismes critiques de cette instal-
lation (en particulier, apparaissent-ils tous déja dans la suite des

tropismes critiques de A le long de Y en x).

PROPOSITION : Identifiant canonigquement C° 4 avec

€, yJ.Y
Sy %y (o7, %]

le germe de cé en x est celui de Cd si d n'est pas un tropisme

d Y
(EA,Y]‘Y 'critique #0 ouw .,

= C (1) s1 d=d, et 6§ >d

A,Y i i
= Cs.Y[iH] sid-= di et § (di
est celuil de CA,Y si § =d-= di
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2.5 Remarque : la proposition 2.4 permet de montrer qu'il existe un
voisinage U de x dans Y tel que les tropismes critiques de A le
long de Y en y , y € U, sont extraits de la suite des tropismes
critiques de A le long de Y en x . On prendra garde que cette suite
peut ne pas &tre identique comme le montre 1l'exemple suivant : W 1le
parapluie de Whitney (d'équation x2 - y2tJ , Z=WxC , X d'éguation
z-t et Y 1l'axe des y .

2.6 PROPOSITION : Si dA v.x > 0 , i1 existe [f1,...ifm] un systeme
d'éléments de jx (ot § est 1'Idéal de OZ définissant 1'immersion
de X dans Z au voisinage de x , et ‘]x est son germe en x )

tel que :

pour 0 <d < dA Y. x
(1) 17<k<sm , inY[fk.d] est indépendant de d avec
inY(-Fk,d] =1Q 9 € ery w@DY [ger@DYUYX )

ot Q est un élément homogene de gerQDU UY .

K v » X
pour 0 <d :-dA,Y,x
(2) TnyCa, 4, dJQDY Oy y = Goetn(f,d),.n)

Pour qu'il en soit ainsi il suffit qu'il existe un systéme d'éléments
[F1,...,fm) de yx et € >0, tel gue pour d, 0 < d <e, les condi-
tions (1) et (2) soient vérifiées.

C'est essentiellement un corollaire de 1.12+«
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§ 3 FONCTION DE SAMUEL ANISOTROPE

DEFINITION : On appelle d-fonction de Sammuel d'une installation
A= (X,Z,W;r) en x € WAX 1'application

1

HA,x(d] R —— N
. H —— E dim gr‘v A ; d
g°x
0v< v
\ .
REMARQUE : B dimt gT, A ; d est une somme finie, parce que tous

0S V4u . . 1
les termes sont nuls, sauf un nombre fini. En fait VEN + P N .

DEFINITION  On définit pour i €N, 1> 1 ,

OO )
’ AxE™,x
oo axet = xxet, zxel,wxet; rxmach .
DEFINITION On appelle d-fonction caractéristique pour &4 en x

1'application
G (dJ : R =—— N

M p——> dim gR; A; d

REMARQUE . D'aprés les définitions précédentes, on voit que

@) = v (@

b,x a,x * Bgy,old)

ol (C) = (C, €, €, Id €) et x indique le produit de convo-

lution (i.e)

Lyxbym= 32, L) . L))
u1,u2€ N+ e
B +112= H
On a aussi
1 1
H (d) = H (d) « G (d)
A,x (x},x A,x

On va maintenant étudier la variation de la 8—-Fonction de Samuel
d .
de €A,x en fonction de d 6[0,“’] .
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3.8 THEOREME Soit A= (X,Z, W ; r) une installation, x €W N X

soit & un réel fixé, &€ J0,of . Soit d

seee,sd la suite des
1 ]

tropismes critiques de Aen x , gqui appartiennent a ]D,w[ .

R+
Sur ll\’ on considére 1'ordre produit.

+
Il existe H ""'Hs+ dans I\B tel que

1 1

(a) si € ]di, di+1[ on ait pour 14 j& 1,

de[dj_,l.dj [iH (61=Hj
a.x"
defd; ., dy,4 1 S Hieq
. . -
pour i+1¢k¢s,d € Jd, , dy, JtH X( ) = Heps
A X’
avec H1> H2) "'>Hi+1LHi+2 L o0 &LH

T A

u

s+1

! H | H; H;
' ! i1 4 : i 4+1| :
! i o !
R I A N
I rd
9 <4 9 dy dadp diyg

(a) si b = d; on ait

14 j&i, deld, ,.dl:H &) = H,
pour K4 €[ 5-1 _‘][ (d x[) 5
A x’
d=d, . H (& =H, (d,)
i fd X 4.x 1
anx
pour i€ k&s, d G]dk , dk+‘l]'H d X[é) = Hk*‘l

DX

avec H, > H, >eoo>H = H (d) =H L H L& H

A X

+1

La démonstration de ce théoréme repose sur 2.4 et sur le théoréme

de Jordan-Hdlder.

On en déduit :

3.7 COROLLAIRE : Sous les hypothéses du théoréeme 3.6 , on a
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H, _(8) <H (8) = G _
A,x Al W,x XAr 100 .x

et on a égalité si et seulement si

DEMONSTRATION On remarque qu'on a toujours

H (8) = Hys (8) <H, (8)
A,x fA’x.x X
A,x
N
Si on désigne parc 1'installation
(€ x C - , C x C _ , C 3 P,
W, x X0 r=1(x),x W,x r 1(x],x W,x 1
on a
H o (8)< Ha (8)
=€
C, %
mais
Ha (8) = H (§) x G _
» X A|W,x XO\r 1(x),x

- 99 -



LEJEUNE-TEISSIER

§ 4 d-TRANSVERSALITE

Soit 4 = (X, Z, W ; r) une installation, Y un sous-espace de
XAW, x unpoint de Y . Soit d€ Jo, + [ .

4.1 DEFINITION : 4 est d-transverse le long de_ Y en x si le

morphisme naturel :

est plat en x .

4.2 THEOREME : Soit dr : C —_— C:lw v
_— B

d
4.y

Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) A est d-transverse le long de Y en X

(2) an Y —> Y est plat en x et
dA.Y,x 2d
(3] Ci' Yn dr_1(YJ ——> Y est plat en x et le germe en
T gryAl Wid
de Tor,I (grYA ; d, OY) est nul .
@ @ +cl Na'cn o -c
’ XA r (Y)Y
(5) C: y ndr_1[Y) ————> Y est plat en x et le germe en
de grYA 3d -1
Tc:r,I £grYA; d, gry T (Y)) ——>» Y est nul
6) Soitd = @ gr\l(w. c ar ) — Y
1> 1 A.Y

d -
CAYndr 1(Y] > Y est plat en x et

[’SHY(A"A-' d) ®OY DY,)( ]n [(F' gr.YA; d®DY DY.X ]

= [In a8, ) . erpas d ]®DY 0y .

(7) Ci Yn dr_1[Y] ———> Y est plat en x et pour tout

peEgIN .
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_P
[Ty, ). ®0Y 0y o Int & Eryh d®DY oY'x]

= [InY[A: A: d). (Fp . gPY A; d }QDY UY.X

8
(8) pour tout &€ [0.d) . c:'y —> & |uy

est plat en x

(9) il existe un voisinage U de x dans Z tel que pour tout

s€[0.d) ., tout yeguy

S J
Cov T2 % |wy
soit plat en y .

(10) c: Yndr'1(Y) ——————— Y est plat en x .

Soit J 1'Idéal de DZ définissant 1'immersion de X dans Z au
voisinage de x ; Jx son germe en X . Il existe (fq""'fm]

un systeme d'éléments de Jx tel que

(1) pour 0<§<d,1<k<m, 1In(f,8) est indépendant

de & , avec in(f.8) = 1® 0, € gry, W@, (gr, Z®°w Oy )

Y, % *

ol @ est un élément homogéne de gry, ZOD s]

k W
(i1) pour 0 <686 <d, In, (A, A ,8) = [...in[fk.d]...J

Y -
(11) Si 1'immersion de Y dans W est réguliére en x,
Cg Yf\ dr_1[Y] - Y est plat en x et 1l'immersion
d -1 d
Cay N dr '(Y) ——> Cay
est régulieére en x , de codimension celle de Y dans W .

(12) Si Y = {x}

(d) x G _ .
X XOr 1(x). X

Le schéma logique de la démonstration est le suivant
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12

N\
v
N
v
-
o

~
\4
A
w
A
AV
ji
[e2]

11

7)
et g) o> ) == 1) (2 <= ) + 1) =3 9)

On va rappeler un critere de platitude qu'on utilisera dans
la démonstration.
(4.3) THEOREME

Soient A ——————> B un homomorphisme d'anneaux noethériens, I
un idéal de A tel que IB soit contenu dans le radical de B ,

M un B-module de type fini.

Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) M est A-plat

(11) M@, A/T est A/p -plat et Tor,(MA/1) = O

(iii) ™ GDA A/p  est A/1- plat et 1'homomorphisme canonigue

gr;(M] ® ng[A) —_— ng(M]

A/1
est un isomorphisme.

(iv) Pour tout entier n , M GDA A/In est plat sur /-\/In .

Pour la démonstration de ce critére on peut voir (SGA).

On aura besoin aussi du lemme suivant

(4.4) LEMME : Soit A wun anneau , A [21,...,Zt] un anneau de pelynomes ,
B=A [21....,Zt)] /J un anneau quotient de A[Z1,...,Zt] .

Soit N un .A-module

Torf(8.) - Tor':‘[Z] B, N®, A[2]) .
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On appliquera 4.3 avec :

A= gry W = gry A | w ; d B =gr, A,d

M= gr, A; d I= = @& griw .
Y i g By

Passons maintenant & la démonstration des implications

1 > 4 3

d d
_—
€ | w.y

ALY est plat en X .

Cette hypothése correspond évidemment & la condition i) du théoreme

4.3 ,

On a alors :

a,) Cf v N dr_1[Y) ———————> Y est plat en x (changement de

base).
“2) le germe en x du morphisme canonique
grA;d/ e gr (gr W) —> gr gr,A ; d
Y = 0 - — &%y
N ery bs d Y a4 Y
est un isomorphisme
grYA|Wid
aa) le germe en x de Tor1 (grYA ;5 d, DYJ
est nul
gr, W
) le germe en x de Torh (grY A q , grYW /_ b ) est nul
De o on a donc la premiére partie des implications 3, 4, 6, 7

1
en question.

De u&z on déduit qu'on a un isomorphisme canonique :

A; d /
o gryds d

grY W !bo gr

d
v gry g Ay 0

Y
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(En effet, gr_ grYA ; d étant déja bigradué, s'identifie &

gr, gr Cd et pour avoir 1l'isomorphisme, il suffit
Y -1 d ALY
dr (Y)NC
A!Y
de se rappeler que
gr_grYA=grYgr -1 AY-grYt:Y;O
dr (Y) \ cd ’ ’
bA,Y
On a donc 1l'isomorphisme canonique
c° — o, ,x.cd o nar
,ed v W,Y 7Y A LY
a,Y’
mais pour d € ]di' di+’|] , on a
o =
;fd y CA,Y (i+1)

d -1
i —_—
€,y Cuy Xy CaLy Ndr '(Y)
Or ceci n'est possible que pour i =20 .

Ceci montre que d € Jo, d1] et que

d
ALY 2 Cuy Xy Gy

Nar o
est un isomorphisme au voisinage de x .

On en déduit que

= o
Cay™M =S v2 Sy X a1,y

En effet, il existe des (f,l,....fm) dans ‘Ix tels que

In,(a, 4, 0) @DY Oy, = Goeeing(f, 0).n)

avec inY(fk.DJ =1 ® Qk .

Soit J—X 1'idéal de O -1 définissant an—1(Y) dans
-1 r (Y),x

r (YY) et :Fk 1'image de fk dans ix . Alors

inY('Fk,OJ =1 @1nY'Fk
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et par conséquent :

-1 -1

In (8.4, m@UY Oy (CInr (VIO X, r (Y. gryW [z]

D'autre part on a toujours C < Cd n dr-1(YJ
X0 rohy),y ALY

c (1) = ( Xy C B
A,Y W,Y 7Y XOr 1(Y],Y
Ainsi par définition, le premier tropisme critique est positif,

donc on a la deuxieme partie de la condition 2 ,

G,y,x29

et aussi la deuxiéme partie de la condition 4 ,

d -1
Cy,yNar (V) = a1,y

Il reste & démontrer 1l'implication
1 ———> ]

Du lemme 4.4 , pour A=grYw. B=grYA,;d, N=grYWLp , on

déduit que le germe en x de :
grY A; d

Tor, [grY A; d, grYWfFp e W grYw [Z] )

est nul, ceci entraine que :

ljY.x ] B

P
[Tn, . 4, @ @DY o, 10 [ - erbsd ®UY

_P
= [In 4, &, . o eryh s d ] ® o,
Y

(4.5.2) 0On va maintenant démontrer 2) ==> 10) ===> 6§ .,

De la proposition 2.6 on a immédiatement 2 ===> 10, .

X _ A
Soit f = Bt -FA z tel que f C,!Ix et
A EIN

in (f 5 & deg oer, W [7] QOY Oy o -
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Soit p =v _ ﬁw(f 4, d)). (p > 1 par hypothése).
& =X 2

On se raméne d'abord au cas ol pour tout A €:'Nt

vify) 2 p .

Soit MB o inY[‘F 34, 0) € 8Ty W[Z] . C'est un élément de bide
o’ Yo
gré [BO ’ a01 et si Bg <P oyt Bo/d > vY[-F ;4, d). Mais d’apr

10,1), il existe RK K=1,...,m bihomogénesdans gry W[Z]@D 0
Y

tels que :

M, = L1 Rin(FL0) = [T RUGOQ

0% Kk =1,..m

Soit Vi le degré en Z de le DY,x[Z] .
On peut alors écrire

N o
ol RKAE gry

Soit PKAE Dw,x tel que vY(rkA] = Bo et inYrkA = R et

KA
A
r = %: ) Ta Z €Dz'x »
%7V

pour §€ [0, d] , w (32X r f 8.8 =a _+ B /8
k=1.4.m

soit encore

et pour SE[U.d[

ing 0 Y Ar f, sA,8) =M
v ’I,...,mk k Bo'ao

Soit g = f - Erkfk;ona geﬂox
iny(g 54, d) =inY['F 54, d)

vy(g, 4, 0) > v (f, 4, 0)

es

Y,x

s'il y a égalité sur le diagramme de Newton de g 1le point (BD.aOJ

a disparu.

On peut donc supposer VY('F 54,0 =p .
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Considérons encore M =inY(f. 4, 0) .

Alors

VY('Fi A: d) = U'O + SD/d

On sait aussi, par hypothése, que

C: y fn dr-1[Y] ———3 Y est plat en x

et donc, par changement de base

d -1
Cuy Xy [CA'YH ar (V) ] —— Cuy

est plat en x. Mais les conditions 1 de 10) emtrainent que

d -1 . o
Cuy Xeg yQar = g,
au voisinage de x . Alors, en utilisant 1'implication 1 ==p 7 déja dé-
montrée on obtient

J =
[3n 4, & ,0) @UY Oy« In[ &, gry A U®OY DY,x] -

_P
= [In,(a, 4, O) . &.gryhs O ] @DY 0

P
I1 existe donc Rke d - grYw [Z} bihomogenes [(k=1,...,m) tels que

Y,x '

m

Meo‘ao = g R, in(f,,0) = YR (1@ Q)

Considérons

() in (f34,d) - TIR in (f 34, d)

On peut avoir (%) = 0 et on a terminé, ou bien (%) est un élément
de d-degré &, *+ B /.

Mais alors son ordre pour éF est strictement plus grand que p . On

conclut donc au bout d'un nombre finl d'opérations.

PROPOSITION Soit A = (X, Z, W ; r) une installation,soit Y = {x} ,

x& WX . Les conditions suivantes sont équivalentes
(1) d 21

(i1) c —3> C X plat en x
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(1i1) HX,x = HW,x * GX n r-'l (x),x

COROLLLAIRE Soit f i X —— W un morphisme guelconque

d'espaces analytiques complexes. Alors les conditions (ii) et (iii)
de la proposition précédente sont équivalentes.

Il suffit de faire la construction de 1.4

PROPOSITION Soit & = (X,Z, W ; r) une installation, xe€eW NX .

Pour que rjX: X ——> W soit plat en x , il faut et il suffit
gue pour tout sous espace analytique YC W 0 X , le morphisme canoni-
que

XN r—1[Y) — Y

soit plat en x , et que d 0 .

L,Y,x >

I1 suffit qu’il existe un sous espace Y de W A X qui vérifie ces

deux conditions.

En particulier, il faut et il suffit que dA N >0

COROLLAIRE : Hypothéses de 4.84. Soit [F,I,...,'Fm) un systéme d'éléments

. -1 -1
de ¥ tels que in (f, | r (x)) ,.e.... dn (F | © T(x)) forment

un systeme minimal de générateurs de inx(Xn r ), r—/l(x]J .

Pour que r | X+ X > W sont plat en x , il faut et il
suffit gqu'il existe € > 0 , tel que pour tout && [D,e ]
Gn (fo, 8,8} «ov , dn (£, 4, 8)) solt un systéme minimal de

générateurs de 1in (4, 4, 6] .

PROPOSITION : Soit 4 = (X, Z, W ; r) une installation, x€ W NX .

Pour que W soit localement contenu dans X au voisinage de x , et

que

Cxw — M

soit plat en x , il faut et il suffit que pour tout sous espace
analytique Y de W

Sxar v,y

soit plat en x , et que dA Y. x = o , Il suffit qu'il existe un sous

espace Y de W qui vérifie ces deux propriétés.

En particulier, il faut et 11 suffit que
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On va énoncer maintenant deux théoremes relatifs au comportement

fonctoriel de la transversalité.

THEOREME . Soit 4 = (X, Z, W ; r) une installation, soit YeXNW

soit x € Y. Soit h un morphisme d'espaces analytiques complexes

h : W

> W

On pose A" = (X x W', Z XW , W ; W' 3 r xidW') et
Yo=n'y .Y

Alors, si & est d-transverse le long de Y en x ,a’ est d-trans-
verse le long de Y' en tout x' tel que h(x') = x .
De plus, le diagramme

d
Ca,yr

L

d
> Cuy
> | w,y

d d
Car | W,y Ca

est cartésien au voisinage de x .
THEOREME : Soit A = (X, Z, W ; r) une installation. Soit
x€ WO X . Soit h: W —> W

un morphisme d'espaces analytiques complexes.

Soit enfin A' 1'installation image réciproque définie dans
1'énoncé du théoreme 4.10.

Alors, si A est d-transverse en x , A' est d-transverse

en tous points x'E& W' tels que

h(x') = x .
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§ 5 - d- BASE STANDARD ET d-BASE STANDARD
NORMALISEE

Les constructions de ce paragraphe nécessittent une forme
généralisée du théoréeme de division de Weierstrass due & Hironaka

(voir "Weierstrass préparé a la Hironaka [2]) .

THEOREME : Soit & une C-algébre analytique locale, 6{21....,21:}
1'anneau des séries convergentes & 4t indéterminées sur & (i.e.si
1'anneau local de 1l'espace analytique W en x est®, 5{21,....zt}

est 1l'anneau local de W x ﬂ:t en (x x 0)) .
Soit N 1'idéal maximal de & .

Soit (g’l""’gk] un systéme d’'éléments non nuls de 0'{21....,21:}

tels que pour 1 < i< K, il existe LiE C {21""’Zt} non nul

avec
g; - LieN.G{z,l,...,zt}
. B A
On pose 1 <i<K , Li = Zt CiAz ) CiAe C.
A E€IN
v; = inf |A]  telsque C,, # O .
; = sup, A tels que [A] = v, et C,# 0 .

( 2 désigne 1l'ordre lexicographique de Nt] « Alors, pour tout

g€5{21,..., zt} , 11 existe h‘l""’hk et f dans 6{21,...,zt}
tels que
K
) g= Y hg, + f
i®i
i=1
(2) si f = 'FAzA , -FAee, alors ‘FA = 0 des que
Aemt
) t
A€ 1k (A PN
t t
(3) si, pour d€ Jo, o[ , avec 4 = Wx €, WxE ,W;p,)

et identifiant x x 0 & x , onapour 1 <1< K,v g4; dl=

=v; s o0n peut trouver h1"'hk tels que de plus

1 <1< K velhi# 4, d) > v (g8 5 4, d) - v (g, 54 d
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On va se servir de ce théoreme pour calculer le premier tropisme
critique dA.x et aussi dA,Y,x .
DEFINITION . Soit A = (X, Z, W ; r) une installation, x € WN X ,
et d€ ]D. @ [ un réel fixé.

Soit J 1'idéal de définissant X dans Z en x . Un

0
Z,x
systéme (-F,I,....'Fm] d'éléments de J est appelé une d-base

standard de 4 en x , s'il posséde les propriétés suivantes

(1) si v (g 34, d) = v; alors
vy 2 vy Seeen< vm

(2) (eeesin(f; 5 &, d)e..) est un systéme minimal de générateurs
de inx (4, A ,d) (on rappelle que cet idéal est 1'idéal noyau de

(grd, d —> gr 4, d) .

DEFINITION : Soit 4 = (X, Z, W ; r) une imstallation , x& W) X,

de Jo,» [ . On note
»
\)X(A. d)

La suite [v,l,...,vm,w,..., ©,...) OO [v,l,...va est la suite

des d-ordre d'une d-base standard quelcongue (+‘1,...,-Fm] de A en X .

Si d =1 on dit base standard et on note v:[X.Z)

PROPOSITION : Soit &4 = (X, Z, W ; r) une installation,x& WO X ,

de ]D,w[ . Soit ('F,l.....'Fm) une d-base standard de A en x .

Si A est d-transverse en x alors :
(D] (?1,...,<Fm) est une 6 -base standard de A en x pour S€ )O,d].

() vi(s, d) = vi(a,8) , ¥ é€]o, d]

(3) Si on désigne par A(x) 1'installation
X n r-th). r_1(x].x;r|r-1[x)')et par ¥ 1'image canonique de
fe DZ,x dans O _1(x)x ,('F,],....f’m] est une base standard
de 4 (x) en x of ‘

v*[A. d) = v*[X(\ r-1[x) B r-1[x)] .
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DEFINITION Soit 4 = (X, Z, W ; r) une installation, soit xe WONX.

On suppose que

rjx & X > W

soit plat en x .

J étant 1'idéal de OZ N définissant X dans Z en x , un
systéme d'éléments de J (f1.....fm) est appelé une O-base
standard de A en x si (f1 r_1(x], e fm r-1[xJ] est une

base standard de X N r-1(xl en X .

On pose
vilh, 0) = VXN r o0, )

Remarque : On rappelle que dans la situation de la définition précé-

dente, on a
a,x

Remarque : Si (f1,...,fm] est une O-base standard il existe & >0
tel que A soit & -transverse en x et que (fq,...,fm) soit une
&€ -base standard de & en x .

On peut donc voir que si d est la pente du 1er c6té du polygone de

i
Newton de fi (construit & partir de OXJ , et si on considére
d = inf d,
(f),x 1<i<m i

on a toujours

d(F),xi dA,x '
Il se peut que 1'inégalité soit stricte. Nous allons maintenant carac-
tériser une classe de O-bases standard de 4 en x pour lesquelles

on a toujours

Ce sont les bases standard normalisées introduites par Hironaka
dans [3] (plus précisément , il s'agit d'une généralisation immédiate,

puisque dans ce travail W est lisse) .

DEFINITION : Soit S un anneau noethérien, G = 8[21,...,Zt] 1'anneau

des polyndmes & t indéterminéés. On pose 7 = (21....,Zt] et si
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a a
A= (a,],---,atle !Nt B ZA = 211,.... Ztlc . On munit th de 1l'ordre

lexicographique (A = [a1,....atJ < A' = [a,’l,...,a;:] si et seulement

si il existe 1, 1< 1<t tel que, pour j< i

a a! et a, < ai]

J J i
On gradue G par le degré total.
Soit ¥ = c, 2 , c, €5 un polyndme homog&ne non nul.

A €N A A
On appelle exposant privilégié de ¢ par rapport a (S ; 21,..., Zt]

et on note expt(( le plus grand A Gth tel que C/—\ # 0.

5.10 DEFINITION : Avec les notations de 5.9, si I est un idéal homogéne
de G ,on appelle snsemble des privilégiés de I , par rapport a

(S ; 21.-... Zt] et on note

Expt I

1'ensemble des expt(p , ol @ parcourt 1'ensemble des polyndmes homo-
geénes non nuls de I si I # (0) , ¢ si I = (0) . On remarque

immédiatement que si A€ ExptI , A +thc:, ExptI .

5.11 LEMME : dans les conditions des définitions précédentes, il existe
un systeme fini de générateurs de ExptI , i.e. 11 existe [A,l,...,Aq).
Aieth tel que . g .
Exp- I = \_J [Ai + INT) .
5.12 DEFINITION : Soit © une t—algé%p;‘l analytique locale, R = 9’{z1,...,zt}
1'anneau des séries convergentes & t indéterminées sur & . Soit
(A1,..., AKJ un systeme de polynSmes homogénes de C[Z,I,...,Zt] . Soit
L= 0 )e €[2,0002], € - Exp® I 1'ensemble des privilé-
giés de I par rapport & (C: z,l,....zt] . On dit que f €R est norma-
lisé par le systeme (11,.... ;\kJ par rapport a (& z1....,th
sl dans le développement en série entiére f = Z f ‘zA B 'FAED',

t A
on a fA=Elsi Ae E . A €N

5.13 DEFINITION : Soit A = (X, Z, W ; r) une installation, x € W . On appel-
le systéme de coordonnées adapté & A en x , tout systéme de coordonnées
locales [z,l,...,ztl dans r-1(xl de centre x . (Cette notion ne

dépend que de 4 ) .
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DEFINITION : Soit A = (X, Z, W ; r) une installation , x €W N X,

de J0, = [ un réel fixé , [z,l,...,zt] un systéme de coordonnées
adapté @ A en x . On suppose que pour d > 0 , A soit d-transverse
en x (resp. r | X : X— W soit plat en x) . On désigne

par J 1'idéal de DZx définissant X dans Z en x .

Un systéme [-F,]....,-Fm] d'éléments de J est appelé d-(resp.0-)

base standard de & en x normalisée par rapport a [ClW X ;Z,I,.,Z.t]
si

1) c'est une d-(resp.0-}base standard de A en x
2) Posant, pour 1< k<m, A =in (f s 4, u]éu:[z1,..,z_t]
pour 1 <iz<m -Fi est normalisée par le systéeme

()\1,...,)\1_1] par rapport a (Ow,x 3 21....,th

THEOREME

Soit 4 = (X ,Z, W, r) une installation, x e W N X , [z,l,...,zt)
un systéme de coordonnées adapté & A en x . Soit d € 30,*[ un
réel fixé. On suppose gue A est d-transverse en x (resp. que

r| X : X—W est plat en xJ). Il existe une d-(resp 0-) base

standard de A en x normalisée par rapport a [lZlw %} 21.--.,Zt3 .
’

On démontre le théoréme par récurrence sur le nombre d'éléments d'une
base standard ) en utilisant le théoréme de préparation 5.1

comme suit:

PROPOSITION : Les notations sont celles de 5.1. Soit ('F,’,...,fkl

un systéme d'éléments de O{ z,,...,2} non nuls. Soit 1 < i < k,

1
-Fi = *Fi mod N. 3’{21....,zt} . Dn_suppose 'Fi # 0 et on
définit, pour 1 <1<k, Ai(Z] = in f, .

x i

Soit I = [)\1.... .)\K) E[Z] , E = E><|:Jt I 1'ensemble des privilégiés
de I par rapport a (€ ; Z’I""'Zt] .

On suppose gue pour d€ ]O,w[ B

\))(('F:.L ; A, d) = v, = \:x(f‘i) .

Alors, pour tout *Fee'{z,l,...,zt} , il existe des éléments

(h1,...,th de 0{21,...,zt} tels que
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(1 v thy 5 4, d) >v (fsa,d - v (fy 34, d)

. _ . A
(2) s f- ; khifi - }Zt f20, f,e0,0na
TRl AEIN

f, =0 si AEE .

DEMONSTRATION : E a un systeme de générateurs fini non vide
F = {A1,...,Aq} . I1 existe donc, pour 1< i< gq, \biE I homogéne

de degré uy tel que exp:, = Ai « Il existe aussi, pour 1<1i<gq,
i

1<

A

Kk , wijg IE[Z] homogéne de degré By Vj tel que

LI oo

1<ic<k 4

= -l ’
Soit g; ; 231 ) wij () +‘j € Olz,.ee0z ) (1'anneau t[z] est
iriclus canoniquement dans @{ z}) .

Ainsi, on peut appliquer le théoréme 5.1 avec les g a f . Il existe

(p,l,...,pq] et r dans d{z,l,...,zt} tels que

B f=  TA pggtr

i=1,.44,9
A
- si r = Z r,z , r, =0 pour
AEmt A A
Ae L) (A:’l+(NtJ ol Ai= sup, des A tels gue |A| =y

1=1,...,9
et qui apparaissent dans le développement en z de gy - (gi mod N @1z}
on constate que A]!_ = A1 .

I1 suffit de posermaintenant
1<d<k  hy= P v, (2) py
i=1,...,0 ij

et on obtient

r=+Ff- Z h,f,
J=Tree.k

La condition 3 de 5.1 permet d'affirmer que, puisque \)x[gi ; A, d]=ui
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v (py s A, d)> v (Fya,d) = uy

Or Vx[wij 3 A, d) =y - vy

Finalement, pour 1< J < k, \’x[hj 3 A, d) >y (F i 4, d) -y

J

ou encore

\)X(hj 3 A, d) >y (F 5 4, d) - vx(fj 5 A, d) .

THEOREME : Soit 4 = (X, Z, W ; r) une installation, x € W A X . On

suppose que r |X r X > W est plat en x . Soit (z,l,...,th
un systéme de coordonnées adapté & A en x et soit (f,l,...,fm) une
O-base standard de A en x normalisée par rapport a

[OW,X BoZgs eees Zt) .

Alors

=d=d

inf di = t:'[-F],x A, X

(di , pente du 1er cO6té du polygdne de Newton de fi obtenue a partir
du réseau (vx[fiAJ , |A])) . De plus [f1,...,'Fm] est une 6&-base

standard de 4 en x pour

se [o, 9a,x 1.

THEOREME

Sous les mémes hypothéses que 5.17, si on désigne par Q (resp N)

1'idéal de Uw x définissant 1'immersion de Y (resp x) dans W

au voisinage de x , alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1 C -1 ———> Y est plat
XxXQar (Y)Y

2) pour 1 <i< m

vx(fi mod N. O ) = vY[-Fi mod Q . O ) .

Z,% Z,x

DEFINITION

Soit A = (X,Z, W ;r) wune installation ; soit Y wun sous-espace
analytique de WN X et x € Y . Soit (21,....zt] un systeme

de coordonnées adapté a A en x .

On suppose que r|x X > W est plat en x et que

Cx A r-1(v) > ¥
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est plat en x .

Soit [f1,...,fm) une O-base standard de 4 en x ,normalisée par

*
rapport a (Dw,x 3 21,...,zt) . Soit vy (4, 0) = (v1a...,vm » ®,ea)

Soit
d1 = Sup {d G!R+ tel que inY(fi;éJd] soit de d-degré vi}
On pose
d = in d
f),Y,x 1<i<m i

(5.20) THEOREME

Dans les conditions de(5.17) on a

d(f). Y,x dA.Y.x
(5.21) THEOREME
Soit 4 = (X, Z, W ; r) une installation, soient Y unsous-espace
analytique de W AN X , x un point de Y , de]D. w[ un réel fixe.
Si A est d-transverse le long de Y en x, 4 est d-transverse

le long de tout sous-espace analytique Y' contenant x en x .

(5.21.1)_Remarque : Rapprocher ce théoréme de 4.10.
On donne ici un exemple des applications de la théorie des installations.
Une autre application sera donnée dans un article de Hironaka-Lejeune-

Teissier qui sera publié dans cette revue. [11]

(5.23) DEFINITION
Soit f : X
que f est tangentiellement plat en x € X, si le morphisme tangent

> W un morphisme d'’espaces analytiques. Nous dirons

df : CX,x —— Cw,w est plat (w = f(x)) .
(5.24) THEOREME : (Critére numérique de platitude tangentielle)
f @ X > W est tangentiellement plat en x € X
si et seulement si
1 1
Hy,x = Hw,w x Gf’1[w).x '

(5.25) COROLLAIRE : Si f : X—> W est tangentiellement plat en x , on a

d _ 1 o
i Hw,x HW,W - H d »
£ ,o

1
HX.x

ou d= dim, £ .
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(5.29)
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REMARQUE

Le corollaire 5.21 donne une réponse partielle a un probleme

posé par Hironaka dans [S] .

DEFINITION

Soit f : (X,x) ———3 (W ,w) . On appelle taux de platitude

de f en x , et 1'on note P

£,x le nombre

P = inf

d
f.x 2 (0) A(o),x

1'inf. étant pris sur 1l'ensemble des installations 4f{c) définies
en 1.4 .

Le terme taux de platitude est justifié par:

THEOREME

f est plat en x si et seulement si Pf N >0 ; f est

tangentiellement plat en x si et seulement si Pf Vi 1 .
La démonstration de 5.28 est immédiate d'apreés 4.2 et 4.8 .

REMARQUE

Pf % est un nombre rationnel compris entre 0O et 1 . En effet

si est < 1 1l ne dépend pas du choix de o , donc

dA[o),x

Pf X est atteint. D'autre part, on peut, par la méthode exposée

dans [[10] , ch III, § 1) choisir o de telle fagon que

- 118 -

Yat0),x ]



POLYGONE DE NEWTON ET INSTALLATIONS

BIBLIOGRAPHIE

[1] B. BENNETT : On the characteristic function of a local ring,
Annals of Math. ; vol.81, N° 1 (1870).

[2] J. BRIANGON : Weierstrass préparé & la Hironaka, in "Singularité a
Cargése” Astérisque.

[3] H. HIRONAKA : Resolution of Singularities, Ann. of Math. vol 79 N° 1 et
2 (1964).

[4) H. HIRONAKA : Bimeromorphic smoothing of complex analytic spaces,

Preprint, Universite de Warwick, 1871.

[5] H. HIRONAKA : Characteristic polyedra of singularities, Journal of Math.
Kyoto University, vol.7 n® 3,(1968).

(8] H. HIRONAKA :  Some numerical charactersof singularities, Journal of Math.
Kyoto University vol. 10 (1870).

[7] H., HIRONAKA : Introduction to the theory of infinitely near points.
Publicaciones del Instituto "Jorge Juan” de matematicas,
Université de Madrid, 1971.

[8] M. LEJEUNE-JALABERT et B. TEISSIER : Quelgues calculs utiles pour la réso-
lution des singularités, Séminaire , Ecole Polytechnique
(1872).

[9] M. LEJEUNE-JALABERT et B. TEISSIER : Normal cones and sheaves of relative

jets, Preprint, Université de Warwick (1971).

[10] Contribution & 1'étude des singularités du point de vue du polygdne de
Newton, paru dans thése de M. LEJEUNE-JALABERT ou thése de B. TEISSIER.

[11] H. HIRONAKA - M. LEJEUNE-JALABERT-B.TEISSIER : Platificateur local en
géométrie analytique et aplatissement local "singularités

a4 cargese” Astérisque.

- 119 -



