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TRANSVERSALITE, POLYGONE DE NEWTON, ET INSTALLATIONS 

Monique LEJEUNE-JALABERT - Bernard TEISSIER 

(Notes prises par Hargherita GALBIATD 
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LEJEUNE-TEISSIER 

I N T R O D U C T I O N 

Dans ce travail, nous présentons et étudions un ensemble de notions 

qui constitue une généralisation, au cas d'un germe d'espace analytique complexe 

quelconque, de la construction du polygone de Newton d'un germe de courbe plane. 

Rappelons brièvement quelques points importants de cette construction. 
2 

Soit (X,0)C (C ,0) un germe de courbe plane. Si l'on choisit des coordonnées 
2 

(w,z) sur î , et une équation f = 0 pour X, on peut dans le développement 

f = Te . z a w b (C , £ m a. b a. b 

2 2 
considérer l'ensemble des couples (b,a) é. JN c IR tels que C ^ 0. On obtient 
ainsi un essaim A.(.f ) , . de points de |R . L'ensemble ( J (p + |R ) L Z , w J +

 V»«'/ + 

p ACf) , v (z,w) 2 

a une enveloppe convexe, ligne brisée le séparant de l'origine (0,03c IR . 

C'est le polygone de Newton de f dans les coordonnées (z,w). On vérifie facilement 
2 

qu'il ne dépend pas du choix du générateur f de l'idéal définissant X dans I 
en 0, et qu'il ne dépend en fait que du choix d'un germe de courbe lisse (W,0) 

2 

comme axe des w, et du choix d'une rétraction r : (C ,0) £ (W,0). 

Classiquement, le polygone de Newton décrit une méthode par approximations 

successives pour le calcul des racines de l'équation f(z,w) = 0 comme fonctions 

multiformes de w. 

Si nous supposons X analytiquement irréductible à l'origine, un 

certain nombre de faits importants se manifeste : tout d'abord, dans ce cas, 

le polygone de Newton n'a qu'un seul côté, quel que soit le choix de coordonnées. 
2 

(Traditionnellement, on exclut les côtés qui coïncident avec l'un des axes de W\l ]. 

La pente du côté du polygone de Newton peut s'écrire - ~ où d est un nombre 

rationnel, dont un peu d'expérimentation montre qu'il peut servir à mesurer le 

contact de X avec l'axe W choisi (relativement à la rétraction choisie). 

En fait, dès que l'on a trouvé (W,r) tels que d soit > 1, d ne dépend plus de la 

rétraction choisie. 
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POLYGONE DE NEWTON ET INSTALLATIONS 

De plus, si l'on choisit (W,r) tels que d soit le plus grand possible, on 

mi trouve que d = — où (m.,nn) est le premier exposant caractéristique de n^ 1 1 

Puiseux de X, qui est connu pour être un invariant du type topologique du 

plongement (X,0)C (I 2,•)- Enfin, si 

Kï mi 
r = — est la partie entière de — , r est exactement le nombre de modifi-

LniJ nl 
cations Cou éclatements] de centres ponctuels qu'il faut faire avant de par

venir à un germe de courbe ayant une multiplicité strictement inférieure à 

celle de X en 

Ainsi, le polygone de Newton décrit non seulement un proces

sus d'approximation, mais contient déjà, dans des coordonnées bien choisies, 
2 

des invariants de la singularité de courbe plane (X,0) C (I qui sont 

d'une importance fondamentale non seulement du point de vue de la résolution 

des singularités mais aussi du point de vue de l'étude topologique. Le fait 

que le polygone de Newton doive jouer un rôle dans la résolution des singu

larités tient à ce que trouver des solutions de f(z,w) = 0 de la forme z = <q[vi^^n) 

revient à construire une uniformisante locale t de X en posant w = t n. Le fait 

qu'il donne un invariant du, type topologique de la singularité est un phénomène 

profond, maintenant bien compris dans notre cas particulier grâce aux travaux 

de ZarisKi sur 1'équisingularité des courbes planes, mais qui demeure mysté

rieux en dimension supérieure à l.CCe travail Ccf. [lu] ) apporte, nous l'es

pérons du moins, quelques notions qui seront utiles de ce point de vue). 

Enfin, le fait que le polygone de Newton mesure le contact 

entre W et X est une découverte de Hironaka. La motivation initiale du travail 

présenté ici a été la démonstration des théorèmes sur la "continuité du contact" 

dans la théorie du contact de Hironaka (cf. [3] [4] ),théorie qui est une des 

clefs de sa méthode de résolution des singularités. 

Avant de décrire la construction générale, faisons quelques 

remarques de nature technique sur le polygone de Newton d'une courbe plane : 
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Tout d'abord, le point singulier étant fixé, nous associons un polygone 
de Newton à la situation décrite par le diagramme : 

A = 
X С 2 

г 
W 

(le choix de W (axe des w] et de r revient au choix d'un tel diagramme]. 
Si nous supposons que r ̂ (•) n'est pas une composante de X, le théorème 
de préparation de Weierstrass nous dit que nous pouvons choisir pour l'équa

tion de X Caprès choix d'une coordonnée locale z sur r "^(0)) 

f(z,w) = z m + a n(w) z
m a (w) = • m-1 o 

ou m est le nombre d'intersection de X avec r "''(O), ou encore la multipli

cité de X (1 r " 1 C 0 ] . 

Si nous supposons que l'espace tangent T - n'est pas contenu dans 
r (•),• _1 

le cône tangent à X en •, ^, c'est-à-dire que r (0) est transverse 

à X, ou comme nous dirons plus rapidement, que r est transverse (ou que 

A est transverse), m est la multiplicité de X en •. 

On constate alors que le polygone de Newton a la forme suivante : 

m 

m

2 - - _ V T ^ ^ ^ ^ 

) 

0 b 
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Il est clair que la donnée du polygone de Newton est équivalente à la donnée 

des pentes de ses différents côtés, et des points d'intersection des supports 

de ces côtés avec l'axe des a. Cm,m ,...), m correspondant à la multiplicité de 
-1 

XO r (0) en G. C'est sous cette forme que nous allons généraliser le polygone 

de Newton. Les pentes des côtés seront les "tropismes critiques" du $ 2, et la 

généralisation des points (m,m^,...) sera la collection des "fonctions de 

Samuel anisotropes" du 5 3. 

Notre méthode dans le cas général va être l'analogue de la 

construction suivante dans le cas des courbes planes : W et r étant fixés, on 

regarde pour chaque d £ [Ô, la plus petite valeur de a + donnée par 

un couple Ca,b) tel que C ¿ 0 . Géométriquement ceci revient à pousser dans 2 a # b 
|R les droites de pente - , en partant de celle passant par l'origine, 

jusqu'à ce que l'on soit arrêté par un point de A(f) .. On note v.Cf) 
^ iz,wj d 

Cd-ordre de f) la valeur de a + — ainsi obtenue. 
d 

On considère l'équation quasi-homogènie : 
C*) in Cf,À,d) = in Cf,d)r , = ^ u C . z a w b = 0 o - o (z,w) b _ m a,b 

a + d " V 
comme définissant un cône quasi-homogène C^ Cqui en réalité habite dans 

un "espace tangent anisotrope"). On étudie la variation de l'équation (x) 

avec d, et l'on s'aperçoit qu'elle est localement constante sur 

|R+ - '^s^ °^ ^ ̂  correspondent aux côtés du polygone de 
Newton C - — est pente du i-ème côté). 

d i 

D'autre part, les v (f) correspondent aux points d'intersection dù supportdu 
î 

i-ème côté, du polygone de Newton avec l'axe des a. Ce sont aussi des multi-
d. 

plicités attachées aux quasi-cônes C. 1 . Aussi nous allons considérer, à 
X 

la place du polygone de Newton, des objets géométriques, les cônes tangents 

anisotropes C ^ x * Qui nous permettent, en étudiant leur variation en fonc

tion de d, et leur multiplicité Cqui sera en réalité remplacée par la fonction 

de Samuel anisotrope) d'obtenir toute l'information que contient un polygone 

de Newton. 
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Ce point de vue présente différents avantages : dans le cas 

général, on se heurte en effet à deux difficultés principales, qu'il permet 

de surmonter simultanément. 

D'une part l'espace analytique X singulier en x n'est plus défini par une 

seule équation, d'autre part, son lieu singulier n'est plus réduit au point x. 

Une fois introduite la notion de polygone de Newton en un point xéX, il faudra 

donc étudier sa variation lorsque x se déplace dans le lieu singulier de X. 

Pour ce faire, nous pouvons utiliser les propriétés de cohérence du faisceau 

structural d'un espace complexe, et les théorèmes de Cartan. De notre point 

de vue, on s'aperçoit que l'on peut attacher un polygone de Newton à tout 

diagramme d'espaces analytiques 

X < > Z 

/ 
W 

où X et W sont des sous-espaces de Z et r est une rétraction de l'immersion 

de W dans Z, en tout point x de Xfl W, sous la seule hypothèse que r soit lisse 

en x (et non plus W et Z lisses). C'est une telle situation géométrique que 

nous appelons une (bonne) installation (cf. § 1, 1-1) et notons A . 

Au 5 1, on trouvera la définition des cônes normaux anisotropes que 

nous associons à une installation A . On remarquera qu'elle est indépendante 

de tout choix de coordonnées et de tout choix d'un système de générateurs de 

l'Idéal définissant X dans Z au voisinage de x. Nous construisons des isomor-

phismes canoniques qui vont nous permettre de comparer entre eux les cônes 

normaux anisotropes pour les différentes valeurs de d é H 0' 0 0! . Ceci nous 

permet de définir les tropismes critiques de l'installation Aie long d'un 

sous-espace Y de WOX au point x. Lorsque Y = {x } ces tropismes critiques nous 

donnent, comme il a été expliqué plus haut, les pentes des côtés de notre 

polygone. Le fait qu'on puisse également définir des tropismes critiques de A 

le long de Y en x s'avère essentiel pour l'étude de la variation des tropismes 
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critiques de A en y quand y varie sur Y dans un voisinage de x. Au 5 3, 

nous introduisons les fonctions de Samuel anisotropes, qui sont les analo

gues des points d'intersection des supports des côtés du polygone de Newton 

avec l'axe des a. Ce sont les H. (d.) où (d,,...,d ) est l'ensemble des 
A,x î 1 s 

tropismes critiques de A en x. A ce point, nous avons défini notre polygone 

de Newton généralisé, associé à l'installation A en x é X O W. 

JOA.x = { t d l ' • • • • d s , ' » -1. , 1 H

u

 ! H

A " i ' K K . , 1 

Xfl r (x) ,x W,x A,x 

(W n'étant plus lisse en x, il est naturel de faire figurer sa fonction de 

Samuel en x dans le polygone de Newton). Il est déjà remarquable qu'ici les 

résultats sur toutes les fonctions de Samuel anisotropes, nous permettent 

de démontrer un résultat sur les fonctions de Samuel ordinaires(cf. cor 4.7.) 

C'est un critère numérique de platitude du morphisme C ^ C (où C 
x,x w,x x,x 

(resp. C^ x) est le cône tangent à X (resp. W) en x}» 

On introduit ensuite une notion de transversalité anisotrope. De notre point 

de vue, la notion de transversalité de la fibre r "'"(x) à X en x dans Z (espa

ces tous 3 singuliers) s'exprime le plus simplement en disant que le morphis

me des cônes tangents d(r|x) : C^ » C^ ̂  est plat. Nous généralisons cette 

notion aux cônes normaux anisotropes le long d'un sous-espace Y de Wfl X en un 

point x. (Nous avons ici toujours en vue l'étude de la variation du polygone 

le long de Y). De plus nous obtenons toute une série de conditions équivalentes 

(théorème 4.2)de nature technique très variée. Nous montrons aussi que la trans

versalité est stable par changement de base. 

Au § 5, nous entrons dans le vif des difficultés signalées plus haut. 
On montre comment l'on peut déterminer des systèmes de générateurs pour l'Idéal 

définissant X dans Z en x (les bases standard normalisées de [3] ) et nous 

trouvons un procédé permettant de calculer le 1er tropisme critique d^ x à 

partir des développements de Taylor des générateurs. 
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Enfin, la définition suffisamment générale des installations nous permet 

l'étude locale, du point de vue des installations, de n'importe quel morphisme 

d'espaces analytiques. Nous en tirons en particulier un critère numérique de 

platitude d'un morphisme f : X — > W en un point x£X, et un résultat analogue 

pour la platitude tangentielle [i.e. celle de df : C ^ C f .) en x. 

Nous y montrons aussi que la platitude tangentielle entraîne la platitude. 

•n ne présente pas ici toutes les démonstrations des résultats énoncés. 

Elles se trouvent dans [îoj . 

Cependant, on a tenu a en présenter quelques unes en détail pour donner au lec

teur une idée des techniques de calcul que nous utilisons. On y trouvera égale

ment la démonstration complète des résultats utilisés dans [il] 
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S 1 - CONES ANISOTROPES 

1.1 - DEFINITION 

On appelle installation, la donnée d'un espace analytique complexe 

Z, de deux sous-espaces X et W de Z et d'une rétraction lisse de Z 

sur W. Un tel objet sera noté A = (X,Z,W;r). Il résume le diagramme 

suivant : 

X < } Z 

W 

1.2 - REMARQUES 

Puisqu'on travaille localement, on peut toujours supposer Z = W x C t. 

On fixe donc des coordonnées (z^,...,z^) sur t.*. Pour la même raison, 

on peut supposer X et W sous-espaces fermés de Z. On ne fait 

aucune hypothèse sur la lissité des espaces. 

1.3 - DEFINITION 

On appelle installation ambiante, toute installation de la forme 

(Z,Z,X;r). On note A. 1 'installation ambiante (Z,Z,Wj.r) canoniquement 
associée à A = (X,Z,W;r). 

1.4 - REMARQUE 

Si f : X ) W est un morphisme d'espaces analytiques et si x 6 X, po

sant Tfl, 
N = dim X,x/ , nous pouvons plonger un voisinage de x 

X,x 

dans X (noté X par abus de notation) dans (CN. Soit i : X c > Œ)N 

un tel plongement (i(x) = 0 ) . Il lui est associé un diagramme commu-

tatif 
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f X 1 N 
X « > W X I 

w 

où f x i est une immersion, r = pr^ 

Le choix d'un autre plongement i' donne une situation isomorphe. 

A tout choix d'une section a de r au voisinage de w = f(x), telle que 

a(w) = w x 0 est alors associé une installation 

Ata) = CX,W x (EN,W;r) 
N 

où W est plongé dans W x C grâce à a. On peut donc appliquer la théorie 

des installations à l'étude locale des morphismes. 

•n va maintenant définir les cônes normaux anisotropes de A 

le long d'un sous-espace analytique fermé Y(non nécessairement lisse , ni 

même réduit] de W (\ X. 

Soit ^ l'Idéal de CP̂  associé à l'immersion de X dans Z. 

•n considère le germe J x en x£ Y de cet Idéal. Désignons par © w ̂  {z^,...,z^.} 

l'anneau local en X x o de W x (L^•a Z. 

Soit f e. ̂  . On a un développement 

f = T. f z A , f e < 9 

Soit Q l'idéal de ©.. associé à l'immersion de Y dans W W,x 
Pour tout multi-indice A, on désigne par : 

V V = sup { y : f e Qy> 
et in Y f A l'image de dans la composante de degré ^Y^/\^

 d u g e r m e e n x 

de gr W = @ Q y/Q y + 1 

y > 0 
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1.5 - DEFINITION : On appelle d-ordre de f , le long de Y en x 

relativement à l'installation A_ 

W 
vy(f ; A, d] = inf d + |A| 

A GIN* 1.6 - DEFINITION : on appelle d-forme initiale de f le long de Y 

relativement à l'installation A , la forme : 

in y[f jA, d) = > in y f Z
A 

|A| +v yCf A)/d = v y(f ;A, d) 

L'ensemble des inyC f ik, d) lorsque f parcourt \̂ engendre 
et ^ 

un idéal dans (gryWJ^ [z^.-.fZ ] noté Jn Y(À,A, d) . Ces 

différents germes se recollent en un Idéal de gr YW [z^,. . .. J 

noté lnYCA,A_, d) 
1.7 - DEFINITION : On appelle cône normal anisotrope de A le long de 

Y C W flX de tropisme d £ ]o, «>£ et on note C d

A v, le sous-es-
t et 

pace analytique de C^ Y x Ç défini par JnY(A,A_, d) 

1.8.1 REMARQUE : L'existence de r̂iy(A,A_, d) provient du fait que la 

définition précédente peut être donnée intrinsèquement de la 

façon suivante. S o i t Ç l'Idéal de ©r définissant W f|X dans 
-1 

X,<Ç' celui définissant r (Y)AX dans X et GL celui définis

sant Y dans X . On a : 

si d > 1 gr yA ; d = 0 Efr^ / C ? a G L 
U€IN+1/JN / b 

d a+b/d >y / a + - > y 

si d<i © n<P,btf / H # ' V 
M€lN + 1/JN b / b 

d a + - > y / a + - > y 
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On montre que cette Algèbre est de présentation finie et on peut 

donc considérer l'espace analytique relatif au dessus de V 

Specan gr A ; d 
Y Y 

Il n'est autre que y. On étend cette définition pour d = o et d = °o 

de la façon suivante 

C° = Specan Y gr y (gr X) 
A' Y T T r m n x 

où l'on considère 1'Y-graduation de gr . X vu comme 
r (Y)f\ X 

(D - nodule. 
r(Y)rt X 

CI,Y = S P s c a n

Y

 g r Y C g r W H X ' X ] 

Ici également on considère 1'Y-graduation de g r ^ x X associée à sa 

structure de 0 - MDdule. W o X 

Dans le cas d = 1, les définitions données coïncident avec 

Specan y gr y X = C x y 

1.8.2 Dans le cas de l'installation ambiante _A , on vérifie que gr y A , d 

est canoniquement isomorphe à gr W S [gr Z 0 (Dj\ et on a donc un 
Y @ O 

Y W 
isomorphisme canonique (dépendent uniquement des données de ,A ) des 

espaces analytiques sous-jacents aux cônes. 

C2,Y C W . Y X Y f z.W
X W Y3 

Le choix d'une décomposition de Z comme W x (C permet ensuite d'identi

fier n .. x Y à Y x I13. 
Z' W W 
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1.8.3 Pour 0 < d < 1 ne dépend que de la trace de r ̂ (Y) sur X. Pour 
d • 

U d < » ne dépend pas de la rétraction r de l'installation. 
' ' _i 

Pour d = 1 C = C° v ne dépend ni de l'un ni de l'autre. 
A , Y Y 

1.9 La situation que nous étudions est donc bien comme annoncée dans l'intro

duction, une généralisation de la méthode du polygone de Newton. 

En fait, écrivant comme plus haut 

f = Z f A z
A , f t(D 

AfeJN* W ' X 

Soit A (f,A) = {C8,a)£JW2| 3At(W t t.q. |A| = a,V ffj = 3} 

a w 

\ Soit Etf,^) = {vd!R + 2, vt A(fjA) + tR + 2} 

\ Soit FCf,^) l'enveloppe convexe de 

\ E(f,A], et P(f,A,) la partie de la 
Ld,f\ frontière de F(f,_A) qui n'est pas con-

^ ^ tenue dans les deux axes. 
$ 

C'est le polygone de Newton de f par rapport à _A , relatif à Y en x. 

Soit d / •, soit I(d,p) (resp. I+(d,P)) l'idéal de © engendré par 
A 

les f. z tels que 

|A| + V

Y

C F A ) / d * P (resp. > P) 

Si f = E f

A

z' A* v y(f,A,d) = sup{pdlR
+, féI(d,P)} 

Soit L ^ f = { (g,a) É |R + 2| a + 3/ = vy(f,A,d) } 

L . f est la première droite telle que P(f,A) soit tout entier situé 
' +2 

dans la région de |R délimitée par cette droite qui ne contient pas 
l'origine et inY[f,!.d) = S ^ j , |A|j t L ^ f i" Y fft 2* 

Cette construction permet de comparer les C^ y quand d 

varie, puisque ce sont tous des sous-espaces de C^ y x Y L̂ Z W * ^ J " 
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1.10 THEOREME DE FINITUDE : 

Soit A = CX,Z,W;r) une installation. Soit Y C W H X, et xéY. Il 

existe une suite finie de rationnels 

d < d < . . . < d < d . 
o 1 s s+1 

où d = 0, d . = 00 , telle que l'on ait o s + 1 M 

Cl) Pour tout 1 < i < s+1, le germe de en x est indépendant 

de d tld. . , d. ï J î-l i L 

d. 

On désigne ce germe par yCi)
 e"t l e ê e r m e d e C

Â y
 e n X p a r  

CA,Y,i" 

C 2 ) C A , Y [ 1 ) " CA,Y,o 

C A , Y ( S + 1 ] = CA,Y,s+l 

C3) = C.. v x C Coù C est un sous-cône de C_ .. x Y) entraîne A,Y W,Y y Z,W w 

dfc [o.d^ 

C4) Les cônes yCl),..., yCs+l), y .....C^ y g sont tous 

distincts et il n'y a entre eux aucune inclusion non triviale. 

1.11 REMARQUE : 

De plus on a une immersion fermée 

M C A , Y C " J * ' C W , Y X Y C X 0 r _ 1 C Y ) , Y 

En effet, on a toujours une surjection canonique 

C**) gr y X B ^ X O r _ 1 C Y ) ) S r X O r - l [ y ] X > 0 
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Elle induit une surjection des Y-gradués des deux membres vus comme 

'If»! îtidules., qui n'est autre que Xfi r lYJ 

gr W BL gr vX/l r'^Y) ^gr gr _ X ) 0 
UY Y X/lr 1CY) 

De la même façon, on peut voir que 
00 

C * * * 3 Cà,Y<L~* CV1(\X,Y
 XY C

r"
1(Y) Y 

La démonstration du théorème 1.10 nécessite une série de lemmes qui permet

tent de comparer les 1 ny (A,A,d) quand d varie. En voici quelques uns. 

Pour alléger l'écriture, on écrira inCf,d) au lieu de iny(fjA,d), on 

écrira également v(f,d) au lieu de v y(fyA,d]. 

1.12 LEMME : 

Soient Ü < d 1 < d 2 < oo et supposons que l n y (A,Jk,d2)c: ln y ( A ,4,^) au 

voisinage de X . Si : 

N f t n = E . F ZAfegr W[Z Z 1 
3o' ao A e W ^ l A l - a Q , deg F^= B Q

 Y 1 t 

appartient à 3n v(A,A,d n), il existe f£ 1 tel que M = in- (f,d.) et Y - 1 (JDC $q,clq 1 
v(f,d2) = v 2 = a o + 3 Q/d 2. 

Si d 2 =
 00 , le même résultat reste vrai en remplaçant par son complété. 

DEMONSTRATION : 

Nous allons prouver ce lemme par récurrence sur v^* Si 0 < d 2 < 1, le plus 

petit possible est 1, si 1 < d < » , c'est l/d 2, si d 2 =
 00 , c'est 0. 

Dans ces trois cas, tout f£ 1 tel que M = in(f,d ) convient. 
3 Q.a o 1 

eo ""»1 ß 
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En général, soit g£ ̂  , g = 2 +• S A z tel que inCg*d^) = N 
V a o 

. Soit 

vl = a o + ^o / dl = ^ g ^ ) si 
A elN 
d i / D, - B Q si d = •. Soit y = v(g,d 2). On 

a y < v^- Si on a l'egalite, c'est fini. Si y < v^> soit 3^ le plus petit 

3 pour lequel il existe A 6 INt tel que v yCg A) = 3* (v yCg A), | A | ) € L d g 

Soit la valeur de |A| correspondante et = 3^ + si d^ ̂  •, = 3^ 

si d, = •. On a v, < T , . Comme dfjed (A,A,dn), chaque composante 
Cx) 

d^-homogène de inCg^d^) appartient à 3n y (A,A,d ), en particulier : 

M B a = 1 t . , i n Y gA 1 • Bl' al A ÊIN |A| = a 1.v Ytg A) - B! 

Par hypothèse de récurrence, il existe h 
L 

tel que N = in(h. L ' 
,d 
L' 
) et 

vCh. d. 
i 
) = y. Posons g. = g - h. g L \ lnCg 1,d 1) = M et 

1 ' 
d. 

i 
) > y . Si vCg 

3 
• d. ) = y , recommençons avec g. la même construction 

qu'avec g. On détermine 3, 
?1 . T . et a, ' a. Au bout d'un nombre fini d'opéra

tions, on trouvera donc g t :el que inCg 3 ) = M . vlg d 
3 ) > y , 

puis f 6 3»- tel que in(f,d,) = N 
o o 

et vCf,d2) = v 2-

Supposons maintenant d. = a» . Comme ci-dessus, étant donné un g, on construit 

6 r V V
 gi € i L . Si vCg »3 = y , on construit 3 a T 6 3t 

a l = a2' ^2 > ^1' T2 > Tl d G s o r t e ^ u e 

h 2 é 
A T 2 

si d > 1, 
A - 2 d ! 

3i • < d. < 1,6 
/N 1 "*" 

A « 2

+ 3 2 

Z,X 
si d = •. La suite 

g i est donc une suite de Cauchy de ̂  .Si g 1 = lim g^, gX£ 

H = inCg*,d.) et vCg 1! 0 0^ y • On conclut alors comme plus haut. 
3o' ao 1 

(x) On dit qu'un élément de gr Y W EL [gr.. Z L • | est d-homogène si son 
Y w °w Y" 

image par " 1'isomorphisme 

gr y W H Q g r w Z 8 Q 0y1 ) gr y A;d 

est un élément homogène de gr yA;d. 
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1.13 - LEMME : 

Les hypothèses sont celles du lemme 1.12. Pour 0 < d 1 < d < _ d 2 <
0 0 

3nYCA,A,d2) B <S^ xC^n YCA,A>d) g ff^C In^tk.k.d^ H ö ^ x ' 

6Ç "̂y 
DEMONSTRATION : 

Soient d, d. < d < d. st f£ 1 . Ecrivons f = E "F. 

Considérons in(f,d_). Il existe M n , (3>a)£L_, » comme au lemme 1.12 2 p,a d^jt 

tels que M. e1n v C A, A, d. ] et in(f,dn) = Z Mfl 

2 R . « 3 0 1 

/ 1 

Í — > 
Après ce lemme, il existe donc f„ t\ tel que M 0 = in(f„ ,d,) et 

3a 0 x 3a 3a 1 
\>(f- ,d_) = v(f,d 1. Par suite, M Q = inCf 0 ,d) et 3a 2 2 3a 3a 

in v(A,A,dJ El ^ v £ .Vi v(A,A,d) B e v . 

Y Y 

^^^^^ 
; 3~ e; 3̂ 
d 2.f 
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Considérons maintenant in(f,d). Soit 3Q le plus grand 3 pour lequel il exist 

A e i N 1 tel que = 3 , C v y Cf A) , | A | ) € L_d f. Soit a Q la valeur de |A| 

correspondante et V2 = a

0

 + ^0^2' ° n p e u t supposer vCfjd^î = v 2« 

Sinon v(f,d ) < v . Soit 3 1 le plus petit 3 pour lequel il existe A 6 iN t 

tel que vv(f.) = 3n > (vv("F. ) # IA | )£ L „. Soit a la valeur de |A| corres-
Y A i Y A 1 1 1 

pondante. Soit N Z

 t 

A ê l N , A| = v W = 3i 
in f Z . C'est un 

élément de ïnyCAjAjd^) et appliquons lui le lemme 1.12. Il existe h^d 

tel que M' = inCh.,d_] et v(h_,d_) = v(f,d_K D'où v(h.,d) > \>tf ,d) et 
*ot^ 1 A i 1 z z 1 

posant f1 = f - h 1,
 f

1 t ^ , in[f,d) = inCf^d) et v C f ^ d ^ > v(f,d 2K Si 

v(f^,d 2) = v(f,d 2), on recommence avec f^ la même construction qu'avec f. 

On détermine a^* ̂  e t 31 < S i d2 < °° ' ° n t r o u v e r a d o n c a u bout d'un 

nombre fini d'opérations f ^ t e l que in(f,d) = in(f^,d) et v(f^d 2) > vCfjd^)-

Si d 2 =
 00 , la suite ^^^^UVj de Cauchy converge dans ^j^vers un élément f 

ayant les mêmes propriétés. Dans tous les cas, on peut donc supposer 

v(f,d_) = v . A H = E in f Z A, on peut 
V«o A Cil*. v yCf A) = 3 0 , |A| = a

Q 

appliquer alors le lemme 1.12. Il existe g ^ ^ t e l que ^ = inC g ^ d ^ 

= in(g,,d) et v(g_,d_) = v_ et on a, si in(f,d) ̂  M , in(f,d) = inCg.,d) 
i 1 z z p,cx 1 o o 

+ inCf-g^d). On recommence avec f - g^ la même construction qu'avec f et fi

nalement on montre que in(f,d) €În v(A,A,dJ : 

1.14. - LENNE : 

Pour 0 < d < d < d 2 < '» , si j n YCA,A,d 1)C in yCA,A,d 2) alors 

i n Y C A , A , d l ) • ^ ^ x C l n Y ( A , A , d ) • ( 9 Y ^ c]n YCA,A,d 2) • 0 y ^ 

Y Y 1 Y 
La démonstration est duale de la précédente. 
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1.15 - LENNE : 

Pour 0 < d < «> d^<Ç, il existe d'6]o,d[ tel que pour tout 

Ô6[d',d] : 3nY(A,A,ô) B 0^ x = lnY(A,,4,d) 8 ^ Y X 

(ce lemme s'applique au cas d = 00 ) . 

DENDNSTRATION : 

Soit ( f f ) un système d'éléments de ] tel que 
1 m dx 

Jn Y(A,A,d) B ^ y , X
 = C^inCf^d)....) . 

Sur une droite de pente irrationnelle, il existe au plus un point à 

coordonnées entières non négatives. D'où il existe d'£^0,d[ , tel que 

pour tout 6€[d',d] , 1 < i < m, intf^ô) = intf^d). Ceci reste vrai 

si d = 00 . Dans tous les cas, *SnV(A,A,d) B Cfv àn V(A,A,d ' ) B fr. 

Y A Y 
On peut supposer évidemment d'irrationnel. Soit f(~ * il existe alors 

( 3 ,a ) tel que in(f,d') = E F. Z A. 
0 ° AeiN r, deg(FA) = 3 Q,|A] = a Q

 A 

a 
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A inCf*d'] appliquons le lemme 1.12. Il existe g£ ̂ t e l que in(g,d') 

= in(f,d') et v(g,d) = a + 3 /d. Sur L, , le seul point à coordonnées 
o o d,g 

entières est C3 ,a ) si d < 00 . D'où in(g,d) = in(g,d'). Si d = 00 , o o 

on a de toute façon in[g,d) = in(g,d'). Par suite, 

în„(A,A,d'] H fr, cln v (A,A,d) El .En appliquant les lemmes 1.13 Y & Y,x Y - & Y,X 
Y A Y 

et 1.14., on déduit le résultat. 

/,,/'6 Remarque : Les lemmes 1.12 à 1.15 et leurs duaux suffisent à montrer 

l'existence de d„ et d rationnels. 1 s+1 
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§ 2 - TROPISNES CRITIQUES 

+ 

2. 1 DEFINITION : Soit d € ,R '* o n dit que d est un tropisme critique 

de A le long de Y en x 

(a) lorsque d = 0 , si l'immersion (*) de 1.11 est stricte au voi

sinage de x 

(b) lorsque d » si d est l'un des d^,...,dg 

du théorème 1.10. 

(c) lorsque d = » , si l'immersion (* * ») de 1.11 est stricte 

au voisinage de x 

2.2. On notera d v le plus petit tropisme critique. 

Soit A = (X,Z,W ; r) une installation, et soit A = (Z,Z, W ; r) 

l'installation ambiante associée. On notera A|W = (W/ W, W j id W) 

la restriction de & à W . 

On peut associer canoniquement à ces données, pour d ç [_Q,°° ] et Y 

sous-espace analytique de W 0 X , une nouvelle installation : 

2.3. DEFINITION On appellera installation normale à A le long de Y , 

1'installation 

>,Y 
- С "A,Y "A, Y с: W,Y i dr) où dr est le 

morphisme canonique. 

On peut se demander quels sont les tropismes critiques de cette instal

lation Cen particulier, apparaissent-ils tous déjà dans la suite des 

tropismes critiques de A le long de Y en x). 

2.4 PROPOSITION : Identifiant canoniquement C 6 . avec 

с л/,Y X Y [ С I Y] 
ä d le germe de C° . en x est celui de C si d n'est pas un tropisme 
CT ),Y A, Y 
A,Y critique ¿ 0 ou » . 

C A y Ci) si d = d i et 6 > d 

CA Y ( i + 1 i s i d s d i e t 6 < d i 
est celui de C? v si ö = d = 1 

A* Y 1 
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2.5 Remarque : la proposition 2.4 permet de montrer qu'il existe un 

voisinage U de x dans Y tel que les tropismes critiques de A le 

long de Y en y , y £ U , sont extraits de la suite des tropismes 

critiques de A le long de Y en x . On prendra garde que cette suite 

peut ne pas être identique comme le montre l'exemple suivant : W le 
2 2 

parapluie de Whitney (d'équation x - y t ) , Z = W x ( E , X d'équation 

z - t et Y l'axe des y 

2 . 6 PROPOSITION : Si d A Y x > ° ' 1 1 e x i s t e
 ^/\""'*m* U n s v s t è m e 

d'éléments de jj^ Coù 3 est l'Idéal de 0 Z définissant l'immersion 

de X dans Z au voisinage de x , et est son germe en x ) 

tel que : 

pour 0 < d < d ^ Y ( X 

(1) 1 <_ k < m , inv(f. *d) est indépendant de d avec 
Y K 

inyC^.d) = 1 ® Q k € g r Y W ® 0 Y t g r w Z ® Q Y 0 Y x ) 

où Q est un élément homogène de gr, .Z® 0 V 

K W Uy Y j X 
pour 0 <_ d <_ d A ^ x 

(•2) î n Y C A , A , d ) ® Q 0 y ^ = (...in(fK,d),...) 

Pour qu'il en soit ainsi il suffit qu'il existe un système d'éléments 

(f,...,f ] de 1 et e > 0, tel que pour d, 0 < d <e, les condi-
1 m «J x — 

tions (1) et (2) soient vérifiées. 

C'est essentiellement un corollaire de 1.12» 
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§ 3 FONCTION DE SAMUEL ANISOTROPE 

3.1 DEFINITION : On appelle d-fonction de Sammuel d'une installation 

A = CX,Z,W • r) en x 6 W A X l'application 

Hl Cd) : B+ < > N _ v 
y > LI dim gr A . d 

Q<y<_ y * * 
3.2 REMARQUE : Y"? d i m # A ' d e s t u n e somme finie, parce que tous 

- i x 

les termes sont nuls, sauf un nombre fini. En fait v £ N + • |N 
d 

3.3 DEFINITION On définit pour i 6 N » i 1 1 » 

i+1 1 
H t ' Cd) = H Cd) 

où A x l 1 = (X x I 1 , Z x I 1 , W x i 1 ; r x Id (E1) . 

3.4 DEFINITION On appelle d-fonction caractéristique pour A en x 

1'application 

G. Cd) : K + > IM 
A,x 

M i > dim A; d 
6 x 

3.5 REMARQUE . D'après les définitions précédentes, on voit que 

i+1 
A,x 

(d) = 
x 
(d) * G 

(m,o 
Cd) 

où CO = CŒ, I, Œ, Id Œ) et * indique le produit de convo

lution Ci.e) 

L * L CM) = 52 i L - W • l 9 C V 3  

yi + V y 

On a aussi 

Cd) = H 1 Cd) * G. Cd) 
Â , X C I A , X {x},x 

On va maintenant étudier la variation de la £-fonction de Samuel 

de *Ç x en fonction de d dfggetg 
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3 , 6 THEOREME Soit A = (X,Z, W ; r) une installation, x f W / I X 

soit 6 un réel fixé, <$é ]o,flc[ . Soit û .... ,û la suite des 

tropismes critiques de A en x , qui appartiennent à ]û,»[ . 

Sur |I\IR on considère l'ordre produit. 

Il existe H^,.... , H s + 1 dans H\F tel que 

(a) si i 6 ]d i, d i + [ on ait pour 1 < j < i , 

JÉ [d. d. [ ; H 

X 
:6) = H . 

dC d ra 
i 

= H 

1+ I 

pour i+1<K<s,d Ç Jd i , d i + 1 J 
f d ,x 

k - n <+1 

avec H 1 > H 2 > ... > H ± + 1 ̂  H . + 2 ^ .. . £. M 3f 

Ht , | 

i ^ ! 
- ! ! ! ! ! ! • 

I 1 1 1 ^ I 1 I I ,r I ^ 

\ \ \ 4, <»x-i dx d.M 

(a) si 6 = di o n ai't 

pour 1 ̂  j £ i , d£[d ,d.[: H i6) = H. 
J J f i ,x J 

d - D L : H - H ^ x ( d j 

c x 

pour ± < k < s. d e \ . d ] : H d (A) • H H T 1 

c x x 

avec ^ > H 2 >... > H A - H 4 x(d ±] = H. + 1 C H . + 2 ̂  ... C • f H 

f 

La démonstration de ce théorème repose sur 2.4 et sur le théorème 

de Jordan-Hôlder. 

•n en déduit : 

3.7 COROLLAIRE : Sous les hypothèses du théorème 3.6 , on a 
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H. Cô) < H.I ., Cô) * G 
A ' X - il W ' X X A r " 1 C X ) , x 

et on a égalité si et seulement si 

A,x — 

DEMONSTRATION On remarque qu'on a toujours 

H &,x Ш = H 
-Д ,x t < j 

A,x 
Co) 

Si on désigne p a r Ç 1'installation 

C C W , x * C X 0 r-1(x),x ' CW,x * C -1 r , ' CW,x 1 

Г I X J . x 

p j 

on a 
н - m < н^. г л i 
с &,x X 

mais 

H ^ [ Ô ) = H Alw x ( Ô ] * G -1 
- | W' X X H r 1Cx),x 
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5 4 d-TRANSVERSALITE 

Soit A = (X, Z, W ; r) une installation, Y un sous-espace de 

X fi W , x un point de Y . Soit d £•]•,+ *[ 

4.1 DEFINITION : A est d-transverse le long de_ Y en x si le 

morphisme naturel : 

c

d > c d 

k ,Y ? L A W,Y 

est plat en x 

4.2 THEOREME : Soit dr : C d » C?... v le morphisme naturel. 
A , Y AJW,Y 

Les assertions suivantes sont equivalentes : 

CD A est d-transverse le long de Y en x 

(2) C x r-1(YiY * Y S S t P l a t S n X S t 

A,Y,x — 

(3) C d

 Y 0 dr
 1CY) > Y est plat en x et le germe en x 

' gr y A | W;d 
de Tor CgrYA ; d, 0 y) est nul . 

C4) C3) + C d H dr"1CY) = C 
A' X O r CY) ,Y 

(5) C d O dr"1(Y) > Y est plat en x et le germe en x 
A , Y 

g r Y l i d 

Tor tgr YA; d , gr y r '(Y)) -> Y est nul 

(6) Soit Ù C = © g r ^ W . C d

 v dr" 1CY) > Y 

i > 1 Y A , Y 

C d n d r " 1 C Y ) > Y est plat en x et 

[>JnYCA,A, d) ® 0 Y î X ]nCcT. gr^i d ® 0 Y i X ] 

= [în Y CA,A, d) gr Y Ai d ] ® Q y 0 Y î X 

C7) C d y D dr 1CY) > Y est plat en x et pour tout 

p e w . 
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[lnyCA,A , ö).^^0YtX]f][^
P.gr^ ; d ® ^ C y J = 

= [ln yCA, A, d).
 P . gr y A; d ]fc G y ^ 

(8) pour tout ô£ [ü,d] , C ^ Y > | W^ Y 

est plat en x 

(9) il existe un voisinage U de x dans Z tel que pour tout 

6 C [°*d] , tout y £ U (\ Y 

GA,Y ^ CA. |W,Y 

soit plat en y 

C10) C d

 v n dr"
1(Y) > Y est plat en x 

A , Y 

Soit J l'Idéal de 0^ définissant l'immersion de X dans Z au 

voisinage de x ; son germe en x . Il existe (f^,...,^) 

un système d'éléments de j tel que 

Ci) pour 0 < _ 6 < d , 1 < _ k < _ m , inCf^ô) est indépendant 

de i , avec inCfk,ô) = 1 <S> Q R € gr y W ® Q (grw Z & Q 0 ) 

où Q. est un élément homogène de gr., Z^_ • .̂ 

W 
Cii) pour Ü <_ 6 <_ d , In y CA, A, ,6) = C...inCfK,ô)...) 

(11) Si l'immersion de Y dans W est régulière en x. 

C d

 v O dr ̂  CY) *- Y est plat en x et l'immersion 
A, Y 

c ; j y f t d r - 1 m ^ c A

d

) Y 

est régulière en x , de codimension celle de Y dans W . 

(12) Si Y = {x} 

HA x C d ) = HA I W x C d ) * G -1 A' X A | W,x x 0 r 1 ( x h x 

Le schéma logique de la démonstration est le suivant 

- 101 -



LEJEUNE-TEISSIER 

12 < > 2 • — . = — ^ 10] 

11 < => 1 < 3 < — » 5 < = — > 6 ) 

et 9) — 8 ) — » 1 3 (2 «¿3—^1) + 1) « = » 9 ) 

•n va rappeler un critère de platitude qu'on utilisera dans 

la démonstration. 

(4.3) THEOREME 

Soient A > B un homomorphisme d'anneaux noethériens, I 

un idéal de A tel que IB soit contenu dans le radical de B , 

N un B-module de type fini. 

Les conditions suivantes sont équivalentes : 

Ci) H est A-plat 

Cii) N # A A/j est A/j -plat et Tor^CI^A/j) = 0 

Ciii) N ® A A/j est A/j- plat et 1 ' homomorphisme canonique 

gr°(N) © A / i gr^A) > g r ^ m 

est un isomorphisme. 

(iv) Pour tout entier n , N # A A/^n est plat sur A/^p, 

Pour la démonstration de ce critère on peut voir (SGA). 

On aura besoin aussi du lemme suivant : 

[4.4) LENNE : Soit A un anneau , A [z^,...,ZT] un anneau de polynômes , 

B = A [z , . . . , Z T ] ] /j un anneau quotient de A[Z^,...,Z^] • 

Soit N un A-module 

TorA(B,N) = Tor^ 2"' (B, N ® A A [ Z ] ) 
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On appliquera 4.3 avec : 

A= gr yW = gr y A I W ; d B = gr y A, d 

H= gr A ; d I = Ôt = © gr y W . 
111 

(4.5) Passons maintenant à la démonstration des implications 

dggkiolki ggghipliuhh 

rklmmttt 

klmoihjj juilljhgftghk 

CA,Y * CA | W,Y B S t P l a t B n X " 

Cette hypothèse correspond évidemment à la condition i) du théorème 

4.3 , 

Dn a alors : 

a ) cj 0 dr 1(Y) > Y est plat en x (changement de 
i A i Y 

base). 

a^) le germe en x du morphisme canonique 

gr A ; d / _ 0 g r _ (g r W) — > g r _ g r A j d 
7 c T g r Y A; d UY cT Y Jf 

est un isomorphisme 
gr yA | W id 

a g) le germe en x de Tor^ (gr Y

A i d, D y) 

est nul 
gr y W 

a) le germe en x de Tor^ (gry A; d( , gr yW /_ ) est nul 

De on a donc la première partie des Implications 3 , 4, 6, 7 

en question. 

De on déduit qu'on a un isomorphisme canonique : 

gr y W ta Û Y gr y A; d /_ * gr y C à f Y ; • 

c4T gr yAi d 
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(En effet, gr_ gr A ; d étant déjà bigradué, s'identifie à 
* d 

gr gr C y et pour avoir 1'isomorphisme, il suffit 
Y dr CY)AC° 

de se rappeler que 

gr_ gr A = gr gr H CA Y = g r Y Y J 0 

dr 1(Y) A C ^ y
 A' Y ' Y 

•n a donc 1'isomorphisme canonique 

C, 0d y * C W , Y X Y C A d , Y n d r " 1 ^ 
A, Y 

mais pour d G ] d ^ d
i+/|] * °n a 

^ d v A,Y 
<~A,Y'Y 

C A , Y U + 1 ] > CW,Y XY CA,Y ft d r _ 1 c Y ) 

•r ceci n'est possible que pour i = 0 . 

Ceci montre que d Ç. Jo, d̂ 3 e t ̂ u e 

C A , Y C 1 ) > CW.Y XY Ci,Y n d r " 1 ( Y ) 

est un isomorphisme au voisinage de x . 

•n en déduit que 

C A , Y C 1 3 = C A , Y D CW,Y XY C X O r"1CY),Y 

En effet, il existe des ( f f ) dans ^ tels que 
1 m x H 

ln y(A, A, •) 0 Y^ x = (...inY(fK, •)...) 

avec inv(f, ,0) = 1 & Q, . 
Y K K 

Soit r l'idéal de 0 définissant X H r" (Y) dans 
X r CY),x 

r (Y) et f l'image de f dans 3 . Alors K K x 
in Y(f k,0] = /I^in Yf K 
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et par conséquent : 

3 n y U , A , 0)tf Q G Y ^ x CÏn y(r~
1CY) O X, r~ 1CY)). gr yW [z] 

D'autre part on a toujours C x ̂  r_/| ̂  y C y 0 dr ''(Y) 

G A Y^ 1^ = CW,Y X Y C -1 Ä ' Y ' Y Y X O r 'CY),Y 

Ainsi par définition, le premier tropisme critique est positif, 

donc on a la deuxième partie de la condition 2 , 

A,Y,x -

et aussi la deuxième partie de la condition 4 , 

c d

) Y n d r - 1 m - c x 0 r . 1 ( Y ) f Y 

Il reste à démontrer l'implication 

klmpppookklm 

Du lemme 4.4 , pour A = gr yW , B = gr y A,; d , N = gr yW/ , on 

déduit que le germe en x de : ctT 
gr A i d 

Tor 1 CgrY A; d, gr YW/_ p ô g r w gr yW [Z] ) 
df Y 

est nul, ceci entraîne que : 

[ïn Y U . A. d) • 0 Y j X ]0 [ / • grYA , d 8> 0 Y ) X ] -

_ P 
= [Un ylA, A, d). JC ê

r

Y -
 J d 3 ® 0 °Y,x 

Y 

(4.5.2) On va maintenant démontrer 2) «•=»•> 10) ^ 6 

De la proposition 2.6 on a immédiatement 2 10j . 

Soit f = J3 fA z A t e l q u e f ^ ^ x e t 

A ClN t 

in y(f ; A, d)etf # g r y w [z] * o y ^ . 
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Soit p = v Cin.(f ;A, d)). Cp > 1 par hypothèse). 

# " t 

• n se ramène d'abord au cas où pour tout A C IN 
v yCf A) >_ p . 

Soit M = in vCf ik, •) S gr v w£z] . C'est un élément de bide-
eo' ao Y Y 

gré (3 , a ) et si 3 < p a + 3 /. > v v(f ik, d). Nais d'après o o o • o d Y — 
10, i), il existe K = 1,...,m bihomogènesdans gr y w£z] ® Q 0 Y ̂  

tels que : ^ 

N 
3 . a с 

t\ = i, . .гт 
R KinCf K,ü) = ь ra 1 eo n 

Soit v. le degré en Z de Q u ë- 0 V [z] 
K K Y , X 

•n peut alors écrire 

F grtyg R KA 
z A 

où R k A e g r Y

D W ® 0 Y O Y ( X 

S 0 i t r k A £ °W.x t e l q U e V r k A

] = ßo e t l " Y r k A = R k A et 

soit encore 

г К • TZ 
A u g 

r 
г K A 7 

A 
• 

pour 6 G [•, d] , v yC C r kf ;A ,6) =a + e /6 
k=1.. .m 

et pour ô£[•,•*[ 

inYi I Z \ f k .A..6J -
1,. . .Д) в и и 

Soit g = f - H r K f K ; on a g e^fx 

in (g lA, d) =inyCf ;A, d) 
v y(g, A, •) >_ v yCf, A , •) 

s'il y a égalité sur le diagramme de Newton de g le point ^ 3 Q ' a
0 ^ 

a disparu. 
• n peut donc supposer v y(f ; 1k , •) = p . 
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Considérons encore M =in v(f, A, G) . 
3o' ao Y 

Alors 
v yCf; A, d) = a Q + 3 0/ d 

On sait aussi, par hypothèse, que 

C^ H dr"1CY) J Y est plat en x 
A , Y 

et donc, par changement de base 

CW,Y X Y d r " 1 ( V ) 1 > CW,Y 

est plat en x. Nais les conditions i de 10) entraînent que 

CW.Y X Y K . Y n d r " 1 ( Y ) l * C 1,Y 

au voisinage de x . Alors, en utilisant l'implication 1 7 déjà dé

montrée on obtient 

[3nYCA, A ,0) © 0 ^ ] n [ / g r Y A; 0 6> O ^ J -

= [3n YCA, A, 0) . <Jf.grYA; 0 ] <g> Q 0 y ^ 

Il existe donc R^6 cf • g^yW [z] bihomogènes fk=1,...,m) tels que 

m 
% - C v n ( V o ) - C V

1 ® V 
o, o K=1 

Considérons 

(*) in (fiA ,d) - Jj[ R r in (f k ; A , d) 

On peut avoir (*) = 0 et on a terminé, ou bien C*) est un élément 

de d-degré ex + 0 / , o o / d 

Mais alors son ordre pour OÇ est strictement plus grand que p . On 

conclut donc au bout d'un nombre fini d'opérations. 

4* 6 PROPOSITION Soit A = CX, Z, W ; r) une installation,soit Y - {x} , 

x 6. W fl X . Les conditions suivantes sont équivalentes 

Ci) d A > 1 A,x — 

C i i ) S.x * CW.x P l a t B n x 
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C u i ) H v = H.. •* Gv _ -1 r , 
X,x W,x X H r Cx),x 

4.7 COROLLLAIRE Soit f : X > W un morphisme quelconque 

d'espaces analytiques complexes. Alors les conditions Cii) et (iii) 

de la proposition précédente sont équivalentes. 

Il suffit de faire la construction de 1.4 

4.8.1 PROPOSITION Soit A = (X,Z, W ; r) une installation, x & W flX . 

Pour que r.| X : X •—> W soit plat en x , il faut et il suffit 

que pour tout sous espace analytique Y C W O X , le morphisme canoni

que 

X H r m > Y 

soit plat en x , et que d^ y x > ° 

Il suffit qu'il existe un sous espace Y de W A X qui vérifie ces 

deux conditions. 

En particulier, il faut et il suffit que d > 0 

4.8.2 COROLLAIRE : Hypothèses de 4.8,1. Soit C f f ) un système d'éléments 
_ /] ' m _ zi 

de lr tels que in (f, I r (x)) , in (f I r (x)) forment 
X M X 1 1 x m^ _/| 

un système minimal de générateurs de in (Xf| r (x), r (x}) . Pour que r | X : X > W sont plat en x , il faut et il 

suffit qu'il existe e > 0 , tel que pour tout 6 ^ [o,e ] 

(ir^Cf^, k_,- &), ••• » in xCf m , k, 6)) soit un système minimal de 

générateurs de in^CA, k_, 6) . 

4.9 PROPOSITION : Soit A = CX, Z, W ; r) une installation, x S W O X . 

Pour que W soit localement contenu dans X au voisinage de x , et 

que 
cx.w > w 

soit plat en x , il faut et il suffit que pour tout sous espace 

analytique Y de W 

CX fi r"1CY),Y > Y 

soit plat en x , et que d^ y x = °° " s u ^ i t qu'il existe un sous 

espace Y de W qui vérifie ces deux propriétés. 

En particulier, il faut et il suffit que 

d. 00 

A, x 
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On va énoncer maintenant deux théorèmes relatifs au comportement 

fonctoriel de la transversalité. 

4.10 THEOREME . Soit A = (X, Z, W ; r) une installation, soit Y ^ X O W 

soit x € Y. Soit h un morphisme d'espaces analytiques complexes 

h : W > W 

Gn pose A' - (X x W , Z * W» , W * W ; r xidW) et 

Y' « h -
1 m . w 

Alors, si A est d-transverse le long de Y en x ,A* est d-trans-

verse le long de Y' en tout x' tel que h(x') = x . 

De plus, le diagramme 

A, Y ' ^ A, Y 

c d l v p d ^ 

A' I W»,Y' £ I W,Y 
est cartésien au voisinage de x . 

4- 1 1 THEOREME : Soit A = ( X , Z, W ; r) une installation. Soit 

x e W O X . Soit h : W > W 

un morphisme d'espaces analytiques complexes. 

Soit enfin A' l'installation image réciproque définie dans 

l'énoncé du théorème 4.10. 

Alors, si A est d-transverse en x , A' est d-transverse 

en tous points x'£ W tels que 

h(x') = x . 
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§ 5 - d- BASE STANDARD ET d-BASE STANDARD 

NORMALISEE 

Les constructions de ce paragraphe nécessittent une forme 

généralisée du théorème de division de Weierstrass due à Hironaka 

(voir "Weierstrass préparé à la Hironaka [2]) . 

5 , 1 THEOREME : Soit 8f une E-algèbre analytique locale, ff{z/J,...,zt} 

l'anneau des séries convergentes à -L indéterminées sur 6" (i.e.si 

l'anneau local de l'espace analytique W en x est Cf , Cf{z.,... ,z. } 
t 

est l'anneau local de W x (E en (x x 0)) , 

Soit N l'idéal maximal de & . 

Soit (g^>• " >è^1 un système d'éléments non nuis de &{z^,...,z^} 

tels que pour 1 <_ i <_ K , il existe L. € C {z.,. .. ,z^} non nul 

avec 

g. - L . e n.ot{Zi zt> 

On pose 1 < i <_ K , L. = 23 C. Az
A , Q . ^ C. 

A G /N^ 

v ± = inf |A| tels que C i A ¿ 0 . 

A ¿ = sup^ A tels que |A| = et C i A ¿ 0 

C l désigne l'ordre lexicographique de M^) . Alors, pour tout 

g ç €T{z^t. •,, ẑ } , il existe h^,...,h^ et f dans ,...,z^} 

tels que 

k 
CD g - TZ h.g. + f 

i = 1 

(2) si f = R f.z A , f . e ^ , alors f. = 0 dès que 
A G fN^ A A 

A € W i „ k
 C A i + f l ^ 

( 3 ) si, pour d £ ]o, oo[ , avec À a (W x £ t , W x (ET , W ; p^ ) 

et identifiant x x 0̂  à x , on a pour 1 £ i <_ K / 

- v. , on peut trouver h....h tels que pe plus 
X 
g 
X" 
As dJ 

1 1 A <_ K v x C h i ' d ) - vx C g * d ) " v x C g i J d )* • J 
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On va se servir de ce théorème pour calculer le premier tropisme 

critique d, et aussi d . v 

А, т 

5' 2 DEFINITION . Soit A = CX, Z, W ; r) une installation, x £ W 0 X , 
et d Ç ]o, o> [ un réel fixé. 

Soit J l'idéal de 0^ définissant X dans Z en x . Un 

système Cf^,...,^) d'éléments de J est appelé une d-base  

standard de A en x , s'il possède les propriétés suivantes 

CD si v Cf. j A, d) • v. alors 
x î — i 

i — £ — — m 

C2) C...,inCfi ; kj d),...) est un système minimal de générateurs 

de in x C A * A_ #d) Con rappelle que cet idéal est l'idéal noyau de 

CgrxA_, d > g r x A, d ) . 

5.3 DEFINITION : Soit A s CX, Z, W ; r) une installation , x €. W 0 X , 

dG ]o,oo [ . On note 

v*CA, d) 

La suite (v„,...,v_ °°....) où CvA ,... v ) est la suite 1 m 1 m 
des d-ordre d'une d-base standard quelconque C f f ) de A en x . 

5.3.1 Si d = 1 on dit base standard et on note v^CX,Z) 

5.4 PROPOSITION : Soit A » CX, Z, W ; r) une installation , x W O X , 

d G ]°'°°[ - Soit (f^,...,^] une d-base standard de A en x . 

Si A est d-transverse en x alors : 

CD Cf^,...,^) es t une 6 - b a s e s tanda rd de A en x pour <5€. Jo,dJ. 

(2) v*CA, d) = v*(A,ô) , y ôe]0, d] 

C3) Si on désigne par ACx) l'installation 
-1 -1 -1 — 

CX (\ r Cx), r Cx),xjr|r Cx))et par f l'image canonique de 

f €. D_ dans 0 . , ( f f ) est une base standard 
Z' X r"1Cx)x 1 m 

de A Cx) en x et L J'* 

v*CA, d) = v*CXf> r""1Cx) , r"1Cx)) . 
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5 , 5 DEFINITION Soit A = [X, Z, W ; r) une installation, soit x g W O X . 

On suppose que 

r|X : X > W 

soit plat en x 

J étant l'idéal de 0_ définissant X dans Z en x , un Z,x 
système d'éléments de J (f ,...,f ) est appelé une 0-base 

i -1 i -1 standard de A en x si (f r (x) , f r (x) ) est une — m m m ~ — _ /| i | m | 
base standard de X (\ r (x) en x . 

On pose 

v*(A, 0) = v * C x n r~ 1(x), r~1(x)) . 

5.6 Remarque : On rappelle que dans la situation de la définition précé

dente, on a 

d A > 0 A,x 

5.7 Remarque : Si (f.,.,.,f ) est une 0-base standard il existe £ > 0 ^ 1 m 
tel que A soit t -transverse en x et que C f f ) soit une 

1 m 

£-base standard de A en x . 

On peut donc voir que si d^ est la pente du 1er côté du polygone de 

Newton de f^ (construit à partir de f ) , et si on considère 
d(f),x \ i n f di 1 <_ i <_ m 

on a toujours 

5.8 d f X 1 < d. (f),x— A,x 

Il se peut que l'inégalité soit stricte. Nous allons maintenant carac

tériser une classe de 0-bases standard de A en x pour lesquelles 

on a toujours 

d = d A 

A,x 

Ce sont les bases standard normalisées introduites par Hironaka 

dans [ 3 j (plus précisément , il s'agit d'une généralisation immédiate, 

puisque dans ce travail W est lisse) . 

5.9 DEFINITION : Soit S un anneau noethérien, G = s[z>J,...,Zt] l'anneau 

des polynômes à t indéterminées.- On pose Z = CZ^,.. . ,Z^] et si 
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t A 3 1
 3t t 

A = (a ,...,a t)6 fN
l , Z = Z^ Z ^ .On munit IN de l'ordre 

lexicographique (A = (a^,...^) < A' = (ajj,... ,a£) si et seulement 

si il existe i , 1 <_ i <_ t tel que, pour j < i 

a . = a '. et a. < a ! ) 
J J i l 

• n gradue G par le degré total . 

f A * 
Soit *P = ) y C. Z , C. €. S un polynôme homogène non nul. 

On appelle exposant privilégié de CP par rapport à (S ; Z ,..., Z j 
t t et on note exp (p le plus grand A 6 fN tel que C ^ 0 . 

5.10 DEFINITION : Avec les notations de 5.9, si I est un idéal homogène 

de G ,on appelle ensemble des privilégiés de I , par rapport à 

(S ; Z^ ,..., Ẑ ) et on note 

Exp 1 I 

l'ensemble des exp̂ Cp , où <f parcourt l'ensemble des polynômes homo

gènes non nuls de I si I ̂  (0) , 6 si I - (0) . On remarque 
t t t immédiatement que si A G Exp I , A + JN d- Exp I . 

5.11 LEMME : dans les conditions des définitions précédentes, il existe 

un système fini de générateurs de Exp^I , i.e. il existe (A.,...,A ). 

A i€-!N
t tel que 

t q t 
Exp^ I = U (A. + |NL) . 

-5=1 1 5.12 DEFINITION : Soit^une l-algèbre analytique locale, R = ^{z^,.. . ,zt> 

l'anneau des séries convergentes à t indéterminées sur C^. Soit 

CX.,..., À. ) un système de polynômes homogènes de c[z ,...,Z ] . Soit 
I K . 1 t 

I = (A X k 3 . C [Z/|,...,Zt] , E = Exp I l'ensemble des privilé

giés de I par rapport à (C; z^^z^) . On dit que f £ R est norma

lisé par le système iX^,,.., A u ) par rapport à (0£ zA,.,,iZ^) 

si dans le développement en série entière f s 

A e / i r 
f A 2 f с 

on a f A = • si A €. E • 
5.13 DEFINITION : Soit A = (X, Z, W ; r) une installation, x € W . On appel

le système de coordonnées adapté à A en x , tout système de coordonnées 
-1 

locales (z^,...,z^.) dans r M de centre x . CCette notion ne 

dépend que de _A ) 
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5.14 DEFINITION : Soit A = (X, Z, W ; r) une installation , x G W f) X, 

d € ]o, oo £ un réel fixé , (z^,...,zt) un système de coordonnées 

adapté à A en x . On suppose que pour d > 0 , A soit d-transverse 

en x (resp. r | X : X ^ W soit plat en x) . On désigne 

par J l'idéal de 0 définissant X dans Z en x . 

Un système (f^,...,^) d'éléments de J est appelé d-(resp.O-) 

base standard de A en x normalisée par rapport à (O w ̂  j 2 ^ . # Z ] 

si 

1) c'est une d-'(resp.0-}.base standard de A en x 

2) Posant, pour 1 < K < m , X = in (f ; A., 0) x[z .. z ] 
— — K X K 1 "C 

pour 1 < i < m f^ est normalisée par le système 

CX 1,...,X 1_ 1] par rapport à ( 0 ^ , z^...^) 
5.15 THEOREME 

Soit A = (X ,Z, W, r) une installation, x e W 0 X , ( Z ^ . l j Z ^ 

un système de coordonnées adapté à A en x . Soit d ̂  un 

réel fixé. On suppose que A est d-transverse en x (resp. que 

r | X : X—>W est plat en x). Il existe une d-(resp 0-) base 

standard de A en x normalisée par rapport à (0^ ̂  ; ẑ  ,..., ẑ 3 , 

On démontre le théorème par récurrence sur le nombre d'éléments d'une 

base standard ) en utilisant le théorème de préparation 5.1 

comme suit : 

5.16 PROPOSITION : Les notations sont celles de 5.1. Soit (f ,...,f ) 

un système d'éléments de V{ z ,..,, z^} non nuls. Soit 1 <_ i <_ K, 

T. = f. mod N. & {z ,...,z.} . On suppose f. t 0 et on 

1 1 1 t — 1 

définit, pour 1 <_ i <_ k , X i(Z] = . 
Soit I = (À^,... ,X^) ï[z] , E = Exp t I l'ensemble des privilégiés 

de I par rapport à (E ; z^-.-.z^î • 

On suppose que pour d £ ]o,<& [ , 

v (f. ; A, d) = v. = v (fj . x i — 1 X 1 

Alors, pour tout fe^fz^ ,. .. ,z^} , il existe des éléments 

(h^,...^) de 0{z^,... ,zt> tels que 
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CD v x C h i ; A_, d) > v (f j A, d) - ̂ C ^ j A., d) 

C2) si f - C hi fi = ^-A f
A

z A ' f A e 0 ' ' ° n 3 

i = 1 , . . , k A £ | N t 

f = о si A e E . 

DEMONSTRATION : E a un système de générateurs fini non vide 
F = {A^,...,A } . Il existe donc, pour 1 £ i < q , ^ £ I homogène 

de degré y. tel que expj. = A. .11 existe aussi, pour 1 < i < q , 
i \ 1 

1 <_ j <_ k , i j ; ^ ç, <E[Z] homogène de degré y^ - V j tel que 

*i = E l Àj • 
1 <_ i <_ k 3 J 

Soit g. = ^..Cz) f. G ^{z.,...,z } Cl'anneau œ[Z] est 
j = 1 . . . k l J 3 

inclus canoniquement dans Çf{ z}) . 

Ainsi, on peut appliquer le théorème 5.1 avec les g i à f . Il existe 

Cp 1,...,p Q3 et r dans CT{z/| „... ,zt> tels que 

f = 
1=1,....q 

J g 

si г = 
A e i N * 

A 
Г д г , Г д = Ü p o u r 

A ^ l ) CA! + (Nt) où A^ = sup £ des A tels que |A| = y. 

et qui apparaissent dans le développement en z de g i - (g.̂  mod N Cf{z}) 

on constate que ^± ~ ̂± 

Il suffit de posermaintenant 

1 < j < K h - 5 3 * (z) p, 
~ ~" 3 i-D...,q « 

et on obtient 

^ • f - C h f 
- I ,... к 

La condition 3 de 5.1 permet d'affirmer que, puisque v Cg. ; A, d)=y. 
x i ~ i 
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v xCp i ; A , d)>_ v x(f i k_, d) - \i± 

° r V x ^ i j ; d 3 = p i " Vj 

Finalement, pour 1 < j < K , v (h. j A , d-) > v (f : Ai d) - v. 
x j x j 

ou encore 

v (h i A, d) >v(f ; A, d) - v (f . ; A, d) . 
X j X X j 

C 5" 1 7) THEORENE : Soit A = (X, Z, W ; r) une installation, x € W flX . On 

suppose que r |X : X > W est plat en x . Soit (z^,...,zt) 

un système de coordonnées adapté à A en x et soit (f^,...,fm) une 

•-base standard de A en x normalisée par rapport à 

W,x ; z,, z 

Alors 

inf d. = d r„. = d = d A 

i (f),x A, x 
Cd i , pente du 1er côté du polygone de Newton de f± obtenue à partir 

du réseau tv^f.^) , |A|)) . De plus Cf/j,...,fm) est une ô-base 

standard de A en x pour 

6 ^ t ° ' d A , x 5 • 

(5.18) THEORENE 

Sous les mêmes hypothèses que 5.17, si on désigne par Q (resp N) 

l'idéal de 0,, définissant l'immersion de Y (resp x) dans W W,x 
au voisinage de x , alors les conditions suivantes sont équivalentes : 

1) C > Y est plat 
X 0 r (Y),Y 

2) pour 1 <_ i<_ m 

v x C f i m 0 d N" °Z,x ) = v Y C f i m 0 d 0 " °Z,x ] " 

(5.19) DEFINITION 

Soit A - (X,Z, W ;r) une installation j soit Y un sous-espace 

analytique de W O X et x £, Y . Soit (z/],...,zt) un système 

de coordonnées adapté à A en x . 

On suppose que r| X : X • • > W est plat en x et que 

GX O r-1(Y) * Y 
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est plat en x . 

Soit Cf^-.-ff 3 une O-base standard de A en x ,normalisée par 

rapport à C0 W x i z1,... ,zt) . Soit v* (A, 0) » Cv/|*...,vm ,»,...) 

Soit 

d i = Sup {d €|R* tel que i n Y C " F ^ s o i t de d-degré v.̂ } 

•n pose 
d m Y x = i n d i C t j , Y , x 1 < i <_ m 1 

(5.20) THEOREME 

Dans les conditions deC5.17) on a 

d = H 
(f), Y,x A,Y,x 

C5.21) THEOREME 

Soit A = (X, Z, W ; r) une installation, soient Y un sous-espace 

analytique de W 0 X , x un point de Y , d£]o, °°[ un réel fixé. 

Si A est d-transverse le long de Y en x, A est d-transverse 

le long de tout sous-espace analytique Y' contenant x en x 

(5.21.1) Remarque : Rapprocher ce théorème dé 4.10. 

On donne ici un exemple des applications de la théorie des installations. 

Une autre application sera donnée dans un article de Hironaka-Lejeune-

Teissier qui sera publié dans cette revue. [il] 

(5.23) DEFINITION 

Soit f : X > W un morphisme d'espaces analytiques. Nous dirons 

que f est tangentiellement plat en x £ X, si le morphisme tangent 

df : C x C w est plat (w = f(x)) . 

t 5' 2 4^ THEOREME : (Critère numérique de platitude tangentielle) 

f . x > W est tangentiellement plat Bn x € X 

si et seulement si 

HX,x = HW,w * Gf-1(w),x " 

(5.25) COROLLAIRE : Si f : X > W est tangentiellement plat en x , on a 

H ] > H, 1, + D - K 1 , * H ° . X,x — W.x W,w «.d 

où d = dim x f"
1(w) . 

- 1 1 7 -



LEJEUNE-TEISSIER 

C5.26) REMARQUE 

Le corollaire 5.21 donne une réponse partielle à un problème 

posé par Hironaka dans [6] 

(5.27) DEFINITION 

Soit f : (X,x) —^ [W ,w) . On appelle taux de platitude 

de f en x , et l'on note "P. , le nombre 
T , X 

P. = inf d 
f.x A C a ) A(O).X 

l'inf. étant pris sur l'ensemble des installations A.(a) définies 

en 1.4 . 

Le terme taux de platitude est justifié par; 

(5.28) THEOREME 

f est plat en x si et seulement si P. > 0 j f est 
T , x 

tangentiellement plat en x si et seulement si P„ = 1 
T » X 

La démonstration de 5.28 est immédiate d'après 4.2 et 4.8 . 

(5.29) REMARQUE 

P. est un nombre rationnel compris entre 0 et 1 . En effet f ,x 
si d A f 1 est < 1 il ne dépend pas du choix de o , donc 

A L G J , X 
P- est atteint. D'autre part, on peut, par la méthode exposée 
T , x 
dans ([lu] , ch III, 5 1) choisir a de telle façon que d A f >

 B 1 . 
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