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LA VOUTE ETOILEE

LA VOUTE  ETOILEE

Heisuke HIRONAKA

En géométrie algébrique, Zariski [5] introduisit une notion de " Riemann

manifold " R (K/K) pour un corps K de fonctions algébriques sur un corps
de base k . C'est l'espace limite inverse (topologique), par rapport aux trans-

formations birationnelles, de toutes les variétés projectives (ou bien, ce qui re-
vient au méme, toutes les variétés algébriques propres sur k ) qui ont K/k com-
me corps commun de fonctions rationnelles. Le fait que R (K/K)  est compact a
1'égard de sa topologie naturelle (facilement déduit du Théoreme de Tichonov) a
été utile pour extraire un systéme fini complet de modéles locaux parmi tous ceux
de K/k qui sont obtenus par considération strictement locale. Cette technique

a été typiquement appliquée par Zariski [4] dans sa démonstration du théoréme de
1'uniformisation locale (une Fofme strictement locale de désingularisation). Du
seul point de vue de la désingularisation, cette méthode semblerait avoir perdu
son intérét initial puisque 1'on a déja découvert une méthode de nature globale
qui donne directement une désingularisation globale aussi bien pour les espaces
analytiques-complexes que pour les espaces algébriques de caractéristique nulle.
Néanmoins, une analogue analytique-complexe de la " Riemann manifold " de Zariski,
appelée la volte étoilée dans cet article, est-elle utile d'une fagon essentielle
pour étudier des morphismes analytiques-complexes qui ne sont pas propres, surtout
ceux qui n'admettent aucun prolongement propre. En géométrie analytique réelle,

en particulier, on trouve des applications effectives de la technique des voites

étoilées pour étudier des morphismes propres d'espaces analytigues-réels, qui

n'admettent en général aucun complexifié propre. En fait, cet article est ac-
tuellement motivé afin de démontrer le théoréme suivant, fondamental dans 1'étude

des sous-ensembles sous-analytiques (au sens de Hironaka [2] ):

THEOREME . - Soit A un sous-ensemble sous-analytique d'une variété analytique

réells lisse M (c'est-a-dire que A est localement une union finie de la forme

- 415 -



HIRONAKA

LJi EIm[fiJ - Im(gi)] ol fi et gy sont des morphismes analytiques-réels

propres d'espaces analytiques réels dans M ) . Alors, étant donné un point m €M
il existe un nombre fini de morphismes analytiques réels Fi : RT > B

n =dim M , tels gue

(1) si B désigne la boule unité de R" , alors LJi fi(B] est un
voisinage de m dans M .

-1
(2) Pour tout i , fi (A) est une union de gquadrants dans R" (un qua-
drant étant un sous-ensemble de R" de la forme {x € Rnlxi =0 , ieI ,
o
. e ~ =
xj >0 , j€ I+ »X <0 , K€I_} ob IO V] I+\) I_ {1,2,¢0.,n}) .
(3) Pour tout i , Fi induit un plongement ouvert de R" - f;1[AJ

dans M .

En ce gul concerne la technique des voltes étoilées & laquelle nous nous
limitons dans cet article, il s'’agit exactement de la finitude du systéme {Pi}
de ce théoréme. Une démonstration compléte du théoréme sera donnée dans un autre
article. Elle exigera, en outre, un théoréme de désingularisation (Hironaka [1] )
et aussi un théoréme platifiant des morphismes analytiques-complexes " non-propres "
(un analogue de nature strictement local du théoréme platifiant " propre " de Hi-
ronaka [3] )

A 1l'égard de la théorie actuellement développée dans cet article, nous

voulons signaler quelques points d'intérét :

I) La volte étoilée Py * 13 v > Y d'un espace analytique-complexe Y
est définie comme 1l'espace de certaines limites inverses des morphismes Ya >Y
qui sont obtenus par suites finies d’éclatements locaux. (cf. (2.1) et (3.1)) .
Soit ay ¢ BY -+ Y la limite inverse de tous les morphismes Ya > Y obtenus par
suites finies d’'éclatements globaux dont les centres sont tous rares. Alors on
trouve une application canonique BY : € -+8 , continue et surjective, telle

Y Y
que qYBY =Py - Mais si dim Y > 1 , alors BY n'est jamais bijectif . On peut

donner une structure d'espace annelé sur € aussi bien que sur B, d'une fagon

Y Y
naturelle. (En fait, on peut vérifier facilement qu'il existe une et une seule

structure d'espace annelé sur E’Y telle que toutes les applications
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p : € »Y' de (2.4) deviennent des morphismes d'espaces annelés. D'autre
m Ly

part, on peut considérer q, comme 1l limite inverse dans la catégorie des espaces

annelés) . Si dim Y > 1 , on voit que Pic(B) > Picl 8Y) défini par B,

n'est jamais surjectif.

I1) Soit q; : BQ + Y 1la limite inverse de tous les morphismes propres
qui sont étales presque partout. Alors on a un morphisme canonique
ay B; > BY méme en tant qu'espaces annelés. Si Y est dénombrable & 1'infini,

le théoreme platifiant " propre " (Hironaka [3] )} implique gue oy est un iso-

morphisme.

III) On peut définir p? : € ; + Y d'une fagon analogue & Py ¢ EY +Y

en considérant (au lieu de morphismes qui sont obtenus par des suites finies d'é-
clatements locaux) tous les morphismes analytiques-complexes LI Ya > Y qui

sont presque partout des plongements localement isomorphes (i.e., il existe un ou-

N

vert dense U de Y tel que induise un isomorphisme Y |U *—Y|V ou
a a o a' o o
vV, = m (U
a
: €
BY
propre " (gue nous allons préciser et démontrer dans un autre article) impliquera

0‘] est un ouvert de Y ) . Alors, on a un morphisme canonique
»> & Y méme en tant qu'espaces annelés. Le théoreéme platifiant " non-

<~

que B est toujours un isomorphisme.

Y

V) Dans notre définition d'étoile (2.1) , la condition 3) est essen-
tielle pour notre but immédiat . Si 1'on omet 3) de (2.1) , on arrivera & une
notion effectivement plus générale que celle d’'étoilelobjets quasi-stellaires, y
inclus ?) qui correspond aux points de ce qu'on appelle la " frontiére idéale "
d’'un espace analytique-complexe. L'étude des points des frontiéres idéales (sur

les espaces éclatés) est une autre direction d'intérét.

§ 1 . - SUITES D'ECLATEMENTS LOCAUX

Soit Y wun espace analytique-complexe. Etant donné un sous-es-
pace analytique-complexe fermé E de Y , il existe un morphisme m : Y' > Y

gqul satisfait les conditions suivantes (appelées la propriété universelle d'éclate-

ment) :

(1.1) L'idéal de 1r—1(EJ dans OY’ ( = 1'idéal engendré par celui de E dans

(7Y ) st inversible en tant que (7Y,-module.
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(1.2) Pour tout morphisme h : Y” - Y ayant la propriété (1.1) , i1 existe

un et un seul morphisme g : Y” > Y' tel que mg =h .

On appelle (E,w) un éclatement (global) de Y (de centre E ) . 7 est
déterminé par E & Y-isomorphisme prés. Si U est un ouvert guelconque de Y ,
alors (E|U,nln_1[u)] est un éclatement de Y . En outre, si {Ua} est un recou-
vrement ouvert de Y , alors un systéme guelcongue d'éclatements (Elua,na] se
recolle d'une fagon unique afin de donner un éclatement (E,w) . Si
h = [ho'h1""’hm] est un systeéme de générateurs de 1'idéal de E dans €jY|U ,
alors n]U est réalisé comme la projection du plus petit sous-espace analytique
complexe fermé de (Y|U) xtPg qui contient le graphe G
(Y|u) - € P Gefini par h . Ainsi Y'|n |(U-E) est identifié avec

mo m

G, = H - (E[ x Py ob HC (Y[U) xiPy

par rapport aux coordonnées homogenes [to't

h du morphisme
est défini par 1'idéal [ti- hi, O0<i<m)
1,...,tm] de 1l'espace projectif iPE .

(En fait, cela donne une méthode pour vérifier 1'existence de (E,w) pour E don-

né) . Cette réalisation locale démontre, en particulier, que si Y est Hausdorff

alors Y' 1l'est, et que 7w est propre. Remarquons que w induit un isomorphisme

- "
Y- 1[EJ —> Y - E et que (¢,idY) est un éclatement.

On appelle éclatement local de Y wune donnée (U,E,m) ol U est un ou-

vert de Y , E est un sous-espace analytique-complexe de Y|U et m est la
composée de 1l'inclusion Y|U > Y avec "0 HE g Y|U obtenu par un éclatement
(E,no] . Une suite d’éclatements locaux de Y signifiera un systeme

{(Ui,Ei,ﬂi)}

. , m étant ou bien fini > 0 ou bien infini, tel que
0<i<m

Y =Y et (UT:E,,H,) est un éclatement local de Y, avec m, : Y, > Y, .

o i" i i i i i+1 i
LEMME (1.3) . - Soit Z un espace analytique-complexe et soit D un sous-es-
pace analytique-complexe fermé de Z . Alors les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(1.3.1) Si J est 1'idéal de D dans (72 , alors 1l'annulateur

Ann dzm (= ker (T, ->l-|_0_n_102(J, 0,)) par définition) est nul.

(1.3.2) Le couple (Z,D) a la propriété de minimalité, i.e., si Z' est un

sous-espace analytique-complexe fermé de Z tel que Z' - D =27 - D alors
' =7 .

- 418 -



LA VOUTE ETOILEE

(1.3.3) Pour tout point z € Z il existe un voisinage ouvert U de 2z dans

Z tel que (z|U,D|U) ait la propriété de minimalité.

(1.3.4)  Pour tout ouvert U de Z , (Z|u,D|v) 1'a.

Preuve . - La définition de 1'annulateur est locale. Par conséquent, il suffit de
démontrer 1'équivalence entre (1.3.1) et (1.3.2) . En outre, pour tout entier

m>0 , Ann (Jm] = (0) si et seulement si Ann (J) = (0) . Supposons
GZ Gy

(1.3.2) . Soit I = Ann(yz[J) . Alors Supp(I) C |D| . I étant cohérent, il
définit un sous-espace analytique complexe fermé Z' de Z .0Ona Z'-D=2Z-D.
Par hypothese, Z2' =2z , i.e., I = (0) . Ainsi (1.3.2) = (1.3.1) . Or,
supposons (1.3.1) . Si Z' est un sous-espace analytique complexe fermé de Z
avec Z2'-D=12-D , alors 1'idéal I de Z' dans C7z vérifie Supp(I) C |D| .
Donc, pour tout ouvert relativement compact V de Z , 1l existe un entier

m=m(V) >0 tel que Jm I|V = (0) . Si (1.3.1) est vérifié, alors IlV =(0).

Ceci montre que Z' = 27 . Ainsi (1.3.1) = (1.3.2) .

DEFINITION (1.4) . - On appelle strict un morphisme d'espaces analytiques com-
plexes 7 : Y' > Y s'il existe un sous-espace analytique complexe E' de Y'
tel que

(1.4.1) ﬂ soit étale en tout point de Y'- E' , et

(1.4.2) (Y',E') ait la propriété de minimalité (cf. (1.3.2)) .

LEMME (1.5) . - La propriété d’'étre strict est locale. En effet, les conditions

suivantes sont équivalentes :

(1.5.1) m™ ¢ Y'~>Y est strict.,

(1.5.2) Si D' est le plus petit sous-espace analytique complexe fermé de Y'
tel que 7 soit étale en tout point de Y' - D' , alors (Y',D') a la propriété

de minimalité (cf. (1.3.1)) .

(1.5.3) Pour tout ouvert V de Y' , 7 induit un morphisme strict
YUV Y .

(1.5.4) Pour tout point y' de Y' , il existe un voisinage ouvert V de y'
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dans Y' tel que m induise un morphisme strict Y'IV >Y .

Preuve . Il est évident que (1.5.2) =—= (1.5.1) . Grdce a (1.3) ,

(1.5.1) == (1.5.3) = (1.5.4) . Il est connu gue, la définition de D’
étant celle de (1.5.2), = est étale en y'€ Y' si et seulement si y'¢ Y' - D’ .
Par conséguent, si F' est un sous-espace analytique complexe fermée de Y'lV avec
un ouvert V de Y' , tel gue nlv soit étale en tout point de Y'|V -F" .,
alors F'D D’|V . Il est évident que si (Y’IV,F'J a la propriété de minimalité,
alors (Y’IV.D’|V] 1'a. Ainsi (1.5.4) impligue que [Y'|V,D’|V) a cette proprié-
té pour au moins un voisinage ouvert V de chaque point y' de Y' , d'od

(y',D') 1'a. Ainsi (1.5.4) == (1.5.2) .

LEMME (1.8) . - Si om, Y, -Y, , 1i=0,1 , sont stricts, alors

_— i i+1 i

L P P! l'est.

Preuve . Par définition, on a un sous-espace analytique complexe fermé Ei+1 de
i = ) i iété 4. 4.2) .

Yi+1 , i 0,1, tel que (ﬂi Ei+1) ait les propriétés (1.4.1) et (1.4.2)

Soit E = E2 L’ﬂ;1[E1) . Il suffit de démontrer que (Y,,E) a la propriété de

minimalité. Soit Y' wun sous-espace analytique complexe fermé de Y tel que

2

Y'- E = Y2 - E . Soit Yo un point quelconque de Y' - E2 . Soit
V4 = n1(y2] . Puisque w1 est étale en Yoy o il existe des voisinages ouverts
V, de vy dans Y, , o0 J=1,2 , tels que T, induise un isomorphisme
Y2|V2 — Y,]]V,| . Soit Y% 1'image de Y']V2 par cet isomorphisme. Puisque
Y' - E = Y2 - E et LR induit un morphisme strict Y1|V1 > YO par (1.5) , on

3 L ) = . 4 5 L. = _E.
obtient Y1 Y1|V1 et donc Y lV2 Y2|V2 On a démontré que Y E2 Y2 2
Puisque m, est strict par rapport a E2 ,ona Y'= Y2 .
PROPOSITION (1.7) . - Si m : Y' > Y est un morphisme déduit par composition

d'une suite finie d'éclatements locaux, alors = est strict.

Preuve . - Gréce a (1.6) , 11 suffit de considérer le cas ol il existe un
éclatement local (U,E,m) . Soit E' = ﬂ_1(E] . Alors il est évident, d'aprés la
propriété universelle d'éclatement que 7 est étale enchaque point de Y' - E’' .
D'autre part, 1'idéal J de E' dans CyY' est inversible en tant que

O},-module et donc satisfait la condition (1.3.1) . Grdce & (1.3) , (Y',E")

a la propriété de minimalité (1.4.2) .
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LEMME (1.8) . - Soit m : Y' > Y un morphisme strict. Si J est un idéal
de o inversible en tant que C7Y-module. alors 1'idéal J CVY, 1'est en

Y
tant que C7Y,-module.
Preuve . - Soit E' un sous-espace analytique complexe fermé de Y' tel que
(m,E') satisfasse (1.4.1) et (1.4.2) . Soit J' =] C7Y, . Alors 1l est
évident que J' est localement principal partout et que J'IY' - E' est inver-

sible en tant que (<7Y,|Y' - E')-module. Si Y" est le sous-espace analytique

complexe fermé de Y' défini par 1'idéal Ann0 (J') , alors

Yy" - Eg'=Y'"-E' .Donc Y"=Y' , i.e., Annty (J') = (0) . Donc J' , lo-
Yl
calement principal, est inversible en tant gque C?Y,-module.

COROLLAIRE (1.8) . - sSi m: Y' >Y est déduit par composition d'une suite

finie d'éclatements locaux, alors pour tout idéal J de C9Y inversible en tant

que C?Y,-module, JC?Y, 1'est en tant que CVY,-module.

LEMME (1.10) . - Soit (E,m) un éclatement avec 7 : Y' > Y . S'il existe
une m-section s : Y > Y' , alors 7 est un isomorphisme et 1'idéal I de E
dans GY est inversible en tant que (7Y-module.

Preuve . - Soit YY" = s(Y) , un sous-espace analytique complexe fermé de Y'
isomorphe &8 Y par w . Puisque 7w dinduit un isomorphisme

Y' - n-1(E) s Y-E , Y'-E'=Y"-E' avec E' = ﬂ-1[E] . Gréce a
(1.3) (o0 J est 1'idéal de E' dans CyY,] , Y' =YY" . Donc w est un

isomorphisme et I est inversible en tant que QjY-module.

PROPOSITION (1.11) . - Soit f : Z - Y un morphisme strict. Soit (U,E,nw) un
éclatement avec m : Y' > Y . Soit J 1'idéal de E dans (7§|U . I1 existe
un Y-morphisme h : Z > Y' si et seulement si f(|zZ]) C U et JC72 est inver-
sible en tant que o Z-module. En outre, un tel Y-morphisme h : Z - Y' est

strict.

Preuve . - D'abord, nous nous proposons de démontrer que h est strict. Il exis-
te un sous-espace analytique complexe fermé Fo de Z tel que (f,FOJ satisfasse
(1.4.1) et (1.4.2) . Soit F, = f-1[E] . Soit 2z un point quelconque de

1
Z - F0 . Alors i1 existe un voisinage ouvert V de z dans Z et un voisinage
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ouvert U de f(z) dans Y tels que f induise un isomorphisme
zlv —
Grace a (1.10) , JIUO est inversible en tant que (&

> Y UO . L'existence de h signifie celle d'une section pour nluo .
Y}UOJ-module. Donc

J 6}|V est inversible en tant»que (C72|V]—module. Par (1.3) , (ZiV,F1|V] a

la propriété de minimalité. Par conséquent, si Z' est un sous-espace analytique
complexe fermé de Z tel que Z' - F1 v F0 =7 - F1L) Fo , alors 7' - F0

Z' - F0 =7 - FD . Donc Z' =Z . Autrement dit, [Z,F0 V) F1) a la propriété de
minimalité. Il est évident que f est étale en chaque point de Z - FUKJ F1 ,
d'ol h est strict. Puisque J’' =1 0}, est inversible en tant que C9y,-module,
JC?Z = J’C?Z 1l'est en tant que Crz-module gréace a (1.8) .

COROLLAIRE (1.11.1) . - Soit m : Y' > Y un morphisme obtenu par une suite

finie d'éclatements locaux. Si f : Z > Y est un morphisme strict, alors il existe

au plus un Y-morphisme h : Z > Y' . En outre, si h existe, il est strict.
Preuve . - Conséquence immédiate de (1.11) par récurrence sur le nombre des
éclatements.

PROPOSITION (1.12) . - Soient (Ui.Ei.ni] , 1 =1,2, deux éclatements locaux
guelconques avec Ty Yi - Y . Soit E3 le sous-espace analytique complexe fer-
mé de Y|U1 n U2 dont 1'idéal est le produit de ceux des Ei dans (7Y|U1 0 U2 »

i=1,2 . Soit [U111 U, ,E_,m.) un éclatement avec 7m, : Y, > Y . Alors il exis-

2°73°°3 3 3

te un et un seul morphisme a; ¢ Y3 -> Yi tel que L L qi pour chaque

i=1,2 . En outre, on a

(1.12.1) (“;1(U ), n;1(E ), qi) est un éclatement local pour 1 <1i,J <2

J J
et 143 .

(1.12.2) Pour tout morphisme strict f : Z +Y , il existe un Y-morphisme

7z~ Y3 si et seulement s'il existe deux Y-morphismes Z - Y1 et 7 -~ Y2 .

Le lemme suivant est la clé de la démonstration de (1,12) .

Petit LEMME (1.12.3) . - Soit A un anneau local. Soient Ji , 1i=11,2 ,
deux idéaux de A . Alors les Ji sont inversibles en tant que A-module si et
seulement si le produit J1J2 l'est.
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Preuve . - Supposons que J est inversible en tant que A-module, i.e., il

J
172
est engendré par un élément qui n'est pas diviseur de zéro dans A . L'anneau A
étant local, il existe bi'€ Ji , 1=1,2, tels que 3132 = b1b2A . Dans ce

cas-ci, b,]b2 n'est pas diviseur de zéro dans A . Donc, bi ne l'est pas pour

i=1,2 .0na b1b2A = J1J2-D b1J2:> b1b2A , d'ol b1b2A = b1J2 . Puisque b

n'est pas diviseur de zéro dans A , b2A = J2 . Par symétrie, b1A = J1 .
L'assertion de (1,12,3) est vérifiée.

1

Preuve de (1.12) . - En remplagant les ™, par leurs restrictions a U1 0 U2 ’

on peut supposer que U1 = U2 = |Y| . Soit Ii 1'idéal de Ei dans C}Y .

Alors I,I_ O est inversible en tant que O _ -module.
172 Y3 Y3
Grace a (1.12.3) , Ii ()Y 1'est pour tout 1 = 1,2 . La propriété universel-
3
le de 1'éclatement T3 implique 1'existence unique des qi , 1 =1,2 . Soit
-1 g . -1 p
[ ’ . ,q' -
I I, (9Y1 » 1'idéal de m, (E)) dans Y, Soit (m, (E;),q') un écla
tement avec q' : Y' > Y . Puisque I’ g =10 est inversible en tant
1 Y3 2 Y3
que ny -module, il existe h : Y3 > Y' tel que a, = g'h . D'autre part,
3

gréce a (1.7) et (1.8) , I1 C}Y' = [I1 C}Y1]C?Y' est inversible en tant que

C’Y,-module, d'od I,I, C7Y, = (1, C?Y )(I'C?Y,] l'est. Grace & la propriété
universelle de LI il existe h' : Y' » Y3 tel que Ta h' = m qg" .0On a
w3(h h) = (nsh Jh = ™ q'h = ﬂ1 q1 = "3 . Par la propriété universelle de LW

th o= 4 ' ' " = [ [ ’
on déduit h'h 1dY3 . D'autre part, ™, a (hh') LPRCH h s h m, .
Par la propriété universelle de ™ et gq' , on déduit hh’ id Y' . Ainsi

u

h est un isomorphisme, d'od (1.12.1) . Enfin (1.12.2) est une conséquence
immédiate de (1.11) et de la propriété universelle d'éclatement.

PROPOSITION (1.13) . - Soient T Yi +Y , 1i=1,2, deux morphismes obte-
nus par suites finies d’'éclatements locaux. Alors il existe au plus un Y-morphisme
q:Y,>Y . S'il existe, g est encore obtenu par une composition d'une suite

2 1
d'éclatements locaux.

Preuve. - L'unicité de q est déja vérifiée par (1.11.1) en vertu de (1.7) .
La derniére assertion de (1.13) se raméne au cas ol ™ est obtenu par un seul
éclatement local, par une récurrence évidente. Dans ce cas-1a, 1l'assertion est vé-

rifiée par applications successives du (1.12) (autant de fois que la longueur
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de la suite d'éclatements qui donne L) ) .

COROLLAIRE (1.13.1) . - Soient T : Yi +~Y , 1=1,2,3, trois morphismes

obtenus par composition de suites finies d'éclatements locaux. Si rj Y, > Y1 )

j=2,3 et s : Y3 - Y2 sont des Y-morphismes, alors rzs = r3 , i.e., s est

un Y1-morphisme.

Preuve . - Conséquence immédiate de 1'unicité du Y-morphisme Y3 > Y1 .
PROPOSITION (1.14) . - Soit (U,E,m) wun éclatement local avec T : Y' > Y .
soit X un sous-espace analytique complexe localement fermé de Y . Soit X'

le plus petit sous-espace analytique complexe fermé de ﬂ-1(X] tel que
ﬂ_1(X) - n_1[E] = X' - n-1[E] . Soit p : X' > X 1le morphisme induit par m .

Alors (|X| N U,X 0 E,p) est un éclatement local.

Preuve . - Soit (|X| N U,X N E,g) un éclatement local avec g : X" + X .
Nous nous proposons de démontrer qu'il existe un X-isomorphisme h : X" = X’
Puisque 1Im(g) c |X| N UCU et puisque I 0%" est inversible en tant que
Ox"-module, I désignant 1'idéal de E dans (7Y,U , 11 existe un Y-mor-
phisme h' : X" - Y' . Evidemment, Im(h') C |n_1(X]| . En outre, si
=10, ,alors I’ @X,, =1, . Donc, grace & (1.3) , si E' = )
alors [X",h’_1[E']) a la propriété de minimalité. Par conséquent, h' se fac-
torise & travers un morphisme h : X" = X' . D'autre part, (X', X' E'}) a la
propriété de minimalité par définition de X' et donc, gréce a (1.3),
Ann(}X’[I' @’x,] = (0) . Evidemment TI' C?X, est localement principal. Donc
I’ GX' est inversible en tant que ox,-module. Ona I’ OX’ = JOX, avec
1'idéal J de X NE dans C7X||X| O U . La propriété universelle d'éclatement
pour g implique 1l'existence d'un X-morphisme g : X' > X" . En plus, elle
implique gh = idx" . Donc h est un plongement fermé. Puisque 7 et g sont
isomorphismes au-dessus de 1l'ouvert U—[E] , h induit un isomorphisme de
X" - q—1(X NE) sur n_1[X) - w—1[E) = X' - ﬂ-nt] . Donc la minimalité de
(X', X' N E') implique que 1l'image de h coIncide avec X' ; i.e., h est un

isomorphisme.

Remargue (1.14.1) . - Pour un éclatement (U,E,m) avec ® :Y'~>Y , Y’

est vide si et seulement si U = |E| . En fait, si U # |E] . alors on a un

- 424 -



LA VOUTE ETOILEE

ouvert non vide U - |E| au-dessus duguel = est un isomorphisme. Réciproque-
ment, si U= |E|] alors Y' = |ﬂ_1(E]l « La propriété de minimalité de
[Y',ﬁ-1[E]] impligue que Y' west vide.

PROPOSITION (1.15) . - Soient Xi’ 1 = 1,2 deux sous-espaces analytiques com-
plexes fermés de Y tel que Y = X1 V) X2 , 1.e., si Ii est 1'idéal de Xi
dans O alors I, N1I,=(0) .Soit E =X, NX, .Soit (E,m) un éclate-
ment de Xi avec m, = Xi > Xi pour chaque 1 =1,2 . Soit Y' 1'union dis-
jointe des Xi et soit m: Y >Y le morphisme défini par les LP i=1,2.

Alors (E,m) est un éclatement de Y .

-1

Preuve . - Soit (E,m') wun éclatement avec «' : Y" > Y ., Soit E” = w' (E).

Soit X; le plus petit sous-espace analytique complexe fermé de Y" tel que

n'_1[Xi) - E” = xi - E" . Puisque Y" = L)jy’_1(XiJ et (Y",E") a la propriété

de minimalité, on obtient Y” = LJiX; . Grédce & (1.14) , =' induit
"i : X; > Xi tel que (E,n{] soit un éclatement de Xi . Pour (1.15) , il suf-
fit de démontrer que Xq n Xg =@ . Soit =z un point gquelconque de Y' .

L'idéal [I1+‘12]0Y, est celuli de E” et donc inversible en tant que

OY,-module. Alors, au point z , (I1+ IZJ(yY, colncide localement avec

Ii V] v pour au moins un i =1,2 . Disons 1 =1 . Alors cela signifie que,
dans un voisinage assez petit de z , E”"” ocolIncide avec w'_1[X1] « Puisque
|X;[ est 1l'adhérence de |n'—1[X1) - E"| dans |Y"| , z n'est pas dans Xq .
PROPOSITION (1.16) . - Soit m : Y' > Y un morphisme obtenu par composition

d'une suite finie d'éclatements locaux. Si m est propre, alors m est aussi

bien obtenu par une suite finie d'éclatements globaux.

Preuve . - Soit {(U,,E,,7, )} une suite finie d'éclatements locaux
— i"171°° 021 <m

N . > = =y i
qui donne m™ , oi “i H Yi+1 Yi , Y0 Y et Ym Y . Soient
fi HE g Yi et g4 : Yi * Y les morphismes définis par les “J . Par 1'hypo-
thése sur T , les fi sont tous propres. Soit Zi 1'image de fi , .84, le
sous-espace analytique complexe fermé de Yi dont 1'idéal est le noyau de 1'ho-
momorphisme canonique CYY > (fil*(C7Y,J « (La cohérence de cette image directe
est dlde & Grauert). En particulier. Zm =YY" . Si Ii est 1'idéal de Ei dans
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GY iUi , alors Ii OY' est inversible en tant que GY,-deule parce que
m-1

i
I ' - . . .
i C,Yi+1 1'est en tant que O Yy module (cf. (1.9)) Donc Hi=0 Ii (7Y,

-1 -1
1'est en tant gue (3Y,-module. Gréce a (1.3) , (YiJ?=D fi [Ei)] a la pro-

priété de minimalité. Cela entraine que [Zi+1'"i [EiJ] a la propriété de minima-
lité pour tout i . D’'autre part, m est un isomorphisme au-dessus de Yi— Ei
et donc il induit un isomorphisme Z - n?1[E,) =~ Z.- E, pour tout 1

i+1 i i i i

Gréce & (1.14) , si F, =Z,NE et p, : Z, > Z, est le morphisme induit
i i i i i+1 i
par m, ., alors [Fi.pi] est un éclatement. (Ici, remarguons que |Zi| cu;
pour tout i ) . On voit que Zi est fermé dans Y , car T est propre, et donc

i
Fi 1'est. Soit {[Fi,wil} une suite d’éclatements globaux de Y = Yé N
a m o v!

i i+1

Z, dans Yi de sorte que vj induise Py - ot 0<i<me 0<j<m .Or,

0<iz<m

o he Yi . Gréce & (1.14) , on a un plongement fermé canonique de

nous nous proposons de montrer que Zm est ouvert dans Yé . Soit Hi 1'idéal de

z, dans O, . soit G, 1'idéal de F, dans O . si

i Yi i i Yi

g =7'" 7 ... et W_ = q—1(U ) , alors G_ O ,|w = (1 O
o Ym [s] s}

-
o o 1 m=1 [s] o s}

* Ho U;']|WO

m
gui est inversible en tant que module. Puisque Io C?Z est inversible en tant
m

Ym

que (?Z -module et HO (72 = (0) , il existe un voisinage ouvert W1 de Zm
m m

Y' telque W,CW et G O, |w =1 O, |uw

m o] Y

1 o LY o v . Donc, par la propriété uni-

1

verselle de 1l'éclatement L i1 existe un Y-morphisme q, H YI;1|W,l -> Y1 .

Evidemment G, CE'Yr;llw1 = (1, (}Yr,n + H, OY&1)|W1

Plus généralement, supposons qu'il existe un Yoisinage wi de Zm dans Yé

, par rapport aux ﬂj et A, -

et un Y-morphisme g, : Y'|W, > Y, . Alors on a
i’ mlL T

G, O

i Yr;1|wi = [Ii OfY& +H C7Y$)|wi par rapport aux L j>i et g -

Alors, par le méme raisonnement que ci-dessus, on peut montrer qu’'il existe un

voisinage ouvert W, de Z dans W, et un Y-morphisme
i+1 m i

. ’ R 2 -
Aieq ° Ym|wi+1 -> Yi+1 . Ainsi, par récurrence, on obtient un voisinage ouvert
W de Z dans Y' et un Y-morphisme g_: Y'|[W >Y = Y' . Grace a
m m m m m''m m
(1.11.1) , la composée des ar et de 1l'inclusion Y' = Zm C Y% cofncide avec
l'identité sur W_ , c'est-a-dire que Z_ = Y'|W , d'ol Z_ est ouvert
m m m'm m
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dans Y$ « Donc, T = Yé_- Zm est un sous-espace analytique complexe fermé de
Y% . Il est évident que- (T,k) avec 1'inclusion Kk : Y' > Y$‘ est un éclatement
global. On a démontré que 7 : Y' > Y est obtenu par composition de la suite

((Fiomi) , 0<di<m, (T,k)} .

§ 2 . - ETOILES AU DESSUS D'UN ESPACE ANALYTIQUE-COMPLEXE

Désignons par € (v) 1a catégorie des morphismes 7 : Y' > Y
qui sont obtenus par composition de suites finies d'éclatements locaux de Y . Les
morphismes dans ®(Y) sont, par définition, les Y-morphismes. Rappelons le fait
(1.7) + (1.11.1) , que Hnm[n1,n2) , pour deux objets =, de E&(Y) contient au

i
plus un élément.

DEFINITION (2.1) . - Une étoile au-dessus de Y est une sous-catégorie e de
g ayant les propriétés suivantes :

1) Si m: Y > Y appartient & e , alors Y' n'est pas vide.

2) 8i les .w, appartiennent @ e , i = 1,2, alors il existe

i 3

dans e qui domine m et T, i.e., HDm[“S'"i] # @ pour tout 1 =1,2.

3) Pour tout "y Y1 +Y dans e , il existe Lo Y2 + Y dans e
tel gu'’il existe q € Hom[nz.ﬂ1] et 1'image q[YZ] soit relativement compacte
dans Y1

4) (maximalité) si e' est une sous-catégorie de € (Y) gqui contient
e et satisfait les conditions 1) - 3) ci-dessus, alors e' = e .

Nous désignons par EY 1'ensemble des étoiles au-dessus de Y .
Remarque (2.1.1) . - Une étoile est une sous-catégorie pleine de &y .
LEMME (2.2) . - Pour toute sous-catégorie e, de E€(Y) ayant les propriétés

1) - 3) de (2.1) , il existe au moins une étoile qui contient 80 .

Preuve . - Immédiate d'aprés le Lemme de Zorn.
LEMME (2.3) . - Soit T:Y +Y € £ (Y) et soit e une étoile au-dessus de
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Y , qui contient m . Alors il existe un et un seul point y'€ Y' tel que

pour tout Ty Y1 + Y dans e et pour g dans Hom[w1,n) # B 1l'image

q[Y1] contienne y' .

Preuve . - Regardons l'ensemble {Ka} des sous-ensembles compacts Ka de Y'
pour lesquels il existe w' : Y" >Y€ e et g € Hom(m',w) # @ tels que

Ke =qglY" . Gracea 3) de (2.1) , {k,} n'est pas vide. En plus,
grace aux 1) et 2) de (2.1) , l'intersection d'un nombre fini de K

n'est pas vide. Donc K = [-]a ka n'est pas vide.

Soit y' un point quelconque de K . Soit 14 1l'ensemble de tous les voisinages
ouverts de y' dans Y' . Pour tout couple (U,HB] avec Ue\ et g € e tel
que Hom[ns,w) # @ , définissons w(B,U) comme étant la composée :

A m
Y, |U —B 5y -8 Y

oll UB = q_1(U] avec q € Hom[wB, m) et AB est 1'inclusion canonique. Soit
e' la sous-catégorie pleine de € (Y) dont les objets sont ou bien objets de
e ou bien les w(B,U) obtenus comme ci-dessus. Alors e' vérifie les condi-
tions 1) - 3) de (2.1) . Donc e' =e par 3) de (2.1) . Autrement dit,

e contient tous les ®(B,U) . Donc K est contenu dans U pour tout U € W,

ie., K= {y'} . Pour démontrer la propriété de y' dans (2,3) , il suffit

de remarquer que le morphisme LA Y' - {y'} >Y , induit par w , n'est pas
dans e . En effet, s'il existait L € e avec (e Hom[n1.n] tel que

y' ﬁ q(Y1] , od T, Y1 +~ Y , alors on pourrait augmenter e en lui ajoutant
tous les

_1 L. ’
YBIq (y'- y"

induits par g H YB +~Y avec q¢& Hom(ws,ﬂ) de fagon que les conditions
1) - 3) de (2.1) restent vérifiées. C'est-a-dire que LS appartiendrait & e .
Supposons que s € e . Par un raisonnement comme ci-dessus, en tenant T, au

lieu de m , on trouve que K contient un point autre que y' .

Etant donné T : Y' +Y € E(Y) , nous désignons par 6," 1l'ensemble des
étoiles € € (Y) qui contiennent m . Grédce & (2.3) , il existe une applica-

tion Py ¢ 8" + Y' définie par pﬂ(e] = y' avec le point y'€Y' ayant la
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propriété de (2.3) .

LEMME (2.4) . - P, ¢ G," > Y' est surjective.
Preuve . - Soit y' un point quelconque de Y' . Soit e, la sous-catégorie

de & (Y) dont les objets sont les morphismes Y’IU +Y , induits par ©® ,
pour les voisinages ouverts U de y' dans |Y’[ . Alors e, satisfait les
conditions 1) - 3) de (2.1) . Donc, il existe une étoile e € €Y qui con-
tient e, - Il est facile de vérifier que e € 8" et p“(e) =y’ .

LEMME (2.5) .- Soit w:Y'+>Y € E(Y) .Soit e € 8“ . Alors il exis-

te une étoile &' 8t une seule au-dessus de Y' tel que

(2.5.1) m'e e' si et seulement si wn’'€ e .
Preuve . - Soit ec') la sous-catégorie pleine de & (Y') dont les objets sont

les n' € 8 (Y') tels que mn'€ e . Alors, en vertu de (1.13.1) , on véri-
fie facilement que ec‘) satisfait 1) - 3) de (2.1) . Soit e’ une étoile
au-dessus de Y' qui contient eé . Nous nous proposons de démontrer que

eé =e' . Solt e la sous-catégorie pleine de & (Y) dont les objets sont
ou bien dans e ou bien de la forme wn’ avec 7'€ e' . Evidemment e sa-
tisfait 1) et 2) de (2.1) . Pour vérifier 3) de (2.1) , solent

T, €e et n/€e' .0Ona 1r2€ e tel que Hom(nz,n,‘) # D et

1
Hom(nz.nJ # @ . Soit wéeHom(wz,ﬂ] « Alors, grace a (1.3) , 'lT'QQé .

2
Donc il existe née e’ tel que Hom(né.wi] #8 pour i = 1,2 . Alors
Hom(mr:’a,w,l) A0 et Horn(mré,nﬂjl] #©8 . Ilen résulte que e satisfait 3) de
(2.1) . La maximalité de e dimplique que e = e . Par définition de ec'] ,

cela entraine que B:J =e' .

LEMME (2.6) .- Pour w7 e E(Y) et e'€ € v i1 existe une étolle et une
seule e ¢ §£ ™ tel que

(2.6.1) 1r1 € e si et seulement s'il existe ‘"% €8’ tel que Hom(ﬂﬂ}].ﬂ,‘) £ B
Preuve . - Soit e la sous-catégorie pleine de € (Y) dont les objets sont
de la forme 7w’ avec ™' € e' . Il est évident que e, satisfait 1) - 3) de

(2.1) . Donc, il existe une étoile e € & v gui contient e, Grace a (2.5),

ona e"” € &Y' tel que 7" € e"” si et seulement si nr” € e. Puisque
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e" e’ , e”" =e' . Si m, €e , alors il existe n2 €e tel que

Hom[wz.n1] # B et Hom[nz.ﬂ] # 0 par 3) de (2.1) . Soit na € Hom[nz.n].
En vertu de (1.13) , m € E(Y') , d’ol mpee” =e' . (2.6.1) en résulte
immédiatement.

PROPOSITION (2.7) . - Pour m:Y'~>Y €& B(Y) , il existe une application
bijective j1T : € v > 8" tel que les conditions (2.5.1) et (2.6.1)
soient satisfaites pour tous e' € € v et e = jﬂ[e'] .

Preuve . - Immédiate des (2.5) et (2.6) .

Remarque (2.8) . - Nous regardons jTT comme une injection 8Y' > 8Y .
On a N j“J", pour ©' € E(Y") .

PROPOSITION (2.9) . - Pour ™ot Yi +Y€ E(Y),i = 1, 2, 1l existe un

Mg : Y3 —> Y € E(Y) ayant les propriétés suivantes :

(2.8.1) Etant donné un morphisme strict f : Z »~Y ,, il existe un Y-morphisme

Z > Y3 si et seulement s'il existe des Y-morphismes Z - Yi pour i = 1,2 .

(2.9.2) €
T3 ™

8(1&7[
2

Preuve . - Nous nous proposons de montrer d'abord 1l'existence de L ayant

(2.9.1) . Cheque m est obtenu par une suite finie d'éclatements locaux de Y .
Choisissons une telle suite pour chaque L et soit my leur longueur. Par une

récurrence facile sur m1+ m, la démonstration se raméne au cas ol chacun des

T est obtenu par un seul éclatement local. Dans ce cas-la, l'existence de ﬂ3

n'est autre que (1.12) . Soit e € € y =+ Alors e € 8"1 (¢] 8"2 si et seu-
lement si " c€e , i=1,2 . C'est équivalent & dire qu'il existe 7' € e
tel que Hom[ﬂ‘,ﬂil # B pour i=1,2 . Grace a (2.8.1) , la derniére condi-

tion équivaut & Hom(m’',m) # @ . Ainsi e € g, 0 € - si et seulement

1
si m,€e , i, e€&3

On appelle une jonction des , 1=1,2, 1le morphisme w3 de (2.9) .

i
Les ™ étant donnés, le morphisme Ty de (2.9) est unique & Y-isomorphisme
pres.
LEMME (2.10) . - - Soient LA : Yi >y € &) , 1=1,2,3 , tels que ﬂ3
soit la jonction des YJ , J=1,2 . Soit qj 3 Hom[ﬂa,ﬂj] . Alors
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9, X a, Y3 -> Y1 X Y2 est un plongement fermé.

Preuve . - Soit T = Y1 Xy Y2 , le produit fibré par rapport aux "j , qui

est un sous-espace analytique-complexe fermé de Y1 x Y2 © ay X a5 induit

-> ’
Y3 T . Soit {[Ujk'Ejk'“jK]}U.i K < m, une suite finie d’éclatements locaux,
qui donne "j . Soit E&k 1'image réciproque canonique de Ejk dans YJ , et

. ' = ’ $ - ’ ’ .
soit EJ K Ejk . Soit F E1 X Y2 UY1 X E2 Soit Z 1le plus petit
sous-espace analytique-complexe fermé de T tel que Z-F = T-F . Puisque la
projection T =+ Y est étale en dehors de F , elle induit un

-1 =1, =1,

morphisme strict z : Z—+>Y . On a [q1 x q2] (F) = a, [E1J J a, (EZ) .
Puisque chacun des q31[E5K] est défini par un idéal dans C7Y , qui est

inversible en tant que OY -module gréce & (1.8) , (Ya,(q1 x 321—1(FJ) a
la propriété de minimalité par (1.3) . Donc, a, x4, induit un morphisme

h Y3 -~ Z . D'autre part, z est strict et Py induit un Y-morphisme
Z~>Y , J=1,2 . Donc, il existe un Y-morphisme g : Z > Y . Grace a

J 3
(1.11.1) , gh = idY3 « Ceci implique que h est un plongement fermé et donc
a, X q2 aussi.
LEMME (2.10) . - Soit me€ €(Y) et e € F:Y . Alors 7 € e si et seu-

lement si la condition suivante est satisfaite :

(2.10.1) Pour tout T, €8 il existe 7w, € e tel que HDm(“B'"a) £ D et

B
tel que si ﬁé : Yé -+ Y désigne la jonction des w et Tg 1'image
qB[Y'] avec qB € Hom(wé,w] soit relativement compacte et non vide.
Preuve . - Etant donné un ™ € E(Y] satisfaisant la condition (2.10.1) ,

soit e  la sous-catégorie pleine de € (Y) dont les abjets sont ou bien ceux
de e ou bien les jonctions de m avec “B € e . Alors 8, @ les propriétés
1) - 3) de (2.1) .« En effet, pour 3) par exemple, il suffit de remarquer
que, si mgy € € pour i=1,2 et “63 est la jonction des "B , alors

i
“B € e et la jonction des w et g n'est autre que celle des deux jonctions
3 3

de w avec les "B , 1=1,2 . La derniére assertion est immédiate de la

i
propriété universelle (2.9.1) des jonctions. Gréce & 4) de (2.1) , e, = 8-+
LEMME (2.11) .- Soit m_:Y +Yy€e € &, . Soient (U,,E, ,h,) deux
—_— ) o Y i°71i%d

éclatements locaux avec hi Y, > Y0 pour 1 = 1,2 . Supposons que :

i
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(2.11.1) Yo = p"o(B] €.U1 n U2
(2.11.2) E2 - E1 soit rare dans un voisinage de Yo dans U1 N U2 .
(2.11.3) “0 h1 €e .

Alors on a m_h, €e .
o 2

COROLLAIRE (2.11.4) . - Si (U,E,h) est un éclatement local de YO tel que
P,y (&) € U et E soit rare dans U , alors LA hee .
)

Preuve . - (2.11) se raméne & (2.11.4) comme suit. Soit Eé = h;1(E2] B
soit Ué = h;1(U2) et soit [Ué,Eé.g) un éclatement local avec g : Y' »> Y1 .
Alors, grace a (1.12) , Hom(mg h1g.n2 h2) £ B . Donc, i1 suffit de vérifier
que m_ h,I g € e . Puisque h;1(E1) est rare dans Y1 par la définition de
1'éclatement, (2.11.2) implique que Eé est aussi rare dans un voisinage de
pTro h1[e) . Ainsi, en remplagant "o par m_ h1 » on peut supposer que h1

est 1'identité de Y = (i.e., U, = |YD| et E, =0) . L'hypothdse (2.11.2)
revient & dire que E2 est rare dans un voisinage de Yo - En remplagant U2

par un voisinage ouvert assez petit de yD dans Y0 , on trouve que le proble-
me est réduit au cas de (2.11.4) . Maintenant, nous nous proposons de démontrer
(2.11.4) . En remplagant Y0 par YOIU , on peut supposer que U = IYDI

et E soit fermé et rare dans YO . Soit 7 = L h . Il suffit de vérifier
que 7 satisfait la condition (2.10.1) . Puisque m € e , on peut supposer
que Hom(ﬂa,ﬂol # 0 pour L donné dans (2.10.1) . Il existe Ty ce tel que
Hom(ﬂe,wal # B et que "aB(YB] pour T o c Hom[ﬂB.ﬂa] soit relativement
compact dans Ya , ou LIS Ya > Y et “B : YB +>Y . La notation étant
celle de (2.10.1) , qB[Yé] est relativement compact dans Y' , ol

m: Y'~>Y . En falt, 1'adhérence K de "aB[YB) dans _:a est compacte

par hypotheése et donc ﬂa(K] 1l'est. Evidemment qB[Yé] c (ﬂa[K)) . Puisque

m est un éclatement global et donc propre, il entraine que qB[Yé) est relati-
vement compact. Il suffit, enfin, de montrer que Y' n'est pas vide. Puisque

YB n'est pas vide, il existe un ouvert non vide W dans YB tel que “B
soit étale dans W . Alors l'image V = ﬂB(WJ est un ouvert non vide dans Y ,
et ENV est rare dans V . 7 induit un isomorphisme au dessus de V-E .
Donc, si Z = Y6|ﬂ;1[V-E] et 7" : Z~>Y est le morphisme induit par e
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alors Z n'est pas vide et Hom(n”,m) # @ ainsi que Hom(ﬂ",ﬂB] #0 . La
propriété universelle de la jonction ﬂé implique Hom[w",wé] #0 . Ilen

résulte que Yé £0 .

PROPOSITION (2.12) . - Soit m, @ Yi +yY € 8 (v , 1i=1,2 . Supposons

i
que T, € Hom(nz.w1] #@ . Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(2.12.1) L est propre et surjectif .
(2.12.2) T2 est obtenu par une suite finie d'éclatements globaux dont
les centres sont tous rares.
(2.12.3) 3 = & .

m L
Preuve . - Nous démontrons d'abord que (2.12.1) implique (2.12.2) . Si
Ty est propre, alors il existe une suite finie d’éclatements globaux
{(Eu.pa)}o <a<m avec  p, Z .4 > Z, telleque Z =Y, st

{

m

“12 = PPq e Ppoq o C'est une conséquence de (1.13) et (1.16) . Nous nous

proposons de démontrer que si un tel est surjectif, alors Ea est rare

i
12

dans Za pour tout & ., Si est surjectif, alors Po l'est . Si E0

™
12
n'est pas rare dans Z0 , alors il existe un ouvert non vide U de Z0 tel

- = (. -1 >
que| unz -E = B ,si pl: Z1|p0 (w zolu est induit par p_ ,_a:lors
’ & -
(E0 U,po] est un éclatement de ZOIU . Puisque |E0|U| = |ZD|U| B 21|pO [q5)}

est vide. C'est contraire & la surjectivité de Po Donc E0 est rare dans

Z « En plus, p_ induit un isomorphisme Z, - p-1[E ) —_ Z - E et
[s] [s] 1 [s] o o] [s]

21 - p;1[E°) est dense dans Z1 « Puisque W12 est surjectif, 1'image de

=1
e i - E . e ,
Py Prm-1 contient 21 P ( 0) Puisque Py p est propre, il est

m-1

donc surjectif. Il est facile de vérifier, par une récurrence sur m , que les

Ey sont tous rares. On a démontré que (2.12.1) dimplique (2.12.2) . D'aprés

(2.11.4) , si “12 est obtenu par un éclatement global dont le centre est rare,

alors 5 s ° &" + Il est facile d'en déduire par récurrence, que (2.12.2)
1 2

implique (2.12.3) . Il reste & démontrer que (2.12.3) dimplique (2.12.1) .

Gréce a (2.4) , (2.12.3) dimplique que
(Ua.Ea.pa)}

Ty est surjectif. Soit
’
O<a<m une suite finie d'éclatements locaux tel que

12 T PgPq ter Ppoq ¢ Son existence est dle & (1.13) . Puisque T, ©st surjec-

- 433 -



HIRONAKA

’ = =
tif, p, 1'est et donc U, |Y1| - En plus, (U_.E_.p)) = (E ,p ) est un
éclatement global et donc Py est propre. Ayant déja démontré
(2.12.1) = (2.12.3) , on en déduit que € = & = g . Par une
) ™ "Po

récurrence évidente sur m , on déduit (2.12.1) de (2.12.3) .

§ 3. - LA TOPOLOGIE LE €,

Nous nous rappelons que gY est 1l'ensemble de toutes les étoiles au-
dessus de Y et que 811 pour 7 € E(Y) est le sous-ensemble de F’Y
tel que e € &“ <= T €e . Grace & (2.9) , pour tout couple
™€ EW) , i=1,2 , il existe Ty € € (Y) tel que

Er N en = E,“ .I1 entraine qu'il existe une topologie dans &Y pour

1 2 3

laquelle les sous ensembles € . avec m e E(Y) forment une base (des ou-
verts).

DEFINITION (3.1) . - Nous appelons volte étoilée au-dessus de Y 1'espace
topologique € y défini ci-dessus.

LEMME (3.2) . - Soient e; € EY ,» 1 =1,2 , et supposons que e, # e,
Alors il existe f :zZ->Y € E (Y) tel que f €e, pour 1i=1,2 et
p_F(e1] # pf[ezJ .

- . , i . : c , i =

Preuve Puisque B’I # e2 il existe 1r1 Yi > Y ei i 1,2 ,
tels que T, & e, et m, £ e, - Soit {[Uia’Eia'“ia]}O <a<m une suite
finie d'éclatements locaux qui donne LI Soit 'FaB : ZuB -+ Y 1la jonction des

T "t g1 et Tog *tr Mpg-q POUT chaque (o,B8) , 0 <a < m, et

0O<B<m .0Ona f =id€e , 1=12, fm18£82 et fam2¢e1 I

existe donc un couple (a,B) tel que faB Gei ,1i=11,2 , fot+1B ¢ 92 et

f a8+ 1 '3 e, + Envertude (1.12) , gq, ¢ Hom(f , 0+Fg) et

a, € Hom(faBM.faB) sont obtenus par un seul éclatement local [Vi,Fi.qi) res-

pectivement pour 1 = 1,2 (En fait, F1 est l'image réciproque de E1u et F2
= )

est celle de EZB ) si p_FaB(e,]J # pf‘aB(BZ] , alors f .FaB est ce qu’on

cherche. Supposons que pfaB(ei) =z , 1=1,2., 0On a 'Fot+’lB € e, et
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faB+1 € 92 o fa+16 est une jonction des faB et n10 e T qui

sont dans e, - De méme pour faB+1 ) . Donc z € V1 n V2 . Soit

V=V, n V, ,soit D=F, N F2|V et solt (V,D,hol un éclatement local avec
a s - -1 '

ho : T > ZaB . Grace a (2.11), ftho € e; i=1,2 . Soit (ho (Fi).qi]

un éclatement global avec qi : Ti +T , 1=1,2 . Gréce & (1.12) ,

hoqi est la jonction de hD et a - (Comparez (1.12.2) avec (2.9.1)) . En
vertu de la propriété universelle (2.9.1) d'une jonction, on vérifie facilement
qu'alors -Faehoqi est la jonction de ftho et fqui (Utilisez 1'unicité de

(1.11.1) ). Puisque ftho (4 & st fqui € e,

Gi le plus petit sous espace analytique-complexe fermé de T tel que
1

, on a -FuBthi [ e, Soit

-1 _ -1 o _ -
Gi ho (D) = hO [Fi] h0 (D) . Soit ti pthhO(ei] , 1=1,2 . Nous nous
proposons de démontrer que ti € Gj pour i #3 , 1<1,j <2, et

G1 n G2 = P , d'ol évidemment résulte (3.2) avec f = faB

alors |h;1(F1)| cofncide avec |h;1[D)| dans un voisinage assez petit de t

h, - st t2¢G1.

2
dans T . Puisque [T,h;1[D)] a la propriété de minimalité de (1.3) ,

h;1[F1) sera alors rare dans un volsinage assez petit de t2 dans T . Mais,

c'est impossible parce qu'alors (2.11.4) implique quhoqa € e, et donc

€ e, car Hom(f ,h aj q1) #4 . Ainsi t, € G1 . Par symétrie,

¥a8q1 af O 1'fuB

t1 € Gz + Ensuite, gréce a (1.14) , si gy ¢ Gi > Fi est le morphisme induit

par hD alors (Fi n V.D,gi] est un éclatement, 1 = 1,2 , et de méme si
G =G, U G, et g: G>F=F U F_ est induit par h0 , alors (F a V,D.,g)

1 2
est un éclatement. Grace & (1.15) , G1 V) G2 est une réunion disjointe,
i.e., G1 2l G2 = 0 .
THEOREME (3.3) . - Si Y est un espace analytique-complexe Hausdorff, alors
é y est Hausdorff.
Preuve . - Soient ey i =1,2, deux étolles différentes au-dessus de Y .

Alors, grace & (3.2) , il existe f: Z +Y € £(Y) telque T € e, Ppour
tout 1 =1,2, et pf(e1] # pf[ezl . Puisque Y est Hausdorff, Z 1l'est.
Donc, il existe deux ouverts Vi dans Z tels que pf[ei] € Vi ,1=1,2 , et
VOV, =B . soit m : Z|Vi->Y . Alors on a 6“1 g] &“2#2! et

e, € & , 1=12 .

i “i
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THEOREME (3.4) . - Y étant un espace analytique-complexe quelconque, 1'ap-

plication canonique Py ¢ £.Y *> Y est continue, surjective et propre.

Preuve . - Si U estunouertde Y et m: Y|U=>Y est l'inclusion,
-1

alors &" = Py (U) . Ceci montre que Py est continue. La surjectivité de

Py est un cas spécial de (2.4) . Nous nous proposons de démontrer que

p
Y
est propre. Puisque chague sous-ensemble compact de Y est contenu dans une

union finie des compacts chacun desquels est contenu dans un ouvért de coordon-

nées de Y , on peut supposer que Y est Hausdorff. Soit K un sous-ensemble

compact quelconque de Y . Soit E = p; (K) . Pour démontrer que est
compact, considérons une famille quelconque C = {CK}K €1 de sous-ensembles
CK de k , telle que

a) CK est fermé dans Q pour tout k € A

b) rﬂ‘k €T Ck # @ pour tout sous-ensemble fini T de A ,

Y
c) (maximalité) si CL~J{F} avec un fermé F de K a les les proprié-
C

tés a) et b) , alors il existe kK € A tel que F = K

Nous allons démontrer qu’alors rwlxe.A CK £ D .

Soit e, la sous-catégorie pleine de € (v) telle que T Ya > Y
appartient a eO si eE1seulement s'il existe un ouvert relativement compact V
de Ya pour lequel p“u[V)(\ CK # @ pour tout E—G A . Soit
L Ya Y € e, - Alors la famille des fermés {v N Fk} ol FK est 1'adhérence
de p"u[ e‘"a(\ CK] dans Yu pour tout k € A , a la propriété d'intersec-
tion finie non vide comme b) de C . (Ici, utilisez 1l'hypothése que C est

maximale et donc fermée pour 1l'opération d'intersection finie). Puisque V est

compact, on a F, # B . Soit y un point quelconque de cette
k€A kK o rj
intersection des FK . Nous allons démontrer que Ken Fk = {ya} . En
fait, soit W un voisinage compact quelconque de e dans Ya et soit
- N
W = p“1(W] . Alors il est évident que la famille C \J{CK(\ w}k €1 satisfait
o

les conditions a) et b) ci-dessus. Par ¢ , Ck nwec pour tout k € A

et donc r—1 ke n F,CW . Ainsi, (—] ke Fe = {ya} . (Remarquons que Y
étant Hausdorff par hypothése, tout compact W est fermé dans Yu J. Soit

T € e, o=1,2 , et soit la jonction des “a . Soit

3

q : Y3 > Ya € Hom(m ). Soit Va un voisinage ouvert relativement compact

m
a 3’ a

de Yo dans Ya , a=1,2 . Alors V3 = q;1(V1] ) q;1(V2) est un ouvert
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relativement compact de YS . Soit wa un. voisinage compact de ya dans Va .

On a vérifié, plus haut, que p;;[wa] N Ck € C pour tout k € A . Grace
a b) de C , ‘](‘rlml(\Ck # P pour tout K€ A , d'ol
a

a=1,2 Py

# @ pour tout k € A ., Ceci montre que m_, € e, - A partir de

3

-1
p"S[V] N Cy

cela, il est facile de démontrer que e, satisfait les conditions 1) - 3) de

(2.1) . Par conséquent, il existe une étoile e € E y tel que eoc; e . Nous

allons démontrer que e = &, et e € Ck pour tout k € A, d'ol immédiatement

résulte (3.4). Soit z, = p“a[e] pour tout m, ¢ Ya +~Y€e . Si T, €

alors on a z, =V, Parce gue pour un voisinage ouvert quelconque V de vy

dans Y ona (Y |v C— Y > Y)€&€e_ .S1 e#e_ , il existe
o o a o o

a
m, € e tel que "Bﬁ e, - Puisque =

o

est obtenu par une suite finie

B B
d'éclatements locaux, on peut supposer qu'il existe "B : Ya +Y € A tel que
"8 = 7,9 Ppour un éclatement local (U,E,q) de Yu . Puisque

ya =z, = q[zB] »On Ay, €U . Soit G 1le plus petit sous-espace analytique
complexe fermé de YG|U tel que [Ycl -E)Ju=6-E .Soit D=GNE qui est

un sous-espace analytique complexe fermé et rare dans Ya|U . Soit (U,B,h) wun
éclatement avec h : YY -+ Ya .xGréce a (2.12) , 11 est facile de vérifier que
T h € B, Sgit _E* [ree,E):| E" ) }? plus petit soui—esp?ﬁe complﬁﬁe fermé_ie

YY telque G-h (D) =h (G -h (D) (resp. E - h (D) =h (E) - h (D).
Alors Y_ est 1'union disjointe de ¥ et EX (cf. (1.14) et (1.15)) . Soit
(h‘1(E).q'] un éclatement avec q' : Y > Y « Puisque

h—1[E) neg" - h_1[D) N 6" et h-1(E]23 g™ T q’' induit un isomorphisme

Y, LS G‘ . D'autre part, on a h' : Y, > Y

B B8 B
-1
éclatement. Puisque D est rare dans YQIU , g (D) est rare dans YB « Pour

tel que [q-1[D).h'] soit un

cela, on peut utiliser (1.9) et (1.3) ). Par conséquent, Ty h g = o h'e€ e .

o
’ < [ , b = = ’ ' . P -
Donc, si 1'on pose ZB p"Bh,(e) on obtient yY ZY q (ZBJ €6 uis
*
que m, hIG est isomorphe a T h g’ , on en déduit que Te h e'eo impli-
que m, hg'é€ eo , d'od g €e, - C'est contradictoire. Ainsi, on a

= s

démontré que e, = e . Maintenant, il reste & démontrer que e € Ck pour tout
k € A . Puisque Ck est fermé dans & y il suffit que pour tout
L € e = e, et tout kK € A , on montre que CK Nt . #B . C'est

évident par définition de e, *

THEOREME (3.5) . - Etant donné un nombre fini de LYY € £, les

conditions suivantes sont équivalentes :
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(3.5.1) gy = Us &"1

(3.5.2) Pour tout sous-ensemble compact K de Y , il existe un systéme de

- C .
sous-ensembles compacts Ki Yi , tels que K C l.Ji ni(Ki)

(3.5.3) Pour toute suite convergente de points {ya} dans Y , il existe

un indice 1 et une suite convergente de points {xp} dans Y telle que

i
{ni(xp)} soit une sous-suite de {ya} .

n -
Preuve . - Montrons (3.5.1) == (3.5.2) . Gréce a (3.4) , K = pY1[K) est

n
compact. Pour tout e €K , il existe un indice i(e) tel que e € {i“ .

i(e)
Soit Ve un voisinage ouvert relativement compact de D" (e) dans Yi .
i(e)
LY} -
Alors K C l_J ~ P 1 (V) dimplique qu'il existe un sous-ensemble fini A
T, e
e € K "i(e)
n

de K tel que

KcC o

K LJe es P e )

Ti(e)

Soit K qui est un compact de Yi + Grédce a (2.4) , on

i Ui=i(i(e],9€A Ve
a KC L_Ji ni(Ki) . Ensuite, démontrons (3.5.2) == (3.5.3) . I1 existe un

compact K de Y tel que Vo € K pour tout o . Choisissons les Ki de
(3.5.2) pour ce compact K . Alors il existe un indice i tel que wi(Ki)
contienne une sous-suite de {ya} . Evidemment, on peut supposer que

Yq € ﬂi(Ki] pour tout o . Pour chaque o , prenons un point z, € K tel que

i
m,(z) =y . Puisque K, compact, il existe une sous-suite {x } de {z_}
i “a a i p a

qui est convergente dans Ki et donc dans Yi « Enfin, i1 reste & démontrer

(3.5.3) == (3.5.1) . En vertu de (2.7) , il suffit de vérifier que pour

tout y € Y il existe un voisinage ouvert U de y dans Y tel que

EYIU = Ui 8ﬂ'|tJ . Par conséguent, on peut supposer que Y est Hausdorff
et dénombrable & 17infini. Donc Y, 1'est pour tout i . Soit {Kia} ,
o =1,2,.4s , une suite de sous-ensembles compacts de Yi tels que Kia soit

contenu dans 1l'intérieur de K pour tout a et |Yi| = o Kia « Suppo-

ioa+1
sons que (3.5.1) n'est pas vraie. Alors prenons e € g v -LJi e'"i . Soit

y = pY(e) . Prenons un systéme dénombrable fondamental de voisinages ouverts de
y dans Y ; disons {V,} , j = 1,2,... . Par (3.3) €, est Hausdorff et

Y
par (3.4) p“?[K est compact pour chaque (i,a) . Donc il existe fiq €e
i

ia]
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tel que p;1(Kia) n £ = @ . Pour chague @ soit 'f"m:ZOl -+ Y la jonction
i ia
de toutes les fia et de 1'inclusion YIVa +Y . Alors ‘Fa €e et
ImH‘a] C Va « Puisque .Fa ¢ E(Y) , 11 existe un ouvert dense Wa de Za tel

qus f_ induise un morphisme étale Z |w +Y . Prenons un point y € f (W)
o a'o a a o

pour chaque o . On a y = lim dans Y parce que Yo € V, pour tout

-1 _ -1
o . En plfi, pour tout i , on a Kian m [ya] =@ , car fa [ya] c Wa et
&-F npe [Ki )} =@ . Ilen résulte facilement qu'il n'existe aucun {x_}
o Ty e p

o > © ya

de (3.5.3) pour la suite {yu} choisie ci-dessus.
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