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CYCLES EVANESCENTS, SECTIONS PLANES...

CYCLES EVANESCENTS, SECTIONS PLANES ET CONDITIONS DE WHITNEY
Bernard TEISSIER

Préambule : Le but que l1'on se propose ici est la construction d'inva-
riants numériques d'un germe d'hypersurface analytique complexe a singula-
rité isolée, invariants dont la constance dans une petite déformation de
1'hypersurface entratne 1'"équisingularité" de cette déformation en un sens
trés fort (conditions de Whitney). En fait, nous attachons & un germe d'hy-
n+1’0) a singularité isolée une suite décroissante

: +1) (i) (o) s, (1)
d'entiers “io(xo) = (dzo (XO),...,pxo (Xo),...,p.xo (Xo)) ol pxo (Xo) est le
nombre de cycles évanescents® de 1'intersection de (Xo,xo) avec un i-plan

persurface (Xo,xo)c:(c

o
n+1,0). Si F: XD = {tea/ |t]< 1} est une déformation de

(Xo,xo) munie d'une section ¢ telle que X- ¢(D) soit lisse sur D, et si

constant" (resp. "p¥ constant") signifie que Mg?ff(xt) = pin+1)
o

_1(

général de (€

W (n+1)
"y (xo)

(resp. avec u#*), ou X, =F

t t), pour tout t€ D, notre programme est le

suivant

(n+1) (€] rIer o
[k constant] ———=) [p* constant] ————=[(X - 6(D), o(D)) satisfait

les conditions de Whitney]
[Thom-Mather

U

[F est topologiquement triviale)

[évident]

U

[(Xt,c(t)) ont toutes méme type
topologique (t€ D))

Légende :
[cj : Conjecture

[ICI] : démontré dans ces notes
[(L.R] : L& + Ramanujam (n#2)

¢ ou nombre de Milnor.
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TEISSIER

On peut voir que la démonstration de C1 nous munirait d'une théorie satisfai-
sante de 1'équisingularité pour les familles d'hypersurfaces & singularité

isolée. Ceci apporterait aussi une réponse partielle & des questions posées

par Zariski dans [sz.
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CHAPITRE O - RAPPELS ET GENERALITES

Ce paragraphe est un aide-mémoire,qui ne contient aucun résultat
essentiellement nouveau, (voir [H1], [L.le,[Li]) sauf peut-&tre les raffi-
nements concernant vy, qui ont été mis au point avec Monique Lejeune, et
0.5.2). On suppose connues les notions de cl8ture intégrale (d'un anneau
réduit ¢ dans son anneau total de fractions Tot(3) (opération notée :

O +»3), et de normalisation d'un espace analytique complexe.

0.1 Définition : Soient 3 un anneau commutatif unitaire, I un idéal de O.
Nous dirons qu'un élément h d'un anneau (' de m&me espéce, contenant O, est
entier sur I si il satisfait une équation de dépendance intégrale

k k-1

i
h+a1h +...+ak-0 avec aieI .

0.2 Définition : Soient ¢ comme ci-dessus, 11 et I2 deux idéaux de (.

Posons pour tout i€ N :
v, (1) = supf{vemw/1ic1?)
I1 2 2771

et définissons

i
) vll(Iz)
v, (I,) = Sup ———o .
L2 e 1
v (I;)
En fait, il est facile de montrer que la suite ——EE——— converge vers

511(12), et que si I,= (¢1,...,?m)o, on a
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vr (1)) = min v (¢.) .
I, 2 1<jem 1 9

On peut m&me montrer que ;I (12)6 QU {=}.

1
0.3 Remarque : Si l'anneau O est normal (i.e. intégralement clos dans
son anneau total de fractions) et si I est principal : I=g .0, I est inté-
gralement clos, i.e. tout élément de & entier sur I est dans I.
En effet, si h€ 3 est entier sur I, on peut écrire :

hk+alghk—1+...+akgk=0 avec aieO,

ce qui signifie que —g-e Tot(®) est entier sur O, donc dans 3, et donc que

helI.
0.4 Proposition : Soient W un espace analytique complexe réduit, x€ W
et 31, {)2 deux Idéaux cohérents définis sur un voisinage de x dans W. Posons
O =0, , I.=0. (i=1,2). Les conditions suivantes sont équivalentes
w,x i i,x
1) 129_1- ol -i—]: désigne l'ensemble des éléments de O entiers sur I1 .
2) VII(IZ) =21,

3) Pour tout morphisme h: D W tel que h(0)=x (D={z¢l/ |z] <13) on a:

12:0p,0<11:%p,o

)

(avec 1'abus d'écriture : I,.0

- #*
p,0 = M1

. OD,O
4) Pour tout morphisme g: W' - W vérifiant la condition suivante
I1 existe un voisinage ouvert V de x dans W, sur lequel 31 est défini,
et tel que :
i) glV: g-l(v)_.V est propre et surjectif .

ii) g-l(V) est normal .
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iii) 9,.0 est localement principal .
1 -1
g (V)
On a : Il existe un voisinage UcV de x dans W sur lequel 32 est défini et
tel que :
9,.0 cd. .o .
2t T et
Remarque : On peut obtenir un tel g de la maniére suivante : Soit V un

voisinage de x sur lequel 31 est défini ; soit =: W1..W le composé de la
modification de centre 31 dans V et de l'inclusion Vc W, Soit N: w'-wl la

normalisation de W,. g=7oN: W' oW satisfait i), ii), iii) (pourvu que le
support de 31 contienne un voisinage de x). g est appelée : modification

normalisée (ou éclatement normalisé) de 31.

5) I1 existe un G-module fidéle de type fini M tel que Iz. Mg;Il. M.

Les conditions énoncées sont de nature locale et algébriques. Elles sont

encore équivalentes a la condition de nature transcendante que voici

6) Remplagons W par un voisinage de x, disons W', sur lequel 31 et 32 sont
engendrés par leurs sections globales. Pour tout systéme de générateurs
(¢1,...,¢m) de Qz(w’), et tout élément h¢ DI(W‘), on peut trouver un voisina-

ge V' de x, et une constante C telle que
Ih(w)| = c. Sup|(pi(w)| pour wEV'

On déduit facilement de ce qui précéde, et du théoréme de finitude de

Grauert, l'existence, pour tout ow-Idéal cohérent 9, d'un Idéal cohérent J

de 5; tel que pour tout x¢ W on ait (W)x:=3;,oﬁ I, désigne la fermeture in-
grale de 9_ dans Tot(s, _), i.e. l'ensemble des éléments de Tot(C, _)
X W,x W,x

entiers sur 3x . (i%wow)x nous fournira de méme les éléments de OV x entiers
’

sur Dx .

Enfin, @ 3 et @ A sont des @ 9’-Modules gradués de présentation
v=0 v20 v20
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finie, et en particulier, posant a nouveau ¢ = G et I1=19 il existe v
’ ’ W,x x ? o

et v(’) tels que

v v+v

.
L]
n
=

(v=0)

v(’) _v+v!
(v=>0)

ol
1

(et de méme en remplagant I par ING).

Ceci permet de montrer que pour calculer ;I (12), on peut remplacer I1 ou
1

I ou les deux, par leur cl8ture intégrale dans & ou dans 5, et de mé&me

2’

que 1l'on peut définir vy %2- ou

(I.) comme limite de la suite
11 2

(i) = Sup {v/I;cI‘l’] .

0.5 Applications
1)  Soit £€0,,1 = E{zo,...,zn]. f est entier sur 1'idéal
of £
( 28 ),

° B_z:""’ z, 3z, el Nous allons appliquer le critere valuatif de
dépendance intégrale de 0.4, 3).

n+1

Soit h: (D,0) - (€~ ~,0) ,et soit t une coordonnée locale sur D . Nous avons

d df d(zi o h)

F (fem =rgreh—g —

d'ol, en notant Yo l'ordre a l'origine des fonctions sur le disque :

dz,

vo(f°h)- 1 > min (vo( afl ah)+vo(zi °h)—1)

vo(foh) > min (vo((zi'sazf_.)°h))

O<ign

et donc (fo h)%,oe (( zo.%)oh,...,(zo. aaf )oh )O]),O . En particulier,
°
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f est entier sur 1'idéal m. j(f) [ou m= (zo,...,z )G et

n"~n+1’
j(f)z(%""’-aa_zf_)an+1] et donc aussi sur j(f). Le fait que f soit
o n

entier sur m. j(f) jouera un rdle crucial plus loin. Remarquons que 1l'on

peut interpréter ceci par une inégalité (cf. 0.4, 6)) : Il existe un voi-

sinage U de 0O dans ™! et CER tels que pour tout (zo,...,zn) =zelU

on ait : |f(z)| < C. Sup z, 2L (z)| .
lazi

2) Soit &: (GN,O)-. (EN,O) germe d'application holomorphe. Choisissons des

coordonnées locales Zygeees2y a la source, Ugyee.,uy au but, et écrivons &

N
par : ui=(pi(z1,...,zN), 1<ix<N,
fi
dz. 1<i<N
1<j<N

Soit J=J(8) =( la matrice jacobienne de &. Le résultat est : si

tous les (N-1) x (N- 1)-mineurs de J s'annulent en O, on a, posant
A=detJ : A est entier, dans G{zl,...,zN} sur 1l'idéal (<p1,...,(pN)E{z1,...,zN}.
Soit en effet h: (D,0) - (€",0) . On peut écrire

d 39, d(z, o h)

— ° = o _J_ i
dt(q’i h) = }Jj sz h. 3t 1<igN

=

et grice a Cramér :

d d .
(Ao h) I (Zjoh) = Eﬂ (Mijoh) T3 ((pi°h) 1<j<N
ol les Mij sont des (N- 1) x (N-1)-mineurs de J.

En prenant les ordres . :

vo(A o h) +v0(z;i °h) -1 > min (vo(tpi oh) - 1+V0(Mij o h))

i,J

L ) S .
mais si tous les Mij s'annulent & 1l'origine, Vo(Mij ° h)zm;n(vo(zka h)), et

en choisissant j tel que v (z.oh)=min v (z_oh) il vient bien
o J k o 'k

vo(aeh) » min(vo(cpi o h))
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c'est-a-dire que (Ao h)oD o @appartient a4 1'idéal engendré par les
b

((pi ° h>GD,0 .

0.6 Multiplicités et dépendance intégrale :

Ici ¢ est une algébre analytique, et '"primaire" signifie
primaire pour 1l'idéal maximal.
Soit n un idéal primaire de (. On rappelle que : il existe un entier Yo
tel que pour tout vav, 1'application v h-ydimc O/nv prenne les m&mes va-
leurs qu'un polyndme en vy, a coefficients rationnels, de degré d= dim &
dont le terme de plus haut degré peut s'écrire e(n);—! ot e(n) est un
entier, nommé multiplicité de n. (voir [Se]).
Nous supposerons dorénavant & réduite. L'intéret de la notion de dépendance

intégrale sur un idéal tient aux deux résultats suivants

0.6.1
1) e(n) = e(nN®) (n idéal primaire de ®) ceci équivaut a : deux

idéaux n, et ny tels que n, =

! X E; ont m&me multiplicité. (En particulier, si

1'un est primaire, l'autre aussi).

2) (Théoréme de Rees voir [R]) si O est équidimensionnel, ny et ny deux

idéaux primaires de C :
n,Sng
= 111 = nz .

e(nl) = e(nz)

Montrons le point 1). (Le point 2) est beaucoup plus délicat et l'on ren-
voie a [R]).

I1 suffit de remarquer deux propriétés élémentaires de la multiplicité :
n 19“2= e(nl) > e(nz) et e(nk) =x%e(n) , ol d=dim O®. On écrit alors

i
n,<

v(i)
15T

= ide(nl) 2v(i)d e(nz)
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et donc
e("l)

- d
®n, ) = Sy

2 2

(et 1'on se gardera bien de croire a 1'égalité).
Mais si “19E on a ;nz(n1>z 1 d'aprés (0.4,2)) et donc e(n)zelny), d'od

le résultat par symétrie.

0.6.2 Nous ferons d'autre part usage de la notion de multiplicité d'un
idéal primaire n pour un un G-module de type fini M (cf. [Se]).

(lﬁ}M/nv,M co¥ncide pour vy assez grand avec un polyndme de degré d=dim M
dont le terme de plus haut degré peut s'écrire e(n;M)ﬁT, ol e(n;M) est un
entier appelé multiplicité de n pour M)

et en particulier, nous utiliserons le fait que si n est engendré par une

M-suite (M O-module de Macaulay) on a
e(",M) = lgM/n.M (cf. [Se])

0.7 Pour pouvoir appliquer le critére de dépendance intégrale (0.4, 4))
nous utiliserons aussi le fait que sur un espace normal W', pour vérifier
qu'un idéal lecalement principal 32 est contenu dans un idéal inversible 31,
il suffit de vérifier 1'inclusion sur un ouvert analytique dense de chaque
composante irréductible du sous-espace de W' défini par 32 . Ceci est da au
fait que sur un espace normal, le lieu polaire d'une fonction méromorphe est

soit de codimension 1, soit vide. (On applique ceci & D;l ).
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1.1 Soit £f=0, f¢€ E{zo,...,zn}=on+1 une équation pour un germe

n+1
,0)

.

d'hypersurface (Xo,xo) c (e

On dit que (Xo,xo) est & singularité isolée en x  si pour tout représentant

suffisamment petit XO- {xo} est non singulier.

GrfAce au théoréme des zéros de Hilbert, ceci revient & dire que 1'idéal

( f, -aa—zi-,...,g:—n). Crst est primaire (pour 1'idéal maximal m), et d'aprés

0.5, 1) et 0.6.1 ceci équivaut encore au fait que j(f):(-a%f—,...,%).om_l

est primaire. D'aprés 0.6.1, en fait, ces deux idéaux ont mgme multiglicité.
df of

On remarque que l'idéal (f, ey
azo oz,

coordonnées, ni du choix de 1l'équation f ; (i.e. on peut impunément multi-

) ne dépend pas du choix des

plier f par une unité, sans changer 1'idéal) cette multiplicité ne dépend

donc que du germe (Xo,xo) et nous la noterons p (Xo). Mais d'autre part,
o
d'aprés 0.6.2

pxo(xo) = dimg l{zo,...,zn}/ Jj(£)
Sous cette forme, ce nombre a été introduit par Milnor [M] :
1.2 Théoréme (Milnor) : Il existe €>0 et 7>0 tels que si
X = {zet™h; |zl <e; |2(2)] <)

l'application donnée par f€ E{zo,...,zn}, f:X-D (Dn={tec/|t| <1}

U

induit sur X¥*=X- f—l{o} une fibration f: X*..])?ﬁ localement triviale (en

particulier £ 1(t) cX* est lisse).
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De plus £71(¢) n'a d'homologie qu'en dimensions O et n (n=dimx X°=dimf-1(t»
L By (X)) ! °
et Hn(f- t,zy2z ° (et £7°(t) est connexe). De plus, f *“(0) est
contractile, et pour cette raison By (Xo) est appelé le '"nombre de cycles
o
évanescents'" de la singularité isolée d'hypersurface (Xo,xo) (ou : son nom-

bre de Milnor).

1.3 Définition : Soient (Xl,xl) et (Xz,xz) deux germes d'hypersurfaces
analytiques complexes réduites (4 singularité isolée ou non) de mé&me dimen-

sion. Nous dirons que (Xl,xl) et (X2,x2) ont le m&me type topologique si il

n+1 n+1

existe des plongements locaux (Xl,xl)c:(ﬁ ,0), (Xz,xz)c:(ﬁ ,0) et un

germe en O d'homéomorphisme de paires (En+1,X1)7U(En+1,X2).

(et a posteriori, cette définition est indépendante des plongements choisis).

Nous avons comme corollaire du théoréme de Milnor

1.4 Théoréme (cf. [T]) : Si (Xl,xi) et (Xz,xz) sont des hypersurfaces a
singularité isolée, de m&me type topologique, pxl(xl) =px2(X2) .
Démonstration® : A 1'aide de 1l'existence des bons voisinages en géométrie
analytique et de [M ], il est facile de vérifier que le X% (resp. Xg) du
théoréme 1.2 a le mé&me tyﬁe d'homotopie que le complémentaire de X, (resp.

X2) dans un petit voisinage de O dans g+l (resp. En+1(

1)) et que si
(Xl,xl) et (Xz,xz) ont méme type topologique, ces complémentaires ont le
m&me type d'homotopie. Ainsi XT et Xg ont le m&me type d'homotopie, mais
comme ils fibrent tous deux sur un disque épointé, la suite exacte d'une
fibration nous montre tout de suite que les fibres ont mé&me homotopie, donc
que pxl(x1)==px2(xz).

#*
#* 3
#*

* Pour une démonstration rédigée de fagon plus détaillée, et un résultat
plus fort (le fait que la monodromie est en fait uninvariant du type topo-

logique) voir 1'exposé de L& Dung Trang [L].
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CHAPITRE I

§_1.__Présentation topologigue de 1la suite p% (X))
o

1.1 Lemme : Soient X un sous-espace analytique complexe de ¢n+1, et x¢ X.

Pour tout 1<is<n+l, il existe un voisinage V de x dans En+1 et un ouvert

de Zariski dense U(()l) de la grassmanienne G(l) (=Gn’1_1) des i-plans de

n+1 (i)

o passant par x tels que pour tout i-plan HE U0 on ait l'égalité en-

sembliste :

VN S(XNnH) = VA HN S(X)

o S(X) désigne le lieu singulier de 1l'espace analytique X.
Remarquer que l'on a S(XNH)2 HN S(X) au voisinage de x, pour un i-plan H

quelconque.

Démonstration : On peut se ramener au cas i=n en considérant un i-plan

comme intersection de n+1-1i n-plans. Il suffit donc de montrer que les hy-

(n)

tels que H soit transverse & X - S(X) au voisinage de x for-

(n)

ment un ouvert de Zariski non vide de G . De plus, puisque localement

perplans HE G

X=S(X) n'a qu'un nombre fini de composantes connexes, on peut supposer X
analytiquement irréductible de x, et donc équidimensionnel. Considérons

1'ensemble LX,x= L des positions limites en x des plans tangents a X aux
poents de X -S(X). C'est un sous-espace analytique strict fermé (donc en

fait algébrigue) de G(d)

ou d= dimxX <n+l, Comme on le voit immédiatement
(cf. Whitney : [le) en le définissant comme fibre réduite de la modifica-
tion @ : X' o X déterminée par 1'idéal obtenu en restreignant a4 X un idéal

jacobien de X i.e. 1'idéal engendré par les (n+1-d) X (n+1-d)-mineurs de la

matrice jacobienne associée a un systéme de générateurs (fl""’fm)
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(m2n+1-d) de 1'idéal définissant X dans En+1 au voisinage de x. Cet idéal
dépend du choix des générateurs, mais pas sa restriction & X. De plus, on
voit ainsi que dimw_l(x) <d-1 et puisque L= Iw_l(x)l, dimL <d-1. Il nous

(n)

suffit maintenant de montrer que 1l'ensemble des hyperplans de G qui sont

(@)

transverses dans ¢n+1 a tous les éléments de LCG est un ouvert de Zaris-
ki non vide de G(n) (= Pn) . Un tel hyperplan restera en effet transverse a
X - S(X) au voisinage de x. Or, l'ensemble des couples (H,T)¢€ P xL tels que
H ne soit pas transverse & T est un sous-ensemble algébrique fermé de dimen-
sion dimL +n-d< n-1., Sa projection dans P" est donc un sous-ensemble algé-

brique fermé de P? de dimension =n-1, dont le complémentaire est 1'ouvert

de Zariski cherché,

1.2 Remarque : Si l'on considére 1'idéal ‘}(X) engendré par des équations

locales de X et les mineurs considérés plus haut comme définissant le lieu

(n)

singulier de X, le Lemme 1.1 dit que pour HE€ UO

nous avons 1'égalité dans

G,

H,x

\/}(x).oﬂ’x= %}(xnﬂ).oﬂ,x .

Mais il faut noter qu'il n'existe pas en général un ouvert de Zariski dense

(n)

U(’)(“)CPn tel que pour HE U(') on ait

}(x).oﬂ’x= }]—(an).GH’x .

Comme le montre 1l'exemple suivant :

1°%2= 0 et x=(0). Un ouvert de Zariski

se verra sur la carte affine de P2 correspondant aux hyperplans H d'équa-

3 L ps s
Xct (zo,zl,zz) est défini par 2.2

tion z =2, 2, +a,2,. Or nous avons '$(X) = (zozi,zlzz,zzzo) iz}

2 2
Fx) 'GH,x = (a,27,2,2,,2,2;) E{zl,zz}
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et

2 2
(xn H)'Gﬂ,x = (2 a,2,2, +8,2,, 2,2 +2a lez) C{z

1%2 1%2 2 1%} -

On a bien sfir '}(XnH).OH << }(X).C}H < » mais on a égalité si et seulement
’ ’

si zl.zze '}(XnH).OH x i.e. si 1'on peut trouver A et p dans € tels que
’

2 2
2, .2, = 2a17\zlzz+7\ a222+pa1z1+2a2p 2,2,
ou

2—-

2
Aa,z +haz] = (1—21a1-2pa2)z1.z

272 2

et une telle inégalité n'est possible que si

1-2%a; - 2pay, = 0

et les hyperplans H pour lesquels 1l'égalité a lieu sont donc ceux qui satis-

font : a1=0 et a2;£O ou al;éo et a, =0. Nous trouvons ainsi un construc-

tible de dimension 1 de Pz .

2

Si le lecteur désire un exemple A singularité isolée, on lui recommande

23+z3+zs—0
o 1 2 -

On peut remarquer ici que sauf pour a

1=8,=0, ')—(X).C}H’x est entier sur

T (XN Moy

<’ ¢ qui est un résultat beaucoup plus fin que 1l'égalité des
I,

racines. On trouvera un résultat assez général dans cette direction au § 2.

1.3 Corollaire (Notations et hypothéses de 1.1) : Soit i la codimension
de S(X) dans En+1 en X, Pour tout O<i Sio il existe un ouvert de Zaris-
. (i) (i) (i) cey s NP .

ki dense U1 de G tel que pour Hg U1 , XNH soit a singularité isolée

en x. (i.e. : VNS(XNH)={x} pour un voisinage V assez petit). En effet,

pour isio , les i-plans de ¢n+1 passant par x et qui coupent S(X) en x
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(i)

seulement au voisinage de x forment un ouvert de Zariski dense de G B

Gil) est 1'intersection de cet ouvert avec le G(()l) de 1.1.

n+1

1.4 Lemme : Soit (X,x)c (€  ~,0) un germe d'hypersurface analytique com-

plexe réduite. Pour tout O<is<n+1, il existe un ouvert de Zariski dense
vl ge ¢

2
He Uél). (Nous pouvons donc parler du type topologique d'une section plane

tel que le type topologique de (XN H,x) soit indépendant de
générale de X (i.e. par un i-plan général).

Démonstration : Il suffit encore de montrer le résultat pour i=n. Or,

nous pouvons construire une famille

v

(n))’

|

z

(%) °

o —— &

telle que pout tout HE P” (=G le germe en ¢(H) de (n_l(H),n_l(H)) soit

isomorphe au germe en x de (XN H,H). Choisissons en effet des coordonnées

locales Zysee.s2, pour En+1 en 0, et une équation f(zo, .. .,zn) =0 pour
X,x)c (l}n+1,0). Au~dessus d'un ouvert affine Y de P" , correspondant par
n
exemple aux hyperplans d'équation z,- T a; 2z, = 0 on prend
i=1

X —syxg"
z

comme suit : %\Y est défini dans Yx € muni des coordonnées
n
(al,...,an, Zy,..+,2)) par £( x 8,2, 24,...,2)=0 ; 7 est la premiére pro-

i=1
jection, T est la section (al,...,an)M(al,...,an, 0,...,0) et n est induit
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par .

On peut maintenant stratifier m, ou du moins sa restriction & un voisinage
assez petit de n(P"), de telle fagon que la restriction de ¥ & ce voisina-
ge soit une union de strates. Ceci induit en particulier une stratification
de P" , dont la strate de plus grande dimension est un ouvert de Zariski

dense Uén).

D'aprés un théoréme de Thom ([E.M.S.] et [Ma]) on aura tri-

vialité topologique locale de (#) au-dessus de Uén)

et en particulier les
germes (n_l(H),n—l(H))o(H) auront m&me type topologique. Mais ce sont par
construction les (XﬂH,H)x (4 isomorphisme prés).

Pour i =1, on conviendra que le type topologique de XNH en x (XNH est main-

tenant un point non réduit) est donné par la multiplicité d'intersection

(X.H)_ .
x
1.5 Définition : Soit (Xo,xo)c:(En+1,0) un germe d'hypersurface analyti-

que. Soit io la codimension dans Gn+1 de S(Xo) . D'aprés le résultat pré-

cédent et (ch. 0, 1.4) nous pouvons parler du nombre de Milnor d'une section

i-plane générale de (Xo,xo), pourvu que i< io. Nous noterons p(;)(xo) ce
. o
nombre. Pour io< i <n+l1, nous poserons p(;)(xo)= + , et nous poserons
o

(n+1) (i) (1) (o)
uio(xo) = (p.xo ()(0),...,;1xo (Xo),...,pxo (xo),pxo (x,)) .

1.6 Remarques

(n+1) . .
1) on (X0)<°o si et seulement si (xo,xo)C(E
té isolée, et c'est alors le nombre de Milnor habituel de la singularité

n+1,0) est & singulari-

isolée d'hypersurface (Xo,xo).

(1) _ \ - ,
2) p xo(Xo) —MIO(XO)— 1 on m&o(xo) désigne la multiplicité de 1'hyper-
surface (X ,x ).

o’"o

(o)

X
o

3) (X0)= 1, mais nous le gardons par souci d'homogénéité.
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1.7 Ce paragraphe se termine par des conjectures :

Conjecture 1 : Si deux germes d'hypersurfaces analytiques complexes ré-
duites (Xo,xo) et (Xl,xl) ont m&me type topologique (ch. 0, 1.3), il en est
de m&me de leur section i-plane générale, (pour tout
1<ign=dim_ X =dim_X,) (cet énoncé a un sens gréce a 1.4).

x, o Xy 1
Remarque : Il suffit encore bien sfr de montrer le résultat pour i=n. On
peut me&me se demander si (XOLJHO,xo) et (Xleﬂl,xl) ont encore méme type

topologique, ou Ho et H, sont des n-plans généraux pour Xl et X2 respective-

1
ment, C'est ce dernier fait que 1'on sait montrer pour n=1 gréce aux tra-

vaux de Zariski (Zariski [Z,]).

La conjecture 1 a une forme (affaiblie) numérique.

Conjecture 1' : Si (Xo,xo) et (Xl,xl) ont m&me type topologique, on a
* L - . . _

pxo(xo) =By (X1). (Zariski demandait dans [22] si W&O(XO)._mkl(Xl))

Remarque : Si (Xo,xo) et (Xl,xl) ont méme type topologique, on a

(;H'i)(xo) = p(:+1)(xl) en effet, si 1'un des deux est fini, 1'autre aussi
o

(si 1'on admet qu'une singularité effective d'hypersurface ne saurait avoir
mé&me type topologique qu'une hypersurface lisse : si S(Xo)= x, par exemple,
on a sQrement S(X1)= xl), et si ces nombres sont tous deux finis, ils sont

égaux d'aprés (ch. 0, 1.4).
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o

2.1 Proposition (J. J. Risler et 1l'auteur (voir aussi Bhattacharya [B]))* :
Soient O un anneau local nethérien, de corps résiduel X =0/m infini, M un
O-module de type fini, Riye..,ny des idéaux M-primaires de (. Considérons
1'application Hy ¢ l\lk - N définie par

/Vl Vk
HM(vl,...,vk) = lgo_M L PRPRETF N I

Il existe des entiers v(i) (1<ix<k) tels que pour vizv(i’ (1<i<k), H, pren-

M
ne les mémes valeurs qu'un polyndme & coefficients rationnels, de degré to-
tal d=dimM . De plus, si nous notons EM le polyndme homogéne, somme des ter-

mes de plus haut degré du polyndme précédent, nous pouvons écrire
i - L . y7L4]
HM(vl,...,vk) = [v1n1+...+vknk,M]

la puissance symbolique qui apparait & droite s'écrivant par la formule de

Newton :

a_ Y a fey] Ced ] @y o
[vyn,+ .00+ v n;M][ = —,———,[n yeeesnl M v, " coov,
171 k 'k aEl\lk LPERRRL 1 k 1 k
|a]=d
 a (o] (o)
I1 nous reste a définir le symbole nl el ;sM|. Pour cela, une nota-

tion : choisissons pour un idéal n (un des ni) un systéme, disons minimal,
de générateurs (al,...,al), et écrivons a combinaisons linéaires des a; a

coefficients dans @

b, = inj a, 1<ica , 1<j<l, ou A = (A, )ECG

* Je me suis apergu tardivement du lien étroit qui existe entre ce résultat

et le théoréme de Snapper (cf. S. Kleiman : Toward a numerical theory of
ampleness, Ann. of Math., vol. 84, No 2 (1966)).
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Nous noterons n[a,l] 1'idéal engendré par les bi . On peut alors calculer

[ [al:l [ak]
111 ,...,nk

;M] comme suit : pourvu que les classes modulo m des matri-
ces ,‘t (1<t<k) soient assez générales (i.e. (Kl,...,ik) dans un ouvert de

l.c.
nk t 1)on a

1 yee ey H nl AIEERIL I M

l:[aij [ak] ] ([al’)‘lj tak’xk]
n M| = e n
(notations de 0.6.2)

en termes simples, le symbole de gauche est la multiplicité pour M de 1'idé-

al engendré par o, éléments généraux de UPPREREL N éléments généraux de n

1 k °

Le sens a donner au mot général apparaft dans la

Démonstration : La démonstration se fait suivant un schéma classique (cf.

[Z.S.] tome II ou [N]) par récurrence sur d.

b Y2 Yk
Lemme : Posons n=ng, g:(nz,...,nk), p:(vz,...,vk) et 8 =ny
Etant donné un systéme minimal de générateurs (al,...,al) de ny oo il existe

un ouvert de Zariski non vide U de }(1, et des entiers vo, et poz (v(;,...,vl(z)

1
tels que, posant a= p g, .a, on ait, dés que vy, p=p® (ordre produit),
i=1

et €= (El,...,El)E U (ou Ei = classe de g, mode m) .,
v M _ v GH v=-1 p .
(E) lgG(M/n Lg¥ M aM)= 150(.14/,1 L8P M- lgO(M/n LR 1g0(0 D a)y,

Preuve : Considérons 1l'anneau nethérien gradué par v (i.e. donnant le

poids O aux éléments de g)

1
fee
vy p

et le A-module gradué de type fini
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G= @ n".g“.M/n"*i.s”.M .
v,H

Soient Nl""’Nt les traces sur n/n2 des idéaux premiers homogénes de A

# . Ce sont des sous-03/n-

associés a G, ne contenant pas A=e n.ép/nz.g
"
modules stricts de n/nz. Nous voulons choisir nos gi (i<i<l) de fagon que

1
la classe modulo n2 de a= X §i a, n'appartienne pas a Nj . Si nous
- i=1 j=1

, s s 1 .
considérons (G/n)l-n/nz—oO définie par (51,...,51)"«'\62 g8 mod n2 , qui
i=1
est surjective puisque les a; engendrent n, nous obtenons aprés tensorisa-

tion par X :

Kl —(L»n/nz ® H—0
O/n

grace a Nakayama, les Ni ® K ont pour image dans rx/n2 ® KX des sous-kK-
o/n S/n

espaces vectoriels stricts ﬁ'i' Notre ouvert de Zariski U est le complémen-

taire de la réunion des images réciproques des Ni par ¢. Puisque ¢ est sur-
jectif et ¥ infini, U n'est pas vide.
or, a=2§i a, avec TEU est un élément superficiel pour G, c'est-a-dire
qu'il existe vl tel que pour vzvl on ait

v B Vi p v-1
(%) (n'.8" .M: a)M N ~.¢8 .M =4 ~.8.M.
Si nous considérons la suite exacte de (-modules de longueur finie

Xa
-1 -
0o (n.d"M: a), /Y P/ E o /Y e S

(U M/nv.zp.M+a.M —0

il vient par l'additivité des longueurs :
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v B v op v-1 p
(E") lgG(M/n Lt Meam) = lgo(M/n . .M)-lgo(hj/n LW+

v v-1 p
lgo((n .gp.M : a)M/n .8 M)
Nous allons montrer que p et v assez grands
(33¢) (n¥.g".M: a)M//nv_l.gp.M > (0: a)M

pour v assez grand, on a, par construction de a, 1'égalité ().

Soit m€ (nv.gp.M: a) i.e. a.m¢ n¥. &' .Mn a.M, par une trés facile exten-

M ’

sion du lemme d'Artin-Rees, au cas de plusieurs idéaux, on trouve Yo et B

-y K-p v B
tels que : nv.gp.Mﬂa.M=n %8 %(n o.g °.Mna.M) (vzvo, ;12}10) et
v, BeH, . ML)

donc a.m€n .8 .a.M. Ecrivons a.m=a.m' avec m'€ pn ] M 1les
. a2 . . vov v1 po
idéaux n; étant primaires, si v est assez grand, on a n Mcn “.8 .M

v

1

et donc, pour vy assez grand, m'gn .gp.M.
Nous venons de montrer que pour p zpo et v assez grand,

v
(n¥.a".M:a), = (0:a),+n 1. F oM (en effet m-m'¢ (0: a),). Il vient
M M 8 € M
v o v-1 p v B Y1 o Y1 u
(n".8 .M:a)p/n .8 .M = (n".g".M: a)M+n .8 M/n .87 .M
v v v
= (0:a)y+n 1.@".14/1 La* M= (o: a)M/n Ltun o)y

Fixons pro . La longueur du dernier quotient ne dépend que de vy Mais
d'autre part, d'aprés (E'), on voit qu'elle n'en dépend pas. Comme les

nv.gp.Mﬂ (0: a)M décroissent, on voit que 1l'on doit avoir

v
n 1.3”.Mn (0: ::1)M = (0), ce qui démontre (E). Il résulte immédiatement du
lemme que si tous les vi sont assez grands, et ac¢ ny choisi comme dans le

lemme :

(s33) HM(vi,.. .,vk) - HM(v1— 1,v2,...,vk) = HM/a'M(vl, . ..,vk) +1g ((0: a)M)
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et dimM/a.M = dimM- 1,

Pour dimM =0, on a HM(v )=1gM si tous les v, sont assez grands,

PEERERAZN
et 1'on déduit facilement de (s%%) par récurrence sur d, que l-lM est un poly-
ndbme en les v o de degré d, dés que les v; sont assez grands. En regardant

seulement les termes de plus haut degré, (##%) nous donne
HM(vl, v ,vm) - HM(v1 - l,vz, ce ,vm) = HM/a.M(Vl’ v ,vm)

qui se traduit par
(2] L] (e,-1] (o]
1 k
|:n1 e sty M = |ny ooty ;s M/a.M

et il est bien connu (cf. [N]) que cette formule peut servir de définition

par récurrence de la multiplicité.

2.2 Corollaire (Symétrie) : O et les n, (1<i<k) étant comme dans 2.1,
M O-module de type fini, on a pour des entiers (al,...,ak) tels que

Za; =d=dimM, et i,j€ (1,...,k), aés que les A, sont assez générales

+.-.+nk )M)

[a ,7\ {,% a 7x ]
t‘-:(rli;M/(l‘l1 1 1]+...+I‘IE v [k k

[a A, ] [a,,,] [/a,x\T [, 5\ ]
= e(ni 1 idem) = e(nj;M (nl 1 teetny 3 ARERELN k' k Y. M) .

2.3 Remarque : Il est assez facile de voir que si M=, on ne change pas
i-l—o(v1,. ..,vk) en remplagant les n, par leur clbture intégrale dans & (suppo-

sé réduit).

2.4 En particulier, si O est un anneau local nethérien, de Macaulay,
et de corps résiduel ¥ =0/p infini, et si ny et ny sont deux jdéaux m-pri-

maires de O ,1'application H: l\lz-‘ N
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Y1 Y2
Hv ,v,) = lg 0/n1 - ng

prend les m&mes valeurs pour vy et v, assez grands qu'un polynOme de degré

total d=dim@® dont la partie de plus haut degré s'écrit

ﬁ(vl,va) = 317 [vyeng+ V2-n2][d
-+ igo( ‘?)g(ngd‘il,ngi]n‘i"i v;
ol e(n[d_i],n[lj) = e(n[d 1’1(1-1]; ﬂgl’%]
= e(nl,O ngi’li]) = e(ny;0 nE‘d_i’)\d_i])
. ngi,xi]’o nEd-i,xd_i]) o uEd-i,xd_i]Mgi,xi]

(notations de ch. 0, 6.2) pourvu que les classes mod m des matrices ki,
xd-i soient dans des ouverts de Zariski convenables (noter aussi que
e(nEd],ngo])= e("l) et symétriquement).

Si nous prenons O::E{zo,...,zn}, n1=n1=(zo,...,zn), nous trouvons comme

coefficient de n;l vg_l.v; la multiplicité de la restriction de n, a4 un

n+1
’

i-plan "général" de (T 0).

2.5 En particulier, la formule précédente nous donne une expression

de la multiplicité du produit de deux idéaux primaires ny et ngy

d . .
e("1'“2) =z ( f).g(ngd—l],nglj)
1=0

1/d(n). Ceci suggére la

qui est une formule du bin8me symbolique pour les e
question : a-t-on toujours (g(ngd'i],nglj))ds e(nl)d—l.e(nz)l, i.e. 1'iné-

galité
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(elny o) < (ela Y% (a2 2

(Cette inégalité résulte facilement, si G= E{zo,zl}, du Corollaire 2, p. 6
de [Ril:]).

Nous verrons plus bas des questions connexes dans un cas particulier.

2.6 Reprenons G:E{zo, ...,zn}, n,=m, et prenons pour ny 1'idéal
(aan,..., %) ¢ ou f=0 (fe€(@®) est une équation pour un germe d'hypersur-
o n

n+1

face 4 singularité isolée (Xo,xo)c (c ,0).

Nous trouvons une application dont 1'étude avait été suggérée par Hironaka :

/"1 Va
Kxo’xo(vl,vz) = dimg O/'m .36

et avec la notation habituelle

X ( y = 1 D fnet) ~(i) net-i i
X,ox, v17Y2” T D! i§o i by Vo

o

(i)

est la multiplicité de la restriction de 1'idéal j(f) & un i-plan

,0). Nous voyons que ﬁ(n+1) n'est autre que le nombre de

¢ycles évanescents pi“*l)(xo), (ch. 0) et que }T(i)
o
binaison linéaire générale des aan n'est autre que il)'tx (Xo) -1, c'est-a-dire

i o . .
p(l). Le but de la proposition suivante est de montrer que l'on a p(l) =p(1)

.~
ou M
général de (™!

, multiplicité d'une com-

(i)

(1<i<n+1), ou les p sont ceux du § 1.

2.7 Proposition : (La version plus générale sera publiée ailleurs).

n+1’0) un germe d'hypersurface analytique complexe a singu-

Soit (Xo,xo)c(c
larité isolée. Choisissons des coordonnées (zo,...,zn) pour ((I:n+1,0) et une
équation f=0, f€ G{zo,...,zn} pour (Xo,xo). Nous noterons toujours j(f)
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(resp. J(£f)) pour 1l'idéal (azo,..., 22,

Pour tout O< i <n+l, il existe un ouvert dense

(i)

af 3t of af
or - )Gn+1 (resp. (f, azo,...,gz—rl-)on+1).

U(1 de la grassmanienne

61 ges i-plans de (€™1,0) tel que, si HEU :

J(f.oH’o) = J(f).Oh,o

ou si 1'on préfére, puisque f est toujours entier sur j(f) :

STT.oh’O) = ij).oH,o

[y

i.e. 1'idéal jacobien de la restriction de f & H et la restriction a H de
1'idéal jacobien de f ont m&me cld8ture intégrale dans GH 0 (Souvenons-
’

nous que l'on a toujours j(f.GH o)g,]'(f).(}l_l 0).
’ ’

Démonstration : Il suffit de vérifier l'assertion pour i =n, et une carte

(n)). (n)

affine de Pn(:zG Tout d'abord, il existe un ouvert dense U1 de P" tel

que si HEUin), (xonH,xo) soit 4 singularité isolée (ch. I, 1.3).

Soit Y 1l'intersection avec Uin) de 1'ouvert affine €' (coordonnées al,...,an)
n

de P" formé des hyperplans d'équation : z_ - X a; z, =0.
i=1

Pour g¢ E{zo,...,zn} nous noterons toujours g, pour
n
s n .
g(.z a; zi,z ..,zn)EE{al,...,an, zl,...,zn}. Considérons sur Yx @, muni
1=1
des coordonnées (a_,...,a z
1, ’ n ’

17

ye+.52_ ) les trois Idéaux :
1 n

S = (zy,...,2.)0  (définissant Yx {0} dans Yx ")

YxT
9 d
J =(—f ceeyg— f )G
1 7\3zy "alt iz, Ta) Ty gn
df Qf
o -(22),(52), )
2 BZO a’"""? azn al yxe"

définis sur un voisinage ouvert V de Yx {0]}.
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Nous noterons YCYx ﬂ:n pour Y X {O}ch c”. Remarquons que 31 contient une
puissance de f, au voisinage de tout point de Y.

Soit w: Z= Yx &" la fléche composée :
z 25 z, Zivesyxgh

ol n est la modification&finie par 5’.31.9 » et n la normalisation de Z .
Ainsi, N .GZ, 31.02 et 32'OZ sont des Idéaux inversibles. Soit Y'C Z le sous-
espace défini par ¥ .Dl.Oz . Puisque 31 contient une puissance de 9’,
IY'I: 'w_l(Y)| et de plus, Y' étant projectif au-dessusde Y, il existe un
ouvert analytique dense U de Y tel que |Y‘|_IU*U soit plat.

Nous allons montrer que pour un hyperplan z,=5a; 2; correspondant a un

point ag U, on a

j(f.oﬂ,o) = j(f)'OH,O

en montrant le résultat plus fort

31,{a}x{o} = %, (a}x {0}

(égalité des cldtures intégrales des germes de 31 et 32 en {alx{0}).
Pour cela, d'aprés (ch.0,0.4), il suffit de montrer qu'en tout point

z€ w_l({a}x{o}) on a

Q.. .
1 GZ,z 32 OZ,z ’
ce qui va résulter du :
Lemme : Pour a€U, on a en tout point z¢ w-l({a}x{o})
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da,

1

) :
( fa)oz,ze 3365, » (1sisn) .

Démonstration : 3’.31.02 étant inversible, il suffit d'aprés (ch. 0, 0.7)
de montrer 1l'inclusion en un point général de chaque composante irréductible
de |Y'] u= lo™t(ux opl.
Or, J .31.02 étant inversible, et Z normal, les conditions suivantes sont
réalisées sur un ouvert dense de chaque composante irréductible de
lo™tUux op].

1) Z est lisse en z.

2) Iw-l(Y)l est lisse sur Y en z (et donc lisse).

3) Le lieu des zéros de fa’oZ est contenu dans ]ufl(Y)l au voisinage
de z.
En effet, Z étant normal est non singulier en codimension 1, et |w_1(Y)|
étant plat au-dessus de U, l'ensemble de ses points de lissité sur Y induit
un ouvert dense sur chacune des composantes irréductibles de |w_1(Y)||U
Enfin, l1'ensemble des points ol le lieu des zéros de fa'OZ ne cofncide pas
avec |w-1(Y)| induit un fermé analytique strict sur chaque composante irré-
ductible.
En un tel point z¢ w_l(Y), nous pouvons, au prix d'un changement linéaire des
coordonnées (zo,...,zn) qui n'affecte pas les idéaux jacobiens, utiliser le
théoréme des fonctions implicites pour choisir des coordonnées locales
, ©) pour Z telles que :

(a'l,...,al'l, LIPRERN I

1) a{.oz,z = (ai °w)oz,z (1<i<n)
v
2 F.9,.05 , =70, ,

1

3) (faow)oz,z = Aaj,...,al, by,.ea,b 7).l
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ol A est inversible dans GZ, ‘E{a1""’a1'1’ bl”"’bn-1’ n}.
De 2), on déduit :

n).nk , avec k<wv.

4) (z, om)OZz—g(a seesyal bl,...,b

n’ n-1"7

Or, si nous évaluons

d 9
1(3—2—.-fa)°w Ba’ (2, °w)+(ﬁ fa)””

) F.9,. i
fa)°u> OZ,ZE % Oz’z , il nous

Nous voyons que pour montrer que ( 3a
i

suffit de montrer que p>v.

En effet, d'aprés 4) r?;‘_(zj ° w)oz 2 € :f.oz , €t donc
i ’ ’

n
3 .
- (az fa) 0w - Ba—i'(zj ow)e S 'Ul'OZ,Z . Si nous montrons que

, hous avons gagné, et p>vy suffit pour cela. Or, d'aprés
(ch. 0, 0.5), pour a fixé, fa doit &tre entier sur

( 1 6% f a? 0%y B—%- fa)ﬂ:{zl,...,zn}, et en particulier, si nous désignons
n

_ PO Vo _ate .
par W le sous-espace de Z défini par aj=.=a}=0, (f(O) °w)ow,z doit &tre

entier sur 1l'idéal nv.ow 2 Mais ce dernier est un idéal inversible d'un
’

espace lisse, danc normal, et est donc intégralement clos. Il faut donc que

4(0,...,0, b by n).n" appartienne & 1'idéal A .E{by, .. b L, )

'ERRN

Mais A est une unité., Il faut donc p>vy, et nous avons le lemme.

Remarque : En fait, nous venons de montrer que f .o . était entier
a Ux@

sur 3.')1.0 n au voisinage de tout point de Ux {O}
Ux@
Pour achever la démonstration de la proposition, nous allons montrer qu'en
. -1 .
tout point z¢y (Ux {0}) on a Ql.oz’z-')z.oz ,+ Pour ce faire, remarquons
que grice au Lemme, D ne saurait &tre engendré par 2f ow.0 a
2%, azo a Z,z
' i i
1'exclusion de tous les autres (azi)a °°~"oz,z
Supposons en effet qu'il en soit ainsi : cela signifie que
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of of
L =2 =] ou.
(az.)a ® oZ,z i (azo)a w OZ,z

avec xi € L (1<ign).

On en déduit

d _ d
(ZJ'BZ fa)°w'oz,z = (aj'.+7\i)(wj fa)o w'OZ,z

, d (a)
puisque 5__ =2z,
o

)
Al —_— |l
D'aprés le lemme ( 3a )o w.oz zE S'Ul'oz,z , et d'autre part, 3.31.02’

est sfirement engend par un des z.. 9 f low.G (lemme de Nakayama).
Joz; "a Z,2

Il faudrait donc que 1'un des (a{+-li)oz 2 soit inversible, d'ou la contra-
’

diction cherchée, puisque les A, €p, . Ceci montre que J_.G, est engen-
i Z,2 22,2

dré par un des of ow.G, (1<i=n), disons -EI— o w.C . Nous pouvons
d2., Z,z dz Z,2
ia 1/a
écrire
of of
(az )a ow-OZ,Z (Bz )a cw0z , (0<ign)

avec p1= 1

On en déduit

2 ). - (ar f
(az. fa w'GZ,z - (aj”o +pj) dz °w'02,z
J 1/a
. o . . . . .
et alpo +p1 _al.po +1 est inversible : on voit que 31.02’2 est engendré par

=)
(az £ )ow.GZ,z , et que 31'GZ,z=g2'GZ,z . Q. E.D.
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2.8 Interprétation géométrique :

On peut résumer la proposition précédente en disant qu'il existe
un ouvert dense de P" , noté U, tel que si HeU, et si z =0 est une équa-

tion pour H, dans des coordonnées (zo, - .,zn),( -3:—) est entier sur
o/z =0
o

1'idéal ([ o, 2R dans €{z,...,z_}. D'aprés (0.4, 6)),
dz dz 1 n
1 =0 z =0
ceci signifie que si nous prenons une suite de points p; € H convergeant vers
l'origine, la direction de 1l'hyperplan H n'est pas adhérente dans P" 4 1'en-
semble des directions des hyperplans tangents aux hypersurfaces de niveau

f(zo,...,zn) = f(pi) aux points p,

Ou si on préfére, le vecteur '"normal" & 1'hypersurface de niveau f = f(pi)

ne tend pas 4 8tre "orthogonal" au vecteur '"normal' & 1'hypersurface de
niveau f|H= f(pi) (les guillemets viennent du produit hermitien !).

Ceci montre bien pourquoi la proposition est relativement longue a démontrer :

1'hyperplan H influe & la fois sur les points que l'on choisit et sur la
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la condition & réaliser. Par contraste, démontrons la :

n+1

2.9 Proposition : Soit (Xo,xo)c:(m ,0) une hypersurface réduite. Il

existe un ouvert de Zariski dense U'(n) de P" (=:G(n)) tel que pour

He U'(n), si z,= 0 est une équation de H, on a dans des coordonnées
(zo,...,zn)
of . of of
Sz ° OX ,x est entier sur (EE—""’S;_ . OX ,x
o o’"o 1 n o’"o

En effet, il suffit de choisir H dans le complémentaire de 1'ensemble

Lx des positions limites d'hyperplans tangents aux points lisses de XO.
o’"o

(§ 1.1). On aura alors au voisinage de x,

gEL < C. Sup of
o

1<ign | 9%
X <1<

[ o
et la proposition d'aprés 0.6, 6).
Ici les suites de points & considérer sont sur Xo et ne dépendent pas de H.

Revenons maintenant aux conséquences de 2.7.

2.10 Proposition : Soit (Xo,xo)c:(En+1,0) un germe d'hypersurface analyti-
que complexe, a singularité isolée. Choisissons des coordonnées (zo,...,zn)
pour (¢n+1,0) et une équation f=0 pour (Xo,xo). Considérons

£ d
o -—£—), m= (zo,...,zn), et 1'application d'Hironaka

J(f):('éz—,...,az
° YV Y2

K(vl.v2)= d1mE on+;//; .3(£) %, pour vy et v, assez grands, K prend les

mémes valeurs qu'un polyndme de degré n+ 1 dont les termes de plus

haut degré s'écrivent

= o1 (n+1)_n+1 n+1| (i) n+t-i i (0)_n+1
Kxo’xo(vl,vz) = DT (p Vo At ( i )P vy Vo teet B v1+ )
ot p(i) =p(i)(xo) (1.5).

o
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Démonstration : Ceci résulte immédiatement de 2.6 et 2.7 puisque d'aprés

(ch. 0, 6.1) deux idéaux qui ont m&me cldture intégrale ont m&me multiplici-

té, et donc le ﬁ(l) de 2.6 est p(;) (Xo). Ceci constitue la présentation al-
o
gébrique de la suite p;“( (Xo). EX x ©st bien un invariant analytique de
o o’ "o

(Xo,xo), puisqu'il ne dépend en fait que de j(f).
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CHAPITRE II

§ 1. _Les formules de restriction

1.1 Soit (Xo,xo)c:(En+1,0) un germe d'hypersurface 4 singularité iso-

n+1
’

lée. Soient He P" un hyperplan de (L 0), et (zo,...,zn) un systéme de

n+1,0) tel que H soit donné par z =0. On suppose

coordonnées locales pour (L
H assez général pour que (Xor]H,xo) soit encore a singularité isolée. La
restriction a (Xo,xo) de la fonction coordonnée z est un morphisme plat,

qui nous présente (Xo,xo) comme déformation & 1 paramétre de (Xor]H,xo)

(Xorﬁﬂ,xo)ﬁ——*(xo,xo)

a (PH=ZOIXO

{0} ——— (D,0)

yH a pour discriminant 0€ D compté avec une certaine multiplicité AH.

(Ceci parce que (Xo,xo) est 4 singularité isolée, ainsi que (Xor]H,xo).

1.2 Proposition : A"::pi“*l)(xo)-+pi")(xonln.
o o

Démonstration : Montrons d'abord un lemme facile : soit (C,0) un germe

n+1

de courbe irréductible, mais non nécessairement réduite, dans (O ,0),

supposons que ob 0 est de Macaulay. Il existe un entier n(C) tel que pour
’

n+1

toute hypersurface F de (& ,0) on ait, en notant ( , )0 la multiplicité

d'intersection en O

(F,C)O = n(C)'(F’Cred)o
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en effet, C étant irréductible, 1'idéal N des nilpotents de S .o est premier,
H

et puisque 0=0¢ ¢ est de dimension 1, Oy est de longueur finie n(C). De
]

plus, puisque Op et O, , sont de Macaulay (F,C) =1g(0/g.0) ol g=0 est
’ ’ o

une équation pour F. Et ceci est encore égal a e(g.®) (multiplicité de

g.0), et d'aprés 1l'additivité de la multiplicité (voir [Se])

eo(g.G) = n(C).ea(g.O) ou G=0/N, mais eé(g.o) = (F’Cred)o

Considérons maintenant une équation f=0 pour (Xo,xo) et la courbe I' de

of of

3z.- " =——=0. C'est bien une courbe de Macaulay
1

=3z
n
puisque j(f) est primaire pour 1'idéal maximal. Décomposons la en ses compo-

n+1

(€7 7,0) définie par

k
santes irréductibles : I'= U l"i . En fait, AH n'est autre que le nombre
i=1
d'intersection ()(0,1")0 [puisque c'est la multiplicité de z =0 comme résul -

tat de 1'élimination de z,,...,z_ entre f(z ,...,z ) =0 et
1 n o n
d f
a—:—: e =§T= 07.
1 n
On a
k k
(xo’r)o =z (xo’ri)o =z n(Fi)(Xo,Fi red)o
i=1 i=1
mais il est facile de calculer (X ,T. ) par normalisation de la courbe
0’"i red’o
R ' ' S 1Nt o
integre ri,red . (xo’ri,red% n'est autre que l'ordre a l'origine de f o hi

ol hi: (D,0) 5 (T, 0) est la normalisation. Choisissons une coordonnée

i red’

v sur (D,0) . On a

d _ af 4
dv(foh)_ aZOoh . dv(zooh )
. of . '
puisque tous les 32 hi sont nuls (j> 1), d'ou, en regardant les ordres
J

a0

_ of
vo(fohi) —Vo( z ohi +Vo(zoohi)

ce qui peut s'écrire
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- 1
(Xo’ri red)o - (xo’

r )O-b(H,F )

i,red i,red’o

ou X; est 1l'hypersurface d'équation : §§L= 0. En faisant la somme aprés
o

multiplication par n(Ci)

H 1
A= (X, = (xo,l")o+(n,1")o

mais (Xé,F)o n'est autre que pi“*lzxo) puisque les anneaux considérés sont

o
de Macaulay, et de m&me

. f f
(H,T) = dimg E{z1,...,zn} (g%:(o,zl,...,zn),...,g%;(o,zl,...,zn))

c'est-a-dire pi“)(xor1ﬂ).
o

1.3 Remarque : Le diagramme de 1.1 nous dit que ¢H provient par changement

de base de la déformation“universellg FH

Vot oS4
v 4 (xonH,xo), c'est-a-dire

H
(Xo n H’xo) C.__.)(Xo,xo) — (xU'xU)
H H
[} 9 m) Fy
hg H
{0} e » (D,0) ¢(SU,SU)

Si nous notons DH le discriminant de FH hypersurface réduite de 1l'espace

U LU

lisse Sg , le discriminant de ?H est 1'image réciproque par hg de Dg , et
AH n'est autre que le 'nombre d'intersection du chemin hg avec Dg en sU",

c'est-a-dire l'ordre en 0 de 63 oh%)pﬁ 63::0 est une équation pour Dg dans

Sg. (Nous noterons ce nombre : (hz,Dg). La proposition 1.2 peut alors se
lire :
(n+1) H _H H
® paP ) =l -m o)
[ U U
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(formule magique) puisque l'on sait (voir la partie concernant la géométrie

du discriminant ...) que la multiplicité en Sy de Dg , m% (Dg) n'est autre
U
(n)
que p xo(XoﬂH).
Nous voyons aussi apparaltre le chemin hg,qui nous décrit la morphogénése

de (Xo,xo) a partir de (XOF1H,x0), et (:) nous montre le nombre de Milnor
comme "gain de multiplicité" 1ié & la position de hg par rapport au discri-
minant Dg. La formule (:) prendra plus de signification lorsque nous

aurons montré que toute déformation (de base D) de (Xo,xo) peut &tre réali-

4 . . H
sée par une "déformation a4 un paramétre de ho'ﬂ

1.4 Remarque : L& Diing Trang me dit (& paraftre) qu'il sait montrer la
généralisation suivante de 1.2 par voie topologique. Si h: (Xo,xo)—»(D,O)
est tel que

1) (Xo,xo) est une intersection compléte a singularité isolée.

2) il en est de m&me de (h_l(O),xo).
Alors, la multiplicité Ah de {0} comme discriminant de h est donnée par :
Ahzsz (Xo)-+px (h_l(O)) ol p désigne toujours le nombre de cycles évanes-

o

o
cents (mais pour une intersection compléte), voir les exposés de Saito.

1.5 Corollaire : Soit f=0, f¢ E{zo,...,zn} une équation pour un germe
d'hypersurface a singularité isolée (Xo,xo)C:(En+1,0), i(f) = (g%?-,.._’ggl)
o n

et j'(f) = j(f).Ox x
o’"o

Greey = ™) p®ix )

) X 0 o

e
%
o o

i.e. la multiplicité de j'(f) dans OX X est obtenue en ajoutant a la multi-
0’7o
plicité de j(f) dans Oh+1 la multiplicité de la restriction de j(f) & un

n+1

n-plan général de (¢ ~,0).
Démonstration : Choisissons (zo,...,zn) de telle fagon que jig-.ox soit

azo

o’"o
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entier sur (é%?—,...,ggl) Y . x (2.9). D'aprés (ch. 0, 6.1) la multiplici-
1 n o’"o 3f 3f H
té de j'(f) est alors égale a celle de (SE_""’ 3;—) O .x i.e. a4 (1.2).
1 n o’"o
Mais AH = p(2+1)(xo)4-p(§)(xor1ﬂ) (H est 1'hyperplan z = 0). La condition
o o

imposée a H étant ouverte, et la multiplicité de j'(f) ne dépendant pas de H,

ceci montre que

(n) _ ()
Px (xor]ﬂ) L (xo)
o o
1.6 Remarque : Pour tout hyperplan H'E€ P" on a, d'aprés la construction

de 2.7, (appliquer aussi 0.6.1)

. (n)
) ’(J(f).GH,) 2 p (X))

p(;:)(xonﬂ') se
o H o

la premiére inégalité provenant de l'inclusion j(foOH.)CZj(f)-Oh, , et la
seconde de 2.7 du ch. I (et de la semi-continuité des longueurs). D'aprés
le théoréme de Rees (0.6.1), appliqué deux fois, on voit que, dés que H ap-
partient au complémentaire de 1'ensemble des directions limites en X, d'hy-

perplans tangents aux points lisses de Xo , on a

(n) (n) - -
n xo(xorwﬂ) = p xo(Xo) et jTT.OH,O) = J(f).Oh’o

et réciproquement, si p(:)(xoﬂl{) =p(;‘)(x0) la multiplicité de j'(£).0y

H ° af ° 0’%o
est égale a A (H: z, = 0) et donc s;—c& x est entier sur
af o 0’0

of o
dz, ''""? J=z X ,x °
1 n o’"o
Nous avons montré que 1'ouvert construit en 2.7 contient un ouvert analyti-
que, et donné une condition numérique pour que H ne soit pas limite d'hyper-

plans tangents aux points lisses de (Xo,xo). Ceci précise ch. I, 1.5,

Voici maintenant le corollaire de 1.5 leplus important pour nous :

1.7 Corollaire (Formule de restriction) : (Xo,xo), f sont comme toujours,
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ainsi que j'(f). Nous posons p' =m-Oy et considérons 1'applieation
o

K': N2-. N définie par

x
"o

Vl V2
1 - 1 ] Al
K Xo,xo(vl’vz) = dimg oxo,xo m' “.3'(£) .

On reprend comme au (ch. I, 2.6) pour construire un polynSme homogéne

E'X x (vl,yz) de degré n analogue au EX x de (ch. I, 2.6). La formule
o’"o o’"o

de restriction est

BKX ,x (vl,vz) aKX ,x (vl,vz)
o’Yo 0’0

Bvl

! (v ,v,) =
X,,x, 172 3V,

ou si 1'on préfére

_,'(o’xo(vl”'z) _ 1 [(p(n+1)+H(n))vlz1+...+(ril)(p(i+1)+p(i))v?_iv; N

+ (p(l) + P(O))vrll]

ot p‘i)=p‘i)(xo).

o
. . \ A n n-i i
Démonstration : D'aprés (ch. I, 2.2), le coefficient de (1) v, v, est

la multiplicité de la restriction de j'(f) a X NH, ou H est un (i+1)-plan

n+1,0). Mais on peut prendre j(f), le restreindre & H, obtenant,

général de (L
puisque H est général, d'aprés 2.7 un idéal entier sur j(f.GH), et restrein-

dre 1'idéal obtenu a XonH. Le coefficient cherché est domc la multiplicité

. s s (i+1) (i) R
1 - - 1
de J(f.oH).ox H,x clest-a-dire p (Xo) S0 (Xo) d'aprés 1.5
o o o o
1.8 Corollaire : La multiplicité de 1'idéal p'.j'(f) dans-(}x X est
o’"o

n . .
. (Iil)(p(1+1)+p(1))
o

1=
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et ne dépend donc que de p: x,).
o

1.9 L'autre formule de restriction est une conséquence directe de
(ch. 1,2.10) et est : pour un hyperplan général H de (En+1,0)
_ beo,xo(vl,vz)
K (v,,v,) = .
XonH,x0 1’72 avl

§_2.__Quelques résultats_sur pY
o

(xo)

Au chapitre I, nous avons associé a un germe d'hypersurface com-

plexe (Xo,xo) une suite d'entiers p; (XO) et nous avons montré comment, si
o
(Xo,xo) est a singularité isolée, cette suite apparaissait de fagon naturel-
le comme multiplicité généralisée, Dans ce paragraphe, nous supposons (Xo,xo)
4 singularité isolée et cherchons a déterminer quelle information pi (Xo)
o

contient sur (Xo,xo). Nous avons déja vu que p# nous donnait la dimension

de (Xo,xo), sa multiplicité, et bien sir le nombre de Milnor. Remarquons

que la suite pi (Xo) tronquée a gauche, i.e. (p(l) (x ),...,p(;)(xo)) n'est

x o
(o] (o] (o]
autre que p; (Xor]H) pour un i-plan général H. Dans ce qui suit,
o
(xo,xo)c(m“‘”l,o) est fixée, et 1'on note p(l) pour p(;)(xo).
o

2.1 Proposition p(n+1) > p(l).p(n)
(et donc p(1+1) zp(1).p(1) 1<ign).
Démonstration : Il suffit de revenir 4 la démonstration de 1.1, et de re-

marquer que grice aux propriétés de symétrie (ch. I, 2.2), si notre hyper-

plan z =0 est suffisamment général, la multiplicité de la courbe I

9 442 . 2
Si?-="' =J%§-= 0 qui lui a été associée en 1.1 est p(n). Or, par les pro-
1

priétés des intersections
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(1) (n)
(XO.I‘)O > mzxo(xo).m(l“) = (p + 1)p
d'ou p(n+1) + “(n) > (}1(1) + 1)p(n) et la proposition.
2.2 Question : A-t-on toujours
(n+1) (n) (1)

n

ORI =R O
2.3 Remarque : Si (Xo,xo) est un cbne (4 singularité isolée) on a égali-

té dans (2.1). En effet, si m (XO) = a+1, disons, (Xo,xo) a méme type topo-

o
logique que : za+1+...+ za+1=0, donc p(n+1)
o n Xo

n+1

(X)=a """, et d'aprés 2.1

p(i) (Xo) = ai (0<iz<n).
o

n+1 . ¥*
On peut se demander dans quels autres cas on a p(n+1) =p(1) (i.e. p* est

une dégression géométrique)

2.4 Lemme : Soient C anneau local réduit, Ny ng et ns trois idéaux pro-

cn, . Si

pres de O tels que n 2

1

on a
En effet, d'aprés (ch. 0, 0.4), il existe un G-module fidéle de type fini M
tel que nz.Mg (n1+n2-n3)M- Mais puisque "1;"2’ on a en fait
ng-M g (n1+ "2'"3)M S nyM
(n1+ nz.ns)M = nz.M

nl.M+ ns.nz.M = nz.M
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et grice a Nakayama

nl.M = n2.M )

d'od
111 = l’l2 .
2.5 Lemme : Pour une singularité isolée d'hypersurface (Xo,xo)g;(mn+1,0),
d'équation £f=0, f¢ E{zo,...,zn}, les conditions suivantes sont équivalentes
(notations habituelles)
n+1
1 p(n+1) - H(1)
p(1)
2) sz) =m
I1 suffit de remarquer que j(f)g.'mp puisque p =W& (Xo)- 1, et que la
(1) (1yn+! o
multiplicité dem "  est p (0, 0.6).

Le lemme en résulte graAce au théoréme de Rees (0, 0.6) et au fait que toutes
les puissance de 1'idéal maximal de E{zo,...,zn} sont intégralement closes

(Parce que la modification de centre m est lisse).

2.6 Lemme : Posons p(1)= a. Si J(f) =m>, on a :;. € ma__ma+1 (0<i=n).
Soit en effet j1 1'idéal engendré par les é%%-qui soni dans ma__ma+1' On a
. i

iteim g gtem®?
d'ou

j1+m.ma = ma

et donc
d'aprés 2.3.

Mais ceci entrafne que j1 est m-primaire, ce qui n'est possible que si

j1= j(f) puisque j(f) est engendré par exactement n+1 éléments.

2.7 Proposition : Pour une singularité isolée d'hypersurface (Xo,xo), les

conditions suivantes sont équivalentes :
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(e D) p(1)n+1

1)
2) K (v,,v,) = 1 (v +H(1) vt
X_,x, v1¥2) = Dt ™M1 Yo
3) (Xo,xo) est isomorphe & la fibre générale d'une déformation & un

Y

aramétre, a p* constant, d'un cOne & singularité isolée, qui n'est autre
’ ’ s 4

que son cdne tangent.

Démonstration : Soit f=0, f€ E{zo,...,zn] une équation pour (Xo,xo) et

écrivons

(1)

ou les f, sont hemogénes de degré i (a=p ~’). Il résulte des lemmes précé-

dents que si 1) (équivalent 4 2) d'aprés 2.1) est vérifiée, la forme initia-

f df
a+1 . . 1Az . a+1
le de az—l est azi (0<i<n). Notons 32 1'idéal engendré par les azi
L . a+1 a . s s o_ . a
On a : J(f)Q;12+m cm , et donc en appliquant a nouveau 2.3 : 32=m , ce

qui montre que le cOne tangent a (Xo,xo) est a singularité isolée, (et a

me&me p¥* que (Xo,xo)). Or, nous pouvons considérer la déformation A un para-

métre du cOne £,,1=9 d'équation (dans Dxe™h)

i-1
(zo, w2 )+t fa+2 (zo, e Z Mttt f_ . (zo, ,zn)+...

F (zo,...,zn) = f ari

t a+1

Pour t=0, la fibre est le c8ne tangent & (Xo,xo), et pour t#£0,

Ft(zo,. ..,zn) = t_(a+1)

est isomorphe a (Xo,xo). La déformation est bien a p¥* constant. Ceci montre

f(t zo,...,t zn), ce qui montre que la fibre pour t#£0

2)e 1)= 3) et 3)= 1) est évident. Nous verrons au paragraphe suivant que
ceci entrafne que la déformation précédente est équisinguliére, et en parti-
culier que (Xo,xo) a m&me type topologique que son cdne tangent, grace au
théoréme de Thom-Mather. Si nous admettons que la multiplicité est un inva-

riant du type topologique (cf. Ch., I, 1.7), le résultat précédent nous dit
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en particulier qu'une hypersurface & singularité isolée qui a méme type topo-

logique qu'un cdne a m&me type topologique que son cdne tangent.

2.8 Question : Peut-on caractériser de fagon analogue & 2.6 les singulari-
tés isolées d'hypersurfaces dont le cdne tangent anisotrope (ou quasi-homo-

géne) est a singularité isolée (pour des poids convenables) ?

§.3. ¥ et déformations
3.1 Proposition : Soient G:X-D= {te€/ Itl < 1} un morphisme plat, 9
un Ox—Idéal et ¢ une section de G telle que Supp.ox/!) =0(D) . Ceci signifie
que nous nous donnons une famille d'idéaux 'Jt= f).Oxt ol Xt=G-1(t), telle
que gt'oxt,o(t) soit primaire pour 1'idéal maximal. Nous noterons e, = e(i)t)
la multiplicité de jt dans Oxt,c(t)'
Soit m: X' X la modification (ou éclatement) définie par J . Notons Y le
sous-espace de X défini par J , Y'cX' le diviseur exceptionnel défini par
O.Gx, , et p:Y'SY la restriction de =,
La proposition est
est constante (t¢ D), p est équidimensionnel, i.e. toutes ses fibres

Si ey

sont de dimension d-1 ou d= d1mX-1=d1mc(t) Xt (te D) .

Démonstration : En fait, p étant projectif, sera équidimensionnel au-dessus

.
de o(D*) . I1 nous faut donc montrer
. -1
dimp "(6(0)s = a-1 .

Or, si nous notons O=OX,6(0) , I=30(0) , nous avons :

¢ quitte a remplacer D par un disque plus petit.
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p 16(0)) = Proj. (01" /1”1 & m
6/1

(C : corps résiduel de @/1),

et 1'on sait bien que la dimension de 1l'espace projectif associé a une algé-

bre graduée est égale au degré de son polyndme de Hilbert. Il s'agit donc

de montrer que

dimEIv/IV+1 ® € =o0(%h
/1

(0 signifie tend vers 1'infini avec y au plus aussi vite que ...).

Mais nous avons une surjection de 0]) o-modules
,

IV/IV+1 ® IV/IV+1 ® T 0

GD,O o/1
et il nous suffit donc de montrer que
. v v+1 _ d-1
gim, 1/1V " 9 € = 0

(dans la suite, comme ici, ® signifie ® ).
GD,O

Or nous pouvons considérer le diagramme suivant :

-—0
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ou Tv (resp. Fv+1) est le sous-module de Olriorsion de IV/IV+1 (resp.
o//IV+1). Les suites écrites horizontalement et verticalement sont des suites
exactes de GD-modulés, et les gens surmontés d'une barre sont oD—libres.

La tensorisation par @ de la seconde ligne reste en particulier exacte, i.e.

v+1

o—»le@m—so/I et —o/1"etr—o

mais

v+1 P~ v+1
O‘/ I ® T GXO’G(O)% o

et
. v+1 . v+1 #*
d1mm_(O/I ® ) = dlmE(Oxt,c(t/:) M ) (ted)

(O/I\’+1 étant ChD—libre , nous donne la longueur générique).

Mais par définition de la multiplicité :

1

. v+l 1 d p
dimgy Oxo,6(0>/éo =3 eo(v+1) + termes de bas degré

i 6] v+l _ 1 d ;
dimg Xt,c(t}/st =0 et(V+1) + bas degré

et il vient donc

. 1 d .
dimp Fv+1 @ =g (eo-et)(v4-1) + bas degré

.-

et donc

1
o
—

dlmm Fv+1 QT = v o t

Nous allons donc montrer que dimm Fv+1 T = O(Vd-l) entralfne
dimc Iv/Iv+1 T = O(Vd—i). Pour cela, nous allons d'abord montrer que
dim T @ @ = o Y.

Or, la suite exacte 0~T -F -F L/'P -0 nous fournit une surjection :
v vl v v
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-~ D,0
o H
Tor, (Fv/ TV,E) — Ker(Tv ®C _)Fv+1 ® €)
D,0
. . , s
mais dlmm Tor1 (Fv/ TV,E) = dlmc Fv/ Tv 20

d-1

et est donc O(v ). On a donc aussi

. d-1
dim Ker(Tv ? ——)Fv+1 ® €) =0(v )

d—l)

et puisque dim Fv+1 ® T = o(y , on a bien

d-1

dimTv®I1=0(v )

Or on a la suite exacte

0—T 8 -1/l —1/1"ler—o

d-1)

et le membre de droite nous donne la dimension générique, qui est O(v

On en déduit bien dimg 1 A /1"*1 @ € = 0(+9™1), et la proposition.

3.2 Corollaire : Dans la situation de 3.1, avec 1'hypothése d'équimulti-
plicité, soit f¢€ Ox -

Si ftE'.)_t pour te D* , f€9.

Démonstration : Il suffit de remarquer que nous venons de montrer que cha-
que composante irréductible de Y' domine Y, ou que w-l(c(])*)) induit un ou-
vert dense sur chaque composante irréductible de Y'. On normalise alors X',
et la normalisation étant un morphisme fini, les considérations précédentes

se remontent a la normalisation. Il suffit alors d'appliquer (0.4) via (0.7),

en raisonnant d'abord comme dans 2.7 pour montrer que f.0%=, X! € D.G)-(- en
’

X ',x!

tout point x' se projetant dans o(D¥).
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3.3 Corollaire : Dans la meme situation, feoy , si {a':)(f)o désigne le v

(0.2) calculé dans , on a

%x,5(0)

;(f)=m1nv().
V0 pept Oy

En effet, si 9 est équimultiple comme en 3.1, il en est de m&me de 9 pour

tout v.
Si p=min vy (ft)’ on peut trouver v(i) tel que f e:)v 1) (t € D*)
teD* V¢

et y(i)> (p- €)i pour i assez grand, €> 0 étant donné. D'aprés 3.2, on a

Av(3)

alors £ e9” d'on qg(fl) >v(i) (notation de 0.5). Ceci montre que
inve
(f) > M - & pour tout &> 0, donc v,)(f) > M. Mais l'1nega11te/est ev1dente.
En fait, ceci montre aussi que v,) (ft) est constant sur D¥ , et que v,J(f)t
t

est constant sur D, ou ;,)(f)t désigne le v calculé dans 1'anneau ox o(4) *
’

3.4 Remarque : Il n'est pas vrai que l'on ait sous les hypothéses de 3.1:

()(f) = min y_ (f ), il faut pour cela des conditions plus fortes. (voir
teD* Ot

"Contribution & 1'étude des singularités du point de vue du polygone de New-

ton, par M. Lejeune et 1l'auteur, ch. I, § 11, 11.2.2, p. 177, Théses respec-

tives, Paris VII, 1973).

3.5 Soit (X,x) C@N,O) une hypersurface analytique complexe. Supposons

que le lieu singulier Y de X soit lisse en x. Posons codim NY=n+1 . D'aprés
[

(ch. I, 1.3), on peut toujours trouver des rétractions locales

R: (CN,O)-. (Y,x) telles que (R—l(x)ﬂx,x) soit une hypersurface a singulari-
té isolée, et G=R|X: (X,x) - (Y,x) est plat. Ceci signifie que nous pouvons
présenter X localement, comme déformation de (Xo,xo) = R M) N X,x) paramé-
trée par Y. La donnée de R revient a une décomposition en produit locale

EN=‘YxEn+1
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1

(X,x)—>(Yx €™, 0)
G

R= pr1
(Y,x)

de plus, G est muni d'une section, correspondant & l'inclusion de Y dans X,

Choisissons des coordonnées locales(yl, e ,yk) sur YJ( Zgoeoo ,zn) sur (llm'l, et

n+1

une équation F(zo, ceeaZy g Vs ,yk) =0 pour XcYx (L . Nous considérerons

les idéaux
JF dF J3F dF
P = (——— cee ———)o ; K' = (——— . ———)o
azo ’ ’ azn X ay1 ’ ’ ayk X
o= (zo,.;.,zn)ox (définit Y)

3.6 Proposition : Le couple de strates (X-Y,Y) satisfait la condition a)

de Whitney en x si et seulement si

1
a) Voo Y, > 1.
Si la condition précédente est satisfaite, (X-Y,Y) satisfait la condition b)

de Whitney en x si et seulement si

n
- oF
; 1.
ﬁ) vj"}'(( iEo 21 azi )ox)x g

Démonstration : La condition a) de Whitney est que pour toute suite de
points piG X -Y, convergeant vers x, la limite des directions des hyperplans

tangent s Tx,pi contienne TY,x .
Soit w: X'-»X la modification de centre 3'. (Nous y pensons comme adhérence

dans Xx P" du graphe de : (X-Y) - P" donné par pM('aaTF(P) HETTH aa—zF- (p)) .

recti (BF oy i By . BF (0 aF ()"
La directionde T est : -aTo(p) teeed 32, (p) : 55’1 (p) :oeet ayk(p) .

X,p

La condition de Whitney est que 1l'on trouve & la limite
(p-x): (bo feei b0 0).

En utilisant la description de X' comme adhérence de graphe, et en remontant
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par l'isomorphisme X'-w-l(Y)=‘X-Y la suite (pi), on voit tout de suite que
la condition a) de Whitney se traduit par : (}' Ox,)_l. K'.0y, s'annule sur
le diviseur exceptionnel (défini par }'.ox,) de . D'aprés le théoréme des

zéros de Hilbert, et la propreté de w, ceci signifie que pour j assez grand :
® (% o, Luro.0 cpro
Oy -K'-Ogs Oy, -

Montrons que ceci équivaut a a) :
Si a) est satisfaite, par définition de v on a pour i assez grand

K’I.Gxg;}'l+1 Oy - Cette inclusion remontée a Oy est exactement (A). Réci-
proquement, si (A) est satisfaite, en montant maintenant au normalisé X de X

et en appliquant (0, 0.4) on trouve
~ ,i : tou S (K1
v},(x )y 2 i+l d'ou v}'( ) > 1

MED)
i

car v est aussi le supremum des de (0, 0.4) (utiliser 1'inclusion

(1hHkc 1K

).
De m&me, la condition b) de Whitney se raméne, si a) est satisfaite, a

our toute suite de points p, € X-Y convergeant vers x, la limite des direc-
p P PIE g ’

tions (p,, G(pi)) est contenue dans la direction limite des T, p. Choisis-
» P
i
sant une suite (pi), la direction (pi, G(pi» est (zo(pi):..a zn(pi)) notons-
en la limite (ao:ua a ), et notons (bo:us b :0:.:0) (grace a a)) la Limi-
te des directions des T , i.e. des
X, P;
JF . . OF . QF . . OF ‘o
(3;_ pi) ..... S;—(pi)' Sy (pi) teeat sy—(pi) . La condition b) est que
o n 1 k
alors

Eai bi =0 .

Soit maintenant @ : X - X la modification de §'.3 . En utilisant encore la
2 2
description de w comme adhérence dans Xx P" ~! qu graphe de X-y-p" !
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(p~w(coordonnées homogénes zi(p) al:‘— (p)) (Ogi<n, O<jsn).
3

On traduit la conditions b) par :

n
(CA }'.Of)-l_( oz aa; ).'u‘j s'annule sur le diviseur exceptionnel défini
i=o J

par 3'. Og - On conclut comme précédemment .

3.7 Remarque : 3.6 est un avatar de résultats apparaissant dans (|_'l-[2],

(251, [C.S]).

3.8 Remarque : On déduit de 3.6 que les conditions de Whitney, qui dépen-

dent a priori du choix du plongement local en x : XcYX En+1, n'en dépendent

en fait pas.

3.9 Théoréme : Soit G: (X,x)- (D ,0) un représentant d'un germe de dé-

n+1,0 ), muni

formation d'une hypersurface a singularité isolée (Xo,xo)c:(c:
d'une section ¢ telle que X-c(D) soit lisse sur D. Si p"é‘:p"é(t)(xt),oﬁ
Xt=G-1(t),est indépendant de t€ D, le couple de strates (X-o(D), (D))

satisfait les conditions de Whitney en tout point de o(D) .

Démonstration : Choisissons un plongement

tel que 6(D) = Dx {0}, et une équation F‘(zo,...,zn , t) = 0 pour X dans

Dx (I:m'1 .

D'aprés 3.5, il nous faut montrer que

- OF
vq_,(ﬁ Gx)x > 1
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et

. OF OF
on P =('§E—,..., 3o )Ok
o n

g = (Zo, e ,Zn)ox

mais pour t¢ D* , nous aurons

- [aF - SF
"}'(atox)o(t) >1 et "d".}'((zzi azi)ax)c(t) g

puisque d'aprés un théoréme de Whitney [W], les conditions de Whitney sont
satisfaites 4 1'extérieur d'un fermé analytique strict de chaque strate.
Mais puisque pt est constant (t¢€ D), les idéaux J' et §'. D' sont équimulti-
ples pour X-» D au sens de 3.1

(n+1) (n)
+

(en effet, et(Ué) = M By d'aprés 1.5, et

t
n . .
e, F1.E) = = (?)(pil+1)+pil)) d'aprés 1.8. Il suffit maintenant d'appli-
i=o
quer 3.3.
. . JF JF . (n+1)
3.10 Remarque : Soit ﬂ-z(azo ,,..,3;; Dxmn+1 . Si B est constant,

1'idéal § est équimultiple. D'autre part, pour t¢ D¥ , ¢(D) est au voisina-
ge de o(t) une "bonne stratification" au sens de Lé Dung Trang (Thése, Paris

VII, 1971) voit aussi [H.L], c'est-a-dire que pour toute suite de points

n+1

P; EDXC - Dx{0} convergeant vers ¢(t), la direction limite des hyper-

plans tangents aux points p, 4 1'hypersurface de niveau F(zo,...,zn,t)= F(pi)

contient T Ce qui peut se traduire, comme dans 3.6 par

Dx{0},0(t) °

- aF)
Vul 3T > 1
3(at o(t)
d'ou, grice a 3.3 :
. (n+1) R - [ 9F .
Si Py est indépendant de t¢ D, v 3t /x > 1, i.e. 6(D) est une strate
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d'une bonne stratification pour X. Cette implication avait été démontrée dif-

féremment par Lé Ding Trdng et K. Saito (non publié).'

3.11 Remarque : On renvoie & [T], ou & la partie sur la géométrie du
discriminant des déformations universelles, pour des éclaircissements sur

les conditions d'existence de o.

3.12 Remarque : D'aprés le théoréme de Thom et Mather (cf. [E.M. S.] et
[Ma]), si (X-o(®), 0(D)) satisfait les conditions de Whitney, on peut

trouver un homéomorphisme compatible avec G

n+1 n+1)

X,Dx€¢ ) = (])xxo, DXT

c'est-ad-dire que la déformation G est topologiquement triviale.

¥*

* L2 me dit que ce résultat avait aussi été démontré par J. P. G. Henry par

une autre méthode encore.
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CHAPITRE III

Soit (Xo,xo) un germe d'espace analytique a singularité isolée ; on

rappelle qu'une déformation de (Xo,xo) est un carré cartésien pointé :

(Xo,xo)c———¢(x,x)

| =

{8} —(s5,5)

ou G est plat. Pour nous, ce sera toujours un représentant '"suffisamment pe-
tit". d'un carré cartésien de germes, et de plus, par abus nous dirons sou-
vent que G est la déformation. Un morphisme de déformations est un morphisme
de carrés induisant l'identité de (Xo,xo).

La théorie du complexe cotangent (cf. [Tj], [S], [Be]) nous permet d'associer
de fagon fonctorielle a une déformation des Ok—Modules cohérents T;/S’ Ti/S
dont le support est le lieu critique, ou lieu de non-lissité, de G
[T;/S(x)=:T; , est l'espace vectoriel des classes d'isomorphisme de défor-
mations infiﬁitZsimales (de base 1'espace des nombres duaux) de (Xo,xo)], et

un homomorphisme de Os—Modules

1
GG : QS TX/S .
Une déformation verselle (resp. semi-universelle, ou miniversdle) de
(Xo,xo) est une déformation telle que toute autre déformation en provienne

(a isomorphisme prés) par changement de base (resp. de plus, l'application

.
Le lecteur n'aura aucun mal a donner un sens a cette expression pour

chaque assertion.
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tangente de Zariski au changement de base est uniquement déterminée). L'exis-
tence d'une déformation miniverselle pour toute singularité isolée a été dé-
montrée par Grauert ([G]) aprés avoir été démontrée par G. N. Tjurina ([Tj])
dans le cas ou (Xo,xo) est une singularité isolée d'intersection compléte (ce

qui entrafne 72 =(0)).
Xo,x0

Nous nous restreignons ici au cas d'intersection compléte & singularité iso-

lée. Une déformation G est alors verselle (resp. miniverselle) si et seulement

-’Tl est surjective (resp. un isomorphisme). Une
S,s xo,xo

déformation verselle dont la base est lisse est un morphisme stable et plat

1V
si eG(s): QS (8) =E

d'espaces lisses, produit d'une déformation miniverselle par 1'identité d'un
espace lisse. En particulier, une déformation miniverselle est un morphisme
stable et plat d'espaces lisses et deux déformations miniverselles sont iso-
morphes graice au théoréme des fonctions implicites. Réciproquement, un germe
de morphisme stable et plat d'espaces lisses est un germe de déformation ver-
selle pour sa fibre, qui est alors nécessairement un germe d'intersection
compléte & singularité isolée’. La dimension de la base d'une déformation

miniverselle est 7 (XO) = dim

1
t Tx ,x
(o] [o] (o]

2, Ouverture de la versalité '"dans la base

Soit G: (X,x) - (S,s) un germe de déformation d'un germe d'intersec-
tion compléte & singularité isolée (Xo,xo). D'aprés le théoréme de prépara-
tion de Weierstrass, pour un représentant suffisamment petit de G, le lieu

critique C de G sera fini sur S.

2.1 Théoréme : Si G est verselle, pour un représentant suffisamment petit,
on a
pour tout point s'€ 8, si la fibre X_, = ¢ l(s) ak point singuliers xi(s')

(1<is<k) (i.e., #(G-l(s') NC)=k), on a au voisinage de s' une décomposition

* Ceci n'est pas du tout formel, et résulte du théoréme de Mather sur 1'équi-

valence de la stabilité infinitésimale et de la stabilité (voir [Be]).
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(non canonique) de S en produit :

S =8,X...x8 xﬂ:t o t = dimS-3%7

1 K x,)

x,(s")
i

iy

telle qu'au voisinage de xi(s'), G soit isomorphe a

. . . . . t
1d(Sl)x e X 1d(Si_1)x Gix 1d(Si+ )X ... X% 1d(Sk)x id(e”)

1

XS, xS, X we X S, X Et
1 1+

t
x...xskxd: — S 1 K

S, X we XS, X X. XS,
i-1 i i+

1 X e X Si—

1 1 1

\

ou Gi: Xi-oSi est déformation miniverselle de la singularité isolée d'inter-

section compléte (XS,,xi(s')).

Démonstration : Nous pouvons supposer le lieu critique C fini sur S, et

1
donc G*TX/S

de Grauert. G étant verselle, eG(s) est surjective, donc aussi eG s grice a
’

est un os-Module cohérent grace au théoréme des images directes

Nakayama, et enfin eG(s’) aussi, pour tout s'¢ S, quitte a rétrécir le repré-

1
Xs,,xi(s')

k

® T
i=1
et nous pouvons écrire une suite exacte d'espaces vectoriels

sentant du germe de G en x choisi. Mais G*(T;/S)(s')

v g.(s") K
1 G
0—T —Qg (s'") — 5 Ty

g 1) —0
i=1

s,,xi(s
ou T est de dimension t.
Mais ceci nous donne une décomposition non canonique

v k
Q; (s")Y=mTe (o rl I1 suffit maintenant de remarquer que S étant

i=1 Xs"xi(s'))'
lisse, une telle décomposition peut se réaliser, grlce a l'intégration de
champs de vecteurs holomorphes, par une décomposition en produit de S au voi-
sinage de s', qui aura la propriété annoncée dans le proposition, parce que
eG(s') n'est autre que la somme directe des g asssociés au germe de G en cha-

cun des points xi(s').
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En particulier, ceci montre que le germe de G en chacun des xi(s') est défor-

mation verselle de (X_,,x,(s')).

3. Discriminant d'une déformation

3.1 Commengons par rappeler la construction de la déformation miniver-

n+1

selle d'une intersection compléte a singularité isolée (Xo,xo)c (c ,0),

(cf. [Tj]). Posons oxo = On+1/(f1""’fk) ou om_l:ll!{zo,...,zn}, et

' X
dimx Xo= n+ 1-k., Soit N le sous-module de Gl; x engendré par les éléments
’
af % faf, 3t e 1
—_— = yee:35— | (coordonnées dans la base canonique). T est
dzj azi

zi X ,x
dZi o’ "o

0‘; X /N . C'est un espace vectoriel de dimension 7= Tx (Xo). On choisit dans
o’ "o o

k
&

P . . 1
ey T léments g, (—(gi’1 geeey gi,k) l<i<v dont les images dans Ty en

X
o’ o
forment une base.

On peut choisir pour les k premiers 8; = (0,...,0,-1,0,...,0) 1<igk (-1 &

la i-éme place).

On considére l'intersection compléte dans ™1y g” définie par

T
"t1)=fi(zo""’zn)+ Tty 'gj,i(zo’""zn)=0

Fi(zo,...,z t 2,

nr tareeaty s b g
(1<is<k).

1

La restriction & X de la deuxiéme projection g™t x ET-oET est déformation

miniverselle de (X ,x ).
o’"o

Si 1'on a choisi €s+- -8 comme il 1'a été indiqué plus haut, on voit que

k
1'on peut aussi écrire la déformation miniverselle de

n+1 7=k
X

k -k N PPTI
(Xo,xo) 1 G: (€ €700 — (@ xE"",0) ot G est défini par

(5
o
[]
1]

T
F. =f(z,...,z)+ £ t.g..(z,...,2) 1<ick
i i*% n’ " ey JdiTo n

k+isi<t |

o+
o
(2]
1]
-+

(Ceci revient & écrire G comme déploiement au sens de [Th] de 1'application

¢l ¢* aéfinie par les £, (1gisk) ).
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Toute déformation G: (X,x) - (S,s) de (Xo,xo) peut se factoriser :

(x, x) e (sx ¢"* ,sxo)

V4

(s,s)
. PP n+1 . .
X étant défini dans Sx € par k équations F, =0 (Fie OS,s{zo""’zn}’

1<isk). Le sous-espace critique C de G est par définition le sous-espace de X

a(Fl,..., k)
défini par 1'idéal engendré par les |det —T———————~;——— (11,".,1 )c(0, w.,n).
yeoes

Le lieu critique est le réduit du sous-espace cr1t1que).

[Si 1'on préfére, 1'idéal définissant C est le (n+1-k)-iéme idéal de Fitting

1
OX/S]'

3.2 Définition : Soient G: X—=S une déformation de (Xo,xo) et C le sous-
espace critique de G. Le discriminant de G sera défini comme suit :
Nous choisissons (pour un représentant assez petit de G, bien sOr) une pré-

sentation du os-Module cohérent G*ob
q U
Cs ——»Oé) G600

le discriminant est le sous-espace D, de S défini par 1'idéal engendré par

G
les pxp mineurs extraits de la matrice donnant U (disons dans la base
canonique de og et Og). On vérifie facilement que cet idéal ne dépend pas du

choix de la présentation. [Si l'on préfére, nous avons défini le discriminant

par le O-iéme idéal de Fitting de G*OC i.e. comme "image directe analytique"
de CJ.
3.3 Remarque : La définition du discriminant est compatible au changement
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de base [c'est-a-dire que si 1'on fait un changement de base

le discriminant D., de G' est Q-I(DG) (comme espace analytique)]. En effet,
la formation du sous-espace critique l'est, celle de G* aussi, ainsi que celle

de 1'idéal de Fitting®.

3.4 Proposition : Le discriminant d'une déformation "assez petite"
G: (X,x) = (S,s) est défini par un idéal principal ; si G est verselle, le

discriminant est une hypersurface réduite de S.

Démonstration : Puisque la formation du discriminant commute au changement
de base, il suffit de montrer le résultat quand G est miniverselle. On utili-
se le fait démontré par Saito dans son exposé '"Algebraic Computation of Mono-
dromy'", que oC,x est un os’s—module de codimension homologique 7 -1 (et

dimC =7 ~-1)., S étant lisse, ob,x est un os’s-module de dimension homologique

1, i.e. pour un représentant suffisamment petit de G, on a une présentation
0—of Lo? a0, — 0
s s %%

et puisque dimos(%eob

de Og engendré par 6G= det M ol M= (mij) est la matrice décrivant U, disons

<dimS, p'=p , et 1'idéal du discriminant est 1'idéal

dans la base canonique de Og. DG est donc bien une hypersurface de S. Pour

montrer que D, est réduite, il suffit de voir (par exemple en appliquant la

G

* La définition du discriminant utilisée ici est différente de celle utilisée

par Saito (voir son exposé '"Algebraic Computation of Monodromy") qui elle,
n'est pas compatible au changement de base, mais a d'autres avantages.
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N

théorie des variétés de symbole de Boardman)’qu'a 1'extérieur d'un sous-espa-
ce analytique nulle part dense de C, les points de C sont des puints singu-
liers du type 'yuadratique ordinaire'" de leur fibre. (i.e. 4 un changement de
coordonnées prés, on peut prendre pour équations locales de la fibre :

2,= =2y o= 0 et i=§_1 z?: 0). Le discriminant de la déformation semi-univer-

selle d'une telle singularité est évidemment réduit. D'autre part, on peut

faire la
3.5 Remarque : Soit G: (X,x)- (S,s) une déformation verselle, et soit y

un sous-espace analytique fermé du sous-espace critique C de G, défini par
des conditions concentrées en chaque point singulier d'une fibre de G. Posons
A=G(x). Si s'€ A est tel que la fibre X ait k points singuliers xi(s')

1<i<k, on a au voisinage de s' une décomposition de & :

Ei =S, X .. XS, XA, XS, X e XS X
i i-1 i i+

(notations de 2.1)

et p,C8, est Gi£zi) ou G, : X;»8, est la déformation miniverselle de
(XS,,xi(s')), et r, le sous-espace analytique de X, défini par les conditions
définissant y. (G*désigne 1'image directe analytique).

Ceci résulte immédiatement de 2.1.

En particulier, il existe un ouvert analytique partout dense de A tel qu'au-
dessus d'un point de cet ouvert il y ait un seul point de 3, (puisque A doit
8tre irréductible en tout point d'un ouvert partout dense). La proposition

résulte de ce qui précéde, et de la remarque 3.4 appliqué a C.

.
que nous ne rappellerons pas : voir [Be], [T]
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4. Nous nous restreignons a partir de maintenant au cas ou

n+1

(Xo,xo) c (@ 77,0) est une hypersurface.

On peut alors écrire la déformation miniverselle de (Xo,xo) comme suit :

n+1

G : (X,x) = (@ xa"™,0 — (@xt™,0) = (8,s)

ou, f(zo,...,zn) = 0 étant une équation pour (Xo,xo), (zo,...,zn) coordonnées

sur (l:n+1, tl,...,t coordonnées sur (Im, et t sur @
m o
m
t, oG = F(zo,...,zn,tl,...,tm) = f(zo,...,zn) + i§1 L gi(zo,...,zn)
tl 0o G = tl 1<igm
\ 1 a £ of of . ..
ou les classes des g; dans (I:{z\Q,...,zJ,} ’ B—z:""’éTn , (1<i<m) jointes

a 1, forment une base de ce quotient comme espace vectoriel sur €.

(m='r (X)-l).
X o

° oF oF n+1 m
Le sous-espace critique C est défini par: J =(‘az_ sty W) dans @ x @& .
o n
4.1 Le sous-espace critique C de G est lisse, et n: C-»D, restriction
de G, est la normalisation de D.
En effet, C n'est autre que la strate de Boardman En+1(G), et G est stable

(cf. [Be]), de plus, n est biméromorphe d'aprés 3.4 et le fait évident que le
sous-espace critique d'une déformation verselle de singularité quadratique

n
(xz zf:O) est isomorphe au discriminant) C étant lisse est normal, et donc

i=o
normalisation de D.

4.2 Remarque : C étant lisse est irréductible, et donc D est analytique-

ment irréductible en S.
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4.3 (Brieskorn-Pham) La multiplicitéﬂ% (D) de D en s est pi“*l)(xo).

o

Preuve (Comparer & [P]) : Comme nous avons pris soin de définir D comme

image directe analytique, nous pouvons appliquer la formule de projection des

multiplicités ([Se]). La multiplicité m%(D), multiplicité de m s dans S s
, ’
est égale a la multipliciteée de mD,s 'Ob,x dans oC,x .

or, Ob,x//mD,s' Ob,x = E{zo,...,zn}//(f,J(f)) et puisque C est lisse, il est

facile de montrer (en construisant les deux idéaux évidents dans

OC x{zo,...,zn} qui ont des quotients isomorphes, donc m&me multiplicité, et
’
qui ont d'autre part pour multiplicités respectives celle de my oo OC X et
’ ’
celle de (f,J(f))E{zo,...,zn}) que la multiplicité de mD,s' OD,S est celle
. (n+1)
de (f,j(f)) dans E{zo,...,zn], donc pxo (xo). (ch. I, 1.1).
4.4 Le cdne tangent CD s a4 D en s a pour équation Tﬁ: 0 dans
,
N (n+1)
gr S=gr E{t ,...,t } = C[T,...,T ] (ol p:pxo (xo).

Démonstration : L'ensemble sous-jacent IC sl doit &tre contenu dans 1'ima-

D,
ge de l'application tangente & G restreinte & C. Or, si nous prenons c'¢C

de coordonnées (Zo,...,zn, t ...,fm) posant s'=n(c) €D, 1'image en question

1’
est 1'hyperplan d'équation

m
4.4,1 T -t = i§:1 gi(zo,...,zn)(Ti-ti)

t = F(Eo,...,zn

)

s e Ey

or, gi(zo,...,zn)e (zo,...,zn)E{zo,...,zn} (1<i<m) (cf. 4), i.e.

gi(O.. 0) = 0. De mé&me, F(0) = 0. Puisque ]CD sl est de dimension m, |C | ne
b

D,s

peut &tre que 1'hyperplan To= 0. Mais C doit &tre une hypersurface de mul-

D,s
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tiplicité iUtS(D) =M.

4.5 Corollaire : En tout point s'¢ D, si k est le nombre d'éléments de
n-l(s'), i.e. xi(s') (1<i<k) sont les points singuliers de X 1, D est ré-
union de k composantes irréductibles D, indexées par n_l(s'), la multiplici-

(n+1)

z ~ z .
té de Di est pxi(s,)(xs,). Le c8ne tangent CD, est réunion de k hyper-

s!

k
plans multiples en position générale, CD 1= U C3 chaque hyperplan
’

: D.,s'
i=1 i?
(n+1)

étant compté avec la multiplicité By= By (s')(xs')’ et Tpi = Mg
i

(»).
Démonstration : Evident d'aprés ce qui précéde et 3.5 appliqué a C.

5. Nous allons maintenant chercher a étudier un peu les singularités

(

de D. Remarquons que sauf dans le cas px"+1)(x0)= 1, qui correspond a une sin-
gularité quadratique ; z?: 0, D est efgectivement singulier. Comme sa nor-
malisation est lisse,lgon'est pas normal,et la codimension du lieu singulier
S(D) dans D est donc 1. Il est intéressant de savoir quelles singularités se
présentent aux points généraux des composantes de codimension 1 dans D de
S(»), parce que cela permet d'avoir des rensignements sur le groupe fondamen-
tal local de S-D en s. Or, D est enveloppe d'une famille & n+1 paramétres
d'hyperplans de S, comme il est écrit en 4. Nous nous attendonS donc a des

ar8tes de rebroussement, et a des intersections de nappes lisses, et ne serons

pas surpris par la

5.1 Proposition : Il existe un ouvert analytique partout dense U de s(D),
tel que si s'¢ U, D soit isomorphe au voisinage de s', soit au produit d'un
cusp par ET_z (7 =dim S), soit au produit de la réunion de deux droites en

position générale de Ez, par ET—Z.

Démonstration : Remarquons tout d'abord que nous avons dans C un sous-espa-

ce de codimension 1, défini par 1'idéal HZ(F).OC ou
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3°F
azi azj
Ce n'est autre que 1'adhérence dans C de la strate de Boardman

HZ(F) = det ( ) est le hessien relatif. Ce sous-espace sera noté

Sn+1,1.

8n+1’1(G). K = G(Sn+1’1) nous fournira donc des composantes de codimension

n+1,1
’

1 dans D du lieu singulier S(D) (en fait, S et donc K, est irréductible).

Or, un point de zn+1,1 est un point du type cusp dans sa fibre, (i.e. la fibre
n
est localement isomorphe & une singularité d'équation : z2+ b3 z? = 0) et

i=1
une telle singularité a pour déformation miniverselle : En+1x C-CxT

o+
°
[
1
o+
-

son discriminant a pour équation 4ti-+27t§ = 0, c'est a dire encore un cusp.

Au voisinage d'un point général de K (et me&me en tout point d'un ouvert ana-
lytique partout dense de K), D sera donc isomorphe au produit d'un cusp par
un espace lisse.

Or, en un point général d'une composante irréductible de S(D) (méme en tout
point d'un ouvert analytique dense), ou bien D est irréductible, ou bien non.

Si D est irréductible, il s'écrit localement (cf. 3.4, 4.4)

- \ * -1 \ .
D=D xC 1 on D,cL 1 et s(D) = S(Dl)x g 1, or si t,23, d'aprés ce qui
précéde, S(Dl) contient des points-cusp. Si %= 2, D, est un cusp, comme on le
vérifie facilement : les seules singularités d'hypersurface pour lesquelles

Ty (X0)= 2 sont celles du type cusp. Ceci montre qu'une composante irréducti-
o

ble de codimension 1 de S(D), en un point général de laquelle D est irréduc-
tible, est contenue dans K, et est donc une composante de K. A 1l'extérieur
d'un fermé analytique strict d'une telle composante, D sera donc localement
isomorphe au produit d'un cusp par ET_2. I1 nous reste a étudier les composan-

santes de codimension 1 de S(D) au point général desquelles D est réductible.

A l'extérieur d'un fermé analytique strict d'une telle composante, D est nor-
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malement plat le long de S(D)red et donc 1l'espace tangent a S(D)red (de dimen-
sion 7-2) contenu dans l'intersection des cOnes tangents aux diirérentes com-
posantes irréductibles de D, qui sont des hyperplans en position générale (4.4).
Ceci limite le nombre des composantes irréductibles de D & 2, et 1l'irréducibi-
1ité locale de S(D) fait le reste, en montrant que chaque composante de D

doit 8tre lisse.

5.2 Corollaire : (Toujours pour un représentant assez petit de G). Pour un
2-plan général H de S, (en particulier ne passant par s) HND est une courbe
irréductible n'ayant comme singularités que des cusps et des points doubles
ordinaires, (et par un argument facile de platitude, le nombre k des cusps et
le nombre d des points doubles ne dépendent pas du H général choisi, et sont
donc des invariants analytiques de (Xo,xo). Nous allons chercher de 1'infor-

mation sur k et d. Rappelons d'abord

5.3 Proposition (¢—— Weierstrass) : On peut toujours écrire pour équation

n+1

d'une singularité isolée d'hypersurface (Xo,xo)c:(E ,0), dans des coordon-

nées bien choisies

~ 2 2
f(zo,...,zn) = f(zo,...,zk)+ Zi gt *t2, =0

ol f(zo,...,zk)e (zo,...,z )3 définit une singularité isolée d'hypersurface

k
k+1

(}0,;;)c:@ ,0) uniquement déterminée par (Xo,x ), appelée "singularité ré-

o

siduelle".

5.4 Remarque : On vérifie facilement que T;Jﬁ;) =zx(xo), pfji;) =px:Xo),

et que le discriminant de la déformation miniverselle de (io,g;) est celui

de celle de (Xo,xo). Pour 1'étude de ces discriminants, on peut donc toujours

supposer que f(zo,...,zn) est d'ordre au moins 3. On vérifie non moins
facilement que si le symbole de (Xo,xo) est (n+1,i

greririg)y
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celui de (Xo,xo) est (iz’iz’is"“’is)‘

5.5 Proposition : Soit (Xo,xo)c:(Cn+1,0) donnée par f(zo,...,zn)z 0. Soit
2% S
H(f) = det 32 oz e hessien de f. j(f) désigne comme toujours la ferme-
N LY af
ture intégrale de S;;,..., 3;; Oh+1 dans °h+1'

Les conditions suivantes sont équivalentes

1) H(£) ¢ j(D)

2) 1le symbole de (Xo,xo) est : (n+1,1,...,1)

3) (Xo,xo) est du type Ay , i.e. isomorphe 4 une singularité d'équa-
n
tion z£+1+ T 2 - o.
o . i
i=1
Démonstration : 1) = 2) : si le symbole de (Xo,xo) n'est pas (n+1,1,..,1),
a%s
par définition, tous les nx n mineurs de la matrice (3;—_3;_) s'annulent
i ™7
4 l'erigine. On applique €0,5.2) & l'application ™1, g™ ! asrinie par les
:; , et on en tire H(f) ¢ j(f).
i
2) = 3) résulte de 5.4 : si dans (n+1,1,...,1) il y a

{-1 fois 1, la singularité résiduelle aura pour symbole (1,...,1) £ fois, et

d+1

ne peut donc &tre que z, 0.

3) » 1) est clair.

5.6 Proposition : Le nombre k des cusps apparaissant dans la section
2-plane générique du discriminant d'une déformation verselle de singularité

n+1’0) est la multiplicité du sous-espace K

isolée d'hypersurface (Xo,xo)C:(E
introduit en 5.1 4 1l'origine, si (Xo,xo) n'est pas du type Ay ,

k= p)((“"l)(xo). Si (X ,x ) est du type Ay , k=4-1 (= pf{"”)(xo)- 1).

o o
Démonstration : La premiére partie de 1l'assertion résulte de 5.1 : le

nombre de points de KNH, pour un 2-plan général H,n'est autre que mS(K).

D'autre part, d'aprés 3.4, la restriction GISn+1’1: Sn+1’1~.K est un morphis-
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me biméromorphe. Comme en 4.2, la formule des projections montre que ms(K)
est la multiplicité de 1'idéal jr(lf) L E{z ...,z ) /H(E) dans G{z, ...,z )/M(1),

c'est-a-dire le coefficient de % dans le polyndme avec lequel coé¥ncide, pour

. v N p .
v assez grand, dlmme_l/n +(h) ol 1'on a posé n=j(f),
h = H(f) = det ___a_zf__ 6] = ¢z z )
- - 3z, az:j *Cnpr T 0Zgr a2y

Or, nous pouvons considérer la suite exacte

xh
0 —(nemY /s YT oy /s (YTI0, L /e ()Y —

Lo n’ + (h) —0

n+1

et posant F(v) = dimm0n+1/(n+ (h))Y, la formule d'additivité des longueurs

nous donne

: v _ _ _ . v, ) v-1

dimy & /0" + (h) = F(v) -F(v-1) + dimp ((n+h)": h)/(n+ (h))
n

or, le coefficient de %— dans F(v) -F(v-1) n'est autre que la multiplicité

de 1'idéal n+ (h). On trouve donc bien
k > multiplicité de (n+ (h))

et si (Xo,xo) n'est pas du type Ay , h est entier sur p, (5.5), et la multi-

plicité de (4 + (h)) est donc celle de n, i.e. pi“*l)(xo) (0,0.6; 0,1.1).

° l+1_

Si (Xo,xo) est du type Al , un calcul direct (en se ramenant au cas z, 0

par 5.4) montre que k= £- 1,

n+1

5.7 Lemme : Soit G: (€ x €",0) = (€ x L™,0) déformation miniverselle de

n+1

(Xo,xo)c(ﬂ ,0). Soit Dc @ x t" le discriminant de G. On peut choisir comme

équation pour D :
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-1 =
p-l(tly'”’tm)to et ao(tl,...,tm) =0

ol p=p_ (X)) .
o
Ceci est le théoréme de préparation de Weierstrass, joint au fait que la pro-

jection de D sur @™ est transverse (grice & 4.3).

5.8 De plus, pour toute suite de points g, € D tendant vers s, les di-
i

rections des hyperplans formant le cdne tangent CD s (4.4) tendent toutes
)8,

i
vers la direction T =0 (T _=in t €C[T ,...,T ]). Ceci se lit en 4.3.1.
o o oo o m

5.9 Corollaire : Notons j'(6) 1l'idéal (Sati,...,sa—a—)(}l) ,
o m
. 38 : .
1 = —
J (6)'Oc,x = ot . OC, est inversible.
En effet, 5.8 signifie en particulier que les quotients aité- aaTb restent
i o

bornés sur D au voisinage de s. Puisque C—»D est la normalisation, la proprié-
té fondamentale des espaces normaux nous dit que ces quotients deviennent ho-
lomorphes sur C. On peut donc aussi dire que n: C—D est 1'éclatement de

j'(6).OD suivi de normalisation.

5.10 Lemme : Soit (D,0) < (€ x €™,0) une hypersurface réduite, telle que

Cx {0}£D. Soit n: (D,0) 5 (€™,0) la projection, et soit (A,0)c (E™,0) le dis-
criminant correspondant. (i.e. celui d'un polyndme de Weierstrass décrivant
la situation). Notons im(’)(D) la multiplicité d'intersection de D avec Ex {0}
en 0 (i.e. le degré du polynbme de Weierstrass) et ﬁ le nombre de Milnor de
l'intersection de D avec un 2-plan général de X t™ contenant € x {0} On a

pour la multiplicité de A
~
. ' -
m,(a) = p+m (D) -1 .

En particulier, si D est une courbe plane, A est l'origine de @, comptée avec

la multiplicité p((’z)(D) +JH(')(D) - 1. Dans le cas général, si n est transverse,
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ﬁ:;xéZ)(D), au sens de ch. I, 1.5), i.e. nombre de Milnor de l'intersection

de D avec un 2-plan général de (L x€",0).

Démonstration : Il suffit de remarquer que mo(A) est le nombre d'intersec-
tion de A en O avec une droite générale (l,o)c:(mm,o) , que ceci est encore,
puisque la formation du discriminant commute au changement de base, le dis-
criminant du morphisme ((ExZ£)n D,o)_li»(ﬁ,o), et d'appliquer A ce dernier

(ch. II, 1.2).

5.11 Exercice : Montrer qu'une projection transverse d'un cusp (resp.
point double ordinaire) sur une droite, donne pour discriminant l'origine

comptée avec multiplicité 3 (resp. 2)

5.12 Proposition : Soit Dc@X t" le discriminant de la déformation mini-
verselle G: (X,x) - (Ex Em,O) d'une singularité isolée d'hypersurface
n+1

(XO,XO)C:(E ,0). Soit n: (D,0)- (€",0) la projection, soit (A,0) son dis-

criminant. Si ﬂo(A) est la multiplicité
E)'RO(A) = 3k + 2d

ou k (resp. d) est le nombre de cusps (resp. croisements ordinaires) que 1l'on

trouve en coupant D par un 2-plan général.

Démonstration : Gréce a 5.8, au voisinage de 0, les seuls points critiques
de n sont les points singuliers de D. A est donc l'image de S(D). On peut
calculer mO(A) en coupant A par une droite générale L de t" ne passant paS par
l'origine, et en comptant les points d'intersection de L avec A (avec multi-
plicité). Mais Lx € va couper D selon une courbe n'ayant que des cusps et
points doubles, et LN A est le discriminant de (Lx &) D51, Or,chaque

cusp contribue un point de multiplicité 3, chaque croisement multiplicité 2,
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d'aprés 5.12 (n est transverse, grice a 5.8).

5.13 Remarque : Ici, et dans 5.10, nous avons utilisé le fait que si = est
transverse, une projection '"voisine'" le reste, et donne le m&me SUIO(A); dans
5.10, pour affirmer que,si = est transverse, ]I:pc()z)(D), et ici pour supposer

que les cusps et croisements de (LxE)ND ont des images distinctes dans L.

5.14 Corollaire : Posant ﬁ:p(()Z)(D), nombre de Milnor de la section de D

par un 2-plan général de (ExT™,0), et }1=5T.T?0(D) =p}(c“+1)(xo), on a
o

‘J.'RO(A) = 2d + 3k =’ﬁ+p-—1

5.15 Remarque : Si 1'on considére G comme un déploiement de f: En+1-.d:,

n+1

i.e. (cf. [Th]) G: € xC"LCxC" est considéré comme une famille & m para-

métres de fonctions, |p|n'est autre que 1l'ensemble de bifurcation de G, (i.e.
n+1

l1'ensemble des valeurs t = (tl, . ..,tm) € " telles que Ft ' - T donnée par

tozF(zo,...,z , t ...,tm) n'ait pas p points critiques quadratiques a va-

n 1’

leurs distinctes). Il est donc intéressant A plus d'un titre d'évaluer WO(A).
5.16 Proposition : On a l'inégalité

@ (8)=) 2a+3k = p2-1 .
Il s'agit de minorer ’;I La preuve repose sur le

5.16,1 Lemme : Soit (I',0)c (E2,O) un germe de courbe plane irréductible, On

a p2(r) 2 m (D) (D) - 1),

Démonstration : On choisit des coordonnées locales (Zo’zl) sur (Ez,O)telles

que la projection de I' sur 1l'axe des 2z, soit transverse, et mé&me que la droi-
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te z =0 soit tangente a7l en 0. (On rappelle que (I',0) étant irréductible

n'a qu'une tangente). Posons p(I) =p£2)(l’), M(r) désigne la multiplicité. On
écrit grice a 5.10 que le discriminant de la projection de I' sur (zl=o) est
l'origine comptée avec multiplicité &=p(I') +M(I') - 1. Si maintenant on éclate
l'origine dans Ez, la transformée stricte I'' de ' a un seul point dont 1l'ima-

ge est O¢ F, correspondant a la direction 21= 0. On peut écrire I'' dans les

z
o’ zi:-z—1 , et remarquer que la multiplicité d'inter-
o

section de I'' avec Zc'>=0 est encore M(I'). D'autre part, le discriminant de la

coordonnées locales zc" =2z

projection de I'' sur (z'1=0) (projection qui n'est plus en général transverse)
est l'origine (zc')= zi:O) comptée avec multiplicité &6'=6-T(T) M(T) - 1). Ap-
pliquent encore 5.11 a cette projection, il vient en vertu de la remarque
faite : &'=p(I")+MI) -1, et donc p(I') = p(I) -MTIEM(T) - 1) d'old 1'inéga-
1lité cherchée.

Nous allons maintenant minorer }T : Soit H un 2-plan général de ((I:xll:m,O).
Ecrivons (DN H,0) = ([',0) < (H,0) et I'= S [, , les Fi étant irréductibles.
Notant M, la multiplicité de T,y et (Fiilfj) les nombres d'intersection en 0,

on a la formule classique (cf. par exemple [Ri2])

~ 4

F= 3¢ p)+2 ¢ (I, .TH)-L+1

. i Lo J
i=1 i<j

puisque d'aprés 4.3 les courbes Fi ont toutes mémes tangentes,

(', .T.)>m .M, +1, et d'aprés 5.16.1, p(I',)>M (2, - 1). Il vient
i’ i"7] i i

~

[4
B> 2 m@-D+2 T ﬂi.mj+€’(€-1)-f+1

i=1 i<j
d'ou
o { 2 L
B o> ST M| - = 972+£(€-2)+1
. i . i
i=1 i=1
i ¢ o (r
mais i‘:,l,iz‘mo ) = p
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d'ou
}szz-p+l(€—2)+1
et M (8) = 2d+ 3k = p2ild-2)
qui entrafne le résultat cherché.

5.17 Remarque : L'application directe de (ch. II, 2.1) & I nous donne seu-

lement ;'Iz (p - 1)2 et donc 2d+ 3k> p(p-1).

5.18 Pour terminer, remarquons que les lieux discriminants DC@ x " étu-
diés ici sont saturés au sens de Zariski (voir ses exposés dans ce volume) ou
au sens Lipschitzien de [P.T.]. En effet, le fait d'8tre saturé se décide aux
points généraux de chaque composante de codimension 1 du lieu singulier (cf.

[P.T.] et un cusp, ou un croisement ordinaire, est bien saturé,

§.2._ _Géométrie du discriminant et équisingularité
Au paragraphe précédent, nous aons étudié les singularités '"généri-
ques' du discriminant de la déformation miniverselle d'un germe d'hypersurfa-
ce a singularité isolée. En ce qui concerne les problémes d'équisingularité,

le rdle principal est au contraire tenu par les singularités '"les pires'" du

discriminant.
2,1 Définition : Soit (D,0) C (€x mm,o) le discriminant de la déformation

n+1

semi-universelle de (Xo,xo)Ci(G ,0). Posant p::pin+1)(xo,) nous avons vu

que la multiplicité a l'origine de D est p. Nous appellerons "strate a Zp
i

constant", et noterons Dp 1'espace analytique (réduit) des points de D qui
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sont de multiplicité p dans D. Pour un représentant assez petit de (D,0),
(DH’O) est représenté par un sous-espace analytique fermé de D, strate de

Samuel (cf. [L.T.]) (réduite) de O dans D.

2.2 Remarque : Il résulte de (§ 1, 4.4) que les points de Dp sont caracté-
risés par la propriété suivante : si pour s'€D, xi(s') 1<i<k sont les points

singuliers de la fibre XS de la déformation miniverselle, posant

|l

(n+1)
“i"pxi(s')(xs') on a
k
s'€D ® ¢ H. =H
. i
i=1
2.3 Définition : Soit

(X ,x )e—(X,x)
o’ "o

G

{y}——(,y)

une déformation, a base réduite, de (Xo,xo).
Nous dirons que G satisfait (ZP> si pour tout représentant suffisamment petit,

on a pour tout y'€yY

k
(n+1) _ o (ne1)
'El “xi(y')(xy') = pxo (Xo)

ou xi(y') sont les points singuliers de la fibre Xy, =G_1(y').

2.4 Remarque : G satisfait (Zp) si et seulement si 1l'application
(X,y) - ((de:m,O) dans la base de la déformation miniverselle de (Xo,xo) se

factorise a travers(Dp ,0) G(exe™, o).
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2.5 Définition : Nous appellerons 'strate a p constant" et noterons D; le

sous-ensemble de DH formé des points s' de DP tels que la fibre Xs' ait un

seul point singulier.

2.6 I1 a été montré dans [T] que
1) D; est un sous-espace analytique de Dp
2) Si n:C-D est la restriction de la déformation miniverselle

G: (X,x) - (Cx mm,o) a son lieu critique C, on peut écrire explicitement

1

une section ¥ : D;—~c, i.e. n_l(D;) —1L+Dp

est un isomorphisme.

2.7 Définition : Reprenons comme en 2.3. Nous dirons que G satisfait (Ep)

ou que G est une déformation a p constant, si pour tout y'€Y, il existe un

. . : (n+1) (n+1)
1 -
point singulier x(y') de X_, tel que px(y) (X ')..pXO (XO).
2.8 Remarque : G satisfait (Ep) si et seulement si le morphisme

(Y,y) - (€x €™,0) dans la base de la déformation miniverselle de (Xo,xo) se
factorise & travers (D;,O)C; Utxmm,o).

Autrement dit, toute déformation a p constant, de base réduite, est obtenue
par changement de base (dont l'application tangente de Zariski est uniquement

déterminée) a partir de la déformation Gp obtenue par le changement de base :

(xp’X)°“"(x’X)

% Gp o G

(D:,s) — 5(s,s) (= (xxt™0))

ol G est la déformation miniverselle de (Xo,xo).
De plus, la déformation "a p constant miniverselle" Gp est munie d'une section
T telle que Xp-—z(D;) soit lisse sur Di ; 11 en sera donc de m&me pour toute

déformation a p constant.
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2,9 Théoréme ("vérité non démontrée" 4.2 de [T], démontrée grice au théoré-
me B de [L,], voir aussi [La] et [C.H.B.]) : Les assertions suivantes sont
non seulement équivalentes, mais encore vraies :

1) D =D i.e. la base de la déformation miniverselle 4 p constant est la

I
strate de Samuel (réduite) de l'origine dans Dc (@ x u:“',o) .

2) Toute déformation G: (X,x) » (Y,y) de l'hypersurface a singularité isolée

(x_,x )c (™!
o o

,0), ou Y est réduit, qui vérifie (}jp) vérifie en fait (Ep)
(et donc posséde une section ¢ telle que X - o(Y) soit lisse sur Y)
3) Le discriminant D est analytiquement irréductible en tout point s'¢ Dp :

4) Le cbdne tangent C est un hyperplan compté p fois en tout point

D,s'
s'€D .
1

Démonstration : L'équivalence de 1), 2), 3)3 4) résulte de (2.4), (2.8) et
de 4.4 du § 1.
D'autre part, le théoréme B de [L2] dit exactement que toute déformation de

base (D,0) qui satisfait (Ep) vérifie (Ep.)' or, si D;;Dp , puisque pl est

m
un sous-espace analytique de DP , nous pouvons trouver un représentant (I",0)
d'un germe de courbe irréductible de (mxm'“,o) tel que I' - {O}CD“—D; . La

normalisation (D,0) - (I',0) de (I",0) nous fournira par changement de base une
déformation de base D,0) vérifiant (Zp) mais pas (Ep.)’ d'ou la contradiction

cherchée.

2.10 Le théoréme de L& et Ramanujam ([L.R.] voir aussi les exposés de L&
dans ce volume) joint au théoréme de (ch. I, 1.4) nous dirait de m&me que D
est la base de la déformation miniverselle & type topologique constant, au
moins si dimx Xo;é 2, (I1 faut noter ici que l'on n'a pas besoin de démontrer
que l’ensemblz des points de DP au-dessus desquels la fibre a me&me type topo-
logique que (Xo,xo) est un sous-espace analytique de Dp' En effet, la démons-

tration de [L.R.] s'étend sans peine au cas d'une base lisse quelconque. On

ne sait pas encore démontrer que Dp. est lisse, mais on dispose de la résolu-
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tion locale des singularités B;-Dp (cf.[Hsj), et si 1'on montre que la dé-
formation obtenue par ce changement de base est a type topologique constant,
c'est sfirement vrai aussi pour Xp -D , par la surjectivité des morphismes ré-

B

solvants. Ce résultat implique par contre que pour toute déformation

n+1

(X,x) 5 (Y,y) d'une hypersurface a singularité isolée (Xo,xo) (@7 7,0), ol Y

est réduit, et dim_ Xo£ 2, l'ensemble des points y' de Y tels que (Xy,,x(y’))
o

ait méme type topologique que (Xo,xo) pour un point x(y') (alors nécessaire-

ment 1l'unique point singulier de Xy,) est un sous-ensemble analytique de Y ;

c'est en effet 1l'image réciproque de Dp par le morphisme (Y,y)- (€xc™,0)

correspondant & la déformation donnée.

2.11 On peut fortifier la conjecture [Clj du préambule comme suit :

Conjectures
1) Dp est lisse.

2) (xp'-E(Dp)’Z(Dp)) satisfait les conditions de Whitney.

3) DP est la base de la déformation miniverselle a "u* constant".
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