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CYCLES ÉVANESCENTS, SECTIONS PLANES... 

CYCLES EVANESCENTS, SECTIONS PLANES ET CONDITIONS DE WHITNEY 

Bernard TEISSIER 

Préambule : Le but que 1 1 on se propose ici est la construction d !inva

riants numériques d'un germe d fhypersurface analytique complexe à singula

rité isolée, invariants dont la constance dans une petite déformation de 

1'hypersurface entraîne 1'"équisingularité" de cette déformation en un sens 

très fort (conditions de Whitney). En fait, nous attachons à un germe d'hy-

persurface (X ,x )c(Œ n +' I",0) à singularité isolée une suite décroissante 

d'entiers M* (X > = 0 ^ + U ( X o ) , . . . (X > » ^ 0 ) < X 0 » ° Ù ^ ' ^ o ' e s t l e 

o o o o o 
nombre de cycles évanescents* de l'intersection de (X ,x ) avec un i-plan 

o 7 o 
général de ( C n + 1 , 0 ) . Si F : X * = 5 D = {t £ Œ / 111 < 1} est une déformation de 

(X ,x ) munie d'une section o telle que X-o(JD) soit lisse sur D , et si 
o o 7 

iiptn+D constant" (resp. "u* constant") signifie que ^ n/ +V(X +) = u ( n + l ) ( X ) 

O \ Xi ) X X o 

-1 ° 

(resp. avec où X^ = F (t), pour tout t € D , notre programme est le 

suivant : 
( -n C c i l [ I C I 1 

[ u l n + 1 constant] V [u# constant] ) [ ( X - o ( P ) , o ( D ) satisfait 

>v. jTV les conditions de Whitney] 

N ^ s t L , R ^ y J C ] [Thom-Mather] 

[ICI] \\ ^ topologiquement triviale] 

^ v v u [évident] 

[(X^,o"(t)) ont toutes même type 

L é f i e n d e : V topoloffiaue ( t e » ) 1 

[C] : Conjecture 
[ICI] : démontré dans ces notes 
[L.R] : Lê + Ramanujam (n/É2) 

* ou nombre de Milnor. 
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TEISSIER 

On peut voir que la démonstration de nous munirait d fune théorie satisfai

sante de 1 1équisingularité pour les familles d fhypersurfaces à singularité 

isolée. Ceci apporterait aussi une réponse partielle à des questions posées 

par Zariski dans [Z^]. 

*** 
* 
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CHAPITRE 0 - RAPPELS ET GENERALITES 

§ 0. Rappels sur la dépendance intégrale 

Ce paragraphe est un aide-mémoire,qui ne contient aucun résultat 

essentiellement nouveau, (voir [H^], [L.T^],[L^]) sauf peut-être les raffi

nements concernant v, qui ont été mis au point avec Monique Lejeune, et 

0.5.2). On suppose connues les notions de clôture intégrale (d'un anneau 

réduit O dans son anneau total de fractions Tot((>) (opération notée : 

O \—> 1$), et de normalisation d'un espace analytique complexe. 

0.1 Définition : Soient O un anneau commutatif unitaire, I un idéal de <J. 

Nous dirons qu'un élément h d'un anneau 0' de même espèce, contenant 0, est 

entier sur I si il satisfait une équation de dépendance intégrale : 

k k-1 i 
h + a ^ h + . . . + = 0 avec a. Ç I 

0.2 Définition : Soient 0 comme ci-dessus, I 1 et I 2 deux idéaux de 0. 

Posons pour tout i € H : 

Vj (!*> = Sup{v<E J N / I ^ Q I ^ } 

et définissons 

V ( ф 

v T (I 2) = Sup — ^ . 

En fait, il est facile de montrer que la suite 

VI (Ii

2) 

i converge vers 

Vj ( I 2 ) , et que si I 2 = (cp^ . . . ,cpm)0, on a 
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Ç (I ) = min y (<p ) . 

1 l^J^m A l 3 

On peut même montrer que v T d 2 ) € {°°} « 
1 

0.3 Remarque : Si l'anneau 0 est normal (i.e. intégralement clos dans 

son anneau total de fractions) et si I est principal : I = g . 0, I est inté

gralement clos, i.e. tout élément de 0 entier sur I est dans I. 

En effet, si h € 0 est entier sur I, on peut écrire : 

k k-1 k 
h + g h + . . . + a k g = 0 avec 6 0 , 

ce qui signifie que -ĵ Ç Tot(0) est entier sur 0, donc dans 0, et donc que 

h £ I. 

0.4 Proposition : Soient W un espace analytique complexe réduit, x £ W 

et 0^9 02 d e u x Idéaux cohérents définis sur un voisinage de x dans W. Posons 

0 = 0 W 9 I . = Q . ( i = l , 2 ) . Les conditions suivantes sont équivalentes : 

1) *1 ° U *1 °- e s*6 n e l'ensemble des éléments de 0 entiers sur 1^ . 

2) y (I ) ̂  1 . 

3) Pour tout morphisme h : ID -» W tel que h(0) = x (B = { z Ç Œ / | z | < l}) on a : 

Ч • <ЧО £ W o 

(avec l fabus d'écriture : I i . 0 ^ Q = h* . 0 ^ Q ) . 

4) Pour tout morphisme g: W !-.W vérifiant la condition suivante : 

Il existe un voisinage ouvert V de x dans W, sur lequel 3^ est défini, 

et tel que : 

i) g|V: g~*(V)-»V est propre et surjectif . 

ii) g *(V) est normal . 
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iii) 0. . & 1 

1 g ' V ) 

îst localement principal . 

On a : Il existe un voisinage U c V de x dans W sur lequel e s * défini et 

tel que : 

32 Oe-1(u)) c31 O6-1(t) g
 X ( U ) 1 g x ( u ) 

Remarque : On peut obtenir un tel g de la manière suivante : Soit V un 

voisinage de x sur lequel 0^ est défini ; soit k: W ^ _ W le composé de la 

modification de centre 0^ dans V et de l'inclusion V c W . Soit N : W - » la 

normalisation de W^. g = 7t o N : W W satisfait i ) , ii), iii) (pourvu que le 

support de *D ̂  contienne un voisinage de x) . g est appelée : modification 

normalisée (ou éclatement normalisé) de 0^ . 

5) Il existe un 0-module fidèle de type fini M tel que 1^ . M ç l ^ . M. 

Les conditions énoncées sont de nature locale et algébriques. Elles sont 

encore équivalentes à la condition de nature transcendante que voici : 

6) Remplaçons W par un voisinage de x, disons W , sur lequel 3^ et sont 

engendrés par leurs sections globales. Pour tout système de générateurs 

( ( p ^ , . . . , < p m ) de Q g f W 1 ) , et tout élément h£0^(W'), on peut trouver un voisina

ge V de x, et une constante C telle que : 

|h(w) I £ C . Sup | ( p A(w) I pour w 6 V 

On déduit facilement de ce qui précède, et du théorème de finitude de 

Grauert, l'existence, pour tout (3^-Idéal cohérent^, d'un Idéal cohérent 0 

de 0^ tel que pour tout x £ W on ait ,ou 0 désigne la fermeture in-

grale de*3 dans T o t ( o w ) , i.e. l'ensemble des éléments de Tot(O W ) 

X nf , X W, X 
entiers sur 0 . (Ofl0-ir) nous fournira de même les éléments de 0,r entiers 

x W x W,x 

sur 0 

X 

Enfin, © 0 V et © ^ sont des 0 3 v-Modules gradués de présentation 
v^O v^O >2>0 
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finie, et en particulier, posant à nouveau 0 = 0^ x et I= 0^ , il existe V Q 

et V q tels que 

V v+v 
I V . I ° = I ° ( „ 0 ) 

v » v+v f 

i v . T ° = ï ° (v.o) 

(et de même en remplaçant I par I f| 0). 

Ceci permet de montrer que pour calculer v T ( l 0 ) , on peut remplacer I ou 

1 -
I^, ou les deux, par leur clôture intégrale dans 0 ou dans 0, et de même 
que l'on peut définir v T (l«) comme limite de la suite v ^ ^ où 

1 . 2 î 
1 

?(i) = Sup [ v / I ^ c l ] } . 

0.5 Applications : 

1) Soit f £ 0 „ = ffifz ,...,z 1. f est entier sur l'idéal 
^ n+1 1 o9 9 n J (z , . . . , z I O < . Nous allons appliquer le critère valuatif de 

o ôz ' ' n ôz ^n+1 *^ H 

o n / 
dépendance intégrale de 0.4, 3 ) . 

Soit h : (B,0) (Œ n + : 1",0) ,et soit tune coordonnée locale sur D . Nous avons 

d df d(z. o h) 

( f - h ) = £ — . h dt 
1 

d'où, en notant v o l'ordre à l'origine des fonctions sur le disque : 

v (f 0 h) - 1 ^ min [ v 4^- o h | + v (z. ° h) - 1 ) 
o \ ° \ ° zi / ° 1 / 

i. e. 

v (f o h) ;> min / v // z. . 4^~\ 0
 h )| 

o ~ . o i dz. / // 

et donc (f o h ^ ç (( z o . ^ ) o h , . . . , ( z o . | l - ) o h j O ^ . En particulier, 
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f est entier sur 1 1 idéal m . j(f) [où m = (z ,...,z )<J ,, et ( d f ô f \ 
"5 lO 1 et donc aussi sur j(f). Le fait que f soit 
o z o z / n+1 J 

o n / 

entier sur m . j(f) jouera un rOle crucial plus loin. Remarquons que l fon 

peut interpréter ceci par une inégalité (cf. 0.4, 6) ) : Il existe un voi

sinage U de 0 dans (Ln+^ et C Ç E tels que pour tout (z ,...,z ) = zç U 

on a i t : I f ( z ) I £ C . H zi£r (z)l • 
2) Soit § : (Œ , 0 ) _ » ( Œ ,0) germe d'application holomorphe. Choisissons des 

coordonnées locales z^,...,z^ à la source, u^,...,u^ au but, et écrivons $ 

par : u. = cp (z ,.. . ,z ), l ^ i ^ N . 

Soit J = J(f) I2i 
l<;i<;N 

la matrice jacobienne de $. Le résultat est : si 

tous les (N - 1) x (N - l)-mineurs de J s'annulent en 0, on a, posant 

A = det J : A est entier, dans Œ{z^,...,z^J sur l'idéal ( c p ^ , . . . , cp^)Œ{ z^, ..., z^J . 

Soit en effet h : (D,0) -»((EN,0) . On peut écrire 

d 

dt (n °(qi o h) 3 ò z j 

d(z. o 1 

_J 
dt 

l^i^N 

et grâce à Cramer : 

( A o h 
_d_ 
dt 

(z.. o h 
\ ( Mio dt 

Cp. o h 1sjsN 

où les NLj sont des (N - 1) x (N-l)-mineurs de J. 

En prenant les ordres * : 

v ( A ° h ) + v ( z . o h ) - l ^ m i n (v ( c p . • h) - 1 + v (M., oh)) 
o o j o Ti o 13 

i,3 

mais si tous les M. . s'annulent à l'origine, v (M. .<>h)^min(v (z, ° h)) . et 
13 o 13 k o k ' 

en choisissant j tel que v (z . o h) = min v (z, o h) il vient bien : 

0 3 k o k 

v ( A « h) ^ min(v ( c p . 0 h)) 
o . o Ti 

1 
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c'est-à-dire que (A O h)(> B ^ appartient à l'idéal engendré par les 

(?i • h ) (Vo • 

0.6 Multiplicités et dépendance intégrale : 

Ici 0 est une algèbre analytique, et "primaire" signifie : 

primaire pour l'idéal maximal. 

Soit n

 u n idéal primaire de 0. On rappelle que : il existe un entier V Q 

tel que pour tout v ̂  V q l'application v dirn̂ , 0/n V prenne les mêmes va

leurs qu'un polynôme en v, à coefficients rationnels, de degré d= dim 0 
d 

dont le terme de plus haut degré peut s'écrire e(n)^j- où e(n) est un 

entier, nommé multiplicité de n. (voir [Se]). 

Nous supposerons dorénavant 0 réduite. L'intérêt de la notion de dépendance 

intégrale sur un idéal tient aux deux résultats suivants : 

0.6.1 

1) e(n) = e ( n D 0 ) (n idéal primaire de 0 ) ceci équivaut à : deux 

idéaux et n 2 tels que n^ = n 2

 o n ^ m ^ m e multiplicité. (En particulier, si 

l'un est primaire, l'autre aussi). 

2) (Théorème de Rees voir [R]) si 0 est équidimensionnel, rt^ et rtg deux 

idéaux primaires de 0 : 

n1cn2 

e ( n i ) = e(n 2) 

} n1 

"2 

Montrons le point 1 ) . (Le point 2) est beaucoup plus délicat et l'on ren

voie à fR]). 

Il suffit de remarquer deux propriétés élémentaires de la multiplicité : 

" l ~ n 2 = > e ^ n i ^ ̂  e ^ n 2 ^ e t e ^ n ^ = k e ^ 9 0 U d = d i m ^' 0 n e c r i t a l o r s 

i r t 1 v ( i : .d , v i e(n1) > v ( i ) d e(n 2) 
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et donc 

(v„ 
"2 

(n1))
d << 

ein 

1 
e^rt 

2 

(et l'on se gardera bien de croire à l'égalité). 

Mais si n1^n2 on a v n (n±) z 1 d'après (0.4,2)) et donc e ( n 1 ) ^ e ( n 2 > , d'où 

le résultat par symétrie. 

0.6.2 Nous ferons d'autre part usage de la notion de multiplicité d'un 

idéal primaire n pour un un 0-module de type fini M (cf. [Se]). 

(lg M/n V.M coïncide pour v assez grand avec un polynôme de degré d= dim M 

° d 

dont le terme de plus haut degré peut s'écrire e(n;M)-^7, où e(n,*M) est un 

entier appelé multiplicité de n pour M) 

et en particulier, nous utiliserons le fait que si n est engendré par une 

M-suite (M O-module de Macaulay) on a 

e(n,M) = lgM/ n.M (cf. [Se]) . 

0.7 Pour pouvoir appliquer le critère de dépendance intégrale (0.4, 4)) 

nous utiliserons aussi le fait que sur un espace normal W , pour vérifier 

qu'un idéal localement principal D 2 est contenu dans un idéal inversible 0^, 

il suffit de vérifier l'inclusion sur un ouvert analytique dense de chaque 

composante irréductible du sous-espace de W défini par 0^ . Ceci est dû au 

fait que sur un espace normal, le lieu polaire d'une fonction méromorphe est 

soit de codimension 1, soit vide. (On applique ceci à O l ^ . O ) . 

2 1 
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§ 1. Le nombre de Milnor d'une hypersurface à 

singularité isolée._(Rappels) 

1.1 Soit f= 0, f£ Œ { Z q , . . . , z n ) = 0 n + ^
 u n e équation pour un germe 

d'hypersurface ( X O , X Q ) G ( Œ N + 1 , 0 ) . 

On dit que ( X O , X q ) est à singularité isolée en X q si pour tout représentant 

suffisamment petit X Q - {
X

Q3
 e s"t non singulier. 

Grâce au théorème des zéros de Hilbert, ceci revient à dire que l'idéal ( à f ô f \ * 

f, ^ z I. (3n+^
 e s"t primaire (pour l'idéal maximal m ) , et d'après 

Z ° Z n / n * / \ 
0.5, 1) et 0.6.1 ceci équivaut encore au fait que j (f ) = I -g^— , . . ., -g^— . ̂ " n + 1 

\ Z o Z n / n + 

est primaire. D'après 0.6.1, en fait, ces deux idéaux ont même multiplicité. 

On remarque que l'idéal | f, , . . ., | ne dépend pas du choix des 

coordonnées, ni du choix de l'équation f ; (i.e. on peut impunément multi

plier f par une unité, sans changer l'idéal) cette multiplicité ne dépend 

donc que du germe (X ,x ) et nous la noterons p. ( X ) . Mais d'autre part, 

o 
d'après 0.6.2 

H x (X o) = dim Œ « { z o , . . . , z n } / j(f) . 
o 

Sous cette forme, ce nombre a été introduit par Milnor [M] : 

Théorème (Milnor) : Il existe e > 0 et î] > 0 tels que si 

X = [z£ C N + 1 ; | z | < e ; |f ( z ) | < T]} 

l'application donnée par f G Œ { Z q , ... , z n ] , f : X - . D ^ ( D ^ = { t £ Œ / | t | <T| } 

induit sur X* = X - f fo} une fibration f : X#-»JD# localement triviale (en 

T) 
particulier f - 1 ( t ) c X * est lisse). 
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De plus f" 1(t) n'a d'homologie qu'en dimensions 0 et n (n=dim X =dim f~*(t)) 

u (X ) X ° 

et H n(f ( t ) , 2 Z ) S Z (et f (t) est connexe). De plus, f ( 0 ) est 

contractile, et pour cette raison \i (X ) est appelé le "nombre de cycles 
o 

évanescents" de la singularité isolée d'hypersurface ( X Q , X Q ) (OU : son nom

bre de Milnor). 

1.3 Définition : Soient (X^,x^) et (X^^x^) deux germes d fhypersurfaces 

analytiques complexes réduites (à singularité isolée ou non) de même dimen

sion. Nous dirons que (X^,x^) et (X^.x^) ont le même type topologique si il 

existe des plongements locaux ( X ^ , x ^ ) c ( C N + 1 , 0 ) , ( X 2 , x 2 ) c ( Œ N + 1 , 0 ) et un 

germe en 0 d'homéomorphisme de paires ( Œ n + * , X ^ ) ^ ( Œ n + * , X 2 ) . 

(et a posteriori, cette définition est indépendante des plongements choisis). 

Nous avons comme corollaire du théorème de Milnor : 

1.4 Théorème (cf. [T]) : Si ( X ^ x ^ ) et (X 2,x 2) sont des hypersurf aces à 

singularité isolée, de même type topologique, p. (X ) = ji (X 0) . 
x l 1 X 2 

Démonstration 4 : A l'aide de l'existence des bons voisinages en géométrie 

analytique et de [M ], il est facile de vérifier que le X# (resp. X#) du 

théorème 1.2 a le même type d'homotopie que le complémentaire de X^ (resp. 

Xg) dans un petit voisinage de 0 dans Œ n + * (resp. Œ n + * ( ! ) ) et que si 

(X^,x^) et (X 2, x 2) ont même type topologique, ces complémentaires ont le 

même type d'homotopie. Ainsi X*| et X# ont le même type d'homotopie, mais 

comme ils fibrent tous deux sur un disque épointé, la suite exacte d'une 

fibration nous montre tout de suite que les fibres ont même homotopie, donc 

que u ( X l ) = u ( X 2 ) . 

**** 

* Pour une démonstration rédigée de façon plus détaillée, et un résultat 

plus fort (le fait que la monodromie est en fait un invariant du type topo

logique) voir l'exposé de Lê Dung Trang [L]. 
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CHAPITRE I 

1. Présentation topologique de la suite j i* (X ) 
o 

1.1 Lemme : Soient X un sous-espace analytique complexe de Œ n + * , et x £ X . 

Pour tout l £ i £ n + l , il existe un voisinage V de x dans ffin+"'' et un ouvert 

de Zariski dense U^*^ de la grassmanienne G(i)( = G n , * ~ * ) des i-plans de 

Œ n + * passant par x tels que pour tout i-plan H Ç Uo

(i) on ait l'égalité en-

sembliste : 

VH S ( X f | H) = Vf| H n s ( x ) 

où S(X) désigne le lieu singulier de l'espace analytique X. 

Remarquer que l'on a S(X D H) 2 H fl S (X) au voisinage de x, pour un i-plan H 

quelconque. 

Démonstration : On peut se ramener au cas i = n en considérant un i-plan 

comme intersection de n+1 - i n-plans. Il suffit donc de montrer que les hy-

( n ) 

perplans H G G tels que H soit transverse à X - S ( X ) au voisinage de x for

ment un ouvert de Zariski non vide de G ^ n \ De plus, puisque localement 

X - S ( X ) n'a qu'un nombre fini de composantes connexes, on peut supposer X 

analytiquement irréductible de x, et donc équidimensionnel. Considérons 

l'ensemble x = L des positions limites en x des plans tangents à X aux 

poents de X - S ( X ) . C'est un sous-espace analytique strict fermé (donc en 

fait algébrique) de G ^ ^ où d s d i m ^ X < n+1. Comme on le voit immédiatement 

(cf. Whitney : [W^]) en le définissant comme fibre réduite de la modifica

tion ou: X'->X déterminée par l'idéal obtenu en restreignant à X un idéal 

jacobien de X i.e. l'idéal engendré par les (n+l-d) x (n+l-d)-mineurs de la 

matrice jacobienne associée à un système de générateurs ( f^>'''> f

m^ 
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(m^n+l-d) de l'idéal définissant X dans ffin+1 au voisinage de x. Cet idéal 

dépend du choix des générateurs, mais pas sa restriction à X. De plus, on 

voit ainsi que dimo)~^(x) ̂  d - 1 et puisque L = |co *(x) | , d i m L ^ d - 1 . Il nous 

(n) 

suffit maintenant de montrer que l'ensemble des hyperplans de G qui sont 

transverses dans Œ n + * à tous les éléments de L C G ^ \ est un ouwert de Zaris-

ki non vide de G^ n^ ( = P N ) . Un tel hyperplan restera en effet transverse à 

X - S ( X ) au voisinage de x. Or, l'ensemble des couples ( H , T ) £ P n x L tels que 

H ne soit pas transverse à T est un sous-ensemble algébrique fermé de dimen

sion dimL + n-d £ n-1. Sa projection dans P N est donc un sous-ensemble algé

brique fermé de P N de dimension £n-l , dont le complémentaire est l'ouvert 

de Zariski cherché. 

1.2 Remarque : Si l'on considère l'idéal ^(X) engendré par des équations 

locales de X et les mineurs considérés plus haut comme définissant le lieu 

singulier de X, le Lemme 1.1 dit que pour H € U^ n^ nous avons l'égalité dans 

0 : 
H,x 

A(xx . o H j X 

•j.(XNH).cy 
Mais il faut noter qu'il n'existe pas en général un ouvert de Zariski dense 

U ^ n ) c p n tel que pour H Ç U ^ n ) , on ait 

^ ( X ) * a H , x = * ( X n H ) , C > H , x 

Comme le montre l'exemple suivant : 

X c Œ ^ (z , z , z ) est défini par z . z . z_ = 0 et x = (0) . Un ouvert de Zariski 

O 1 éa O 1 A 

2 

se verra sur la carte affine de P correspondant aux hyperplans H d'équa

tion z = a. z + a 0 z . Or nous avons ^(X) = (z z ,z z 0 , z 0 z ) Œf z] 

O X X ^ é ^ O 1 1 A O 
3-(X).tfH)X = (a 1z 1,z 1z a,a 2z 2)efz 1,z 2} 
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et 

y (x h) Oh,x = (2a1z1z2 = a2z22, a1z
22+2a2z1z2) E{z1,z2} 

On a bien sûr 'Ux Ç] H) .0„ ç *£(X).(>„ , mais on a égalité si et seulement 

H , X
 9

 H , X 

si z .z € JiXf) H).O U i.e. si l'on peut trouver X et \i dans Œ tels que : 

z r z 2 = 2 a 1 X 2 1 z 2 + X a 2 z 2 + jxa 1z2 + 2 a 2 M Z l z 2 

ou 
X a 2 Z 2 + , i a l Z l = ( l - 2 * a 1 - 2 | i a 2 ) z 1 . z 2 

et une telle inégalité n'est possible que si 

X a 2 = a l = ° 

l - 2 X a 1 - 2fia 2 = 0 

et les hyperplans H pour lesquels l'égalité a lieu sont donc ceux qui satis

font : a^ = 0 et a^ é 0 ou a ^ ^ O et a^ = 0. Nous trouvons ainsi un construc-

2 
tible de dimension 1 de P 

Si le lecteur désire un exemple à singularité isolée, on lui recommande : 

3 3 3 „ 
z + z. + z_ = 0. 
o 1 2 

On peut remarquer ici que sauf pour a^ = a.^ = 0, *J-(X) .O^ x est entier sur 

(Xfl H ) 0 H x , ce qui est un résultat beaucoup plus fin que l'égalité des 

racines. On trouvera un résultat assez général dans cette direction au § 2. 

1.3 Corollaire (Notations et hypothèses de 1.1) : Soit i Q la codimension 

de S(X) dans ffin+* en x. Pour tout 0 ^ i ^ i Q il existe un ouvert de Zaris

ki dense U^"^ de tel que pour Hç u j ^ , XflH soit à singularité isolée 

en x. (i.e. : VnS(XflH) = {x} pour un voisinage V assez petit). En effet, 

pour i £ i , les i-plans de Œ n + * passant par x et qui coupent S(X) en x 
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seulement au voisinage de x forment un ouvert de Zariski dense de G(i). 

gJ*^ est l'intersection de cet ouvert avec le G ^ ^ de 1.1. 

1.4 Lemme : Soit (X,x) c (&n+^,0) un germe d !hypersurface analytique com

plexe réduite. Pour tout O ^ i ^ n + 1 , il existe un ouvert de Zariski dense 

Ug*^ de G ^ ^ tel que le type topologique de (XflH,x) soit indépendant de 

H E U ^ ^ . (Nous pouvons donc parler du type topologique d'une section plane 

générale de X (i.e. par un i-plan général). 

Démonstration : Il suffit encore de montrer le résultat pour i = n. Or, 

nous pouvons construire une famille : 

X ' » z 

(») cl n /"y 

telle que pout tout H £ P n ( = G ^ n ) ) , le germe en o(H) de ( 7 r " 1 ( H ) ,TT" 1 (H) ) soit 

isomorphe au germe en x de (Xf)H,H). Choisissons en effet des coordonnées 

locales z Q,...,z n pour Œ n + * en 0, et une équation f(Z q,...,z )= 0 pour 

( X , x ) c ( C , 0 ) . Au-dessus d' un ouvert affine Y de P , correspondant par 

n 
exemple aux hyperplans d'équation z - £ a.z. = 0 on prend 

i = l 

* c • Y x Œ n 

comme suit : X y est défini dans Y x ffin muni des coordonnées 

n 

(a^, . .., a n , z^, . . ., Z r ) par f ( £ ^^z^ * • • • > z

n)= 0 » n est la première pro-
i = l 

jection, 2 est la section (a.,..., a ) M ( a , , , . . , a , 0.....0) et tz est induit 

l n 1 7 n 7 
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par n. 

On peut maintenant stratifier n, ou du moins sa restriction à un voisinage 

assez petit de Z ( P n ) , de telle façon que la restriction de 3C à ce voisina

ge soit une union de strates. Ceci induit en particulier une stratification 

de P n , dont la strate de plus grande dimension est un ouvert de Zariski 

dense U^ 1 1^ . D'après un théorème de Thorn ([E.M. S.] et [Ma]) on aura tri

vialité topologique locale de 0 0 au-dessus de U^ 1 1^ et en particulier les 

germes (TT *(H),TT *(H)) / „N auront même type topologique. Mais ce sont par 

construction les (XflH,H) x (à isomorphisme près). 

Pour i = 1, on conviendra que le type topologique de Xf|H en x (Xfl H est main

tenant un point non réduit) est donné par la multiplicité d'intersection 

( x . h ) x . 

1.5 Définition : Soit ( X Q , X Q ) C (lL
n+^,0) un germe d'hypersurface analyti

que. Soit i Q la codimension dans Œ n +' 1' de &(XQ) • D'après le résultat pré

cédent et (ch. 0, 1.4) nous pouvons parler du nombre de Milnor d'une section 

i-plane générale de (X ,x ) , pourvu que i ^ i . Nous noterons | i ^ ^ ( X ) ce 

(i ) ° 
nombre. Pour i < i ̂  n+1, nous poserons |i (X ) = + » y et nous poserons 

o 

(x o> = ( ^ n + 1 ) ( x o ) H i 1 ) ( x 0 ) , . . . . ^ l > ( x 0 ) . | . i 0 ) ( x 0 ) > . 
U*XOO O O O O 

1.6 Remarques : 

1) L L ^ n + 1 \ x ) < » si et seulement si (X ,x ) c ( ï n + 1 , 0 ) est à singulari-
*x o o 7 o 

o 
té isolée, et c'est alors le nombre de Milnor habituel de la singularité 

isolée d'hypersurface (X ,x ) . 
o o 

( 1 ) 

2) U v (X ) =9ÏÏ (X ) - 1 où 3M (X ) désigne la multiplicité de l'hyper-
R X O ~ X O X o 

0 0 o 
surface (X ,x ) . 

o' o 

3) u^°^(X ) = 1, mais nous le gardons par souci d'homogénéité. 
o 
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1.7 Ce paragraphe se termine par des conjectures : 

Conjecture 1 : Si deux germes d fhypersurfaces analytiques complexes ré

duites ( X Q , X q ) et ( X ^ j X ^ ) ont môme type topologique (ch. 0, 1.3), il en est 

de même de leur section i-plane générale, (pour tout 

1 £ i £ n = dim X = dim X „ ) (cet énoncé a un sens grâce à 1.4). 
x o x 4 1 
o 1 

Remarque : Il suffit encore bien sûr de montrer le résultat pour i = n. On 

peut même se demander si ( X O U H Q , X o > et (X^(jH^,x^) ont encore même type 

topologique, où H q et sont des n-plans généraux pour X ^ et X ^ respective

ment. C'est ce dernier fait que l'on sait montrer pour n = 1 grâce aux tra

vaux de Zariski (Zariski [Z^]). 

La conjecture 1 a une forme (affaiblie) numérique, : 

Conjecture 1' : Si ( X Q , X q ) et (X^,x^) ont même type topologique, on a : 

u* (X )=n* ( X j . (Zariski demandait dans rZ_] si 3R (X )=fflt ( X j ) 

X O X . X ¿1 X O X . 1 

o 1 o 1 

Remarque : Si ( X Q , X q ) et (X^,x^) ont même type topologique, on a : 

(n+l)^ ^ = (n+l)^ x . e n e f f e t s i 1 ! u n d e s d e u x t f i n i it a utre aussi 
r x o' r x. 1 9 1 

° 1 

(si l'on admet qu'une singularité effective d 1hypersurface rte saurait avoir 

même type topologique qu'une hypersurface lisse : si S ( X Q ) = X q par exemple, 

on a sûrement S ( X ^ ) = x ^ ) , et si ces nombres sont tous deux finis, ils sont 

égaux d'après (ch. 0, 1.4). 
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£ 2^ Présentation algébrique de la suite |i* (X ) 

o 

2.1 Proposition (J. J. Risler et l'auteur (voir aussi Bhattacharya [B]))* : 

Soient O un anneau local nœthérien , de corps résiduel K = 0/m infini, M un 

O-module de type fini, n 1,...,n f c des idéaux m-primaires de O. Considérons 

k 

l'application H : U U définie par : 

/ v l V k 
H M ( v l V = Ч**»! -M • 

Il existe des entiers v? ( 1 ̂  i ̂  k) tels que pour v.>v? ( 1 ̂  i ̂  k) , H., pren-
i i l M 

ne les mêmes valeurs qu'un polynôme à coefficients rationnels, de degré to

tal d= dim M . De plus, si nous notons H M le polynôme homogène, somme des ter

mes de plus haut degré du polynôme précédent, nous pouvons écrire : 

H M ( V I V = ir £ v i n i + - - - + v k n k ; M i [ d ] 

la puissance symbolique qui apparaît à droite s'écrivant par la formule de 

Newton : 

[vt n 1 + ...+ v kn k;M ] L = ̂ k ^ . ^ ^ j [ n i n k ÎMJVJ ...vk . 

|a|=d 

, . r C«t] C«k] I 
Il nous reste a définir le symbole , . . . , 1 1 ^ ;M . Pour cela, une nota

tion : choisissons pour un idéal n (un des n^) un système, disons minimal, 

de générateurs (a^,...,a^), et écrivons a combinaisons linéaires des a^ à 

coefficients dans Q- : 
b. = £X. . a. l£i<;a , l£j<a, où X = (X. .) € O " 
i 13 3 •*->«] 

Je me suis aperçu tardivement du lien étroit qui existe entre ce résultat 

et le théorème de Snapper (cf. S. Kleiman : Toward a numerical theory of 

ampleness, Ann. of Math., vol. 84, No 2 (1966)). 
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Nous noterons n E
a , ^ 0 1»idéal engendré par les b. . On peut alors calculer 

[l'J l>k] n 

,•••,n k ;M comme suit : pourvu que les classes modulo m des matri

ces Xj. (l^t^k) soient assez générales (i.e. (X^,...,X k) dans un ouvert de 
1iai\ 

TTK 1 Von a : 

tt1 ,.-.,nk ;M = e u +... + n k ;M i 

(notations de 0 . 6 . 2 ) 

en termes simples, le symbole de gauche est la multiplicité pour M de l'idé

al engendré par a, éléments généraux de n 1,...,a. éléments généraux de n. . 

1 1 K K 
Le sens à donner au mot général apparaît dans la 

Démonstration : La démonstration se fait suivant un schéma classique (cf. 

[Z.S.] tome II ou [N]) par récurrence sur d. 

n ^2 
Lemme : Posons n = n 1 , g = (n 2> • • • >*y} > ̂

 = ^ v 2 ' ' ' ' , v k ^ e t ê n 2 n k ' 

Etant donné un système minimal de générateurs ( a ^ , . . . , a 1 ) de n ^ , il existe 

un ouvert de Zariski non vide U de , et des entiers v ° , et fi° = (v^,...,v£) 

tels que, posant a= £ ç..a., on ait, dès que v ^ v , |i ̂  ji° (ordre produit), 

_ — — i = l 1 1 ° 
et § = . . . ,1^) 6 U (où f = classe de ç>i mode m) . 

(E) lg^M/V.^.M* a.M)= l g ( > ( M / n
V . ö P . M ) - l g a ( M / n

v " 1 . / . M ) + lg (0 : a ) M 

Preuve : Considérons l'anneau nœthérien gradué par v (i.e. donnant le 

poids 0 aux éléments de g) 

A = e „ V Y / „ V + V 

et le A-module gradué de type fini 
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G = 0 n V . / . M / n V + 1 . ê P . M 

2 
Soient N^,...,N^ les traces sur n/n des idéaux premiers homogènes de A 

» M / 2 u 
associes a G, ne contenant pas A ^ = © n • * / n «S • Ce sont des sous-O/n-

2 ^ 

modules stricts de n/n • Nous voulons choisir nos §. (i^i^l) de façon que 

2 1 1 , * 
la classe modulo n de a = 2 §. a. n'appartienne pas à (J N . . Si nous 

i=l 1 1 3=1 3 

l 2 1 2 
considérons (O/n) -•n/n -•0 définie par (g , . . ., ) /vw» s ? i , a i m o ( * n > <lui 

i = l 

est surjective puisque les a^ engendrent n, nous obtenons après tensorisa-

tion par K : 

K ^ n / n 2 ® K _ * 0 

O/n 

» 2 

grâce a Nakayama, les N. <8> K ont pour image dans n/n ® K des sous-K-

1 O/n O/n 

espace* vectoriels stricts N^ . Notre ouvert de Zariski U est le complémen

taire de la réunion des images réciproques des N^ par <p. Puisque cp est sur-

jectif et K infini, U n'est pas vide. 

Or, a = 2 § ^ a^ avec g € U est un élément superficiel pour G, c'est-à-dire 
1 1 

qu'il existe y tel que pour v^v on ait : 

(*) ( n V . / . M : a ) M PI (n 1.a | a.M) = rtV_1.8M.M . 

Si nous considérons la suite exacte de O-modules de longueur finie : 

0-> ( n

V . / M : a) / n V " 1 . « ' A . M - > l j / n
V " 1 . « J 1 . M X A • M / V - ^ M 

M / n

v . / . M + a.M >o 

il vient par l'additivité des longueurs : 
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(E«) l g a ( M / n
V . ô H . M + a.M) = l g ( 3 ( M / n

V . / . M ) - l g ( > ( y n V " 1 . / . M ) + 

^((ЛЛм^/п^./.м) . 

Nous allons montrer que \i et v assez grands 

(**) (n V.g f i.M : a ) M y / n V " 1 . / . M ~ ( 0 : a > M 

pour v assez grand, on a, par construction de a, l'égalité (#) . 

Soit m€ (rtV.g^.M: a ) M , i.e. a.m £ n V . .M fl a.M, par une très facile exten

sion du lemme d fArtin-Rees, au cas de plusieurs idéaux, on trouve v Q et \iQ 

v-v H-J1 v H 

tels que : n

V . « H .M fl a.M = „ °.g ° ( n °.Mna.M) (v ̂  v Q , H ̂  H Q ) et 

v - V q U - u o v-v Q u-u o 

donc a . m C n . 3 .a.M. Ecrivons a.m=a.m f avec m ' ^ n •$ .M les 

Y—y V 
idéaux n- étant primaires, si v est assez grand, on a n .Me n .g .M 

V l |i 

et donc, pour v assez grand, m' £ n .g .M. 

Nous venons de montrer que pour ji ̂  p et v assez grand, 

(n V.ô H'.M: a ) M = ( 0 : a > M + n
 1 . ^ . M (en effet m-m' £ ( 0 : a) M> . Il vient : 

(n V.ê | i.M : a) I^/n
V" 1.« P'.M = ( n V . / . M : a ) M + n

 1 . « P . M / / n
 1 . â

H . M 

V / V / V 
= ( 0 : a ) M + n

 1 . ô f A . M / n

 1 . / . M = ( 0 : a > H / n

 1.ô f A.Mfl ( 0 : a> M 

Fixons p. ̂  |iQ . La longueur du dernier quotient ne dépend que de . Mais 

d'autre part, d'après ( E f ) , on voit qu'elle n'en dépend pas. Comme les 

n V./.Mfl ( 0 : a)., décroissent, on voit que l'on doit avoir 
M 

v l u 

n .g .Mf) ( 0 : a) = ( 0 ) , ce qui démontre (E) . Il résulte immédiatement du 

lemme que si tous les sont assez grands, et choisi comme dans le 

lemme : 

<***) V v i ' • • • - V - V v i - i' v2» • • • 'V = Va.M ( vi' • • • 'V + l g ( ( 0 : a V 
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et dimM/a.M = dim M - 1. 

Pour dimM = 0 , on a H^(v^, . . . , v^) = lg M si tous les sont assez grands, 

et l'on déduit facilement de (#**) par récurrence sur d, que H., est un poly-

nftme en les , de degré d, dès que les sont assez grands. En regardant 

seulement les termes de plus haut degré, nous donne 

V vl' • • • 'V " V vl - X ' v 2 ' • • • 'Vm) = H M / a . M ( v l v m ) 

qui se traduit par : 

• [«!] c«k] J Г c«ri] [«k] " 

et il est bien connu (cf. [N]) que cette formule peut servir de définition 

par récurrence de la multiplicité. 

2.2 Corollaire (Symétrie) : O et les n\ (l^i^k) étant comme dans 2.1, 

M O-module de type fini, on a pour des entiers (a^,...,a^) tels que 

S a ^ = d = dimM, et i,j€ (l,...,k), dès que les \^ sont assez générales : 

е С п ^ М / (п± + . . . + n i + . « « + n k > M > 

= e(n. ;idem) = e t n ^ M / ^ + . . . + n j
 3 J + - - - + n

k > . M) . 

2.3 Remarque : Il est assez facile de voir que si M = O9 on ne change pas 

H (v.,...,v, ) en remplaçant les n. par leur clôture intégrale dans O (suppo-

sé réduit). 

2.4 En particulier, si O est un anneau local nœthérien , de Macaulay, 

et de corps résiduel K = O/nt infini, et si n et s o n"t deux idéaux m-pri-

2 
maires de 0 y l

1 application H : H -» H 
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H Í v ^ V g ) = lg 
V 1 v 2 

«2 

prend les mômes valeurs pour > 1 et v 2 assez grands qu'un polynôme de degré 

total d = d i m 0 dont la partie de plus haut degré s'écrit : 

H ( v l ' v 2 } = dî í y V n l + v 2 - n 2 ^ [ d ] 

- I v i Meint*-1] n ^ b ^ V "dï .E li J-inl , n 2 Vl V 2 

où 
гл p.-i [ d-Ì 1 / С 1 Д-1 

e(n^ J,nk J ) = e ( n i jO/ n 2 ) 

= ein^Cy n2 ) = e(n 2;0/n 1 ) 

М Д . ] / [ d - i , ^ . ] / [ d - i , * ^ . ] 
= e(n 2 >°/n1 ) = l g O / n 1 + n 2 

(notations de ch. 0, 6.2) pourvu que les classes mod m des matrices 

X, . soient dans des ouverts de Zariski convenables (noter aussi que d-i 
e(rt^d-' >nĵ °-') = e(n 1) et symétriquement). 

Si nous prenons 0 = Œf z ,...,z }, n „ = m = ( z > • • • » z )> nous trouvons comme 

coefficient de ^ NT jv^ 1 , v 2 l a multiplicité de la restriction de à u n 

i-plan "général" de ( Œ n + 1 , 0 ) . 

2.5 En particulier, la formule précédente nous donne une expression 

de la multiplicité du produit de deux idéaux primaires n1 et n« 

•(«i-a> = i (f)^"Cid"i3."íi]> 
l/rî 

qui est une formule du binOme symbolique pour les e (n). Ceci suggère la 

question : a-t-on toujours M n ^ " 1 ^ h ) d £ e ( n 1 )
d " 1 . e C ^ ) 1 , i.e. l'iné

galité : 
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( e ( n 1 . n 2 ) )
1 / d s ( e ( n i ) ) 1 / d

+ ( e ( n 2 ) )
1 / d ? 

(Cette inégalité résulte facilement, si 0 = Œ { Z q , z^}, du Corollaire 2, p. 6 

de [R^]). 

Nous verrons plus bas des questions connexes dans un cas particulier. 

2.6 Reprenons 0 = Œ{ z ,...,z ), rt^m-, et prenons pour n l'idéal 
/ \ o n i £ 

I d f ô f 1 

I •g-jj— , . . . , -g-̂ — I 0 où f = 0 ( f £ 0 ) est une équation pour un germe d'hypersur-
Z ° Z r n+1 

face à singularité isolée (X ,x ) c ( Œ , 0 ) . 
o 7 o 7 

Nous trouvons une application dont l'étude avait été suggérée par Hironaka : 

K v : I V 2 - JV 
X ,x 
o' o 

K X ,x ( v l ' v 2 > = D I M C ° / M - J ( F ) 

O o 

et avec la notation habituelle 

K X ,x ( v l ' v 2 ) = TïïTÏTT . S i »* vl - v 2 

о* о i=o\ / 

* ( i ) 
où u est la multiplicité de la restriction de l'idéal j(f) à un i-plan 

général de ( Œ n + * , 0 ) . Nous voyons que ^ ( n + ^ n'est autre que le nombre de 

Cycles évanescents f i ^ n + ^ ( X ) , (ch. 0) et que multiplicité d'une com-

X o ° ôf 
binaison linéaire générale des -r— n'est autre que 33Î (X ) - 1, c'est-à-dire 

oz. x o 7 

(l) ^ ^ , v ( i ) ( i ) 
p. . Le but de la proposition suivante est de montrer que l'on a jï = ji 

(l^i^n+1), où les sont ceux du § 1. 

2.7 Proposition : (La version plus générale sera publiée ailleurs). 

Soit ( X Q , X q ) c ( Œ
n + * , 0 ) un germe d'hypersurface analytique complexe à singu

larité isolée. Choisissons des coordonnées (z ,... tz ) pour (Œ n +*,0) et une 

o 7 n 7 

équation f = 0 , f 6 Œf z ,...,z ] pour ( X ,x ) . Nous noterons toujours j(f) 
*• o n J o o 
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(resp. J ( f » pour l'idéal ,. . ., ̂  Jo„+1 (resp. (f, £L ,. .., ̂ -j tf^). 

Pour tout O ^ i ^ n + 1 , il existe un ouvert dense de la grassmanienne 

G* 1* des i-plans de ( Œ N + 1 , 0 ) tel que, si H Ç U ( l ) : 

J ( f • О н , о > = ШГ\~о 

ou si l'on préfère, puisque f est toujours entier sur j(f) : 

j ( f . o H ) 0 ) = J(f).0 H J O 

i.e. l'idéal jacobien de la restriction de f à H et la restriction à H de 

l'idéal jacobien de f ont même clôture intégrale dans 0„ _ . (Souvenons-

n, U 
nous que 1 ' on a toujours j(f.0„ r k)çj(f).0„ A . 

n, U H , U 

Démonstration : Il suffit de vérifier l'assertion pour i= n, et une carte 

affine de P ^ c G ^ 1 1 ^ ) . Tout d'abord, il existe un ouvert dense U^ n^ de P N tel 

que si H £ U ^ n \ ( X o n H , x Q ) soit à singularité isolée (ch. I, 1.3). 

Soit Y l'intersection avec \j[n^ de l'ouvert affine Œ N (coordonnées a„,...,a ) 
1 1' ' n 

n n 
de P formé des hyperplans d'équation : z - Z a. z. =0 . 

i = l 
Pour g € Œ { z ,...,z ) nous noterons toujours g pour 

n 

g( Z a i z i » z j r - z

N ^ £ Œ {
a i > * ' * > a

n ,. z^, . . . , z n } . Considérons sur Y x Œ , muni 
i = 1 

des coordonnées (a . . . . . . a , z„,...,z ) les trois Idéaux : 
l9 9 n ' V 9 n 

£ = (z ,...,z )0 (définissant Y x {03 dans Y x Œ N ) 
1 n Yxffin 

3 1 f a " - - ' ô z n

 £ а ) ^ х с п 

H i l f ) . ( £ ) > » • 
définis sur un voisinage ouvert V de Y x {O}. 
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Nous noterons Y C Y x | n pour Y x ( 0 } c Y x i n . Remarquons que ï contient une 

puissance de , au voisinage de tout point de Y. 

Soit ou : Z - . Y x Œ n la flèche composée : 

z -n> z o - II> V -> Y x en. 

où 7i est la modification définie par vf. 0. . 0rt , et n la normalisation de Z . 

^ 1 2 * o 

Ainsi, vf .O z, ̂ i ' O z

 e ^ ^2*^Z s o r r t d e s I d e a u x inversibles. Soit Y ' C Z le sous-

espace défini par S .Orj . Puisque D contient une puissance de <f', 

1 Z 1 

|YF| = lu)""1(Y)| et de plus, Y' étant proje.ctif au-dessus de Y, il existe un 
ouvert analytique dense U de Y tel que |Y !||^"*U soit plat. 

Nous allons montrer que pour un hyperplan Z q = £ a^ correspondant à un 

point a £ U, on a 

a ( f . t f H ; 0 ) = J ( « . O H > 0 

en montrant le résultat plus fort 

°l,fa}x{0} °2,{a}x{o} 

(égalité des clôtures intégrales des germes de 0^ et ^ en {a}x{0}). 

Pour cela, d'après (ch.0,0.4), il suffit de montrer qu'en tout point 

z e eu ( [ a} x{op ° n a : 

Y*Z,z = V » Z , . • 

ce qui va résulter du : 

Lemme : Pour a € U , on a en tout point z£o> ({a}x{0}) 
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te-.) 
o 
¿j, z 

e •s л oZ,z r ( l £ i * n ) . 

Démonstration : O étant inversible, il suffit d'après (ch. 0, 0.7) 

de montrer l'inclusion en un point général de chaque composante irréductible 

de | Y ' | | U = U " 1 ( U X {0})|. 
Or, cf . 0. .O étant inversible, et Z normal, les conditions suivantes sont 

1 Z 

réalisées sur un ouvert dense de chaque composante irréductible de 

U " 1 ( U x {0}) | . 

1) Z est lisse en z. 

2) |u)"1(Y) | est lisse sur Y en z (et donc lisse). 

3) Le lieu des zéros de f est contenu dans | u> *(Y) | au voisinage 

a ù 

de z. 

En effet, Z étant normal est non singulier en codimension 1, et (Y)| 

étant plat au-dessus de U, l'ensemble de ses points de lissité sur Y induit 

un ouvert dense sur chacune des composantes irréductibles de |cu~1 (Y) | |^ . 

Enfin, l'ensemble des points où le lieu des zéros de f .($ ne coïncide pas 

a ù 

avec |co ^(Y) | induit un fermé analytique strict sur chaque composante irré

ductible. En un tel point zÇ o) (Y), nous pouvons, au prix d'un changement linéaire des 

coordonnées (z ,...,z ) qui n'affecte pas les idéaux jacobiens, utiliser le 
o n 

théorème des fonctions implicites pour choisir des coordonnées locales 

(a!,...,a' , b.,,..,b „ , 7i) pour Z telles que : 1* 7 n 7 V n-1 7 

1 } ai- ÖZ,z = ( ai o u ) ) O z , z ( l s i s n ) 

2) „ = *y.07 „ 1 Z,z Z,z 

3 ) ( f a o a , ) » Z , z = * < » I . - . » I . L ' 1 . - . b l l . 1 ( « ) . «
1 ' 
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où A est inversible dans 0 Z z =
 ffi{a^, . . .,a n , b^, . . . , b n 1 , TZ) . 

De 2 ) , on déduit : 

4 ) (z. o u))O z > z = C A(a|, . . . ,a n , b ^ . . . , b n _ 1 , n) . 7 t k , avec k <; v . 

Or, si nous évaluons : 

ôaj V «> = 7 1 = ^ f a j o a ) - ôaj ( z j ° ̂ } + [ d 7 7 faJ Q m 

Nous voyons que pour montrer que -~— f °u )«0~ € ^ . ^ . . 0 „ , il nous 

y o 8 L J Ù, z 1 Z,z 
suffit de montrer que u ^ y . 

En effet, d'après 4 ) 75^7 ( z. o a ) )0„ £ ^.(X et donc 
o a^ 3 z, z ZA , z 

E^£z"7 f a ] ° ̂ * "5aT^Zj 0 ^ 6 * '"V^z ' S i n o U S m o n t r o n s <l u e 

^•y TC^ £ ^ • \ ' ^ z z ' n o u s a v o n s gagné, et u ̂  v suffit pour cela. Or, d'après 

(ch. 0, 0.5), pour a fixé, f doit être entier sur 

L j - , .„•.,] «d, , . - M r t,» 1 I„. — «.1B»„». 
\ 1 ôz^ a' ' n ô z n a M 1' ' n J ' ^ ' 6 

par W le sous-espace de Z défini par a^ = . = = 0,
 0

 uP(3ty z doit être 

entier sur l'idéal 7 t v . ( 3 ^ ^ . Mais ce dernier est un idéal inversible d'un 

espace lisse, donc normal, et est donc intégralement clos. Il faut donc que 

A(0,...,0,b^,...,b n ^ , n) .71^ appartienne à l'idéal TC V.Œ{b^, . . . ,b f l , 7t] . 

Mais A est une unité. Il faut donc Ji^v, et nous avons le lemme. 

Remarque : En fait, nous venons de montrer que f . Q- était entier 
a UxŒ n 

sur ^.0 . 0 au voisinage de tout point de Ux [0]. 

UxŒ n 

Pour achever la démonstration de la proposition, nous allons montrer qu'en 

tout point (U x fO}) on a 0 . 0 = 0 0.0„ . Pour ce faire, remarquons 

1 Z, Z C Z, Z 

que grâce au Lemme, 0o.<3 ne saurait être engendré par \-~- I oco.Ov, à 
2 Z ' Z / ô f y \ Ô Z o / a Z ' z 

l'exclusion de tous les autres [-— °œ»<3r7 

\ Ô Z i / a Z ' Z 

Supposons en effet qu'il en soit ainsi : cela signifie que 
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( £ : ) a - - * z , z = v(|f) a--<>z,z 

avec ^ € m z z ( l ^ n ) . 

On en déduit : 

\oz. a/ w ^Z,z i i \ôz oj a

 w Z,z 

(puisque ~ — f = a . •^i-] + f 4^~~ ) ^ et en multipliant par z . 0 eu (l^j^n) 
Ô Z i a ^ o/a \ d Z i /a J 

(Z3-iI7 f a ) ° - ^ Z , z = ( a i + f a )• 

P U i S q U e ^ f a = Z f e ) a ' 

D'après le lemme : f — — f ) 0 o)«0™ € 3 . 0. .0_ , et d'autre part, .0 

^ Q a a y z,z i z , z i z, z 
est sûrement engendré par un des [ z . f )«> CD.O„ (lemme de Nakayama). 

I J o z ^ a/ Z,z 
Il faudrait donc que l'un des (a! soit inversible, d'où la contra-

^ 1 1 w Z , z ' 
diction cherchée, puisque les X. € m . Ceci montre que 3 .0 est engen-

1 Z , Z â Z , Z 

dré par un des [ ) 0(i),07 (l^i^i), disons! T ^ - ) o . Nous pouvons 
\ ô z i j a Z ' Z \ Ô Z l / a Z ' z 

écrire : 

(|r)a°-Oz,z = ^ i ( ^ ) a ' - ^ Z , z
 ( 0 ^ " > 

avec [i=l. 

On en déduit 

Г j а / , Z 3 3 l ò z l /a z > z 

et a'Ji + Ji =a*.fi + 1 est inversible : on voit que 0 .0 est engendré par 

1 0 x 1 0 1 Z , Z 

( âl; fa) • »^Z,z ' e t 1 U e V*Z,z = Y*Z, z • Q- E- D-
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2.8 Interprétation géométrique : 

On peut résumer la proposition précédente en disant qu'il existe 

un ouvert dense de P n , noté U, tel que si H £ U , et si Z Q = 0 est une équa

tion pour H, dans des coordonnées (z ,...,z ),( I est entier sur 
o* ' n M ôz I _ 

\ o / z =0 

l'idéal fej") 0

, ' " , ( ^ / J d a n S Œ { z l ' " " z n } - D ' a P r è s <°- 4> 6>>> 

o 0~ 

ceci signifie que si nous prenons une suite de points p^ £ H convergeant vers 

l'origine, la direction de l'hyperplan H n'est pas adhérente dans P N à l'en

semble des directions des hyperplans tangents aux hypersurfaces de niveau 

f(z , . . . , Z r ) = f(p^) aux points p^ . 

Z o 

«< P l> 

f | H = f ( P i ) 

Ou si on préfère, le vecteur "normal" à 1 ' hypersurf ace de niveau f = f ( p ^ ) 

ne tend pas à être "orthogonal" au vecteur "normal" à 1'hypersurface de 

niveau fi =f(p.) (les guillemets viennent du produit hermitien î). 
|H i 

Ceci montre bien pourquoi la proposition est relativement longue à démontrer : 

l'hyperplan H influe à la fois sur les points que l'on choisit et sur la 
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la condition à réaliser. Par contraste, démontrons la : 

2.9 Proposition : Soit ( X Q , X ^ ) C ( Œ N + 1 , 0 ) une hypersurface réduite. Il 

existe un ouvert de Zariski dense U'^ n^ de P N ( = G ^ n ^ ) tel que pour 

H 6 U ' ^ n \ si Z Q = 0 est une équation de H, on a dans des coordonnées 

(z o,...,z n) : 

•r— . $• est entier sur - 5 — , . . ., J. 0 V dz ^ X ,x \oz, ' 7 àz / X ,x 
o o* o * 1 u n ' o' o 

En effet, il suffit de choisir H dans le complémentaire de l'ensemble 

^ X x ^ e S P o s i * i ° n s limites d'hyperplans tangents aux points lisses de X Q . 
o 9 o 

(§ 1 . 1 ) . On aura alors au voisinage de X Q 

^ s C . S u p £ L 
dz 4 . dz. 

o x l s i £ n 1 

o o 

et la proposition d'après 0 . 6 , 6 ) . 

Ici les suites de points à considérer sont sur X q et ne dépendent pas de H. 

Revenons maintenant aux conséquences de 2 . 7 . 

2 . 1 0 Proposition : Soit ( X Q , X Q ) <Z ( Œ n + 0 ) un germe d'hypersurface analyti

que complexe, à singularité isolée. Choisissons des coordonnées (z ,...,z ) 

o 7 7 n 
pour ( Œ N + 1 , 0 ) et une équation f= 0 pour (X ,x ) . Considérons ( 0 0 

"èz" 9 ' ' ' 9 "àz~ / 9 m = ^Zo9 ' ' ' 9 Zn^ 9 e t 1 ' a P P l i c a t i o n d'Hironaka : 

o n / v l V 2 

K(v^.Vg) = dim^ O n + i / m »j(f) ; pour et assez grands, K prend les 

mêmes valeurs qu'un polynôme de degré n + 1 dont les termes de plus 

haut degré s'écrivent : 

Y <\ ï 1 , (n+1) n + 1 n+l\t(i) n+l-i i ( 0 ) n+l N 

K X o , x o

( v l ' v 2 }
 = TnTilT (fA

 V 2 + - - ' + [ i j ^ v l v2+...+ |i vx ) 

où u ( i ) = u ( ^ ) ( X O ) ( 1 . 5 ) . 

o 
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Démonstration : Ceci résulte immédiatement de 2.6 et 2.7 puisque d'après 

(ch. 0, 6.1) deux idéaux qui ont même clôture intégrale ont même multiplici

té, et donc le J J^"*"^ de 2.6 est j i ^ ^ ( X ) . Ceci constitue la présentation al-

_ o 
gébrique de la suite j i^ ( X

Q) •
 K ^ x

 e s t bien un invariant analytique de 
o o' o 

( X Q , X q ) , puisqu'il ne dépend en fait que de j(f). 

**** 
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CHAPITRE II 

§ 1. Les formules de restriction 

1.1 Soit (X ,x ) c (Œ ,0) un germe d'hypersurface a singularité iso

lée. Soient H £ P N un hyperplan de (ff n + 1,0), et (z ,...,z ) un système de 

coordonnées locales pour (Œ n +*,0) tel que H soit donné par Z q = 0 . On suppose 

H assez général pour que ( X o n H , X Q ) soit encore à singularité isolée. La 

restriction à (X ,x ) de la fonction coordonnée z est un morphisme plat, 
o 7 o o r ' 

qui nous présente ( X O , X q ) comme déformation à 1 paramètre de ( X O N H , x Q ) : 

( X o n H , x o ) ^ ( X o , x o ) 

H i v 

• cp =z X 
* o 1 o 

"{0} <= * ( B , 0 ) 

H * H 
<p a pour discriminant 0 € I) compté avec une certaine multiplicité A . 

(Ceci parce que (XQ,X^) est à singularité isolée, ainsi que ( X o f | H , x o ) . 

1.2 Proposition A « = ^ ^ ( x o ) + ^ ( x o n H ) . 

O O 

Démonstration : Montrons d'abord un lemme facile : soit (C,0) un germe 

de courbe irréductible, mais non nécessairement réduite, dans ( Œ n + * , 0 ) , 

supposons que 0̂, ^ est de Macaulay. Il existe un entier n(C) tel que pour 

toute hypersurface F de (Œ n +*,0) on ait, en notant ( , ) la multiplicité 

d'intersection en 0 : 

(F,C) = n(C).(F,C ,) 
o red o 
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en effet, C étant irréductible, l'idéal N des nilpotents de 0 est premier, 
C, O 

et puisque 0 = 0 ^ ^ est de dimension 1, 0^ est de longueur finie n(C) . De 

plus, puisque 0 et 0 r n sont de Macaulay (F,C) =lg(0/g.0) où g = 0 est 

une équation pour F. Et ceci est encore égal à e(g.0) (multiplicité de 

g.0), et d'après l'additivité de la multiplicité (voir [Se]) 

e^(g.0) = n(C) .e^(g.0) où0=0/N, mais e^(g.0) = ( F , C r e d ) q . 

Considérons maintenant une équation f = 0 pour (X ,x ) et la courbe T de 

o o 
(ff n +*,0) définie par : mr^~= ••• = " ^ - = 0 . C'est bien une courbe de Macaulay 

Ô Z 1 Ô Z n 
puisque j(f) est primaire pour l'idéal maximal. Décomposons la en ses compo-

k H 
santés irréductibles : T = U T. . En fait, A n'est autre que le nombre 

i = l 1 

d'intersection (X ,T) rpuisque c'est la multiplicité de z = 0 comme résul-
o o - o 

tat de l'élimination de z,,...,z entre f(z ,...,z ) = 0 et 

V 9 n o9 9 n 

i*-=... « 0 ] . 
ôz, oz J 

1 n 
On a 

k k 
(X ,T) = S (X ,T.) = 2 n(r.)(X ,T. ) 

o' o o9 i o , L ,

A i o' i red o 
i=l i=l 

mais il est facile de calculer (X ,r. ••) par normalisation de la courbe 
o9 i red o * 

intègre T. , . (X ,T. ,1 n'est autre que l'ordre à l'origine de f o h. B i,red o' i,redo & i 

où h. : ( B , 0 ) _» (r. -, » 0) est la normalisation. Choisissons une coordonnée 
i 7 i red 7 

v sur (D,0) . On a : 

f (foh.) = ^ - o h . . ~ " ( Z o h.) 
dv v r dz i dv o i 

o 

d f \ 
puisque tous les - — 0 h. sont nuls (j> 1), d'où, en regardant les ordres : 

3 1 

v (f o h. ) = v ( -të- oh.|+v (z oh.) 

O 1 o ^ Ô Z Q 1 I O O 1 

ce qui peut s'écrire 
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( X ,r . J = ( x f ,r . J + ( H , r . .) 
o' i red o cr i,red o 7 i,red o 

où X 1 est l'hypersurface d'équation : - ^ - = 0 . En faisant la somme après 
o o z 

o 

multiplication par n(C^) : 

AH
 = (X . H = (X' r) + (H ,T ) 

" o' o o 7 o 7 o 

mais (X ' , T ) n'est autre que u . ^ N + ^ X ) puisque les anneaux considérés sont 
0 0 o 

de Macaulay, et de même 

( H , D o = dim Œ ffi[2i,...,znî/(^(0,z1,...,zn),...,^(0,z1,...,zn)j 

c'est-à-dire u ^ n ) (X Q fl H ) . 

o 

1.3 Remarque : Le diagramme de 1.1 nous dit que cp provient par changement 

de base de la déformat ion * universel le" F|J de ( X o n H , X Q ) , c'est-à-dire : 

( X o n H , x o ) c _ ( X o , x o ) • ( X * ^ ) 

H H 

• cp • F j j 
yf l h H 

{ 0 } c » ( B , 0 ) — ^ ( s £ , S u ) 

H H 
Si nous notons D̂ j le discriminant de F ^ , hypersurf ace réduite de l'espace 

H H ' H H 

lisse , le discriminant de <p est l'image réciproque par h Q de , et 

H H H 
A n'est autre que le "nombre d'intersection du chemin h Q avec en s^ " , 

% H H \ H H 
c'est-à-dire l'ordre en 0 de o h Qtoù = 0 est une équation pour dans 

H H H 
S^ . (Nous noterons ce nombre : ( h ^ D ^ ) . La proposition 1.2 peut alors se 

lire : 

© M (r 1 }(x o) --o&# -»<»;> 
o U U 
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(formule magique) puisque l'on sait (voir la partie concernant la géométrie 

H H 
du discriminant ...) que la multiplicité en s de D , 3ft (D T T) n'est autre 

U U ST T u 
( \ 

que u l £ ; ( X flH). 

° H 
Nous voyons aussi apparaître le chemin h Q,qui nous décrit la morphogénèse 

de (X ,x ) à partir de (X D H . x ) , et (F) nous montre le nombre de Milnor 
o 7 o o 7 o ^—' 

\ H 

comme "gain de multiplicité" lié à la position de h Q par rapport au discri

minant D|J . La formule (F) prendra plus de signification lorsque nous 

aurons montré que toute déformation (de base D ) de (X ,x ) peut être réali-

o 7 o 

% % H 
sée par une "déformation à un paramètre de h Q ". 

1.4 Remarque : Le Dung Trang me dit (à paraître) qu'il sait montrer la 

généralisation suivante de 1.2 par voie topologique. Si h : ( X Q , X Q ) - • ( D , 0 ) 

est tel que 

1 ) ( X ,x ) est une intersection complète à singularité isolée. 

o o 

2 ) il en est de même de (h (0),x ) . 
o 

Alors, la multiplicité A * 1 de { 0 } comme discriminant de h est donnée par : 

A * 1 = ji (X ) + u (h *(())) où ji désigne toujours le nombre de cycles évanes-
o o 

cents (mais pour une intersection complète), voir les exposés de Saito. 

1.5 Corollaire : Soit f= 0, f£ Œ{Z Q,..., z ^ } une équation pour un germe 

d'hypersurf ace à singularité isolée ( X ,x ) c ( Œ N + 1 , 0 ) , j(f) = ( 4~ t • • • > ) 

o o \ d z Q dz ny 
et j»(f) = j(f).0 x x . 

o 7 o 

(j ' ( f > > = M ( n + 1 ) ( x ) + H

( n ) ( x ) 
<>X ,x X o ° X o ° 

o 7 o 

i.e. la multiplicité de j'(f) dans 0^. ^ est obtenue en ajoutant à la multi-
of o 

plicité de j(f) dans (> n +^ la multiplicité de la restriction de j(f) à un 

n-plan général de (ff N +*,0). 

d f 
Démonstration : Choisissons (z ,...,z ) de telle façon que - r — . 0 soit 

o n o z X . x 
o o 7 o 
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entier sur | ) O ( 2 . 9 ) . D'après (ch. O, 6.1) la multiplici-

\ 1 ° n / o 9 o i \ H 

té de j'(f) est alors égale à celle de l-^—, . . . ,-r 1 0 i.e. à A (1.2). 

InZ . O Z I À • X 

„ ( A \ ( \ \ 1 n/ o' o 
Mais A = u l n + i ; ( X ) + j i V N ; ( X n H) ( H e s t l'hyperplan z = 0 ) . La condition 

a r x o x o 1 1 o 
0 o 

imposée à H étant ouverte, et la multiplicité de j'(f) ne dépendant pas de H, 

ceci montre que 

M ( » > ( x 0 n H > = M ( ^ ( X O ) . 

o o 

1.6 Remarque : Pour tout hyperplan H' £ P N on a, d'après la construction 

de 2.7, (appliquer aussi 0.6.1) 

M ( ^ ( X o n H . ) ,e (à(f).0 H I) , , ( ^ ( X O ) 

o H' o 

la première inégalité provenant de l'inclusion j (f .0^, ) c j (f ) .0^. , et la  

seconde de 2.7 du ch. I (et de la semi-continuité des longueurs). D'après 

le théorème de Rees (0.6.1), appliqué deux fois, on voit que, dès que H ap

partient au complémentaire de l'ensemble des directions limites en X q d'hy-

perfclans tangents aux points lisses de X q , on a 

M ( ^ ( X o n H ) = M ( ^ ( X O ) et JU.tf ) = j U ) . 0 H 0 

o o 9 9 

et réciproquement, si ji^ N^(X H H) = (X ) la multiplicité de j'(f).0 

X O X O X « X 
H ° ôf ° 0 

est égale à A (H : z = 0) et donc - — 0 est entier sur ( O n Z X . X 

Nous avons montré que l'ouvert construit en 2.7 contient un ouvert analyti

que, et donné une condition numérique pour que H ne soit pas limite d'hyper-

plans tangents aux points lisses de ( X Q , X q ) . Ceci précise ch. I, 1.5. 

Voici maintenant le corollaire de 1.5 le plus important pour nous : 

1.7 Corollaire (Formule de restriction) : (X ,x ), f sont comme toujours. 
1 o o 

- 321 -



TEISSIER 

ainsi que j'(f). Nous posons mf=m'0x x et considérons l'application 

2 . ° , X ° 
K' : H -> H définie par 

K'X ,x
 ( V V = A I M * ° X ,x /m,Vl-J'(f)V2 • 

O O 0 0/ 

On reprend comme au (ch. I, 2.6) pour construire un polynôme homogène 

K 1 (v.,v 0) de degré n analogue au K Y de (ch. I, 2.6). La formule 

À • X 1 ^ À , X 
o' o o' o 

de restriction est : 

ô 5 X ,x <*1>V ô * x ( V l,v 2) 
77, ( \ O O O' O  «i.^l'V = ^ ^ 

ou si l'on préfère : 

v* ( \

 1 L..(n+1) , A n ) \ n l n \ f , A i + i ï ..(i^ n"i i 

K X o , x o

( v l ' v 2 ) = ÏÏT L(H + M )y2+-+[ij(ii
 + ^ ) v l * 2 + - " 

,„(1) „(0). ni 
+ (H + M )v 1J 

où j x ( i )

= t i

( i ) ( X ) . r r X O 
o 

Démonstration : D'après (ch. I, 2.2), le coefficient de |?j *.Vg est 

la multiplicité de la restriction de j'(f) à X Q n H, où H est un (i+l)-plan 

général de ( Œ n + * , 0 ) . Mais on peut prendre j(f), le restreindre à H, obtenant 

puisque H est général, d'après 2.7 un idéal entier sur j(f.0„), et restrein-

dre l'idéal obtenu à X^flH. Le coefficient cherché est doAc la multiplicité 

de j(f.0 H).0 x x , c'est-à-dire ( X Q ) + (X q> d'après 1.5 . 
o o o o 

1.8 Corollaire : La multiplicité de l'idéal m ' . j ^ f ) dans-(>x ^ est 
o' o 

z (?](н а + 1 )
 + ц Ш ) 
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et ne dépend donc que de ji* (X ) . 
o 

1.9 L'autre formule de restriction est une conséquence directe de 

(ch. 1,2.10) et est : pour un hyperplan général H de ( Œ n + 1 , 0 ) : 

K X N H , x ( v l ' V 2 } 

Ö K X ,x ( v l ' v 2 } 

§ 2. Quelques résultats sur \i* (X ) 
o 

Au chapitre I, nous avons associé à un germe d'hypersurface com

plexe ( X ,x ) une suite d'entiers ix# (X ) et nous avons montré comment, si 
r o' O X o 7 

o 

( X Q , X q ) est à singularité isolée, cette suite apparaissait de façon naturel

le comme multiplicité généralisée. Dans ce paragraphe, nous supposons ( X Q , X Q ) 

à singularité isolée et cherchons à déterminer quelle information u* ( x ) 
o 

contient sur ( X ,x ) . Nous avons déjà vu que u# nous donnait la dimension 
o o 

de ( X Q , X q ) , sa multiplicité, et bien sûr le nombre de Milnor. Remarquons 

que la suite ( X ) tronquée à gauche, i.e. (u-^ ( X ) , . . . , U ^ ° ^ ( X )) n'est 
r x o x o 7 7 x o 

o 0 0 

autre que u-* (X n H) pour un i-plan général H. Dans ce qui suit, 
x o ° 

(X ,x ) c ( Œ n + 1 , 0 ) est fixée, et l'on note j i ^ pour u * X ) ( X ) . 
o 7 o ' 7 ^ x o 

o 

2.1 Proposition : N ( N + 1 )

 Ä | I
( 1 ) . | * ( N >  

( e t d o n c K

( i + 1 )

I ) I ( L ) . / I ) l*i*n). 

Démonstration : Il suffit de revenir à la démonstration de 1.1, et de re

marquer que grâce aux propriétés de symétrie (ch. I, 2.2), si notre hyper-

plan Z Q = 0 est suffisamment général, la multiplicité de la courbe T 

I ô* ô f A • ' * < * (n) n 

l - — = . . . = - — = 0 qui lui a ete associée en 1.1 est ji . Or, par les pro-

V ô z î ô z n / 
priétés des intersections 
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( x o . r ) o =>œx (xo).«(n = + i)jx(n) 

O 

,, , ,,(n+l) (n) /,,(1) .s.U) , , ... 

d'où ji + ji > (u + et la proposition. 

2 . 2 Question : A-t-on toujours 

(n+i) m(„) m 
2 . 3 Remarque : Si ( X O , X q ) est un cône (à singularité isolée) on a égali

té dans ( 2 . 1 ) . En effet, si 3JI (X ) = a+1, disons, (X ,x ) a même type topo-

7 X O O O t / J T J T 
i a + 1 a+1. _ ( n + l ) / v x n + 1 , ,, _ „ 
logique que : Z Q +. . . + Z R = 0 , donc ji x ( X Q ) = a , et d'après 2 . 1 

H (

X

) ( X Q ) = a i (0<â<;n). 

^ ° l A A * ! (n+1) ( D n + 1
 (i.e. u* est On peut se demander dans quels autres cas on a ji = \x r 

une dégression géométrique) : 

2 . 4 Lemme : Soient O anneau local réduit, n 1 7 no e ^ n-* trois idéaux pro-

près de O tels que n^^U2 * 

n l + N 2 * N 3 = N 2 

on a : 

"l = "2 

En effet, d'après (ch. 0, 0 . 4 ) , il existe un 0-module fidèle de type fini M 

tel que n 2 .M c ( n± + n 2 • n 3)M. Mais puisque ^ G . ^ , on a en fait : 

n 2-M Q (n 1+ n 2.n 3)M c n 2-
M 

i.e. 

( n l + N 2 ' N 3 ) M = N 2 , M 

ou : 

n r M + n 3. t t 2.M = n 2 . M 
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et grâce à Nakayama : 

ttl.M = n 2«M , 

d 1 où 

n1 = n 2 • 

2 . 5 Lemme : Pour une singularité isolée d'hypersurface (X , X Q ) Ç. ( Œ N + * , 0 ) , 

d'équation f= 0, f£ Œ { Z q , . . . , } , les conditions suivantes sont équivalentes 

(notations habituelles) : 

1 ) = u < 1 ) n + 1 

u ( l ) 

2 ) J U T = m 
( 1 ) 

Il suffit de remarquer que j ( f ) Q m ^ puisque ji =3CR (X ) - 1, et que la 

(l) , .n+1 o 

multiplicité de m ^ est u l i ; ( 0 , 0 . 6 ) . 

Le lemme en résulte grâce au théorème de Rees (0, 0 . 6 ) et au fait que toutes 

les puissance de l'idéal maximal de ffi{zo,...,Zr] sont intégralement closes . 

(Parce que la modification de centre m est lisse). 

2.6 Lemme : Posons ^ = a. Si j (f ) = m*> <>n a : £ m

a - m**1 (O^i^n) . 

ôz 
1 r ô f a a+1 

Soit en effet j l'idéal engendré par les - — qui sont dans m - m . On a 
az. 

a 

j Q j (f ) Q j + m 

d ' où 

.1 a a 
j + m.m = m 

et donc 

~T a 

3 = m 
d'après 2 . 3 . 

Mais ceci entraîne que est m-primaire, ce qui n'est possible que si 

j 1 = j ( f ) puisque j(f) est engendré par exactement n+1 éléments. 

2. 7 Proposition : Pour une singularité isolée d'hypersurface ( X O , X q ) , les 

conditions suivantes sont équivalentes : 
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D ,<n+1) = И 1 ) П + 1 

2 ) K x < W = T ï ï A ) T ( - i ^ ( 1 ) - V n + 1 

o o 

3) (X Q,X q) est isomorphe à la fibre générale d'une déformation à un 

paramètre, à ji* constant, d'un cône à singularité isolée, qui n'est autre 

que son cône tangent. 

Démonstration : Soit f= 0, f€ Œ{Zq,...,z^} une équation pour (X Q,X q) et 

écrivons 

f = f +...+ f + . . . 

a+1 a+k 

où les f^ sont homogènes de degré i ( a = | i ^ ^ ) . Il résulte des lemmes précé

dents que si 1) (équivalent à 2) d'après 2.1) est vérifiée, la forme initia-

ôf ô f a + l ô f a + l 
le de — est —r (O^i^n) . Notons j l'idéal engendré par les — . 

On a : j (f ) Q jg + C m a , et donc en appliquant à nouveau 2.3 : = m a , ce 

qui montre que le cône tangent à (X Q,X q) est à singularité isolée, (et a 

même u^ que (X Q,X q)). Or, nous pouvons considérer la déformation à un para

mètre du cône f „ = 0 d'équation (dans Ixffi n + 1) 

a+1 

F, (z , ... ,z ) = f , (z , ... ,z ) + t f rt ( z , ... ,z )+... + ... + t 1 " 1 f . (z , ... ,z ) + ... 

t o 7 7 n a+1 o9 7 n a+2 o 7 9 n a+i o 7 7 n 

Pour t = 0, la fibre est le cône tangent à (X Q,X q), et pour t^ 0, 

F, (z ,...,z ) =s t ' a + ^ f ( t z ,...,tz ) , ce qui montre que la fibre pour t ^ O 
t o n o n 7 ^ 

est isomorphe à (X ,x ) . La déformation est bien à constant. Ceci montre 
* o9 o 

2) & 1)=>3) et 3)=> 1) est évident. Nous verrons au paragraphe suivant que 

ceci entraîne que la déformation précédente est équisingulière, et en parti

culier que (X Q,X q) a même type topologique que son cône tangent, grâce au 

théorème de Thom-Mather. Si nous admettons que la multiplicité est un inva

riant du type topologique (cf. Ch. I, 1.7), le résultat précédent nous dit 

- 326 -



CYCLES ÊVANESCENTS, SECTIONS PLANES... 

en particulier qu'une hypersurface à singularité isolée qui a même type topo

logique qu'un cône a même type topologique que son cène tangent. 

2.8 Question : Peut-on caractériser de façon analogue à 2.6 les singulari

tés isolées d'hypersurfaces dont le cône tangent anisotrope (ou quasi-homo

gène) est à singularité isolée (pour des poids convenables) ? 

§ 3 1 \i* et déformations 

3.1 Proposition : Soient G : X-» S = [ t ( = Œ / | t | < l } u n morphisme plat, "0 

un 0 -Idéal et o une section de G telle que Supp.0 /0 = o(D) . Ceci signifie 
X X 

que nous nous donnons une famille d'idéaux 0^= ^.O^ où = G *(t), telle 

que 0,.Ov /.s soit primaire pour l'idéal maximal. Nous noterons e, =e(0.) 
1 t X ^ O l t ) t t 

la multiplicité de 3, dans 0 V /,v. 
r t X^,o(t; 

Soit 7i : X'-*X la modification (ou éclatement) définie par 0 . Notons Y le 

sous-espace de X défini par 3 , Y ' c X ' le diviseur exceptionnel défini par 

3.0vr, , et p : Y'-» Y la restriction de tx . 

La proposition est : 

Si e^ est constante (t£ D ) , p est équidimensionnel, i.e. toutes ses fibres 

sont de dimension d-1 où d = dimX - 1 = dim N X, (t Ç D ) . 

o\t ) t 

Démonstration : En fait, p étant projectif, sera équidimensionnel au-dessus 

de fi(l)*) . Tl nous faut donc montrer 

dim p - 1 ( o ( 0 ) ; = a - i . 

Or, si nous notons <3=^ x 0 ( Q ) f I = ^ a ( o )
 f n o u s a v o n s : 

* quitte à remplacer I) par un disque plus petit. 
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p _ 1(o(0)) = Proj. ( e I V / I V + 1 <8> Œ) 

0/1 

(Œ : corps résiduel de 0/1), 

et l'on sait bien que la dimension de l'espace projectif associé à une algè

bre graduée est égale au degré de son polynôme de Hilbert. Il s'agit donc 

de montrer que 

dim,, I v / l v + 1

 9 I = 0 ( v d _ 1 ) 

(0 signifie : tend vers l'infini avec v au plus aussi vite que . . . ) . 

Mais nous avons une surjection de 0 ^ ^-modules 

I V / l V + 1 ® Œ > I V / l V + 1 ® I »0 

et il nous suffit donc de montrer que 

di» f I
v / l v + 1 g C = 0(v d- 1) 

(dans la suite, comme ici, <g) signifie <8> ). 

Or nous pouvons considérer le diagramme suivant : 

0 0 

1 I 
M v / l v + 1 — H v / l v + 1 — M > 

1 1 
O ^ F t — o / ï v + 1 — + 0 / l v + 1 - » 0 

I 1 — 
0 »F > 0 / l V • 0 / l V * 0 

v I 
0 
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où T (resp. F „ ) est le sous-module de 0_-torsion de I v / l v + * (resp. 
v v+1 D 

0 / l v + 1 ) . Les suites écrites horizontalement et verticalement sont des suites 

exactes de O^-modules , et les gens surmontés d'une barre sont O^-libres. 

La tensorisation par Œ de la seconde ligne reste en particulier exacte, i.e. 

0 > F

y + 1 ®
 Œ — * # / l V + 1 <8> Œ —» o / l V + 1 0 Œ — > 0 

mais 

o / o / i - 1 . « - ö S £ o f 0 ( 0 ) ^ r 1 

et 

di,n Œ(0/l
V + 1 ® «) = d i m c ( O X t > o ( t / 0 (t€ Ю # ) 

(o/l V +^" étant O^-libre , nous donne la longueur générique). 

Mais par définition de la multiplicité : 

dim_ O v /*\/\y+^ = -77 e (v+l) d + termes de bas degré 
E X , o l o y j o a : o ° 

o / 

d i m « \,c(t)/°t+1 = 7T e t ( v + l )
d + bas degré 

et il vient donc 

dim_ F . $ Œ = -77 (e -e,)(v + l ) d + bas degré 
IL v+1 a! o t 0 

et donc 

dim_ F , <g> Œ = 0 ( v d ~ 1 ) » e = eM . 
Œ v+1 o t 

Nous allons donc montrer que dim,, F . ® Œ = 0 ( v d _ 1 ) entraîne 
Œ v+1 

dim^ I v / l v + 1 ® Œ = 0(v d 1 ) . Pour cela, nous allons d'abord montrer que 

dim 0 Œ = 0 ( v d _ 1 ) . 

Or, la suite exacte 0-.T -> F „ F . / T -.0 nous fournit une surjection : 

v v+1 v+1/ v 
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Hot*'0 (F / T ,Œ) — » Ker(T <g) C >F , ® Œ ) 

1 V / Y Y Y+l 

mais 
O 

dim,,, T o r ^ ' 0 (F / T ,Œ) = dim,, F / T $ Œ 

Œ 1 Y / Y Œ Y Y 

et est donc 0(Y^ . On a donc aussi 

dim Ker(T ® Œ >F . 0 Œ ) = 0 ( Y D " 1 ) 

Y Y+l 

et puisque dim F ^ <g> C = 0(Y^ *) , on a bien 

dim T (g) C = OCY * 1 " 1 ) 
Y 

Or on a la suite exacte 

0 <g> Œ — * I v / I v + 1 <g) Œ — > I V / I V + 1 0 Œ — * 0 

et le membre de droite nous donne la dimension générique, qui est 0(Y " ) . 

On en déduit bien dim„ I V / l V + 1 0 * = 0 ( v d _ 1 ) , et la proposition. 

3.2 Corollaire : Dans la situation de 3.1, avec l'hypothèse d'équimulti-

plicité, soit f 6 (2Y . 

Si f .€ 37 pour t £ D* , f (= 0 . 

Démonstration : Il suffit de remarquer que nous venons de montrer que cha-

-1 

que composante irréductible de Y' domine Y, ou que eu (oCD*)) induit un ou

vert dense sur chaque composante irréductible de Y'. On normalise alors X', 

et la normalisation étant un morphisme fini, les considérations précédentes 

se remontent à la normalisation. Il suffit alors d'appliquer (0.4) via (0.7), 

en raisonnant d'abord comme dans 2.7 pour montrer que f .(fc, , G 3.0̂  f , en 

A , X X , X 

tout point x' se projetant dans 0(1)*). 
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3 . 3 Corollaire : Dans la même situation, f € O x > si ^ 3 ^ 0 d e s i S n e le v 

( 0 . 2 ) calculé dans O v ,_ N , on a 
X,olO; 

\L(f) = min Z (f ) . 
0 ° t £ D * D t * 

En effet, si 0 est équimultiple comme en 3 . 1 , il en est de même de 0 V pour 

tout v. 

Si ji= min Ç (f,), on peut trouver v(i) tel que f * Ç ÔŶ " ( t € © * ) 

et v(i) > (M - e)i pour i assez grand, e > 0 étant donné. D'après 3 . 2 , on a 

alors f * £ 0 V ^ ^ d'où Vc^f*) ̂  v(i) (notation de 0 . 5 ) . Ceci montre que 

inverse 

\L(f) > Ji - e pour tout e > 0 , donc vr\(f) ^ p . Mais l'inégalité/est évidente. 

J O J o 

En fait, ceci montre aussi que (f^) est constant sur D 4 * , et que v^(f)^ 

est constant sur D , où v^(f)^ désigne le v calculé dans l'anneau 0^. 0 ( t ) * 

3.4 Remarque : Il n'est pas vrai que l'on ait sous les hypothèses de 3 . 1 : 

y (f) = min v (f +)> il faut pour cela des conditions plus fortes, (voir 
0 t<EB* °t * 

"Contribution à l'étude des singularités du point de vue du polygone de New

ton, par M. Lejeune et l'auteur, ch. I, § 1 1 , 1 1 . 2 . 2 , p. 1 7 7 , Thèses respec

tives, Paris VII, 1 9 7 3 ) . 

N 

3 . 5 Soit (X,x)c(fc , 0 ) une hypersurface analytique complexe. Supposons 

que le lieu singulier Y de X soit lisse en x. Posons codim Y = n + 1 . D'après 

(ch. I, 1 . 3 ) , on peut toujours trouver des rétractions locales 

R: ( c \ 0 ) -» (Y, X) telles que (R ^(x)(lX,x) soit une hypersurface à singulari

té isolée, et G = R | X : ( X , X ) -» (Y,x) est plat. Ceci signifie que nous pouvons 

présenter X localement, comme déformation de ( X Q , X q ) = (R~*(x) f| X,x) paramé

trée par Y . La donnée de R revient à une décomposition en produit locale 

I N - ï x C n + 1 : 
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(X,x)< > ( Y x t n + 1 , 0 ) 

G S^^1 

(Y,x) 

de plus, G est muni d'une section, correspondant à l'inclusion de Y dans X. 

Choisissons des coordonnées locales(y , . . . ,y^) sur Y,(Z Q, . . . , z^) sur Œ n + : L , et 

une équation F ( Z Q , . . . ,Z. r , y , . . . ,y f c) = 0 pour X c Y x C n + * . Nous considérerons 

les idéaux : 

H t tK<*4t %h 
S* = (z ,...,z )O v (définit Y) 

О n A 

3.6 Proposition : Le couple de strates (X-Y,Y) satisfait la condition a) 

de Whitney en x si et seulement si 

a) v-,,<K») > 1. Si la condition précédente est satisfaite, (X-Y,Y) satisfait la condition b) 

de Whitney en x si et seulement si : 

ß ) W I L L - i ^ N ^ 1 -

Démonstration : La condition a) de Whitney est que pour toute suite de 

points p ^ € X - Y , convergeant vers x, la limite des directions des hyperplans 

tangents T contienne T 

A,p^ ï,x 

Soit u) : X'-*X la modification de centre $-' . (Nous y pensons comme adhérence 

dans X x ï n du graphe de : (X - Y) -» P N donné par P K ^ | ^ - ( p ) •••«: (p)|•. 

La direction de T X ; p est : ( (p) g- (p) = (p) L, ^ ( p ) ) " . 

La condition de Whitney est que l'on trouve à la limite 

( p - x ) : (b Q l>n : 0 : : 0) . 

En utilisant la description de X' comme adhérence de graphe, et en remontant 
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par 1 1 isomorphisme X ' - ou X ( Y ) ^ X - Y la suite (p^), on voit tout de suite que 

la condition a) de Whitney se traduit par : Cjr1 0^.) . K'.0 X, s'annule sur 

le diviseur exceptionnel (défini par^-*.0^,) de yj. D'après le théorème des 

zéros de Hilbert, et la propreté de ou, ceci signifie que pour j assez grand : 

(A) ((»» 0 x,)""
1.K'.0 x t)

3 c ïf.Ox, . 

Montrons que ceci équivaut à a) : 

Si a) est satisfaite, par définition de v on a pour i assez grand 

M 1 * «0 Y£ 3"'
1 + * O*-»»" • Cette inclusion remontée à 0 f est exactement ( A ) . Réci-

X X x 

proquement, si (A) est satisfaite, en montant maintenant au normalisé X de X 

et en appliquant (0, 0.4) on trouve : 

v w l ( K '
X ) :> i + 1 d'où V H , ( K I ) > 1 

( i ) 

car v est aussi le supremum des ^-r— de (0, 0.4) (utiliser l'inclusion 

( I i ) k c l k i ) . 

De même, la condition b) de Whitney se ramène, si a) est satisfaite, à : 

pour toute suite de points p. ç X - Y convergeant vers x, la limite des direc

tions (p., G(p.)) est contenue dans la direction limite des T . Choisis-

î i *>P^ 

sant une suite (p^), la direction (p^, G fpj) est ( z Q ( p i )
 z

n ( p ^ ) ) notons-

en la limite (a a ), et notons (b b : 0 0) (grâce à a) ) la limi-

o n 7 o n ° 
te des directions des T v , i.e. des 

x>Pi 

•^-(p.) ^ " ( P i ) : ̂ f " ^ W'^iA • L a condition b) est que 
\ o n J 1 J k / 
alors : 

Sa. b. = 0 . 
i l 

Soit maintenant ou : X - ^ X la modification de J ' . * ' . En utilisant encore la 

n 2 n 2 
description de eu comme adhérence dans X x IP " du graphe de X - Y - » P 
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( p c o o r d o n n é e s homogènes z. (p) (p)) (O^i^n, O^j^n) . 

1 O z j 

On traduit la conditions b) par : 

» 1 / n àF \ 

Jp.OjjO . 2 z^ j • eu s'annule sur le diviseur exceptionnel défini 
* \ i = o 1 Ô Z j / 

par d*'.}' Q~ . On conclut comme précédemment. 

Remarque : 3.6 est un avatar de résultats apparaissant dans (["Hg]» 

[ Z 3 ] , [C.S]). 

3.8 Remarque : On déduit de 3.6 que les conditions de Whitney, qui dépen

dent a priori du choix du plongement local en x : X c Y x Œ n + \ n'en dépendent 

en fait pas. 

3.9 Théorème : Soit G : (X,x) -• ( B , 0 ) un représentant d'un germe de dé

formation d'une hypersurface à singularité isolée (X O,X Q)C(Œ
N +*,0), muni 

d'une section o telle que X - o ( D ) soit lisse sur D . Si = ^ Xt^ ' °" 

X ^ = G~^(t), est indépendant de t £ B , le couple de strates ( X - c ( D ) , o(D)) 

satisfait les conditions de Whitney en tout point de o(D) . 

Démonstration : Choisissons un plongement 

v r v _ „n+1 
X * — > D x Œ 

ID 

tel que o(B) = I) x { 0 } , et une équation F ( Z q , . . ., z^ , t) = 0 pour X dans 

_ _n+1 
I) x Œ 

D'après 3 . 5 , il nous faut montrer que 

V(l^C>x)x> 1 
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et 

W 1 ( ^ ) 4 ̂  ' 

- *•(&. Ir)0* 
Ч' = ( z o ' - - - ' Z n ) ( > X 

mais pour t £ , nous aurons 

v(ffox)0(t) >
1 e t ^'.v((

zzi^:)^)a(t)

 > 1 

puisque d'après un théorème de Whitney [W], les conditions de Whitney sont 

satisfaites à l'extérieur d'un fermé analytique strict de chaque strate. 

Mais puisque jî  est constant (t £ B ) , les idéaux 0' et ^'.0' sont equimulti

ples pour X-»B au sens de 3.1 

(en effet, e±0^) = v[n+1)
 + d t a P r e s 1 - 5 > e t 

e t ( ^ . ^ ) = Z (?) + + H ^ 1 ^ d'après 1.8. Il suffit maintenant d'appli-

i = o 

quer 3.3. 

3.10 Remarque : Soit * £ = ( • — - — f . . . , j 0 n + i • S i ^ t ^ ^ e s t c o n s t a n t , 

\ o n / DxŒ 

l'idéal "J- est equimultiple. D'autre part, pour t £ B * , o(B) est au voisina

ge de o(t) une "bonne stratification" au sens de Le Dung Trang (Thèse, Paris 

VII, 1971) voit aussi [H.L], c'est-à-dire que pour toute suite de points 

P i ^ B x Œ n + ^ - B x {0} convergeant vers o(t), la direction limite des hyper-

plans tangents aux points p^ à 1'hypersurface de niveau F(Z Q,..., z ^ ,t) = F(p^) 

contient TJJ^ o(t) * ^ e P e u * s e t r a d u i r e , comme dans 3.6 par : 

V*Ho<t> > 1 

d'où, grâce à 3.3 : 

Si H ^ n + 1 ^ est indépendant de t £ I) , ĵ|f̂ Jx > 1 > i , e - c^1*) est une strate 
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d'une bonne stratification pour X. Cette implication avait été démontrée dif

féremment par Le Dung Trang et K. Saito (non publié)? 

3.11 Remarque : On renvoie à [T], ou à la partie sur la géométrie du 

discriminant des déformations universelles, pour des éclaircissements sur 

les conditions d'existence de a. 

3.12 Remarque : D'après le théorème de Thom et Mather (cf. [E. M. S.] et 

[Ma]), si (•X-o(D), G ( B ) ) satisfait les conditions de Whitney, on peut 

trouver un homéomorphisme compatible avec G : 

( X , D x Œ n + 1 ) ^ ( B x X o , » x l C n + 1 ) 

c'est-à-dire que la déformation G est topologiquement triviale. 

*** 

* L© me dit que ce résultat avait aussi été démontré par J. P. G. Henry par 

une autre méthode encore. 
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CHAPITRE III 

§ 1. Sur la géométrie du discriminant de morphismes stables 

Soit ( X Q , X q ) un germe d'espace analytique à singularité isolée ; on 

rappelle qu'une déformation de ( X Q , X q ) est un carré cartésien pointé : 

(X ,x )c >(X,x) 
o o 

G 

{s} c »(S,s) 

où G est plat. Pour nous, ce sera toujours un représentant "suffisamment pe

tit"* d'un carré cartésien de germes, et de plus, par abus nous dirons sou

vent que G est la déformation. Un morphisme de déformations est un morphisme 

de carrés induisant l'identité de (X ,x ) . 

o o 
La théorie du complexe cotangent (cf. [Tj], [ s ] , [Be]) nous permet d'associer 

, 1 2 
de façon fonctorielle à une déformation des (^-Modules cohérents T ^ g , Tyyg 

dont le support est le lieu critique, ou lieu de non-lissité, de G 

r 1 1 

| T x y g ( x ) = T x est l'espace vectoriel des classes d'isomorphisme de défor-

o , X o 

mations infinitésimales (de base l'espace des nombres duaux) de ( X O , X Q ) J , et 

un homomorphisme de 0 c-Modules 

9 G = °S - T X / S • 

Une déformation verselle (resp. semi-universelle, ou miniversette) de 

(X ,x ) est une déformation telle que toute autre déformation en provienne 
o 7 o 

(à isomorphisme près) par changement de base (resp. de plus, l'application 

Le lecteur n'aura aucun mal k donner un sens à cette expression pour 

chaque assertion. 
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tangente de Zariski au changement de base est uniquement déterminée). L'exis

tence d'une déformation miniverselle pour toute singularité isolée a été dé

montrée par Grauert ([G]) après avoir été démontrée par G. N. Tjurina ([Tj]) 

dans le cas où (X ,x ) est une singularité isolée d'intersection complète (ce 
o o 

2 
qui entraîne T ^ x = ^ " 

o1 o 

Nous nous restreignons ici au cas d'intersection complète à singularité iso

lée. Une déformation G est alors verselle (resp. miniverselle) si et seulement 

1 V 1 
si Q_,(s) : ù (s) = E -» T est surjective (resp. un isomorphisme) . Une 

Kl O O » S A , X 
* o' O 

déformation verselle dont la base est lisse est un morphisme stable et plat 

d'espaces lisses, produit d'une déformation miniverselle par l'identité d'un 

espace lisse. En particulier, une déformation miniverselle est un morphisme 

stable et plat d'espaces lisses et deux déformations miniverselles sont iso

morphes grâce au théorème des fonctions implicites. Réciproquement, un germe 

de morphisme stable et plat d'espaces lisses est un germe de déformation ver

selle pour sa fibre, qui est alors nécessairement un germe d'intersection 

complète à singularité isolée*. La dimension de la base d'une déformation 

miniverselle est T (X ) = dim_, T* 
X o (L X . X 
o o* o 

2. Ouverture de la versalité "dans la base" : 

Soit G : (X,x) (S,s) un germe de déformation d'un germe d'intersec

tion complète à singularité isolée ( X O , X q ) . D'après le théorème de prépara

tion de Weierstrass, pour un représentant suffisamment petit de G, le lieu 

critique C de G sera fini sur S. 

2.1 Théorème : Si G est verselle, pour un représentant suffisamment petit, 

on a : 

— 1 

pour tout point s ' € S , si la fibre X G , = G (s f) a k point singuliers x ^ s ' ) 

( l £ i £ k ) (i.e., #(G~*(s ' ) fi C) = k ) , on a au voisinage de s' une décomposition 

* Geci n'est pas du tout formel, et résulte du théorème de Mather sur l'équi

valence de la stabilité infinitésimale et de la stabilité (voir [Be]). 

- 338 -



CYCLES ÉVANESCENTS, SECTIONS PLANES... 

(non canonique) de S en produit : 

S = SA x . . , x S. xffi* où t = dim S - 2 f / , \ (X , ) 
1 k x^(s') s' 

telle qu'au voisinage de x.(s'), G soit isomorphe à : 

id(S J x ... x id(S. J x G . x i d f S . , ) x . . . x id(S, ) x i d ( Œ T ) : 
1 î-l i î+l k 

S„ x ... x S. , x X. x S. . x ... x S. x — » S„ x ... x S. „ x S. x S. „ x ... x S. x C * 
1 î-l i î+l k 1 î-l i î+l k 

où G. : X.-»S. est déformation mini verseile de la singularité isolée d'inter-
î i i 

section complète (X f,x.(s')). 
s 1 i 

Démonstration : Nous pouvons supposer le lieu critique C fini sur S, et 

1 * \ 
donc G „ T V / C est un 0 -Module cohérent grâce au théorème des images directes 

de Grauert. G étant verselle, Qr(s) est surjective, donc aussi Qr grâce à 

Ci Kx , S 

Nakayama, et enfin 0ç(s') aussi, pour tout s ' ç S , quitte à rétrécir le repré-

1 k 1 

sentant du germe de G en x choisi. Mais G (T , )(s') = © T Y t i\ 

et nous pouvons écrire une suite exacte d'espaces vectoriels : 

i v e r (
s ' ) k i 

O - + T - , q s ( S . ) J > © T £ _>o 

i = l s 1 7 i 

où T est de dimension t. 

Mais ceci nous donne une décomposition non canonique : 

l y / k 1 
Q (s') f& T © ( © T v / f x ) . Il suffit maintenant de remarquer que S étant 

S i = l X s » ' X i U ; 

lisse, une telle décomposition peut se réaliser, grâce à l'intégration de 

champs de vecteurs holomorphes, par une décomposition en produit de S au voi

sinage de s', qui aura la propriété annoncée dans le proposition, parce que 

$ç(s') n'est autre que la somme directe des 9 asssociés au germe de G en cha

cun des points x^(s'). 
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En particulier, ceci montre que le germe de G en chacun des x^(s') est défor

mation verselle de (X ,,x.(s f)). 

s ' i 

3. Discriminant d'une déformation : 

3\ 1 Commençons par rappeler la construction de la déformation miniver

selle d'une intersection complète à singularité isolée ( X ,x ) c z ( Œ n + * , 0 ) , 

o o 

(cf. [Tj]). Posons ^ = 0„ +i/<
fi'"-> f

k>
 o ù ^ „ + l

B | { V - ' Z n } ' e t 

0 0 k 
dim X q = n + 1 - k. Soit N le sous-module de Q-^ x engendré par les éléments 
ô f X ° / ° s f i a f k \ . °'X° 1 

= IT , . . ., à — (coordonnées dans la base canonique). T__ est 
d z i \ ° zi 0 z i / o , X o 

@S /N . C'est un espace vectoriel de dimension T = T ( X ) . On choisit dans 
X ,x / r x o 
o7 o/ o 

k 1 
O 1 T éléments g. (=(g. g. ) l^i^T dont les images dans T en 

n+1 X X . X X « K. X • x 

' ' o' o 

forment une base. 

On peut choisir pour les k premiers g^= (0,...,0, -1,0 , . . ., 0) l^i^k (-1 à 

la i-ème place). 

On considère l'intersection complète dans Œ n +*xffi T définie par 
T 

F.(z,...,z , t. , . . . , t. , t. „,...,t) = f.(z,...,z) + S t.. g. . (z ..... z >=0 
x o' ' n ' 1' ' k* k+1' T x o' * n j 3,i o* ' n 

(l^i^k). 

La restriction à X de la deuxième projection ffin+*xŒT-»ŒT est déformation 

miniverselle de (X ,x ) . 

o 7 o 

Si l'on a choisi g^j.-.jg^ comme il l'a été indiqué plus haut, on voit que 

l'on peut aussi écrire la déformation miniverselle de 

( X O , X q ) : G : ( Œ
n + 1 x Œ T " k , 0 ) ( f f k x Œ T " k , 0 ) où G est défini par T (t. oG = F. = f.(z ,...,z )+ E t.g..(z ,...,z ) lsîi^k 

i r o' n j = k + 1 a V o' 

t. o G = t. k+l^i^r 

x x 

(Ceci revient à écrire G comme déploiement au sens de [Th] de l'application 

Œ N + 1 - » Œ K définie par les (l^i^k) ) . 
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Toute déformation G: (X,x)-.(S,s) de (X ,x ) peut se factoriser : 

(X,x)c—>(Sx C n + 1 , s x 0) 

(S,s) 

X étant défini dans S x i n + 1 par k équations F. = 0 (F. ç r>r fz ,...,z "L 

l^i^k). Le sous-espace critique C de G est par définition le sous-espace de X 

a (F F ) \ 
défini par l'idéal engendré par les det -r-? 7 (i i > ••• » ii_)c(0, ... ,n) . 

\ x l l k / 
Le lieu critique est le réduit du sous-espace critique). 
[Si l'on préfère, l'idéal définissant C est le (n+1-k)-ième idéal de Fitting 

d e " x / s l -

3.2 Définition : Soient G : X -» S une déformation de (X ,x ) et C le sous-
o o 

espace critique de G. Le discriminant de G sera défini comme suit : 

Nous choisissons (pour un représentant assez petit de G, bien sûr) une pré

sentation du <3 c-Module cohérent G & 

Oq

s --U> OP

s---GsOC --- o 

le discriminant est le sous-espace D̂ , de S défini par l'idéal engendré par 

les px p mineurs extraits de la matrice donnant U (disons dans la base 

canonique de 0« et (3?). On vérifie facilement que cet idéal ne dépend pas du 

choix de la présentation. [Si l'on préfère, nous avons défini le discriminant 

par le O-ième idéal de Fitting de Gjy r i.e. comme "image directe analytique" 

de C ] . 

3.3 Remarque : La définition du discriminant est compatible au changement 
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de base [c'est-à-dire que si l'on fait un changement de base : 

X' >X 

G' • G 

S' »S 

-1 

le discriminant D̂ , f de G' est cp (D^,) (comme espace analytique)]. En effet, 

la formation du sous-espace critique l'est, celle de G^ aussi, ainsi que celle 

de l'idéal de Fitting*. 

3.4 Proposition : Le discriminant d'une déformation "assez petite" 

G : (X,x)-» (S rs) est défini par un idéal principal ; si G est verseile, le 

discriminant est une hypersurface réduite de S. 

Démonstration : Puisque la formation du discriminant commute au changement 

de base, il suffit de montrer le résultat quand G est miniverselle. On utili

se le fait démontré par Saito dans son exposé "Algebraic Computation of Mono-

dromy", que 0 est un Q -module de codimension homologique T - 1 (et 

C , X o j S 
d i m C = T - 1 ) . S étant lisse, Q est un 0 -module de dimension homologique 

L>, x o , s 
1, i.e. pour un représentant suffisamment petit de G, on a une présentation : 

o ---> Oq'

s --U> OP

s---> G*OC ---> o 

et puisque dim^ G ^ 0 ^ < d i m S , p' = p , et l'idéal du discriminant est l'idéal 

S 

de 0 O engendré par ô„ = det M où M = (m. .) est la matrice décrivant U, disons 
S G i j 

dans la base canonique de . D_ est donc bien une hypersurface de S. Pour 

montrer que D̂ , est réduite, il suffit de voir (par exemple en appliquant la 

* La définition du discriminant utilisée ici est différente de celle utilisée 

par Saito (voir son exposé "Algebraic Computation of Monodromy") qui elle, 

n'est pas compatible au changement de base, mais a d'autres avantages. 
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théorie des variétés de symbole de Boardman)*qu 1 à l'extérieur d'un sous-espa

ce analytique nulle part dense de C, les points de C sont des points singu

liers du type'Quadratique ordinaire" de leur fibre, (i.e. à un changement de 

coordonnées près, on peut prendre pour équations locales de la fibre : 

n 2 
z = = z, _ = 0 et £ z. = 0 ) . Le discriminant de la déformation semi-univer-
o k-2 . . « i 

i=k-l 

selle d'une telle singularité est évidemment réduit. D'autre part, on peut 

faire la : 

3.5 Remarque : Soit G : (X,x) -» (S,s) une déformation verselle, et soit £ 

un sous-espace analytique fermé du sous-espace critique C de G, défini par 

des conditions concentrées en chaque point singulier d'une fibre dé G. Posons 

A=Çfc(l])« Si s' £ A est tel que la fibre X g l ait k points singuliers x ^ s ' ) 

l^i^k, on a au voisinage de s' une décomposition de A : 

A = y A. 
i=l 1 

où 

A. = S„ x ... x S. « x A- x S. . x ... x S. x Œ 
i 1 î-l i î+l k 

(notations de 2 . 1 ) 

et A . c S . est G..(v.) où G. : X.-»S. est la déformation mini verselle de 
i i 1 * ^ 1 i l l 

(X_.,x.(s 1)), et £. le sous-espace analytique de X. défini par les conditions 

S ' i l i 

définissant £. (G^désigne l'image directe analytique). 

Ceci résulte immédiatement de 2 . 1 . 

En particulier, il existe un ouvert analytique partout dense de A tel qu'au*-

dessus d'un point de cet ouvert il y ait un seul point de £, (puisque A doit 

être irréductible en tout point d'un ouvert partout dense). La proposition 

résulte de ce qui précède, et de la remarque 3 . 4 appliqué à C. 

que nous ne rappellerons pas : voir [Be], [T] 
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4. Nous nous restreignons à partir de maintenant au cas ou 

( X Q , X q ) c ( Œ n + * , 0 ) est une hypersurface. 

On peut alors écrire la déformation miniverselle de ( X ,x ) comme suit : 
* o 7 o 

G : (X,x) = ( Œ n + 1 x Œ m , 0 ) > ( Œ x Œ m , 0 ) = (S,s) 

où, f(z ,...,z ) = 0 étant une équation pour ( X ,x ) , (z ,...,z ) coordonnées 
9 o 7 7 n ^ r o 7 o 7 o 7 7 n 

sur ffln+\ t t coordonnées sur Œ™, et t sur Œ : 
9 l 7 7 m 7 o 

m 
t oG = F(z , ... , z , t „, ... , t ) = f(z , ... , z )+ S t. .g.(z ,...,z ) 
o o 7 9 n 7 l 7 7 m o9 7 n . „ i °i o 7 7 n 

i = l 

t. o G = t. l^i<m 
i l 

où les classes des dans Œ{z q , . . ., z^}y / | f , > • • • > J > (l^i^m) jointes 

à 1, forment une base de ce quotient comme espace vectoriel sur Œ. 

(m = T (X ) - 1 ) . 
x o 
° ... _ , . / ô F ÔF \ , «n+1 m 

Le sous-espace critique C est défini par : j =1- , • • "§ J dans Œ x Œ . 

\ Ô Z o Z n / 

4.1 Le sous-espace critique C de G est lisse, et n : C-»D, restriction 

de G, est la normalisation de D. 

En effet, C n'est autre que la strate de Boardman E n + 1 ( G ) , et G est stable 

(cf. [Be]), de plus, n est biméromorphe d'après 3.4 et le fait évident que le 

sous-es^ace critique d'une déformation verselle de singularité quadratique 

n 2 

( E z. = 0) est isomorphe au discriminant) C étant lisse est normal, et donc 
i=o 

normalisation de D. 

4.2 Remarque : C étant lisse est irréductible, et donc D est analytique-

ment irréductible en S. 
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4.3 (Brieskorn-Pham) La multiplicité^ (D) de D en S est H n + ^ x

0 ^ ' 
o 

Preuve (Comparer à [P]) : Comme nous avons pris soin de définir D comme 

image directe analytique, nous pouvons appliquer la formule de projection de&-

multiplicités ([Se]). La multiplicité^ (D), multiplicité de m dans 0 

S D , S L), S 

est égale à la multiplicité de m . 0_ dans 0 

D, S C yX. C , X 
0 r ' ^C x / m D s * ̂ C x = Œ { z

0 ' ' ' ' , z n ^ / ^ f ' ^ f ^ e t P u i s ( l u e c e s t lisse, il est 

facile de montrer (en construisant les deux idéaux évidents dans 

^C x ^ Z o , , , , , Z n ^ ° n * d e S ^o^ients isomorphes, donc même multiplicité, et 

qui ont d'autre part pour multiplicités respectives celle de m . 0 et 
u, s O , X 

celle de (f,j(f))Cfz ,...,z }) que la multiplicité de m . 0 est celle 

O n D , S L) , S 

de (f,j(f)) dans Œ { z o , . . . , z n } , donc u ^ n + 1 } ( X q ) . (ch. I, 1.1). 
o 

4.4 Le cône tangent C^ g à D en s a pour équation = 0 dans 

gr S = gr Cft ,...,t } = ffi[T ,...,T ] (où u = u
( n + 1 ) ( X ) . 

6 s o 1 o' 9 m J L o' ' m J r *x o 
n 

Démonstration : L'ensemble sous-jacent |C D g | doit être contenu dans l'ima

ge de l'application tangente à G restreinte à C. Or, si nous prenons c ' ç C 

de coordonnées (Z Q, . . . , Z r , t ̂ , . . . , t m> posant s' = n(c')€D, l'image en question 

est l'hyperplan d'équation : 

m 

4.4.1 T - t = Z g.(z ,...,z )(T.-t.) 
o o ^ & i o' 9 n 1 1 

où 

t = F(z ,...,z , t ,...,t ) 

o o' ' n ' V ' m 

Or, g.(z o,...,z n)£ (z o,...,z n) ff{zo,...,zn} (l<;i<nn) (cf. 4 ) , i.e. 

g.(0.. 0) = 0. De même, F(0) = 0. Puisque | c | est de dimension m, | c | ne 

peut être que l'hyperplan T q = 0 . Mais C^ g doit être une hypersurface de mul-
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tiplicité SLR (D) s p. 

4.5 Corollaire : En tout point s ' £ D, si k est le nombre d'éléments de 

n (s'), i.e. x^(s') (l^i^k) sont les points singuliers de X s , , D est ré-

union de k composantes irréductibles , indexées par n (s'), la multiplici

té de D. est H ^ Î ^ I N ^ X , ) . Le cône tangent C^ , est réunion de k hyper-

î 'x^(s') s' ° D,s' J ^ 

plans multiples en position générale, C , = U C£ , chaque hyperplan 
D s . = 1 D.,s 

3tant compté avec la multiplicité j!̂  = ̂ x(sVXs'^ e* = SKg t (D) . 

i 

)émonstrati on : Evident d'après ce qui précède et 3.5 appliqué à C. 

5. Nous allons maintenant chercher à étudier un peu les singularités 

de D. Remarquons que sauf dans le cas ji^ n +"^(X ) = 1, qui correspond à une sin-

" 2 X o ° 
gularite quadratique 2 z. = 0, D est effectivement singulier. Comme sa nor-

i=o 

malisation est lisse, D n'est pas normal,et la codimension du lieu singulier 

S(D) dans D est donc 1. Il est intéressant de savoir quelles singularités se 

présentent aux points généraux des composantes de codimension 1 dans D de 

S(D), parce que cela permet d'avoir des rensignements sur le groupe fondamen

tal local de S - D en s. Or, D est enveloppe d'une famille à n+1 paramètres 

d'hyperplans de S, comme il est écrit en 4. Nous nous attendons donc à des 

arêtes de rebroussement, et à des intersections de nappes lisses, et ne serons 

pas surpris par la : 

5.1 Proposition : Il existe un ouvert analytique partout dense U de S(D), 

tel que si s ' ç U , D soit isomorphe au voisinage de s', soit au produit d'un 

cusp par ff (t= dim S ) , soit au produit de la reunion de deux droites en 

2 T-2 
position générale de C , par <£ 

Démonstration : Remarquons tout d'abord que nous avons dans C un sous-espa

ce de codimension 1, défini par l'idéal H z(F).0^ où 
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/ à 2 F \ 
H (F) = det r— s—r est le hessien relatif. Ce sous-espace sera noté 

l ô z i 3 z j / 
gn+1,1^ C e n'est autre que l'adhérence dans C de la strate de Boardman 

nous fournira donc des composantes de codimension 

1 dans D du lieu singulier S(D) (en fait, S n + A , x , et donc K, est irréductible). 

Or, un point de £ n + A , A est un point du type cusp dans sa fibre, (i.e. la fibre 
> , 3 n 2 

est localement isomorphe à une singularité d'équation : z + E z. = 0) et 
i = l 1 

une telle singularité a pour déformation miniverselle : Œ n + x Œ->Cx I : 
n 2 3 

t o G = 2 z. + z + t, z : 

O . „ 1 o 1 o 7 

1 = 1 

t, o G = t, 
1 1 

3 2 » 
son discriminant a pour équation 4t^ + 27t Q = 0, c'est à dire encore un cusp. 

Au voisinage d'un point général de K (et même en tout point d'un ouvert ana

lytique partout dense de K ) , D sera donc isomorphe au produit d'un cusp par 

un espace lisse. 

Or, en un point général d'une composante irréductible de S(D) (même en tout 

point d'un ouvert analytique dense), ou bien D est irréductible, ou bien non 

Si D est irréductible, il s'écrit localement (cf. 3.4, 4.4) 

D = D 1 x Œ T % 1 où D 1 c Œ * 1 et S(D) = S ( D ^ x Œ T " T 1 , or si t . ^ 3 , d'après ce qu: 

précède, S(D^) contient des points-cusp. Si r̂ = 2, est un cusp, comme on 1< 

vérifie facilement : les seules singularités d'hypersurface pour lesquelles 

t (X ) = 2 sont celles du type cusp. Ceci montre qu'une composante irréducti-

o 

ble de codimension 1 de S(D), en un point général de laquelle D est irréduc

tible, est contenue dans K, et est donc une composante de K. A l'extérieur 

d'un fermé analytique strict d'une telle composante, D sera donc localement 
t-2 * , 

isomorphe au produit d'un cusp par Œ . Il nous reste a étudier les composai 

santés de codimension 1 de S(D) au point général desquelles D est réductible, 

A l'extérieur d'un fermé analytique strict d'une telle composante, D est nor-
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malement plat le long de S(D) , et donc l'espace tangent à S(D) „ (de dimen-

red red 

si on T-2) contenu dans l'intersection des cônes tangents aux d*fiérentes com

posantes irréductibles de D, qui sont des hyperplans en position générale (4.4). 

Ceci limite le nombre des composantes irréductibles de D à 2, et 1'irréducibi-

lité locale de S(D) fait le reste, en montrant que chaque composante de D 

doit être lisse. 

5.2 Corollaire : (Toujours pour un représentant assez petit de G ) . Pour un 

2-plan général H de S, (en particulier ne passant par s) Hf|D est une courbe 

irréductible n'ayant comme singularités que des cusps et des points doubles 

ordinaires, (et par un argument facile de platitude, le nombre k des cusps et 

le nombre d des points doubles ne dépendent pas du H général choisi, et sont 

donc des invariants analytiques de (X O,X Q). NOUS allons chercher de l'infor

mation sur k et d. Rappelons d'abord : 

5.3 Proposition ( < — Weierstrass) : On peut toujours écrire pour équation 

d'une singularité isolée d'hypersurface (X Q,X Q)C(Œ
n +*,0), dans des coordon

nées bien choisies : 

2 2 
f(z ,...,z ) = f(z , . . . , z. ) + z. „ + . . . + z = 0 

o' 7 n o* ' k k+1 n 

où f(Z q,...,z^)£ (Zq,...,z^)^ définit une singularité isolée d'hypersurface 

(X O,X Q) *,0) uniquement déterminée par (X O,X q), appelée "singularité ré

siduelle" . 

5.4 Remarque : On vérifie facilement que (X ) = T (X ) , u ~ (X ) = u (X ) , 
3 — x o x o *x o x o ' 

o o ^ ^ o o 
et que le discriminant de la déformation miniverselle de (X ,x ) est celui 

^ o o 

de celle de (X O,X q). Pour l'étude de ces discriminants, on peut donc toujours 

supposer que f(z ,...,z n) est d'ordre au moins 3. On vérifie non moins 

facilement que si le symbole de (X ,x ) est (n+1,i_,..;,i ) , 

^ o o 2 7 s 
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celui de (X ,x ) est (i , i , i , . . ., i ) . 

O O 6à Cà O S 

5.5 Proposition : Soit (X ,x ) c ( Œ n + 1 , 0 ) donnée par f(z ,...,z ) = 0. Soit 
c o o o n 

/ a 2 f » 
H(f) = det a i — le hessien de f. j(f) désigne comme toujours la ferme-

oz. oz. 
\ 1 Jfdf df \ 

ture intégrale de ^ F . . ., ̂ - ON+ dans O 

\ o n / 

Les conditions suivantes sont équivalentes : 

D H(f ) i"jTfT 

2) le symbole de ( X Q , X q ) est : (n+1,1,...,1) 

3) (X ,x ) est du type kg , i.e. isomorphe à une singularité d'équa-

O O -v-

tion z + y zv = 0. 
° i=l 1 

Démonstration : 1) => 2) : si le symbole de ( X Q , X q ) n'est pas (n+1,1, ..., 1), 

par définition, tous les n x n mineurs de la matrice [ r r — I s'annulent 

\ 3 z i â z d / 
à l'originel On applique <0,5.2) à l'application Œ n + * -» ffn+* définie par les 

-s r. ^ 
, et on en tire H(f ) £ j(f ) . 

i 

2) => 3) résulte de 5.4 : si dans (n+1,1, . . . , 1) il y a 

/-1 fois 1, la singularité résiduelle aura pour symbole (l,,..,l) ^ fois, et 

ne peut donc être que z ^ + * = 0 . 

3) 1) est clair. 

5.6 Proposition : Le nombre k des cusps apparaissant dans la section 

2-plane générique du discriminant d'une déformation verselle de singularité 

isolée d'hypersurface ( X Q , X Q ) C ( Œ n + 1 , 0 ) est la multiplicité du sous-espace K 

introduit en 5.1 à l'origine, si ( X Q , X q ) n'est pas du type A ^ , 

k ^ u ( N + 1 ) ( X ) . Si (X ,x ) est du type A . , k = ̂ -l (= u ( N + 1 ) ( X ) - 1) . 
x o o o R X x o 
o o 

Démonstration : La première partie de l'assertion résulte de 5.1 : le 

nombre de points de KflH, pour un 2-plan général H,n'est autre que 3Jig(K). 

D'autre part, d'après 3.4, la restriction G | s n + ^ ' ^ : S n + 1 , 1 - . K est un morphis-
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me biméromorphe. Comme en 4 . 2 , la formule des projections montre que 9Jls(K) 

est la multiplicité de l'idéal j (f ) . C { Z q , . . . ,z n}/H(f ) dans Œ { Z Q , . . ., z^/wiî ), 
n 

c'est-à-dire le coefficient de -̂7 dans le polynOme avec lequel coïncide, pour 

v assez grand, dim 0 / n V + (h) où l'on a posé n = j(f), 

h = H(f) = det 
S 2 f 

dz^ 3z. n+1 o ' 7 n 

Or, nous pouvons considérer la suite exacte : 

0_>((n + h)
v : h)/( n + (h))

v _ 1 -^O n + 1/(n + (h))
v _ 1 •O n + 1/(n+ (h))

v — N 

C _ o n + 1 / „ V ( h > _*> 

et posant F(v) = dimffi 0 n + 1 y / ( n + ( h ) ) v , la formule d'additivité des longueurs 

nous donne : 

d i m f f i 0 n + 1 / / n

V + (h) = F(v) - F ( v - 1 ) + dim Œ ( (n + h ) V : h ) / ( n + ( h ) )
V ~ 1 

n 

or, le coefficient de ~ - dans F(v) - F(v - 1 ) n'est autre que la multiplicité 

de l'idéal n + (h). On trouve donc bien : 

k ^ multiplicité de ( n+ (h)) 

et si ( X Q , X q ) n'est pas du type kg , h est entier sur n, ( 5 . 5 ) , et la multi

plicité de ( n + ( h ) ) est donc celle de n, i.e. u ( N + 1 ) ( X ) ( 0 , 0 . 6 ; 0 , 1 . 1 ) . 

o 
Si ( X ,x ) est du type A / , un calcul direct (en se ramenant au cas z = 0 

o o * 7 o 

par 5 . 4 ) montre que k = 1. 

5. 7 Lemme : Soit G : ( Œ n + 1 x Œ m , 0 ) •-• (Œ x Œ m, 0 ) déformation miniverselle de 

( X Q , X q ) c ( Œ
n + * , 0 ) . Soit D c Œ x Œ m le discriminant de G. On peut choisir comme 

équation pour D : 
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ô(t , . . . ,t ) = t P + a, At.,...,t )t , 1" 1+ ... + a (t.,...,t ) = 0 
o9 9 m o l9 9 m o o l9 9 m 

ou u = u (X ) . 
n rx o 

o 

Ceci est le théorème de préparation de Weierstrass, joint au fait que la pro

jection de D sur Œ m est transverse (grâce à 4.3). 

5.8 De plus, pour toute suite de points s, € D tendant vers s, les di

rections des hyperplans formant le cône tangent C (4.4) tendent toutes 

u, s. 
vers la direction T = 0 (T = in t G ŒTT , . . . ,T ])• Ceci se lit en 4.3.1, 

o o o o L o 7 7 m J 

5.9 Corollaire : Notons j 1 (ô) 1 1 idéal [ J 0 D , 

a* \ o m / 
j'(ô ) .0„ = 7 r . O r est inversible. 

En effet, 5.8 signifie en particulier que les quotients — /-rr— restent 
ô t i / ô o 

bornés sur D au voisinage de s. Puisque C -» D est la normalisation, la proprié

té fondamentale des espaces normaux nous dit que ces quotients deviennent ho-

lomorphes sur C. On peut donc aussi dire que n : C-» D est l'éclatement de 

j f(ô).(> D suivi de normalisation. 

5.10 Lemme : Soit ( D , 0 ) c ( Œ x Œ m,0) une hypersurface réduite, telle que 

Œ x { 0 ) £ D . Soit n i (D,0) -> (Œ m,0) la projection, et soit ( A , 0) c (ffim, 0) le dis

criminant correspondant, (i.e. celui d'un polynôme de Weierstrass décrivant 

la situation). Notons 9J^(D) la multiplicité d'intersection de D avec Œ x {0} 

en 0 (i.e. le degré du polynôme de Weierstrass) et u le nombre de Milnor de 

l'intersection de D avec un 2-plan général de Œx ffim contenant Œ x {0}. On a 

pour la multiplicité de A : 

3Jî o(A) = H + ^ t D ) - 1 . 

En particulier, si D est une courbe plane, A est l'origine de Œ, comptée avec 

(2) 
la multiplicité \iQ (D)+3JÎ^(D)- 1. Dans le cas général, si n est transverse, 
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JI = \x Q (D), au sens de ch. I , 1.5), i.e. nombre de Milnor de l'intersection 

de D avec un 2-plan général de ( Œ x Œ m , 0 ) . 

Démonstration : Il suffit de remarquer que TlQ(à) est le nombre d'intersec

tion de A en 0 avec une droite générale (X,0) c (Œ m,0) , que ceci est encore, 

puisque la formation du discriminant commute au changement de base, le dis

criminant du morphisme ((Œxi)f| V,0)-—>(t,0) , et d'appliquer à ce dernier 

(ch. I I , 1.2). 

5.11 Exercice : Montrer qu'une projection transverse d'un cusp (resp. 

point double ordinaire) sur une droite, donne pour discriminant l'origine 

comptée avec multiplicité 3 (resp. 2) 

5.12 Proposition : Soit D c Œ x le discriminant de la déformation mini

verselle G : (X,x)-» (Œ x ffm,0) d'une singularité isolée d'hypersurf ace 

( X Q , X q ) c= ( Œ
n + 1 , 0 ) . Soit -n : (D,0)-* (Œ m,0) la projection, soit ( A , 0 ) son dis

criminant. Si 3 J I Q ( A ) est la multiplicité : 

9EJÎ ( A ) = 3k + 2d 
o 

où k (resp. d) est le nombre de cusps (resp. croisements ordinaires) que l'on 

trouve en coupant D par un 2-plan général. 

Démonstration : Grâce à 5.8, au voisinage de 0, les seuls points critiques 

de 7i sont les points singuliers de D. A est donc l'image de S(D). On peut 

calculer 9 0 ^ ( A ) en coupant A par une droite générale L de Œ m ne passant paS p a r 

l'origine, et en comptant les points d'intersection de L avec A (avec multi

plicité). Mais L x Œ va couper D selon une courbe n'ayant que des cusps et 

points doubles, et L f| A est le discriminant de (Lx I) f] D - A L . Or, chaque 

cusp contribue un point de multiplicité 3, chaque croisement multiplicité 2, 
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d'après 5.12 (K est transverse, grâce à 5.8). 

5.13 Remarque : Ici, et dans 5.10, nous avons utilisé le fait que si x est 

transverse, une projection "voisine" le reste, et donne le même 3 K (A) j dans 

^ ( 2 ) 

5.10, pour affirmer que,si x est transverse, \± = (D) , et ici pour supposer 

que les cusps et croisements de (LxŒ)HD ont des images distinctes dans L. 

~ (2) / N 

5.14 Corollaire : Posant ji = fiQ (D), nombre de Milnor de la section de D 

par un 2-plan général de (ffxŒ m,0), et p. = T(>0 (D) = M
 1^ ( X q ) , on a : 
o 

W 0(A) = 2d+ 3k = p + \i - 1 . 

5.15 Remarque : Si l'on considère G comme un déploiement de f : Œ n +*-»Œ, 

i.e. (cf. [Th]) G : Œ n + x Œ m Œ x Œ m est considéré comme une famille à m para

mètres de f onctions, |/\ | n ' est autre que l'ensemble de bifurcation de G, (i.e. 

l'ensemble des valeurs t = (t^, . . . ,t^) Ç Œ m telles que F^:(En+^-*Œ donnée par 

t = F(z , . . . , Z , t„,...,t ) n'ait pas u. points critiques quadratiques à va-
o o ' n 1 7 m 

leurs distinctes). Il est donc intéressant à plus d'un titre d'évaluer ̂ ( A ) . 

5.16 Proposition : On a l'inégalité 

( 9 C M A ) = ) 2d+ 3k ;> \x2 - 1 . 

Il s'agit de minorer |i. La preuve repose sur le : 

2 
5.16.1 Lemme : Soit (T,0)c(Œ.,0) un germe de courbe plane irréductible. On 

a u ( 2 ) ( D ^ îUi (Dfa (T) - 1). o o o 

2 Démonstration : On choisit des coordonnées locales (z , z„) sur (JE ,Q)telles o 1 7 

que la projection de T sur l'axe des Z q soit transverse, et même que la droi-
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te z = 0 soit tangente à T en 0. (On rappelle que (T,0) étant irréductible 

(2) 
n'a qu'une tangente). Posons p. ( T) = jj. (F), 2R(r) désigne la multiplicité. On 

écrit grâce à 5.10 que le discriminant de la projection de T sur (z =0) est 

l'origine comptée avec multiplicité ô = j-i ( T) + DTK D - 1. Si maintenant on éclate 

2 

l'origine dans C , la transformée stricte F' de T a un seul point dont l'ima

ge est Oç r? correspondant à la direction = 0. On peut écrire T' dans les 
zi 

coordonnées locales = z q,
 z\-~ > e^ remarquer que la multiplicité d'inter-

o 

section de T' avec = 0 est encore 3DL(D . D'autre part, le discriminant de la 

projection de T' sur (z^ = 0) (projection qui n'est plus en général transverse) 

est l'origine (z^=z^ = 0) comptée avec multiplicité ô ' = ô - Tl(T) (3ft( T) _ i) . Ap

pliquent encore 5.11 à cette projection, il vient en vertu de la remarque 

faite : ô ' = u. (F ' )+ DJ1(F) - 1, et donc ji (T ' ) = ji (T) - 33t(D ($KD - 1) d'où l'inéga

lité cherchée. Nous allons maintenant minorer ji : Soit H un 2-plan général de (Œ x Œ ,0). 

Ecrivons (Df|H,0) = (T,0)c(H,0) et T= U T. , les F. étant irréductibles. 

i = l 1 1 

Notant 9J1. la multiplicité de T. , et (T. . T.) les nombres d'intersection en 0, 
i ^ i ' i j ' 

on a la formule classique (cf. par exemple [Ri^]) : 

i 
|i = Z u(r. ) + 2 z (T. . r .) -I + 1 

. . i . . i j 
i=l i<0 J 

puisque d'après 4.3 les courbes I\ ont toutes mêmes tangentes, 

(r. . T .) >DJL . 331. + 1, et d'après 5. 16. 1, \i (F. ) > SOL &l. - 1) . Il vient 
i j i j ' ̂  i i i 

ji > z an. GR. - i) + 2 z SN. . w. + f( t- i) - + i 

i = l K J 

d ' où 

- M \ 2 1 On 
H 2> E 3R. - S 2L +-t U - 2 ) + 1 

\ i=l X/ i=l 1 

mais Z Dî. = W (T) = u 
i = l 1 ° 
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d'où 

j r ^ p 2 - j ! + £ ( £ - 2 ) + l 

et SR ( A) = 2d + 3k s> \i2 + t (t - 2) 
o 

qui entraîne le résultat cherché. 

5.17 Remarque : L'application directe de (ch. II, 2.1) à T nous donne seu-

lement u ̂  (ji - 1) et donc 2d + 3k ̂  - 1) • 

5.18 Pour terminer, remarquons que les lieux discriminants D C Œ x Œ™ étu

diés ici sont saturés au sens de Zariski (voir ses exposés dans ce volume) ou 

au sens Lipschitzien de [P.T.]. En effet, le fait d'être saturé se décide aux 

points généraux de chaque composante de codimension 1 du lieu singulier (cf. 

[P.T.] et un cusp, ou un croisement ordinaire, est bien saturé. 

§ 2._ Géométrie du discriminant et équisingularité 

Au paragraphe précédent, nous arons étudié les singularités "généri

ques" du discriminant de la déformation miniverselle d'un germe d'hypersurfa-

ce à singularité isolée. En ce qui concerne les problèmes d'équisingularité, 

le rôle principal est au contraire tenu par les singularités "les pires" du 

discriminant. 

2.1 Définition : Soit (D,0)c (Œx Œ m,0) le discriminant de la déformation 

semi-universelle de (X ,x ) c ( Œ n + 1 n ) . Posant u. = u ^ n + ^ (X ,) nous avons vu 
o' o 7 x o 7 

o 

que la multiplicité à l'origine de D est fi. Nous appellerons "strate à £ 

^i 
constant", et noterons D l'espace analytique (réduit) des points de D qui 
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sont de multiplicité dans D. Pour un représentant assez petit de (D,0), 

(D ,0) est représenté par un sous-espace analytique fermé de D, strate de 
H* 

Samuel (cf. [L.T.]) (réduite) de 0 dans D. 

2.2 Remarque : Il résulte de (§ 1, 4.4) que les points de sont caracté

risés par la propriété suivante : si pour s'GD, x^(s f) l^i^k sont les points 

singuliers de la fibre X , de la déformation miniverselle, posant 
(n+1) V 

1 
on a : 

к 
s' <E D » z И- = H . 

H i = l 

2.3 Définition : Soit 

(X ,x )c »(X,x) 

o ' o 7 

D G 

{y}' »(Y,y) 

une déformation, à base réduite, de (X ,x ). 
7 9 o 7 o 

Nous dirons que G satisfait (ll̂ ) si pour tout représentant suffisamment petit, 

on a pour tout y' £ Y 

I H ( n : ^ ( x . ) = M ( n + 1 ) ( x ) 
i=i x i ( y } У xo ° 

où x^(y') sont les points singuliers de 1 a fibre , = G (y ?), 

2.4 Remarque : G satisfait (z ) si et seulement si l'application 

( X , y ) -» (Œ X Œ m, 0) dans la base de la déformation miniverselle de (X Q,X q) se 

factorise à tr avers (Du , 0) ̂  (Œx ï m , 0 ) . 
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2.5 Définition : Nous appellerons "strate à ji constant" et noterons D^ le 

sous-ensemble de D formé des points s' de D tels que la fibre X , ait un [i * |i H s 1 

seul point singulier. 

2.6 II a été montré dans [T] que 

1) D^ est un sous-espace analytique de D^ 

2) Si n : C -» D est la restriction de la déformation miniverselle 

G: (X,x) (Œx Œ m,0) a son lieu critique C, on peut écrire explicitement 

une section £ : D*-»C, i.e, n 1(D^) — — » D * est un isomorphisme. 

P P P 

2.7 Définition : Reprenons comme en 2.3. Nous dirons que G satisfait (E ) 
P 

ou que G est une déformation à u constant, si pour tout y' 6 Y, il existe un 

point singulier x(y') de X , tel que p ( ? + ^ (X ,) = u ( N + 1 ) ( X ) . 
& y' x(y) y 1 r x Q o 

2.8 Remarque : G satisfait (E^) si et seulement si le morphisme 

(Y,y) (ŒX Œ m,0) dans la base de la déformation miniverselle de (X Q,X q) se 

factorise à travers ( D 1 ^ ) ^ (Œx Œ m,0). 

Autrement dit, toute déformation à ji constant, de base réduite, est obtenue 

par changement de base (dont l'application tangente de Zariski est uniquement 

déterminée) à partir de la déformation G^ obtenue par le changement de base : 

(X ,x)c » (X,x) 

£ <V D G 

(D*,s) c >(s,s) (= (Œx Œ m,0)) 

où G est la déformation miniverselle de (X ,x ). 
o o 

De plus, la déformation "à p. constant miniverselle" G^ est munie d'une section 

1 1 
S telle que X - £(D ) soit lisse sur D ; il en sera donc de même pour toute 

H P P 

déformation à u constant. 
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2 . 9 Théorème ("vérité non démontrée" 4 . 2 de [T], démontrée grâce au théorè

me B de [Lg], voir aussi [La] et [ C . H . B . ] ) : Les assertions suivantes sont 

non seulement équivalentes, mais encore vraies : 

1 ) D * = i.e. la base de la déformation miniverselle à [i constant est la  

strate de Samuel (réduite) de l'origine dans D c (Œ x Œ M , 0 ) . 

2 ) Toute déformation G: ( X , x ) - t ( Y , y ) de 1'hypersurface à singularité isolée 

( X Q , X q ) c ( Œ N + 1 , 0 ) , où Y est réduit, qui vérifie (£^) vérifie en fait (E^) 

(et donc possède une section o telle que X - o ( Y ) soit lisse sur Y) 

3 ) Le discriminant D est analytiquement irréductible en tout point s'ç D . 

4 ) Le cône tangent g l est un hyperplan compté \i fois en tout point 

s' € D . 

Démonstration : L'équivalence de 1 ) , 2 ) , 3 ) 4 ) résulte de ( 2 . 4 ) , ( 2 . 8 ) et 

de 4 . 4 du § 1. 

D'autre part, le théorème B de [L 2] dit exactement que toute déformation de 

1 1 

base (]D,0) qui satisfait ( E ) vérifie (E ) . Or, si D ç D , puisque D est 

F r1 r / H- P 

un sous-espace analytique de D^ , nous pouvons trouver un représentant (T,0) 

d'un germe de courbe irréductible de (ffxŒ M,0) tel que F - { 0 } c: D^ - D* , La 

normalisation ( D , 0 ) -» (T.O ) de (T,0) nous fournira par changement de base une 

déformation de base B , 0 ) vérifiant (E ) mais pas (E ) , d'où la contradiction 

cherchée. 

2 . 1 0 Le théorème de Lê et Ramanujam ([L.R.] voir aussi les exposés de Lê 

dans ce volume) joint au théorème de (ch. I, 1 . 4 ) nous dirait de même que D^ 

est la base de la déformation miniverselle à type topologique constant, au 

moins si dim X / 2 . (il faut noter ici que l'on n'a pas besoin de démontrer 

o 

que l'ensemble des points de D^ au-dessus desquels la fibre a même type topo

logique que ( X Q , X q ) est un sous-espace analytique de D^. En effet, la démons

tration de [L.R.] s'étend sans peine au cas d'une base lisse quelconque. On 

ne sait pas encore démontrer que D^ est lisse, mais on dispose de la résolu-
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tion locale des singularités î) -» D (cf.[H l), et si l'on montre que la dé-

H H L 3 

formation obtenue par ce changement de base est à type topologique constant, 

c'est sûrement vrai aussi pour X ~*D , par la surjectivité des morphismes ré-

j! p. 

solvants. Ce résultat implique par contre que pour toute déformation 

(X , x ) _ » ( Y , y ) d'une hypersurface à singularité isolée ( X O , X Q ) C^(d>
n+^,0)9 où Y 

est réduit, et dim X £ 2, l'ensemble des points y' de Y tels que (X f,x(y')) 

X o ° y 

ait même type topologique que ( X Q , X q ) pour un point x(y') (alors nécessaire

ment l'unique point singulier de X^.,) est un sous-ensemble analytique de Y ; 

c'est en effet l'image réciproque de par le morphisme (Y,y)-» (Œx Œ m,0) 

correspondant à la déformation donnée. 

2.11 On peut fortifier la conjecture [C^] du préambule comme suit : 

Conjectures : 

1) D est lisse. 

F 

2) (X - z(D ) , s ( D )) satisfait les conditions de Whitney. 

r" r" r" 

3) est la base de la déformation miniverselle à "p* constant". 

***** 
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