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UNE APPLICATION DU CALCUL DE R. FOX : 

LE CONTRE-EXEMPLE D' A 1 CAMPO 

LE DUNG TRANG 

E . B r i e s k o r n a v a i t c o n j e c t u r é que l a monodromie l o c a l e d'une h y p e r -

s u r f a c e à s i n g u l a r i t é i s o l é e é t a i t f i n i e . Le théorème de monodromie montre 

que l a monodromie l o c a l e e s t q u a s i - u n i p o t e n t e , i . e . l e s v a l e u r s p r o p r e s de 

l a monodromie l o c a l e sont des r a c i n e s de l ' u n i t é ( c f . [ 8 ] , [ 2 ] ) « Pour 

démontrer l a c o n j e c t u r e de E . B r i e s k o r n i l s u f f i s a i t donc de montrer que l a 

monodromie l o c a l e e s t s e m i - s i m p l e , i . e . son polynôme minimal n f a que des r a 

c i n e s s i m p l e s . Dans [ 9 ] , Lê Dung Trang a montré que c ' e s t b i e n l e c a s pour l a 

monodromie l o c a l e d'une s i n g u l a r i t é d'une courbe p l a n e a n a l y t i q u e m e n t i r r é 

d u c t i b l e . Pour c e l a , on u t i l i s e l a p r é s e n t a t i o n du groupe fondamental l o c a l 

du complémentaire de l a s i n g u l a r i t é c a l c u l é p a r 0 . Z a r i s k i en f o n c t i o n des 

p a i r e s de P u i s e u x ( c f . [ l 4 ] X Depuis , N. A'Campo a donné de ce théorème une d é 

m o n s t r a t i o n géométr ique p l u s é l é g a n t e ( c f . L ^ P » Dans I e c a s ^ e s s i n g u l a r i 

t é s i s o l é e s de polynômes quasi -homogènes ( c f . [ i l ] ) l a c o n j e c t u r e de B r i e s k o r n 

e s t également v r a i e . En f a i t dans [ 1 ] , N. A'Campo donne un c o n t r e - e x e m p l e à 

l a c o n j e c t u r e de B r i e s k o r n . En u t i l i s a n t un r é s u l t a t de M. S é b a s t i a n i e t 

R. ThoM [ l 3 ] s u r l a monodromie, ce r é s u l t a t donne qu 1 en t o u t e dimension l a 

c o n j e c t u r e de B r i e s k o r n e s t f a u s s e . Le problème r e s t e à s a v o i r dans q u e l s c a s 

l a c o n j e c t u r e de B r i e s k o r n e s t v r a i e . 

1 . - LE CONTRE EXEMPLE D' A'Campo 

On c o n s i d è r e l a courbe complexe p l a n e C d ' é q u a t i o n 

( Y 2 - X 3 ) ( Y 3 - X 2 ) s 0 . On a p p e l l e C± l a composante Y 2 - X 3 = 0 de C e t 0,^ 

l ' a u t r e composante . On s a i t que s i e

Q > 0 e s t a s s e z p e t i t , l e s s p h è r e s 

c e n t r é e s en 0 de r a y o n e , 0 < e < « Q , sont t r a n s v e r s e s à l a p a r t i e l i s s e de 

C ( c f . [ l o ] ) . De p l u s J . M i l n o r a montré que S g - C a l e t y p e d'homotopie de 

B e - C ( c f . [ l 0 ] ) . Le groupe du complémentaire de l ' e n t r e l a c e m e n t S g DC dans 

e s t a l o r s é g a l au groupe fondamental l o c a l du complémentaire de C en 0 

( d ' a p r è s [ l 2 ] ) , N o u s a l l o n s c a l c u l e r ce g r o u p e . 

2 
On peut t r o u v e r un p o l y d i s q u e D^ X dans C t e l que : 
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1 ) b ( D 1 X D 2 ) - C = ( ( Ô D 1 X D 2 ) - C±) U ( ( D 1 X bDg) - ; 

2 ) ( ( Ô D 1 X D 2 ) - C 1 ) H ( ( D 1 X bD 2 ) - C 2 ) = № 1 X bD g J 

3 ) b (D„ X D n ) - C e s t homéomorphe à S . - C pour O < « < « . 
1 2 6 o 

Nous l a i s s o n s au l e c t e u r l e s o i n de montrer l ' e x i s t e n c e de D^X D 2 « 

On peut a l o r s c a l c u l e r l e groupe fondamental de b(D^ X D

2 ) " C en 

u t i l i s a n t l e théorème de Van Kampen. 

Pour f i x e r l e s i d é e s , s o i t ® ^ l e rayon de D. ( i s 1 , 2 ) . C h o i s i s s o n s 

comme p o i n t de b a s e l e p o i n t ( e

1 »
 e

2 ) € bD^ X bP 2 « On note l e l a c e t obtenu 

en p a r a m é t r a n t ( i = 1 , 2 ) en p a r t a n t de d a n s * e s ens p o s i t i f dé 

t erminé p a r l ' o r i e n t a t i o n n a t u r e l l e des a x e s des a b s c i s s e s e t des ordonnées . 

On c a l c u l e t o u t d ' a b o r d l e groupe fondamental de x E>2 - C ^ . 

Pour c e l a on remarque que l a p r o j e c t i o n de bD^ x D

2 " s u r e s t u n e 

b r a t i o n l o c a l e m e n t t r i v i a l e dont l e s f i b r e s sont des d i s q u e s moins 2 t r o u s . 

Comme dans [3 ] ( théor . ( l . 2 0 ) c h o i s i s s o n s g^ e t g 2 deux g é n é r a t e u r s du groupe 

fondamental de } e } X D - C t e l s que g g = P ' où P' e s t c l a s s e d'homotopie 
1 2 2 3. 2 2 

de P 2 # S o i t 1 ' automorphisme du groupe fondamental de X D 2 - C , d é f i n i 

p a r un homéomorphisme c a r a c t é r i s t i q u e de l a f i b r a t i o n de ( x j)^) - s u r 

bD^, on a a l o r s une p r é s e n t a t i o n du groupe fondamental de $0^ x D 2 - C : 

- on a l e s g é n é r a t e u r s P^, P^, g^, g 2 , où P^ e s t c l a s s e d'homotopie de 

P 1 dans (bD 1 X D 2 ) - C ^ 

- e t l e s r e l a t i o n s : P» = g g 
2 2 1 

P»"* q P ' = P' q P'"* 
1 9 1 1 2 9 2 2 

p t"1 g p 1 = p & g p i " 2 

1 y 2 1 2 y l 2 

De même en a p p e l a n t P'.' l a c l a s s e d'homotopie de P. dans D x bD - C 
1 1 1 2 

on o b t i e n t une p r é s e n t a t i o n du groupe fondamental de X b D 2 - C . Le t h é o 

rème de Van Kampen nous donne a l o r s l e groupe fondamental de b(D X D^) - C : 

- on a l e s g é n é r a t e u r s P J , P^, P^, P £ , g ^ g 2 , h 1 , h 2 , 

- e t l e s r e l a t i o n s : 
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LE CONTRE-EXEMPLE D'ACAMPO 

P . . P J 

P2 - P 2 

P ^ " 9 2 9 1 

P" = h h 
1 2 1 

P » " 1 q P' = P» q P ' " 1 

1 y l 1 2 y 2 2 

— 1 2 —2 

P - g 2 P - = P ' g , P -

p 2 _ 1 h i p 2 = p ï h

2

 p ï _ 1 

p 2 _ 1 h

2

 p 2 = p f h i p f 2 

C h o i s i s s o n s des e n t i e r s x e t y t e l s que 3 x = 2 y + 1 ( p a r exem

p l e x = y = 1 ) . 

En é c r i v a n t P! = PV = P. ( i = 1 , 2 ) e t 
1 1 1 

« 1 - ( P ^ P 2 - l ) 3 ^ P I 2 y 

« 2 = < P 2 P l V ' ^ 

un c a l c u l é l é m e n t a i r e donne que l e groupe en q u e s t i o n e s t engendré p a r P , P^, 

Q^, Q 2 a v e c l e s r e l a t i o n s : 

2 3 2 
Q = P P 

1 2 1 

2 3 2 
Q = P P W 2 1 2 

- 1 - 1 
P , P 0 P , P 0 = 1 

1 2 1 2 

Remarque : Dans [ 7 ] on donne un c a l c u l g é n é r a l dans l e c a s où l a 

courbe a l ' é q u a t i o n ( x m - Y n ) ( X P - Y q ) . Ce c a l c u l e x p l i q u e l e s é l u c u b r a t i o n s 

c a l c u l a t o i r e s p r é c é d e n t e s . 
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2 . - LE CALCUL DE R. FOX 

On f a i t comme dans [ 5 ] e t dans [ 6 ] . 

D'une p a r t , on s a i t que l ' o n a une f i b r a t i o n i|r : S g - C -» l a 

f i b r a t i o n de M i l n o r ( c f . [îo]), quand e > 0 e s t a s s e z p e t i t . On a donc une 

c o u r t e s u i t e e x a c t e d'homotopie : 

1 - > W 1 ( F , x ) -» T T T ( S e - C , x ) T T ($» , i|f(x)) -> 1 

où x 6 S e - C e t F e s t l a f i b r e i|r ( \ J f (x ) ) . Notons G = "j^^g " c ? x) • On a 

donc un morphisme de G s u r 2Z • 

S o i t L un groupe l i b r e de t y p e f i n i dont G e s t l e q u o t i e n t e t t e l 

que l e noyau de L "* G s o i t engendré p a r r , r ^ . On note Q [ L ] l ' a l g è b r e 

du groupe L^ à c o e f f i c i e n t dans Q. 

On a p p e l l e d é r i v a t i o n de < Q [ L ] un endomorphisme Q - l i n é a i r e D de 

Q [ L ] t e l que : 

D ( x y ) = D ( x ) K ( y ) + x D ( y ) 

où K( E n a) = 2 n pour t o u t E n a € $ [ L ] . 
a€F " ° a6F ° 

S i x . • • • , x sont des g é n é r a t e u r s de L , on t r o u v e q u ' i l y a une 

d é r i v a t i o n de Q [ L ] e t une s e u l e notée t e l l e que : 

x . = 8 . . ( symbole de K r o n e c k e r ) . 
bx± 3 i J 

S o i t a : Q L ^ ] "* ^ L ^ ] ^ ^ e morphisme donné p a r 

L " • G ^ • On peut t o u j o u r s supposer k ^ r . On a a l o r s une m a t r i c e 

( a ^ ) = (a ("g"jr" r j ) ) a c o e f f i c i e n t s dans ^L*»*" 1 ] a p p e l é e m a t r i c e d ' A l e x a n d e r -

F o x de G ~*Z ^ r e l a t i v e m e n t à l a p r é s e n t a t i o n ( x . , r . ) . On note 8. l ' i d é a l 
- 1 1 3 x 

engenflré dans Q [ t , t J p a r l e s mineurs ( k - i ) X (k - i ) de c e t t e m a t r i c e 

( i s 0 , , . . , k - 1 ) . On c o n v i e n t q u e é i = Q [t, t-1] si i > k. 

On note ai l e g é n é r a t e u r de g . 

Le polynôme A^ e s t déterminé à une p u i s s a n c e e n t i è r e de t p r è s . 

Dans [ 6 ] , R, Fox démontre que l a s u i t e des i d é a u x S Q C • • • G - £ ^ ^ C • • • e s t 
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LE CONTRE-EXEMPLE D'A'CAJÎPO 

indépendante de l a p r é s e n t a t i o n de G c h o i s i e . 

En a p p l i q u a n t ce qui p r é c è d e à l a p r é s e n t a t i o n de G donnée p a r l a 

c o u r t e s u i t e e x a c t e d»homotopie c i - d e s s u s , on t r o u v e que l e s A^ ( i = l , . . . , 

k - l ) s o n t , à une p u i s s a n c e de t p r è s , l e s d i v i s e u r s é l é m e n t a i r e s de l a mono

dromie l o c a l e de C en 0 , ( c f . f9l ) e t que A = 0 . A i n s i , à une p u i s s a n c e de 
. ° 1 

t p r è s , A e s t l e polynôme c a r a c t é r i s t i q u e de l a monodromie l o c a l e e t 
2 

e s t l e polynôme minimal de l a monodromie l o c a l e . 

C a l c u l o n s a l o r s l a m a t r i c e d ' A l e x a n d e r - F o x de G Z pour l a p r é 

s e n t a t i o n de G c a l c u l é e dans l e § 1 . 

On remarque que Q e t Q s ' e n v o i e n t s u r t , P e t P s 1 e n v o i e n t 
2 1 2 1 2 

s u r t , c a r g^, g 2 , h^ e t s 1 e n v o i e n t sur t . On o b t i e n t l a m a t r i c e : 

/ ^ 7 7 • • • \ 

/ t 1 0 - 1 \ 
0 •=-= =• 0 o \ 

t - 1 

« + 4 t 4 - t 1 0 , + 2 
1 - t — 1 - t 0 

\ " 1 - t 2 1 " * 

\ t - t 1 - t 2 „ / 

\ - T T 7 - ~ — * " 0 / 

A d d i t i o n n o n s l a quatr ième l i g n e à l a t r o i s i è m e . C e t t e o p é r a t i o n ne 

change pas l e c a l c u l des i d é a u x £ • On o b t i e n t : 
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L Ê 

/ f t t ' ' ' \ 

o i= - 0 o 

i r - 1 

1 0 1 0 

1 t 1 t 

\ 1 - t 1 - t 

On t r o u v e a l o r s : 

A = 0 
o 

1 0 
A = (* "" *) ( t - 1 ) = ( t 5 + l f ( t - 1 ) 

t - 1 

A - * + 1 

2 " 1 + t 

A l t 5 + 1 2 
e t l e polynôme minimal de l a monodromie l o c a l e e s t -r— s ( t + l ) ( t - l ) , 

ù2 + 

e t a une r a c i n e double . La monodromie n ' e s t donc p a s f i n i e , 

*** 
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