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REMARQUE SUR LES DEUX EXPOSÉS PRÉCÉDENTS 

REMARQUES SUR LES DEUX EXPOSES PRECEDENTS 
de D. Chéniot et H. Popp 

D. Chéniot - Lê Dũng Tráng 

0.- INTRODUCTION 

Nous allons fa i re quelques remarques sur les exposés précédents 
dans le cas où le corps de base est le corps C des nombres complexes. Un cer
tain nombre de théorèmes ont une démonstration par voie topologique et n'ont 
pas encore leur analogue algébrique : par exemple les théorèmes appelés c i -
dessous théorèmes de Zariski local et global, théorème de Van Kampen. D f au
tres ré su l ta t s , comme le calcul du groupe fondamental du complémentaire d'une 
courbe project ive plane non singulière, s'obtiennent assez facilement par voie 
topologique, malheureusement la méthode u t i l i s é e ne permet pas d'obtenir ce 
calcul quand la courbe a des s ingular i tés "pas trop grosses", comme dans le 
cas algébrique. De toute façon, tous les ré su l ta t s , dont nous parlerons, con
cerneront le groupe fondamental topologique et conduisent donc à des résu l 
ta t s analogues pour le groupe fondamental algébrique, 

1 , - THEOREMES DE ZARISKI ET DE VAN KAMPEN LOCAUX 

Dans l'exposé de D, Chéniot [ l ] , on démontre le théorème de 
Zariski global et du même coup on obtient le théorème classique de Van Kampen 
sur les courbes project ives planes (cf . [9])« Nous allons donner leurs ana
logues locaux. 

Soit H une hypersurface analytique passant par l ' or ig ine , définie 
dans un ouvert U de <DN, n ^ 2 . Soit B g la boule rée l l e fermée de centre 0 et 
de rayon e > 0 dans C N , S la sphère rée l l e qui borde B_. D'après J . Milnor 
[ 6 ] (cf . [5 ]> , i l ex is te e

Q > 0 te l que pour e et S ' , 0 < e < « ' < e

Q » 
( S g , SQ - H) et ( S f i ( , S g f - H) soient difféomorphes. D'autre part dans [ 6 ] , 
on montre également que ( B g i B g 0 H) est homéomorphe à ( B g , C ( K g ) ) , où 
K g = Sgfl H et C(Kg) est le cône réel union des segments rée ls d'extrémités 
0 et un point de Kfi ( c f . [ 5 ] ) . On en déduit que B g - H et B - H ont le même 
type d'homotopie (en f a i t i l s sont même homéomorphes ! ) . 

D'après D, P r i l l ( [ 8 ] Proposition 2 ) , ce qui précède montre que le 

groupe fondamental local de U - H en 0 ( c f . [ 2 ] Chap, 1 3 ) est isomorphe au 

groupe fondamental de B g - H en x £ Bg - H pour e > 0 assez p e t i t , 
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LÊ-CHENIOT 

H. Hamm et Le Dung Trang ont démontré l'analogue local suivant du 

théorème de Zariski ( c f . [ l 2 ] et [ 3 ] ) : 

THEOREME ( 1 . 1 ) 

I l ex i s te un ouvert de Zariski non vide de l 'espace pro jec t i f 

des hyperplans l inéa ires de <£n t e l que, pour tout L € 7& , i l ex is te un rayon 

r > 0 assez pe t i t pour lequel on a i t que : 

a) 11homomorphisme : 

TT. ((B - H)fl L , y) •* TT.(B - H, y) 
1 P 1 P 

défini par l ' inc lus ion (B - H)fl L C B - H avec y € (B - H) H L et 
P P P 

0 < p < r , est : 

i ) b i j e c t i f s i i < n - 2 

i i ) s u r j e c t i f s i i = n - 2 . 

b) Si u est une forme l inéa ire qui déf ini t L, on note l'hyperplan 

aff ine d'équation u = 9, avec 9 G C, a lors pour tout p, 0 < p < r , i l ex is te 

6(p) > 0 te l que 1'homomorphisme : 

TT. ((B - H) A L G , y) "* TT. (B - H, y) 
1 p y 1 P 

défini par l ' inc lus ion (B - H) 0 L Q C B - H avec y 6 (B - H)0 L et 
p y p p y 

0 < |9 | < 0( p) so i t : 

i ) b i j e c t i f s i i < n - 1 

i i ) s u r j e c t i f s i i =s n - 1 . 

On a des énoncés analogues à celui du théorème ( l . l ) avec des 

groupes d'homologie et de cohomologie. En f a i t , comme la démonstration de 

( l . l ) u t i l i s e la théorie de Morse, la bonne formulation de ce théorème se 

donne en termes de complexes c e l l u l a i r e s . 

I l faut remarquer i c i que c 'es t la part ie "faible" a) de ( l . l ) qui 

implique le théorème de Zariski global ( c f . [ l 2 ] ) dont D. Chéniot a par lé . 
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De même, i l ex is te un théorème, analogue local du théorème de Van 

Kampen, 0. Zariski u t i l i s e un te l théorème pour ca lculer le groupe fondamen

t a l local d'une courbe analytique plane ( c f . [ l 0 ] ) . On l f énonce de la façon 

suivante : 

THEOREME ( 1 . 2 ) 

Soit C une courbe analytique plane définie dans un voisinage ou-
2 

vert U de 0 G C . Soient X et Y deux droites orthogonales issues de 0. Sup

posons que 0 so i t un point i so lé de Y f\ C. Soient et des disques r e s 

pectivement dans X et Y centrés en 0 t e l s que : 

a) X I>2 est contenu dans U ; 

b) ( | O | X D 2 ) 0 C = {oj ; 

c) (D X &D2)fl C = 0 , où &D2

 e s t l e bord de ; 

o o o 
d) la projection de Cfi D X D 0 sur D, où D est l ' i n t é r i e u r d'un disque 

o 
de X contenant D^, est plate sur D et l i s s e sur D - \0j 5 

dans ce cas la projection de ( &D̂  X D 2 ) - C sur est une f ibration dif-

férentiable localement t r i v i a l e dont les f ibres sont des disques moins 

k trous {x | x D

2 - c °ù x Ç &D̂  et k égale la mul t ip l i c i t é d' intersect ion en 0 

de C et la droite Y, De plus, on peut construire : (x) x D 2 - C -> {x)xD 2"" C, 

homéomorphisme caractér i s t ique de cette f ibration qui so i t l ' ident i t é sur 

{x} x № 2 » L e s générateurs du groupe fondamental local du complémentaire de 

C en 0 sont alors les générateurs [g^] du groupe l ibre TT (̂ {xj X 1> 2 - C, y) 

avec y Ç {xj x D 2 - C et les re lat ions sont : 

[ g . ] = [h . g . ] 

où g^ est un représentant de [ g i ] et [h©g i ] est la c lasse d'homotopie de 

h o g i # 

On peut démontrer ce théorème comme on le f a i t dans le cas global 

mais sans avoir besoin de modifications ( [ l ] ) ? ou bien, plus facilement, on 

u t i l i s e le théorème de Van Kampen classique en c o n s t a t a n t : 

a) b(D 1 x D 2 ) - C = (bD^ X D 2 - C) (/ ^ X №3) 
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et (D 1 X &D2)H (bD 1 X D 2 - C) = № 1 X bD2 ; 

b) b(D X D 2 ) - C a le type d'homotopie de D l x ®2 - C ; 

c) DH x Do ~ c a l e t y P e d'homotopie de B. - C pour tout € assez p e t i t . 
1 2 s 
Contrairement à ce qui se passe pour le cas g lobal , le calcul du 

groupe fondamental local du complémentaire d'une hypersurface H en 0 ne peut 

s'obtenir à l 'a ide de ces deux théorèmes locaux. En e f f e t , après l ' a p p l i c a 

tion du a) de ( l . l ) pour se ramener au complémentaire d'une surface ana ly t i 

que, i l faut u t i l i s e r b) de ( l . l ) qui donne un problème de calcul du groupe 

fondamental qui n'est ni local ni g lobal . 

2 . - GROUPE FONDAMENTAL DU COMPLEMENTAIRE D'UNE HYPERSURFACE PROJECTIVE LISSE 

On a l'analogue topologique suivant du théorème démontré dans 

H. Popp [ 7 ] : 

THEOREME ( 2 . 1 ) 

Soit HCP n (<t ) une hypersurface project ive complexe l i s s e avec 

n > 2 . Alors le groupe fondamental de TP ( C ) - H en un po int e € IP ( C ) - H 

est isomorphe à ^ /d^l où d est le degré d'une équation réduite qui déf init H. 

Nous al lons en donner deux démonstrations. La première peut être 

"algébrisée"• La seconde u t i l i s e les résu l ta t s de J . Milnor ( c f . [ 6 ] et [ 5 ] ) « 

Première démonstration de ( 2 . 1 ) 

On démontre tout d'abord : 

LEMME ( 2 . 2 ) 

Soient Ĥ  et H^ deux hypersurfaces project ives complexes l i s s e s de 

3Pn(<£) qui ont même degré. Alors la paire ÛP N (C) , H )̂ est difféomorphe à la 

paire Û P N ( C ) , H )'• 

Preuve 

N 
Soi t IP ( C ) l 'espace p r o j e c t i f des équations homogènes de n+1 va-

n N N 
r iab les de degré d. Soit p : IP (C) X 3P (<t) -* IP (G) la seconde project ion. 

Soi t 2& 1 »hypersurface de ]P n(C) x I P N ( C ) qui est l'image de l 'hy -
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persurface de C X $ de coordonnées (x , . « « , x , a. . ; avec * o n 1 • • • 1 o n 

n i i 
Z i . = d, définie par l'équation E a. x • • • x = O, 

. ^ j ' ^ H . . 1 . . . 1 0 n J=0 d i Q , . . . , i n o n 

n 
2 i . = d 

j=0 J 

Ainsi s i a 6 IPN(<T), et s i (a. . ) est un représentant de a 
o * * * n 

dans C , p (a) f\ % est 1 1 hypersurface de IP ( C ) X {a} définie par : 

i i _ — o n _ 
S a. . x . . . x = 0 . i . . . i o n i , . . . , i o n o n 

n 
S i . = d 

J=o 3 

Soit fi C F N ( C ) l 'ouvert de Zariski non vide des équations homogènes 

de n+1 variables de degré d qui définissent une hypersurface de I P N ( C ) non 

s ingul ière . 

On remarque alors que p induit des morphismes propres et submersifs : 

p" 1(Q) -» n 

p" 1(Q) f\ $6 "* Q 

En u t i l i sant une construction de champs de vecteurs analogue à ce l l e 

qui permet de démontrer le théorème d'Ehresmann qui é tab l i t qu'un morphisme 

propre et submersif de var ié tés d i f férent iables connexes est une f ibration 

di f férent iable localement t r i v i a l e , on peut montrer que p définit une f i b r a 

tion de p ^(Cl) sur Q qui respecte et ceci permet d 'é tabl ir le lemme ( 2 . 2 ) . 

Considérons maintenant un point x £ 3P (̂<£) - Q qui correspond à l ' é 

quation de d hyperplans qui forment un diviseur à croisements normaux. I l 
N 

exis te alors un chemin analytique q : D -* IP ( C ) défini sur un disque D de € 

centré en 0 6 € te l que q(0) = x et q(t) € Q pour tout t £ D - ¡ 0 j . Soit 

p : X "* D 1* image réciproque de p par q : 
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x •ipn(c) x I P N ( C ) 

p p 

q * 
N 

D > IP ( <T ) 

On a ainsi une famille d 1 hypersurfaces de ] P N ( C ) paramétrée par D 

dont la f ibre générique est une hypersurface l i s s e de degré d et la f ibre 

spéciale est d hyperplans de 3Pn((T) qui forment un diviseur à croisements nor

maux. 

Le théorème classique de Van Kampen permet de ca lcu ler ,par récur

rence sur d, le groupe fondamental du complémentaire dans 3 P N ( C ) de d hyper-

plans formant un diviseur à croisements normaux. On trouve que le groupe 

fondamental est abélien. 

Comme n ^ 2 , une application classique du théorème de Zariski 

( c f.[4p donne que le groupe fondamental du complémentaire d'une hypersurfa

ce complexe l i s s e est quotient du groupe fondamental du complémentaire de d 

hyperplans formant un diviseur à croisements normaux. Donc le groupe fonda

mental cherché est abélien. 

Comme n ^ 2 , en appliquant le théorème de Z a r i s k i , on se ramène au 

calcul du groupe fondamental du complémentaire d'une courbe plane l i s s e de 

degré d. Le théorème de Van Kampen montre qu' i l y a d générateurs g . , . . , ^ , 
1 d 

avec des re lat ions du type : 

( g = h g h"1 ( 1 ) 

[ 9 l ' " 9 d = 1 ( 2 ) 

comme le groupe obtenu est abélien et que la courbe est i rréduct ib le , un a r 

gument classique ( c f . [ i l ] , p . 2 1 0 ) montre que g 1 , . . . , g d sont conjugués et con

duit à : 

9 1 = • • • • = 9 D = 9 

comme g^ = 1 , le groupe obtenu est bien cyclique d'ordre d. 

- 258 -



REMARQUE SUR LES DEUX EXPOSÉS PRÉCÉDENTS 

Ce dernier argument montre que dans tous les cas l 'abé l ian isé du 

groupe fondamental du complémentaire d'une courbe project ive pi?" - i rréduct i 

ble de degré d est cyclique d'ordre d. 

Seconde démonstration de ( 2 . 1 ) 

On remarque que : 

LEMME ( 2 . 3 ) 

Soit H une hypersurface project ive complexe l i s s e de ] P n ( C ) . Soit 

F une équation homogène réduite de n+1 variables qui déf ini t H, alors l ' a p 

pl icat ion canonique de < £ n + 1 - \o j sur 3P n(C) induit un revêtement de degré 

d TT : V IP n(C) - H de 1 1 hypersurface V de <t n + * définie par F = 1 sur 

P N ( C ) - H. De plus, le groupe de Galois du revêtement est celui des racines 

d-ièmes de l 'un i t é . 

Ce lemme provient de ce que : 

F(Xx) = Xd F(x) 

car F est homogène de degré d. 

Un théorème de J . Milnor ( [ 6 ] et [ 5 ] théorème ( 3 . 1 ) ) donne que V 

a le type d'homotopie d'un bouquet de sphères de dimension rée l l e n, car 

F = 0 n'a une s ingular i té qu'en 0. Comme n ^ 2 , V est donc simplement connexe. 

Le revêtement rr : V -> IPn((C) - H donne une suite exacte courte : 

1 •* TT^V^) "* TT ( IP n(C) - H, n(e)) -» -» 1 

avec e € V. Comme n^(V,e) = j l j , on obtient le résu l ta t cherché. 

De façon générale, pour é tab l i r que le groupe fondamental du com

plémentaire d'une hypersurface project ive de IP n(C) réduite et irréduct ible 

de degré d définie par F = 0 est cyclique d'ordre d, on pourra chercher à 

montrer que 1 'hypersurface V de Ç,n+^ définie par F = 1 est simplement con

nexe • 

On peut remarquer que la première démonstration de ( 2 . 1 ) peut être 

u t i l i s é e à montrer que le groupe fondamental du complémentaire dans IP n(C) 

de k hypersurfaces l i s s e s de TPn(t) formant un diviseur à croisements nor-
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maux est abélien et s i d , . . . , d sont leurs degrés re spec t i f s leur groupe 

abélien ainsi obtenu a k générateurs g „ , . . . , g , et avec la re lat ion : 
1 k 

V i + • • • + V k = 0 

k—1 "7? 
on obtient donc un groupe isomorphe à. Z. <& /b X où b est le plus grand 
commun diviseur de d „ , . . . . , d , • 

1 k 

3 . - COMMENTAIRES 

Dans le paragraphe 2 , les méthodes u t i l i s é e s pour ca lcu ler le 

groupe fondamental du complémentaire d'une courbe project ive plane l i s s e 

n'ont pas encore permis de démontrer la conjecture suivante de 0. Zariski 

( c f . [ i l ] , p. 210) : 

CONJECTURE ( 3 * 1 ) (0. Zar i sk i ) 

Le groupe fondamental du complémentaire d'une courbe project ive 

plane irréduct ib le de degré d n'ayant comme singularités que des croisements 

normaux est cycl ique d'ordre d. 

Dans [ 7 ] H, Popp indique comment on peut approcher ce théorème 

par voie algébrique. I l obtient ainsi des résu l ta t s quand les s ingular i tés 

de la courbe ne sont pas trop "grosses". 

Indiquons que, pour l'étude des groupes fondamentaux des complémen

t a i r e s de courbes project ives planes? D. Mumford dans [ i l ] (p. 2 3 1 ) propose 

d'étudier l'analogue des polynômes d'Alexander pour ces groupes, i . e . s i G 

est le groupe fondamental du complémentaire d'une courbe project ive plane 

i rréduct ib le et G' son sous-groupe des commutateurs, i l s ' a g i t de connaître 

la structure du 2T [ G / G • ]-module G / ( G ' ) ' OÙ Z- [ G / G ' ] est l 'a lgèbre du groupe 

abélien G / G ' . Remarquons que G/G' £ & / d 2£ • 

Enfin, comme A. Grothendieck le f a i t dans ( [ 2 ] , Chap. 1 3 ) ? on peut 

espérer obtenir un théorème analogue au théorème ( l . l ) quand on a une hyper-

surface Y définie sur un espace analytique X par une fonction f. Plus préc i -
N 

sèment, so i t x € Y C X, so i t U un ouvert de X te l que Xf iUCC , so i t L un 
N 

hyperplan générique de C passant par x, alors : 

QUESTION : 

Quelles sont les hypothèses sur X-Y à f a i r e pour que l'on puisse 
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comparer les groupes d'homotopie locaux en x de LH (X - Y) et X - Y ? 

Quand X - Y est non s ingul ier , les méthodes de H. Hamm et 

Lê Dung Trang [ 3 ] permettent d'ohtenir un théorème analogue à ( l . l ) . 

Quand X - Y est s ingul ier , i l semble qu' i l f a i l l e fa i re des hypo
thèses sur la profondeur des s ingular i tés ( c f . [ 2 ] , Chap. 1 3 ) ? par exemple 
supposer que les s ingular i tés dans X - Y sont des intersect ions complètes, 

* 
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