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TOPOLOGIE DES SINGULARITES ...

TOPOLOGIE DES SINGULARITES
DES HYPERSURFACES COMPLEXES

~ ;
LE DUNG TRANG

Dans cet exposé, nous allons rappeler les résultats de J. Milnor
20 | sur la topologie des hypersurfaces complexes et considérer en particu-
P

lier le cas des courbes planes.
1.,=- Dans [20], nous avons le théoréme suivant :

Théoréme (1.1) : Soit V un ensemble algébrique sur le corps des complexes €
(resp. le corps des réels IR). Notons £(V) le lieu singulier de V. Soit f s
V =€ (resp. £ : V = IR) une fonction algébrique sur V. Alors la restric-

tion de £ 4 V - Z(V) n'a qu'un nombre fini de valeurs critiques.

Ce théoréme est essentiellement une conséquence du théoréme de fi-
nitude de Hilbert, car on utilise le corollaire suivant : si V et W sont des
sous-ensembles algébriques de c" (resp. Bf”, l'espace topologique V - W est
l'union disjointe d'un nombre fini de variétés différentiables qui n'ont

qu'un nombre fini de composantes connexes.

Le théoréme (1.1) a les conséquences suivantes qui nous intéres-

sent pour la suite :

n n

Corollaire (1.2) : Soit f : € - € (resp. f : IR - IR) une fonction poly-

nomiale,alors il existe t1, oo tr € € (resp. t ceey tr € 1R) tels que pour

17
tout t € ¢ =~ {ti’ ...,tr} (resp. t € R - {tl’ ...,tr}) 1'hypersurface défi=-

nie par f = t est non singuliére.

Corollaire (1.3) : Soit V un ensemble algébrique de ¢ (resp.]Rn) alors si

x € £(V) est un point singulier isolé, les sphéres réelles Se de ¢" (resp.
ﬂ?) centrées en x de rayon € > 0 assez petit coupent transversalement la par-

tie lisse de V.
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En particulier, le corollaire (1.3) donne sous les m&mes hypothéses :

Proposition (1.4) : Pour tout couple (91, 62) de nombres réels strictement po-

sitifs assez petits les paires (Se , S NV) et (Se , S. NV) sont difféomor-

€ €

1 1 2 2
phes. De plus, la paire (Be , Be A V) est homéomorphe a la paire
1 1

(Be , C(se N V)) ou C(Se N V) est le cbne réel union des segments d'extré-

1 1 1
mités x et un point de Sg nv,

1

2,=- Nous pouvons alors énoncer le théoréme de fibration de J. Milnor

(Théoréme 4.8 de [20]) :
Théoréme (2.,1) : Soit f : ¢ = ¢ un polynéme complexe qui s'annule a 1l'ori=-
gine 0 € Cn. Soit Ho l1'hypersurface définie par f = 0. Alors il existe
Go >0 tel que, pourtbut €, 0 <¢€¢ Go, l'application différentiable
1

L 5, - HO = $ définie par ¢e(z) = f(z)/ If(z), pour tout z € Se - Ho’

est une fibration différentiable localement triviale.,

Remarque (2.2) : On a un théoréme analogue au théoréme (2.1) quand f : U » €
est une fonction analytique définie sur un voisinage ouvert U de O € Gn,

telle que f(0) = O.

Dans [20] on trouve également une autre présentation de cette fi-
bration. Plus précisément, fixons un € >0 avec 0 < € s:so, comme dans le

(]
théoréme (2.1), notons Be la boule ouverte bordée par Se, alors on a le :

Théoréme (2.3) : Il existe cg>0 tel que, pour tout cercle ch, de rayon
c >0 centré en 0 € €, 0 <c < Ceo l'application différentiable
o -
we c ' Beﬂ f 1(ODC) - ODC, induite par f, soit une fibration localement tri=-
k)

viale, De plus, les deux fibrations @ et We c sont isomorphes de telle sorte
9

. . 1 . X
que l'isomorphisme de $ sur ch est celui qui conserve les arguments.

Le théoréme (2.3) permet de préciser la topologie des fibres de 1la

fibration de Milnor. On obtient ainsi :

Théoréme (2.4) : Soit €o> 0, comme dans le théoréme (2.1). Fixons

e, 0<e < Co. Alors Fe = ¢;1(ele) est parallélisable et a le type d'homoto-

pie d'un CW= complexe fini de dimension n-1.

Ce théoréme se démontre a l1l'aide d'un théoréme d'A. Andreotti et
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TOPOLOGIE DES SINGULARITES...

T. Frankel ([2] et [19] qui établit que, pour presque tout point x de Cn,la
fonction distance a ce point induit sur une sous-variété complexe fermée de
dimension d de € une fonction de Morse, i.e. une fonction dont tous les
points critiques sont non-dégénérés, dont les indices sont majorés par d. Le

fait que F, soit parallélisable résulte de § 3.4 de [14].

8

Dans le cas présent, on applique le théoréme d'A. Andréotti et
T. Frankel en considérant éventuellement la restriction g a f-l(c eie) de la
fonction distance & un point voisin de O. Si le point en question est suffi-
samment voisin de O, c'i(e) est difféomorphe a w;?c(c eie) - f‘l(ceie)n ge'

Le point étant convenablement choisi, la fonction ¢ est bien une fonction de

Morse.
Dans [20] on obtient aussi :
Théoréme (2.5) : L'espace topologique Ke = 5.0 H  est (n=3)=~connexe.

On obtient ce dernier théoréme en considérant la restriction de la
fonction lfl a Ss- Ke et en la modifiant un peu pour en faire une fonction de
Morse d'indices au moins égaux & n-1. On obtient alors que Se est obtenu a

partir du voisinage N (K ) = {x € S lf(x)' < m} de K , avec m >0 petit, en
n e 0

¢l
adjoignant des cellules de dimensions au moins égales a n~1. On obtient alors

facilement le théoréme (2.5).

On peut montrer que si f est un polyn8me réduit, i.e. sans facteur
carré, les fibres Fe sont connexes. La suite exacte de la fibration de Milnor
donne alors la courte suite exacte :

i@
e

(2.6) 19 m (Fg,x) = m (s, - K, s m (st &%) 1

avec x € Fe, et les isomorphismes :
~
> -
(2.7)  m (Fg,x) m (Sg = Ky x)
pour i > 2.
D'autre part, on remarque que toute fibration sur $1 est définie par
un difféomorphisme de Fe sur lui-méme., Ce difféomorphisme n'est pas unique,

mais tout autre difféomorphisme qui définit la mé&me fibration lui est homotope.

Un tel difféomorphisme est appelé difféomorphisme caractéristique de la fi=-
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bration. Celui-ci induit sur les groupes d'homologie de F, des isomorphismes

e

qui définissent la monodromie locale de Ho en O.

Remarque (2.8) : Dans tout ce qui précéde, on ne fait aucune hypothése par-
ticuliére sur le polyn8me f si ce n'est que f(0) = O. D'autre part, si f
n'est pas réduit, le polyndme f1 réduit associé a f a le méme ensemble de
zéros HO, par conséquent les espaces totaux des fibrations de Milnor de f et
f1 en O sont les mémes, mais les fibrations sont différentes. En particulier,
dans un cas les fibres peuvent ne pas &tre connexes alors qu'elles le

sont toujours dans 1l'autre.

Comme dans la remarque (2.2) on a des résultats analogues a ce qui
précéde quand f : U = € est une fonction analytique sur un voisinage ouvert

de O dans cn qui s'annule en O,

Enfin, un certain nombre de résultats comme le théoréme de fibra-
tion de Milnor ont été étendus a des cas plus généraux par H. Hamm ([12] et

[13]) et L& Ding Trédng ([15]).

Je= Nous allons maintenant nous intéresser aux hypersurfaces ayant une

singularité isolée en O € c”.

Soit f : € = ¢ une fonction polynomiale telle que £(0) = O. On
note HO 1'hypersurface définie par f = O. On suppose que O € Ho est un point

singulier isolé de HO, i.e. df(0) = O et que pour tout point x € H  voisin

de O, on ait df(x) £ O. Soit T la variété définie par f = O et df = O, L'hy-
pothése faite signifie que O est un point isolé dans 32 Ceci implique pour
n > 2 que f est réduite et que pour n > 3 f est irréductible ‘dans 1'anneau

P N . n
G{X ,...,Xn} des séries a n variables convergentes en O € ¢ , i.e. f est ana-

1
lytiquement irréductible en O, De plus, le théoréme des zéros de Hilbert=-
Riickert montre que l'algébre analytique locale G{Xl,...,xn}/(f,bf/bxi, ooy

bf/bxn) est alors artinienne, i.e. de dimension finie sur C.
On appellera :

¥= dimg C{X 000, X }/(E,08/0X, 50 0e, BE/RX )

En fait, le corollaire (1.2) implique que O est isolé dans l'en=-

semble J ou df = O, i.e. O est un point critique isolé de f. Le théoréme de
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TOPOLOGIE DES SINGULARITES ...
Hilbert-Riickert donne alors que l'algébre analytique locale
C{Xi,...,Xn}/bf/bxl,...,bf/bxn) est artinienne. On appelle :

@= dimg €{X . 000X} BE/BX 5+ nes /3K )

le nombre de Milnor de la singularité isolée O de l'hypersurface complexe Ho.

Remarquons que, dans ce cas d'une singularité isolée, pour 1l'étude
de la topologie de f = O au voisinage de O, un théoréme de P. Samuel [24]

nous permet de nous restreindre au cas ou f est un polynéme.
On a alors, avec les notations du théoréme (2.4) :

Théoréme (3.1) ([20]) La fibre F, de la fibration de Milnor a le type d'ho-

<]
motopie d'un bouquet de @ sphéres réelles s 1V eee V Sn 1 de dimension

réelle n-1,

(Rappelons qu'un bouquet de M sphéres réelles Sn-1 est l'espace to-
: . N -1 :
pologique formé de M spheres Sn n'ayant qu'un seul point commun).

Dans [20] on trouve que F, a le type d'homotopie d'un bouquet de

0

sphéres réelles de dimension n-1, grice a un résultat de V.I. Palamodov [21]

on trouve que leur nombre égale M.

On propose l'esquisse de démonstration suivante dont 1'idée est de

F. Pham (cf [16]) :

On considére une sphére Se de rayon € assez petit pour que Pe
définisse la fibration de Milnor. Dans ce cas O est le seul point critique de
f dans S,. Choisissons alors c comme dans le théorémg (2.3). Pour (ai,..,an)
€ ¢" assez général et voisin de 0, la fonction f + % aiXi a exactement M
points critiques non dégénérés de valeurs critiquesiggntenues dans 1'inté-
rieur du disque Dc de bord ch et si ﬁ; est l'hypersurface définie par

o~ N
f+ Z aixi = 0, H0 est non singuliére., On considére la fonction
c = If + 3 aiXi,. Alors pour g >0 assez petit N (ﬁ;ﬂ Be)= {x € Be,c(x)s n}
a le type d'homotopie de ﬁ;n B,. D'autre part, c-i(Dc)n B, a le type d'ho-
motopie de B, . De plus, si (al,...,an) est assez voisin de O, ﬁ;ﬂ B‘ est dif=-

féomorphe a Hon Bg.
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-1 .

On remarque alors que o (Dc)f]Be est obtenu en adjoignant M cel-
lules de dimension n a Nn(ﬁ;0 Be)' Comme c-i(Dc)n B, est homotopiquement
trivial, il est facile de constater que ﬁ;ﬂ Be , donc Hoﬂ Be, a le type

d'homotopie d'un bouquet de M sphéres de dimension n-1.

Cette démonstration se généralise au cas des intersections complé-
tes ayant une singularité isolée en O, en utilisant la déformation univer-
selle de la singularité (cf [17]). Dans [12], H. Hamm a donné une démonstra-

tion analogue a celle de J. Milnor pour les hypersurfaces.

Remarque (3.2) : Dans le cas ou O € Ho est une singularité isolée,
K, = Hoh Se est une variété différentiable de dimension réelle 2n-3, qui est
(n=3)=connexe d'aprés le théoréme (2.5). De plus, F

S

g’ fermeture de F_, dans
e’ est une variété a bord, de bord bFe = Fe - Fe = Ks (cf [20]),Les struc-

tures différentiables sur Ke que l'on peut rencontrer ont été étudiées par

E. Brieskorn ([4] et [5]) et A. Durfee ([9]).
Enfin, on a :

Théoréme (3.3) : Deux hypersurfaces a singularité isolée en O ayant le méme
type topologique en O ont le m&me nombre de Milnor M et leurs monodromies

locales sont conjuguées,

La premiére assertion de ce théoréme est une remarque de B, Teissier

[26].

Soient Ho et ﬁ; les hypersurfaces définies par f = O et g = O. On
suppose que f(0) = O et g(0) = O et que O € H eto € ﬁ; sont des points sin-
guliers isolés., On dit alors que Ho et ﬁ; ont le mé&me type topologique en O
s'il existe un homéomorphisme § d'un voisinage ouvert U de O sur un voisinage

ouvert U de 0, tel que :

yuau) =y (FAR) et y(0) = 0.

Si (Ui) est un systéme fondamental de voisinages de O contenus
i€I
dans U, alors (¢(Ui)) forme un systéme fondamental de voisinages de O con-
i€l
tenus dans 0. Or, quand les € > O sont assez petits, disons eo >€ >0, les

(Be) forment un systéme fondamental de voisinages de O. La proposition (1.4)
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TOPOLOGIE DES SINGULARITES...

dit que So étant bien choisi, si e0> e >0, Be - Ho a le type d'homotopie de

Se - Ho et Be - ﬁ; a le type d'homotopie de Se - ﬁ;, d'autre part, pour toute
. € -

paire (ei, cz), €,>6,>¢€,>0, S¢ H et S,

- H sont difféomorphes ainsi
1 2 °

que Se - ﬁ; et S - ﬁ;.
1 2

Soient ¢, € eo> €

10 So0 >€,>0, et €, &, ¢ >¢

> 64>»0, tels que :

1 3

< y(Bg e B

$(B )C B
e,k 3 1

€2
On obtient :

ﬂi(w(Bel*) - ﬁ'o, x) = 'rri(Bs2 - f-l“o, x) -»rri(cp(Bej) -H,x) > "i(Bel' ﬁ;,x)

avec @ x € MBSQ) - ﬁo

En utilisant les isomorphismes :
~
m(Bg= H o, ¥) S p(y@) - 8, 9(y)

avec e >¢€ >0 et y €EB - H
o [ o
~
- -> -
‘rri(Be[* H x) 1-ri<1363 H oy x)

~
"i(Bez- ﬁ;, x) = Tri(Bel - ﬁ;, x)

induit respectivement par ¢ et les inclusions, on en déduit que :

ﬂi(Bs - HO, y) et ni(Be' - ﬁ;, x)

(o4
avec y € B, = H et x €B = H
€ o 3 o

sont des groupes isomorphes pour tout €, €', €°> e >0 et €°> €'> 0.
Supposons €o> e > 0.

Considérons le revétement cyclique infini péx -> By - Ho de Be - H°

P
o ~ * .
défini par ﬂl(Be - H, x) = ‘I'r1(Se - H, x) = ﬂ1($1, ¢e(x)) ol x € S, - H

1'isomorphisme est défini par l'équivalence d'homotopie Se= HOC, Be - HO et

le deuxiéme morphisme ¢, est défini par la fibration de Milnor @e.
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Remarquons que P induit un revétement cyclique infini
-1
s -> - d - = - o é -
a, X1 Ss H0 e Se Ho avec X1 P (Se Ho) Ce revétement est égale
ment défini par ¢, et 1'inclusion X,

est isomorphe a Fe X IR car p1 est isomorphe au pull-back de

C X est évidemment une équivalence d'ho-
motopie., Or, X1
9, par le revétement universel R = $1 :

q
~ (]
Fgx RNX ——» 8, = H

N

R —s $

o

et IR est contractile. Soit hy le générateur du groupe du revétement
pe;X -> Be - Ho. La restriction de he a X1 donne le générateur du groupe du

revétement qe et induit sur l'homologie de X1 égale a celle de Fe la mono-

dromie locale de @e.

Soit B; : X - Be - ﬁ; le revétement cyclique infini de B - ﬁ;
défini comme pour Be - Ho. Considérons €'> 0 tel que ¢(B€') < Bge On obtient

que S; induit un revétement cyclique infini

Ty, ot Bal(y(Bg,) = B) - y(8y,) - B

or, ., est i he 3 c (B,,) - H F est
r, r,, est isomorphe a p.,. Comme '} Bsr - Ho c:Be - Hy est une

P s ~=1 o~ o P
équivalence d'homotopie, pg (y(B_,) - HO)C:X est une équivalence d'homoto-

el
pie. De plus, ﬁ; : X - ﬁ: qui engendre le groupe du revé&tement B;, induit
(ﬁ;)* sur l'homologie de ﬁ‘égale a celle de Fb, la monodromie locale de la

: : 1 : . .
fibration de Milnor $; H Se - ﬁ; - $ . On obtient le m@&me isomorphisme (ﬁ;)*

sur l'homologie de ';-1(¢(B ) - ﬁ;) et comme ?;' et pg, sont isomorphes,

e

(ﬂ;)* est bien conjugué a (he')* qui donne la monodromie locale de la fibra=-

tion de Milnor we. Evidemment, ceci démontre également que les nombres de

Milnor de O € H0 et 0 € ﬁ; sont égaux.

Remarques et conjectures (3.4) : Si f et g sont des fonctions analytiques ré-

duites en O qui stannulent en 0 et définissent des hypersurfaces Ho et ﬁ;

qui ont le mé&me type topologique en O, les monodromies locales de f et g en
0 sont encore conjuguées. La démonstration est la mé&me que pour le théoréme
(3.3)s Ceci entraine l'isomorphisme entre les homologies des fibres des fi-

brations de Milnor associées.

Une conjecture de O, Zariski [27] est : si f et g réduites en O
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définissent des hypersurfaces qui ont le m&me type topologique en O, ont-
elles 1la m&me multiplicité en O ?. Pour le cas des courbes planes on peut le

démontrer en utilisant le théoréme (3.3) comme nous le verrons plus loin.

D'autre part, la question se pose de savoir si deux singularités
d'hypersurfaces, qui ont leurs monodromies locales conjuguées, ont le mé&me
type topologique. Ceci est vrai pour les courbes planes analytiquement ir-
réductibles comme nous le verrons plus loin. Si la monodromie locale n'est

pas suffisante, que faut=il rajouter pour connaftre le type topologique ?

De toute fagon, des résultats sur la monodromie locale permettraient
d'approcher '"algébriquement" 1'étude de la topologie des hypersurfaces com-
plexes.

n a;
Le cas des polyn8mes de la forme f = § X, avec a; =2 a été
i=1
étudié par F, Pham dans [21] et E. Brieskorn dans [5].

Le théoréme de la monodromie (cf [11], [8], [6], [10] etc.ss) nous
donne que les valeurs propres de la monodromie locale sont des racines de

l'unité.

Quand f et g sont des polynSmes & '"variables séparées'" ayant une
singularité isolée a l'origine de ¢ et ™ respectivement, M. Sebastiani et
R. Thom [24] ont calculé la monodromie de f + g en O en fonction de celle de

f en O et celle de g en O,

Un théoréme récent d'A’ Campo ([1]) montre que si £(0) = 0 et

df(0) = 0, la monodromie locale de f en O a un nombre de Lefschetz nul.

Ce dernier résultat est d'ailleurs trés important car il a pour co-

rollaire :

Théoréme (3.5) : Soit f : ¢" - ¢ est une fonction polynomiale réduite telle
que f(0) = O. Supposons que pour ¢ > O assez petit, pour tout b assez petit
non nul, an Be, ou Hb est l'hypersurface non singuliére f = b, a son homo-
logie nulle en toute dimension k, k > 1, alors df(0) # 0, i.e. Ho est non

singuliére en O,
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Nous allons maintenant rapidement considérer le cas des courbes

planes.

L, - Soit f ¢2 = € un polynSme réduit. Supposons que f(0) = O. Soit

Se une sphére réelle de cz, de rayon € >0 assez petit, centrée en O. Comme
les singularités d'une courbe sont isolées, on obtient que Ss est transverse
a Co’ définie par f = O. Ainsi Coﬂ S¢ est une variété compacte de dimension 1
donc une union disjointe de cercles qui forme dans Se un entrelacement. Le
nombre de composantes de cet entrelacement égale le nombre de composantes

analytiquement irréductibles de f en O.

La fibre de la fibration de Milnor de f en O est connexe et sa fer-
meture a pour bord l'entrelacement précédent. C'est une surface réelle con=-
nexe a bord non vide et a donc le type d'homotopie d'un graphe, donc d'un

bouquet de cercles.

La proposition (1.4) nous dit que le type topologique de Co en O

est déterminé par le type de l'entrelacement Coﬂ Se dans Se.

On peut montrer que le nombre d'enlacements de deux composantes
de l'entrelacement égale la multiplicité d'intersection des branches irré-
ductibles qui leur correspondent (cf [23]). On peut alors montrer que l'on
connait le type topologique de Co en 0, quand on connait le type de chacune
des composantes de l'entrelacement et les nombres d'enlacements de ces

composantes entre elles deux & deux (cf [18] et [28]).

Comme il est coutume de le faire, on appelle noeud, un entrelace=
ment n'ayant qu'une seule composante. Nous rappelons briévement les résul-

tats dans ce cas (cf [3], [26]7 [7]7 [19]) :

Théoréme (4,1) : Le premier polyndme d'Alexander du noeud Con SeC S¢ égale le

polyn8me caractéristique de la monodromie locale en O, [20].

Les paires de Puiseux de f en O déterminent uniquement le type du

noeud ¢ N s .c s, [3].

Le polyndme d'Alexander de Coﬁ SeC:Se détermine les paires de

Puiseux de f en O et, par conséquent, la multiplicité de f en O, [26] et [7].
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Les racines du polynSme d'Alexander sont des racines de l'unité et

leur somme égale 1, [26] et [7].

On retrouve bien tous les résultats généraux dont on a parlé pré-

cédemment.,

(1]
(2]

(]

(4]

(5]
(6]
(7]
(8]
(9]
[10]
(11]
(12]

[13]

A,

K.

P,
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