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WEIERSTRASS POUR UN IDEAL

SUR LE THEOREME DE PREPARATION DE

WEIERSTRASS POUR UN IDEAL DE k{x1,....xn}

André GALLIGO

H. Hironaka et H. Grauert dans [1] et [2] ont énoncé chacun un théoréme de
division par un idéal de k{x,l..... xn} , k=R ou C . Le but de cet exposé est

de synthétiser ces deux résultats dont des démonstrations ont aussi été données
dans [3] et [4] .
k désignera les corps R ou €, x 1l'ensemble des variables (x,l,.... an

et M 1'idéal maximal de k{x} .

§ 1 . Théoréme de préparation de Weierstrass classique

Théoréme 0 : Soit f € k{x} une série telle que f(0,...,0, xn) # 0 , notons
alors a x: le terme de plus bas degré de cette série en X on peut
effectuer la division d'une série quelconque g € k{x} par f , plus préci-

sément il existe un couple unique (g, r) tel que g € k{x}
r € k{x,l..... xn_,]} [xn] avec deg(r) <m et g=qf +r .

Idée de la démonstration

On munit les ensembles k(p) , p = (p1,.... pn) des séries convergentes dans le

polydisque de polyrayon p de structures d'espaces de Banach. Puis on perturbe

1'isomorphisme " division par a x: "
m
k(p) x [k(p,],.... pn_,I]J —>  k(p)
n m
(g, r) ax g+*r

en 1'homomorphisme (g, r) +———> a x: g+r+ (f-a x:] g = g qui reste

un isomorphisme si on a pris la précaution de choisir le polydisque de polyrayon

p assez "effilé” en P, Pour que [|f - a x:|| soit suffisamment petit.
Remarque 0O .

Aprés presque tout changement linéaire des coordonnées, le m du théoréme est
6gal & 1'ordre de f : v(f) = sup {i/f€ m,i} .
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§ 2 « Méthode d'Hircnaka

Pour généraliser le théoréme O il nous faut d'abord généraliser le m
du théoreme 0 .
Définition 1.

A toute série f =13 f x
Ne ={uenN" / fu # 0Yc N"c R" . Pour toute forme lingaire A surIR” telle

¥ de k{x} on associe son diagramme de Newton

que A = (a1,...,an] avec a; > 0 1i=1,...,n"1 et o, 2 0 . on note

vA(f) = min {A(u) / ueNf} , on appelle exposant privilégié dans la direction
A de f et on note epr(fJ le premier élément, pour 1l'ordre lexicographique

de {ueNf /AW = vA[f)} .
On a alors : epr[f.g) = epr(f] + epr(g]

epr[f+g] > min[epr(F] , epr[g]]

Définition 2.

A tout idéal I de k{x} on associe le sous-ensemble E (D) = {epr(P]/FeI}.

U+ Wnc EA(I] et on montre facilement

Cet ensemble vérifie : ueEA(I)

qu’il existe un ensemble fini minimal que 1'on nomme la frontiére FA(I] de

r n
EA[I) , FA[I] = {u1,...,ur} tel que EA(I] = ;f1 (ui +IN) .
On considére alors la partition suivante de W' :

- n - ny _ " -
D1 =y + N ,....Di (ui +IN) (D1 U...U Di-1]""' Dr+1 IN EA(I).

Théoréme 1.

Soient A une forme linéaire positive de Rn , I un idéal de k{x} ,
FA[I) = {u1....,ur} la frontiére de EA[I) . Toute famille (F1,...,Fr]
d'éléments de I telle que epr(fi) = Wy est un systéme de générateurs de
1'idéal I . De plus, pour toute série g€ k{x} il existe des séries de k{x}

QqreeeaAn 29049 uniques qui s'écrivent

q, = T 2 a. xM i = 1,004,
* + uep, oM
L R
et
" r
Arpq = Eag Opaq,y X telles que g = §E% a; fy * Apge
r+1

La démonstration, voir [1] et [3] . généralise de fagon naturelle la
démonstration du théoréme O . On dit que Ay est le reste de la division de

g par I.
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Remarques. u
1. En divisant x 1 par I on obtient 1'unique séﬁie hy de k{x} telle
que h, s'éorit h, = Z:Z h, xM et x T+ h €T .
i peb i,u i
r+1
On en déduit un systéme de générateur "plus beau que les autres” de 1'idéal
I .

2. Si A est la forme linéaire homogéne 11 LN in de tRn on omet de la noter
en indice et on a E(I +MY = (M UE(MY  pour tout £ €I .
Cette égalité n'est pas vraie pour les autres formes linéaires.

= n _ . u n _
3. Si Dr+1 IN EA[I] est fini,les monomes x ,uU ENIN EA[IJ forment

une base de 1l'espace vectoriel k{x} /; .

4. On déduit des remarques 2 et 3 que la connaissance de E(I) implique celle
de la fonction d'Hilbert Samuel de k{x} /1 :

_ _ n o_ 241
HS(2) = dim kix} /( qesy = card ON (E(M U EM™ ) .

5. Notons in(I) 1'idéal initial de I = {in(f) / f € I} ol in(f) désigne
la composante homogéne de plus bas degré de la série f . On a trivialement
E(I) = E(in(I)) .

§ 3. Ce gque. nous apprend de plus la méthode de Grauert.

On étudie le comportement de E(I) par changement linéaire des coordonnées.
Pour cela pour tout M € GL(n,k) on note fM la série telle que FM[x] = f(Mx),
™= (¢ fe1r et e™ € P0™ . on a

Théoréme 2.

Pour tout idéal I de k{x} il existe un ouvert de Zariski non vide U de
GL(n,k) tel que pour ME U , E[IM) soit constante, notons E(I) sa
valeur. De plus E?(I] a une configuration particuliére que 1'on précise :

si F(I) = (up,eees ur] désigne la frontiére de &(I) et Di=6.|i+ll\ll‘-7-(D1U...UDi_1)

la partition définie plus haut,alors D} =y +GNd(iJ X 0), ol d(i) est

défini en écrivant u o= (0,...,0, ug[i seens u: ) avec ug(il #0 . Et

Wy = (0,¢..,0, v(I)) , donc d(1) =n .

Idée de la démonstration. On obtient la configuration de ¥E(I) en définissant

par récurrence des multiexposants uy € nN" , des séries fi € I , des ouverts
de Zariski Ui(: GL(n,k) tels que
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oLk} - U ey e
=1

et exp[fT] = u; pour tout M E Ui . Pulis en considérant des changements

. M
py = Inf exp(F) / FET, MeEU, 4033, oy

de coordonnées particuliéres on montre que nécessairement pour tout

K= dli) + 1,...,n le multiexposant  (0,...,0 u§ L1, WTH*TL TS TN
€ {;} uj +lNd[JJ x 0 , ce qui entraine que les uy forment la frontiere
21

J
F1) de &@m . Voir [5].

Corollaire .
En appliquant le théoréme 1 aprés changement générique linéaire des coordonnées
on obtient un "joli” théoréme de division ; la condition sur les quotients devient:

q;, ne dépend que des d(i) premiéres coordonnées !! .

Remarque 6.

Dans le cas n =2 £(I) est un "escalier avec des marches de hauteur 1" ,

c'est-a-dire que :

1
D1
Hq = (0,y(1)) , My = (ai , v(I) - i+1) v(I) j
L | gz
pour i = 2,...,r L] l 3
My Dy
et que o4 est strictement croissant Dr+1

avec 1 ,

Remarque 7. Pour tout n on pourrait décrire explicitement, comme dans 1la
remarque 6 , la configuration de E(I] et retrouver la description que donne
Grauert dans [2] et [4] . On peut retenir que &(I) donne "a vue d’'oeil”

deux entiers d et § dont nous donnons la signification au § 4 :

d= sup (IMN' x 0N ED)=Pets = sup { /T E tg EM = xE).

§ 4. Quelgues remarques sur l'invariant &(I) associé
3 un idéal I de k{x} .

1. Nous avons vu au §2 que &(I) détermine la fonction de Hilbert Samuel

de kix} /p : HS(8) = dim Kk {x} /[ o = card({ue N" /|ul< £)}- BN,
I+

On voit aisément gue pour % assez grand HS(L) est un polynéme de degré d ,
ce qui montre que d est la dimension de k{x} /I . La description explicite

de &(I) donnerait également la multiplicité de k{x}/I .
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2. Si n = 2 la connaissance de la fonction d'Hilbert Samuel détermine “% (I).
En effet la croissance de HS(L) détermine le nombre de points de %(I)
contenus dans les hyperplans x1+ ces * X, = % et sont les premiers pour
1'ordre lexicographique. Cela n'est plus vrai pour n > 2 par exemple les
idéaux I = (22, zy, zX, y3) 2 et I, = [22. zy, y2] +m? ont des ¢ (1)
et %(Iz) différents bien qu'ils aient méme fonction d'Hilbert Samuel.

3. La suite (x1,...,x6] des classes des § premidres coordonnées dans k{x} /I
est une suite réguliére, donc & < prof (k{x} /I). L'égalité en général
est fausse par exemple pour 1'idéal I = (22. zy, zx et y3 , y4), § =0,
d = 1 et la classe de x est non diviseur de zéro dans k{x} /I donc

prof (k{x} /I] =d=1.

4. Si X est un espace analytique dans EN on associe a tout point x de X un
sous-ensemble %(X,x) de W" . Si OX‘X = C{x} /3 on pose %(X,x) = ‘i(ﬂx]
qui est indépendant de la présentation de e&,x . On obtient ainsi une
partition de X en sous-ensembles de points ayant méme  %(X,x) . Comme

%(3X) = %(in ﬁx), %(X,x) ne dépend que du cBne tangent en x & 1l'espace X .

De plus, cette partition est strictement plus finme que la partition d'Hilbert
Samuel (Exemple : si X estdéfini dans ¢ par (22, zy, zx + tyz, y3] la
"strate” de Samuel de O est l'axe des t alors que la "strate” par les <%4(X,x)

ne contient que O .
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