Asterisque

ANDRE GALLIGO

CHRISTIAN HOUZEL
Module des singularités isolées d’apres Verdier et Grauert

Astérisque, tome 7-8 (1973), p. 139-163
<http://www.numdam.org/item?id=AST_1973__7-8__139_0>

© Société mathématique de France, 1973, tous droits réservés.

L’acceés aux archives de la collection « Astérisque » (http:/smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique I’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AST_1973__7-8__139_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

MODULE DES SINGULARITES ISOLEES
D'APRES VERDIER ET GRAUERT

André GALLIGO - Christian HOUZEL

PLAN

Introduction

§ 1 Passage du formel & 1'analytique
§ 2 Déformations formelles

§ 3 Mise en équations et existence

d'une déformation semi-universelle

Appendice : Weilerstrass préparé & la Grauert
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GALLIGO-HOUZEL

INTRODUCTION . - Ce texte expose les principaux points de la démonstration

du résultat de Grauert dans [1] , dans la version repensée par Verdier

(2] .

§ 1 . - PASSAGE DU FORMEL A L'ANALYTIQUE

DEFINITION 1 . - Soient x = [x1,..., xn] , u = (u1,..., uq] ,
% = (@1..... @p] , Y = (‘1’1,..., ‘l’m) , I wun idéal de E{x} et

R€ C{x,u,?,¥}* , on note m 1'idéal maximal de C{x} .

On appelle solution analytique du systéme d'équation R =0 (modulo I ) 1la
donnée d'un couple (w,¥) , v e t{x} , ¢ € Cix,u} tel que
R(x,u, ¢ (x),¥(x,u)) = 0 (modulo I ) .

On appelle solution & 1l'ordre 1 du systéme d'équation R = 0 (modulo I )
la donnée d'un couple (e ,¥) , ¥ e E[x] , V) € E{u}[x] tel que les

degrés totaux de ¥ et de ¢ en x solent inférieurs ou égaux & 1 et que

Rix,u, v (x),¥(x,u)) = 0 modulo(I + miMJ .

PROPOSITION 1 (H. GRAUERT - J.L. VERDIER) . - Soit ioe IN ; avec les no-
tations précédentes, si le systéme d'équation R = 0 (modulo I ) admet une
solution & 1l'’ordre iD et si toute solution (@ 1""1’ a l'ordre 1 ,
i 110 , se prolonge en une solution ( \¢ 1+ 61,w1+ yi] a l'ordre i+1

avec 61 € I:[X:] et Yy I:{u}[x] deux polynémes homogénes de degré 1i+1 en

x , alors le systéme -admet une solution analytique

Remarques préliminaires a la démonstration

1. (Théoréme de préparation de Weilerstrass cf [1 ] , [3 ] ou 1l'appendice).

Soit I un idéal de C€{x} 1l existe un domaine E(I) de an tel que
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DEFORMATIONS D'APRES VERDIER ET GRAUERT

toute série g de C{x,u} soit congrue modulo I & une unique série red(g)
de €{x,u} telle que tous les exposants des monémes en x de red(g) soient

a4 1l'extérieur de E(I) .

De plus, si jq(g] désigne la série g tronquée & l'ordre g+1 en x ,
on a red[Jq[g]] = Jq[red(g)] .

2. Si (y,y) est une solution du systéme R = 0 (modulo I ) , alors
(red(y), red(y)) est aussi une solution. Cecl nous permet de ne considérer
que les solutions (¢ ,y) avec @ et ¢ réduites relativement & I ,

donc qui ont les exposants de leurs monSmes en x & l'extérieur de E(I) .

Démonstration . - Soit [‘Pi'wi] une solution & l'ordre 1 avec vy et
by réduites relativement & I ; deux polynSmes 61 € C[x] et v, € C{u}[x]
homogénes de degré total i1i+1 en x , réduits relativement & I , sont tels
que (\pi+ 6i.wi+ yi] solt une solution & l'ordre i+1 qui prolonge donc
[\pi.¢1] si et seulement si :

red[R(x,u, wi[x) + Si(x],wi(x.u) + Yi[x.u))] 2 0 modulo ONL1+2

soit, en écrivant le développement de Taylor de R et en notant Ri la partie

homogéne en x de degré i+1 de red[R[x.u. qi[x),wi[x,ull] .

9R IR

R, + . Gi(xl * 39| x=o0

1 39| x=0 ‘ Yi(x‘U] = 0 :
En écrivant 1'égalité des coefficients des polyndmes réduits (on note avec
la méme lettre un polynfBme et 1l'ensemble de ses coefficients), on obtient 1'é-

quation - Ri = B[Gi,yi] ol B est le morphisme linéaire :

¢ x c{u)® B gu®
3R 3R
(8;.v4) > 56| x=0 * 1 " 39| x=0 ' V1
car les coefficlents de 61 varient dans un espace vectoriel Es et ceux de
Yy et de Ri dans des modules libres €{u}® (précisément

g = H;(i+2) - H;(i+1] ol H; désigne la fonction d'Hilbert Samuel de
A= k{x}/I ) .
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Pour construire une solution convergente du systéme, on aimerait pouvoir
choisir & chaque étape des (Gi.Yi) vérifiant 1'équation et dont on majorerait

la norme judicieusement, pour cela, on utilise le :

LEMME 1 (Cartan, cf [9] ) . - soit ojq = okq — % — 0 une
- C €

présentation finie au-dessus d'un ouvert U , contenant 0 , de t? d'un
faisceau cohérent '}' . Il existe un systéme fondamental de polycylindres
compacts tels que pour chacun d'eux K , 0€ lz C U , le morphisme induit

par o

Bk, o )3
q

> BIK, @ )°
[ d

soit d'image fermée et le morphisme Coker o ——> ,Fo solt injectif ;
B(K, O )
o 9

K qui, muni de la norme de la convergence uniforme, est un espace de Banach.

désigne 1l'espace des fonctions continues sur K et holomorphes sur

Appliquons ce lemme & notre situation ; soit U un ouvert de ¢ sur le-
quel convergent les séries —g% (O,u, \gi(O),lbi(D.u]) et

9R .
37 (0,u, \Pi(o),\pi(ﬂ,u]] qui ne dépendent pas de 1 puisque L?i[D] L‘?O

et ¢1(Cl,u] = "vo , on a les morphismes de faisceaux au-dessus de U :
Os [¢] OS et IS % (73 B > Os
[ 9 ¢ 9.
R IR 3R
— — . L —_— . _— .
Vi > 3y xe0t i Bgevy) > 3¢ x=0" 1 " 39| x=0"V1

soit K un polycylindre privilégié (du lemme), on a :

s B

s _8, Bk, 0 0% et °xBK, ) 2 BK, &% .
g i o

B(K, O )
O

L'image de B est la somme de 1'image de ES x {0} , qui est un sous-es-
pace vectoriel de dimension finie, et de 1'image de & , qui est fermée ; elle

est donc un sous-espace vectoriel fermé de BI(K, Oq)s .
[

De plus, on a les suites exactes de falsceaux

- 142 -



DEFORMATIONS D’ APRES VERDIER ET GRAUERT

C
0 > B(K)® —— ¢ BK)® > ¢ > 0
2 | 2 1 | fal
MR i &s v
0 >  B(K) > B(K) > 0
Coker & > Coker § ———> 0O

en considérant aussi les fibres en 0 du diagramme correspondant avec a

et B
0 > €t > Coker & >  Coker B > 0
0] > ﬂZt > 0

> Coker %g > Coker 60

-

on obtient donc que Coker B8

> Coker Bo est injective.

Comme la solution (\p i.éi] se prolonge (par hypothése) en une solution &
l'ordre i+1 , Ri € Im Bo et i1 provient donc d'un élément ﬁi de Im é .

D'autre part é induit 1'isomorphisme d'espaces de Banach :

B : ¢ xBKK, © )° . —  In B
ﬂ:q ker B

=1 =
inf {8 v )] 7 6 0vy) € B (RY

x

[u]
ot
we
|
-
-
0>
[
—
[

&

Ia

Ry 11

donc 11 existe un couple [Gi,yi] tel que

sopvy) = Ry Ll < LRI et [y Il <t (IR,

ol L est une constante indépendante de 1 .

On termine la démonstration en remarquant que
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HRiH < ||R(x,u.qi,¢i)]|| , que
HROGU, @+ 80005+ vy) = ROGU gy <o (08, vp ]|
1
donc que  |[R; || < IR, u @ vl < N u T

ol L, M, N et r sont des constantes indépendantes de i . On en déduit que

HsiH < (L.N) ri et ||Y1H < (L.N) r:.L ce qui entraine que les séries
©® = I[:'fN“ 51 XI et Yy = E N Y1 xI convergent. C.Q.F.D.
€ I€EN

§ 2 . - DEFORMATIONS FORMELLES D'UN GERME D'ESPACE ANALYTIQUE

Soit XO un germe d’espace analytique plongé dans .

Pour définir les déformations formelles de X0 , introduisons :

La catégorie ‘€ des C-algdbres quotients d'algébres de la forme
e[ 1. 1,10 .

La catégorie € des (€-algébres artiniennes (i.e. de dimension finie en

A
tant que C-espace vectoriel) ; c’est une sous-catégorie pleine de € .

~
La catégorie ‘€ des C-algdbres quotients d'algébres de la forme

€ Ixppene, x 3 (L Tooenes T, 1 .
~ ~

Soient €° , e° , P° 1les catégories opposées de ces catégories.
Elles sont munies de produits fibrés et leurs objets seront notés Spec A avec

-~ ~
A e € ,  ou € . On notera “’A 1'idéal maximal de A .
DEFINITION 1 . - On appelle déformation formelle de base S 1a donnée d'un
diagramme cartésien du type

X [

l0

Spec £ C—————

plat

U 6——Xx

o X€EC° et S E €O
(cartésien signifie que X0 = % X g Spec €) .
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DEFORMATIONS D’ APRES VERDIER ET GRAUERT

N - n
Pour abréger, on désignera la déformation par X —> S ou méme par X .
N Y -~
Deux déformations X et X' de Xo de base S sont dites isomorphes
Y -~
s'il existe un isomorphisme de X sur %' au-dessus de § qui induise 1'iden-
tité sur X .
o

Soit %—-> S une déformation de Xo et h:S" — § un morphisme de

A n n
€ on dit que la déformation X' = X x

u»

§' de XD de base §' est obte-

nue par changement de base.

DEFINITION 2 . - On dit que la déformation ')\(' —> S de Xo est formelle-
ment semi-universelle si toute déformation ,)\(,' > S' de XO s'en déduit par
un changement de base h : §r —> S unique au premier ordre (c.a.d. que si

o - “' - ’ * . "

S = Spec A et S' = Spec A , h 'A/WLZ > A/ 5 est unique) .

A A’
n -
DEFINITION 3 . - On dit que la déformation X —> S de Xo est formelle-

ment quasi-universelle si elle est formellement semi-universelle et si de plus

tout diagramme cartésien du type suivant :

N n
ol X'

> §' et 9‘ —> R sont des déformations de X0 , se compléte

suivant les fléches en pointillé en un diagramme cartésien.

THEOREME 1 . - (M. Schlessinger) . Si XD est un germe d'espace analytique
et & singularité isolée (plus généralement si dim Extl, (L , O, ) < )
€0y X %o
o
ol LX est le complexe cotangent a X0 ) , i1 existe une déformation formelle
o}

de X , X — é qui est formellement quasi-universelle.
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§ 3 . - MISE EN EQUATION
~

Remarque 1 . - Toute algdbre A de ‘€ et tout morphisme f : A —> B de

% peuvent &tre considérés comme limites inductives d'algébres et de morphis-
mes de € en posant : A = 1}_m A/ q f = 1}_m .Fq avec

q A q

f A > B

a /o4 d /o4 4

%A o‘K’B

Remarque 2 . -  Toute déformation formelle de XD peut donc étre considérée

comme la limite projective de déformations de Xo

lo l’l lZ e i
0 > 81 > 32 > s > Sl > e
avec si § = Specﬁ:[[T]] , T = (T,]..... T, o - M,
/
v
S = Spec € T t X =X x .S
q pec [[ ]']/J+%q+1 e q 3 °q

Les idéaux J_=J + Q\q+1 de C [[ T ]] sont tels que pour
q /qu+1

/c\\q+1

tout g€WN , J est un relevement de J .
g+1 q

DEFINITION 1 . - Soit K un idéal de € [[ T ]]/ q (avec les notations
oM,

précédentes), on dit qu'un systéme de générateurs [g,l,...,gkl de K est mini-
mal si K n'admet pas de systéme de générateurs & k-1 éléments. On dit qu'un

idéal L de € [[ T ]]/ g+ est un relévement minimal de K si x(L) = K
o,

et si tout idéal H contenu dans L tel que x(H) = K est égal a L ; X
désigne ici la surjection canonique x : C [[ T ]]/ q+1 —_—> [[ T ]]/ q °
o o,

Propriété . - Soit K un idéal de € [[ T ]]/ q et soit (g1,...,gk] un
systéme minimal de générateurs de K . Un idéal L de G [[ T ]]/ g+ est un
™,
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relévement minimal de K si et seulement si il admet un systéme de générateurs
[G,I,...,GK) formé par des reléevements Gi des g o+ Si L et L' sont deux
relévements minimaux de K , aleors

Lo, 0 = LU'n [%q/%qﬂl

Démonstration . - Si L est un relévement minimal de K , toute famille
d’'éléments 61""’Gk avec Gi(t_ X_1[gi) N L engendre L . Réciproguement,

yeee,06 tels

1 Kk

que )((Gi) =gi et soit L' un reldvement minimal’de K contenu dans L , L'

soit L unidéal de € [[ 7 ]], qe1 ©ngendré par des éléments G
oM

est engendré par des éléments G',...,G"‘ tels que x(Gi'] =g - Comme L'C L ,

1
k 2
on peut écrire, pour i =1,...,k , G} = { A, G, avec A, € C [[ T ]]
i i 2 i /oy G+ 1
2=1 o
k 2 2
d'ol ! (x(Ai) - Gi]gE =0 , comme le systeéme de générateurs (gil est mini-
2=1

o

mal, pour tout 2= 1,00,k , x(A)) - 6; n'est pas inversible donc

i
x(A,})(O] - 6% =0 et x[A’.LJ[D) = AZ(U] = 6% , donc la matrice des I-\J.z' est
i i i i i i
inversible et L = L' .
Soient L = [G'l""'Gk] et L' = (G,;....,G’;] deux relévements minimaux de
q K K
K , 81 geLaln / q+’|] et g = z_: Ai Gi alors xl(g) = E )((Ai]gi =0
M i=1 i=1
donc x[Ai][D] =A,(0) =0 et
K K K q
LI = L =
LA 6 oA s, [ A6 -6 € af. o, e 1) {0}
i=1 i=1 1=1 ol
donc ge L' .
Remarque 3 . - Soit J wun idéal de C [[ T ]] » la suite des

s

- q 5 )
Jq J + % /o g+ est formée a partir d’'un certain rang par des relévements

minimaux.

En effet, tout systéme de générateurs de Jq+1 induit canoniguement un
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systéme de générateurs ds Jq , donc la suite des nombres minimums de généra-
teurs des Jq est croissante et bornée par le nombre minimum de générateurs de

J , elle est donc stationnaire & partir d'un certain rang.

LEMME 1 . - (Stabilité structurelle formelle) - Soit %—> §  une défor-
mation de Xo qui est formellement quasi-universelle (voir § 1) , 1l existe
se€ N tel que pour g>s :

Si une déformation ’)‘(' — §' = Spec € [[ T ]]/J' coincide & l'ordre s

n - 241
avec X —> S et est telle que les J] = J) + ”M, sont des relevements

L /%!H'l

minimaux les uns des autres pour s < & < g alors Xc" —> Sc'] est isomorphe a
X —> S . De plus, il existe un relévement minimal J'’ de J' et une dé-
q q g+1 q

s ’ — ’ = s Vs )
formation X2, —> S, = spec € [[ T]], qrz,,,  dul prolonge X; = S

g+1
(i.e. X' = X' X oy 0
q g+1 Sq+1

Démonstration . - La remarque 3 fournit le rang s & partir duquel la suite

des idéaux Jq est formée par des releévements minimaux. La quasi-universalité de
')‘(' — § , compte tenu que X5 —_—> 85 coincide avec Xs" el SE" , s'exprime par
le diagramme cartésien :
X' X
q

1 v\ . ‘/>> F

——— T
Spec (C [[ T ]]/ q+,l/J'] > Spec (O [[ ]]/%qM/JqJ

D -

Spec (C [[ T ]]/M/SM/J )
s

Notre but est de montrer que la flaéche horizontale du bas est un isomorphis-

me. Or, C [[ T ]]/Wq”/Jc'] =t [[ T ]]/%qﬂ/Jq

sont obtenus par une suite de relévements miniamux ; d'autre part,

uisque J' et J
pulsqg q q
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[ [[ T ]]/ g+ _—_ g [[ T ]]/ g+, est surjective, puisqu'elle
W /I . PRVA
q q

induit 1’identité & l'ordre s > 1 , donc c'est un isomorphisme (ce sont des

C-espaces vectoriels de méme dimension finie).
Cet isomoprhisme provient d'un automorphisme de C [[ T ]]/ g+ que 1'on

prolonge arbitrairement en un automorphisme vy de € [[ T ]]/ q+2 * on pose

g+1 g+1 )
/Jq+1

’ = ’ 2 —
Xq+1 Xq+1 XS Sq+1 est une déformation de X0 qui prolonge Xq > Sq .

alors Jé_” =y, , s . =spect[[T ]]/‘M/q+2 et

1978 Mise en équations

Le § 2 affirme 1l'existence d’'une déformation formelle ¥X— § de XD qui

est formellement gquasi-universelle ; explicitons cette donnée :
XO = Spec ﬂ?{x}/IcJ , X = [x,]....,xn] , S = 1im Sq , X = 1im Xq avec

S
q

spec ¢ [[ T ]]/ et X_ = spec ti{x} [[ T]]
gq+1 q /o G+ 1
W s, M /T
W = (M = (TyoeeanTy)

1 k 1 13
J = (g ,eee,2 ) et I = (f ,eu.,f7)
q & &q g q q

(on peut prendre les m8mes £ et k pour tous les g car le nombre minimum de

générateurs des idéaux Jq et ICI croft avec g , donc est stationnaire).

Comme les déformations Xq —_—> Sq de Xo sont plates, tout systéme de gé-

nérateurs des relations entre les générateurs +‘0 = (f’;,...,-FD] qui s'écrit comme

une matrice Loe C(x}zm se reléve en un systéme de relations

q q

Lq ceixy[[ T ]]/%q”]zm entre les générateurs F_ = (‘F1,...,'Fq) soit
L.f ® Omod (J) i.e. il existe M_ ¢ (€ [[ T ]] ]km tel que
q q q {MLq+1

L.f =M. .
9"'q ~ q'%q

PROPOSITION 2 . - Soit s 1l'entier défini par le lemme et soit -8 1e sys-
téme d’'équations
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[
g = g, mod o 5
_ s+1
A f = fy mod o
L.f = M.g
L = L mod o 51

Pour tout g >s , (gq. Fq’ Lq, Mq] est une solution du systeme

A modulo %qﬂ . Toute solution [gc'l, -FE". Lé, Mé) du systeme
8 modulo M1 définit une déformation X; —> S, disomorphe & X —>S_

et se prolonge en une solution (g’ L N

, N
o q+1” Tge1’ Lgerr I"Iq+1) du systéme
A modulo o .

Démonstration . - Immédiate & partir du Lemme

COROLLAIRE . - I1 existe un germe de déformation analytique X —>S du
germe d'espace analytique XD , telle que la déformation formelle correspondante

')\(' —> § solt formellement quasi-universelle.

Démonstration . - Il suffit d'appliquer la proposition 1 du § 1 .
Nous allons montrer que X —> S est aussi analytiquement semi-universelle,

grace a une :

zeme Mise en éguations

Soit X' —> S' un germe de déformation de XO , puisque '%—> § oest
quasi-universelle, pour tout g€ IN et tout h_: Sc" —_— Sq avec
v . . . ] —
yq H Xq —_— xq X Sq Sq il existe th : Sq+‘| > Sq+1 avec
. ’ i ] +
yq+1 : xq+1 — Xq*,| X Sq+1 Sq+1' qui prolongent hq et yq f

1

! = =
Soit en notant S Spec E{u}/J' u=(u /1

,...,up] et X' = €{x,u}

I'=(+‘,‘1,...,F ) = (f') 1l existe

k'

-
- un r-uple de séries h = l;
"

h, Fet[[ u]] qui induit
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> T [[ u ]] avec h*) c s

h e [[ T]]

- un n-uple de séries x - ; Cu[x] Jtoex} [[ u ]] qui définit un
ul=1

automorphisme de C{x} [[ u ]] .
P u k2
- une matrice & x ¢ de séries 1 - Au(x) u € C{x} [[ u ]]
[ul=1
qui définit un changement de générateurs de 1'idéal I' qui vérifient le systéme
d'équations

© oo

1 - |; Au e FrUx - |E| cu(x) dHau) o fix, IE‘: hu u*) mod J°
=1 o

ul=1 =1

et gl h o) e Je
- H
[ul=1

De plus, toute solution & l'ordre g de ce systéme < se reléve en une

solution & 1l'ordre q+1 de ce systéme < .

G

La proposition 1 du § 1 montra alors qu'il existe une solution convergente

du systeme T ce qui démontre le :

THEOREME 2 . - Si XO est un germe d'espace analytique réduit et a singula-
rité isolée (plus généralement si dim Ext1d (L, , O,) <=x) il existe un
T Xg  Xo Xo

germe de déformation analytique de XD qui est semi-universelle.
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APPENDICE : WEIERSTRASS PREPARE A LA GRAUERT

THEOREME de préparation . -

Il s'agit d'une formule de division du type f = {: qv gv + r par rapport

& plusieurs fonctions [gv)\) , avec un reste r dont les monSmes sont assujettis
& des majorations de degrés par rapport & plusieurs variables (t,l.... ,tm] .

(I1 peut y avoir en plus d'autres variables, par exemple [y1,...,yq)] .

On ordonne les exposants v o= [v1.....vm) par le bon ordre suivant sur

p<y == |y| < |v] ou

[u] = |v] et 31 €[1.m] tg 4, < v, et

i
= Vv, pour > 1 .
My j P J
Si K est un anneau, on définit 1l'ordre de la série f = E: a, t¥e K [[ t ]]

par ord(f) = inf {v/a # 0le N"U {«} , on a immédiatement :

ord(f + g) > inf (ord(f), ord(g)) et ord(f.g) = ord(f) + ord(g) .
Décrivons maintenant les restrictions sur les restes :

DEFINITION 1 . -

a) On appelle systéme de réduction de dimension m ; la donnée d'une suite

—%
d'applications S = (s,,..es8) 5 5, € U =} =N,

s, ¢ [0. s, [ — N ee, s, {\)eNi /pour J = 1,...,1

i+1 f
0 <v, <s,( )} > N tell :
_vj sj v1,...,vj_1 s, telles que :
si[v) = o = si”(v.n) = o pour tout ne N .

b) v = (v,l,...,vi] <S <= 0<wv <sj(v1....,vj_1] pour J = 1,...,1 .

J

On note Ri(S) = {veNi / v <S}, c'est un " hypographe " de Ni .
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c) On dit que v = [v1....,vi) gst fini pour S si i <m , v <S

i+1

et +1[v] <w® . 0On pose alors v = (v,si+1[vJ) €N et on note FI(S)

i
1'ensemble des multiindices finis pour S .
d) On dit que v = [v1,...,vi) est maximal pour S si v<S ,

= - = ’ -
si(v1,....vi_1] < ® et [si+1(vJ ou i=m) .0Onnote M(S) 1l'en

semble des multiindices maximaux pour S .

Exemple . -
V2
—>
0 =
4 7 91 11 v1
S = (51.523 sy = 1M, s, donné par son graphe
Fs) = {2} v ([o,11] - (4,7}
(1'axe exclu)
M(S) = {4,7} Y hypographe de s,
[[o,11[ - {4.7}
v

[EFINITION 2 .- Onditque f=]_ a t €K[[ t]] est réduite relative-

ment & S si (a #0 <> v <8) .0nnote K [[ t ]]S le sous module des

géries réduites relativement &8 S .
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Remarque . - On peut aussi considérer des séries tronquées en degrés plus
grand que k , on impose alors & S 1la condition supplémentaire :
v fini == |v] < k .
Notation . - Pour tout multiindice v de dimension i , on pose
tv = (ti+’l""‘tm] .
LEMME 1 . - L'application suivante est bijective :
s e ke > R [e T
v

) > Lof,t .
Preuve . - I1 suffit de relire la définition d'un multiindice maximal.
LEME 2 . - L'application suivante est bijective :

(el © @ k)] —— 1]

(r, g f = {:: q, tV o

de plus, ord (f) = inf (ord(r); ord(g ) + v .

Démonstration .

d

Par récurrence sur d. = sup {dim v/v € F(S)} .

S

=0 alors F(S) = {@} et s, <o mais s, = ®

S

311 2

d’'écrire la formule de division par t1

(s

1

KILell © xllyy 1]

d = dS >1

seses sé)
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3 11 suffit

k([ 1]

. * T

et on définit

(r, q) > f=qgt
« On suppose la proposition vraie pour d-1
par si =8y si 1i<d et s{ = o si i>d , de sorte
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que dS’ =d-1, F(S') = F(S) N {v/dim v < d} et M(S')

M(s') = M(8) N {v/dim v < d} \J F(S) - F(S') . On remarque que

F(S) - F(S') = M(S') N {v/dim v = d} - M(S) N {v/dim v = d} que si

k' [[tg 0] et

vers - Fisn Kk [[t, J)=k[[ty,peent 1] ([t 1

sd+1(v)
que la division par td+1 donne une bijection
K? [[td+1]]5d4.1[v] @ K’ [[td+1]] _— K'[[td+1]]

(r,q) —> f =gt

(v)

Ceci dit, 1'hypothése de récurrence permet d’'écrire toute f € K [[ t ]] de

fagon unique :

f = ) q, t° +r avec ord(f) = inf (ord(r],ord(qvl+3]
v € F(S')
v v sd+1[v)
v e M(S") v € M(S) v €F(S)-F(S")
A\ v -
avec ord(rv t’) = inf (ord[r; t7), ord(q“) + v) et
v v v
fe Doate Oone I ome
F(S) v € M(S) v  F(S)-F(S")
dim v < d
Le reste est bien dans K [[ t ]] gréce a la définition des r;
S
Remargue . - Pour les séries tronquées, on tronque les a, a8 un ordre un peu

plus grand pour garder 1'unicité.

On suppose maintenant que K est une algeébre de Banach et on définit sur

K [[ t ]] les semi-normes usuelles III:: a, tv||p = 2:: IIEVII o’ o

p = (ogseneup ) € GR:)m . On pose K(p) = {fek[[t]]/ ||-FHp < @}, c'est

une algdbre de Banach. Notons que K(p,p') = K(p)(p') . On pose

~

u

K(p]S = K [[ t ]]S N Klp) . Les lemmes 1 et 2 admettent alors les corollal-

res suivants :
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LEMME 1" . - (48] Klp,) > Klplg (isométrie)
v € M(S)
v
.——_
£, > DAt
(on pose par définition ||[-FV]|| = 1. ||+‘v|| PSS I
<
LEME 2" . - K(p)g @ @  Klp) ——— K(p) (isométrie)
- v € F(S) -
(r, q,) » f=Eqvtv+r
(on pose par définition ||(r, qv] [l = |lcl] + E ||qv|| o’ )

est un isomorphisme métrique.

THEOREME 1 . - Soit S un systéme de réduction et soit g = (gvl € K(DJF(S]

.
et soit t = (t”) . On suppose qu'il existe une matrice inversible

-1 *
A= (avv']v,v' € F(S) a coefficients dans K(p) telleque h=A g-t véri

fie les inégalites ”(hv]llp < p\) , alors 1'application sulvante est un isomor-

phisme (non isométrique) d'espaces de Banach :

Kiplg @ &b Flo,) NS, ARy
v € F(S)
(r, g) +’=}:qvgv+r.

De plus ord(f) = inf (ord(r),ord(qg ) + v) . On appelle r la réduction de f

relativement @ S .

Démonstration . - On élimine A gré&ce a 1'automorphisme
@ K[Dv) > b K(ov)
v € F(S) v € F(S)
(q) + -> l; Gyr %y .
Alors g, =tV +h, , Yy = T+n ot n: (r,qgq) — Eqvh\,
-1 R -1
y = 1+t 1) , il suffit de voir que ||t =n|] < 1 . Or

”[h\,]llp < )\p-\-)- avec A <1 et
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“'nostrg) —> [Da h = DotV er — (r', q))

ey o0l < 22 HagIL1ingl < a 22 (aylle”

A

-1
||t nlr, qv]||

< Al gl
donc |IT-1 n|| < A < 1.
. F(s)
COROLLAIRE 1 . - Soit g = (g ) € F(S) € Ciy,t} . On suppose que

gV[D,t] est d'ordre v pour tout Vv € F(S) . Alors pour tout f € C{y,t} ,
il existe [qv),r € C{y,t} uniques telles que r soit S-réduite par rapport

aux variables t , que q, ne dépend que des variables y et tv et que

f = Z;: q, 8, * T - De plus, ord(f) = 1nf(ord(r),ord(qv] + V) .

(0) =0 si
U

Démonstration . - On a gv[y.t] = i:: a, u(y) t¥  avec a,
-_— u ’

u<v et a, u(0) Z 0 si p=v . Ilexiste p' = (p%,-..,pé] tel que

tous les avv(y] soient inversibles dans €(p') . Soient A 1la matrice diago-

_ =1 tu _ b
nale (av‘v(y]) et hv = E;g av'v[y] av,u(y) ona g=A(t" + hv)v et
-1
||hv|| R I ||av 5 3 ull Lot = 1 b, (") oM o= ¢ (p,p') et on termine
PP AV ’ ’ ° HAV
grace au lemme facile :
LEMME . - Si @ (p,p') est une fonction continue par rapport & (p,p’') et

telle que Y (p,p) << pv alors il existe 60 >0 et pour tout § € ] 0,60 ]
un &' >0 tels que @ (p,p') < pv pour p < § et p' <&’

COROLLAIRE 2 . - Soit g = [gV] comme dans le corollaire 1 . Alors il existe

p = [Dv] et A =(av v') une matrice inversible tels que g = Ap et que pour

tout v € F(S) , p, = t” r, ol r, est réduite et d'ordre strictement su-

périeur & v . On dit que Py est un polyndme de Weierstrass.

) v
0 it t7 = -r
n écr Z qvu gu N avec rv réduite et

v =ord(tY) = inf (ord Gy + U, ord rv] , d'od ord r, > vV (puisque v ¢t 8) ;
tv +r = z:: q g " polynéme de Weierstrass ") Comme
v v Tu )

soit p

ord P, =V ,on peut aussi diviser par les P, et écrire :
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= ’ ' ’ &
g I%: a5, Py +r) avec r) réduite

i : qQ' q g +r'
Vv Y
wop B oHe P

1'unicité de la division de g, par les (gp) permet d'écrire :

’ - ’ - . P ’
[E: qvu quo va et ry o] Ainsi la matrice A (qvu] inverse de

[qup] et les polynfSmes de Weierstrass P, = tv +r, conviennent

Remarques 1 . - Soit k € K un sous anneau tel que Gm(K] =k N Gm[K] , ol
Gm[k] désigne 1l'ensemble des éléments inversibles de k ; si les g, et f
appartiennent & k [[ t ]] , alors i1 en est de méme de r et des a, -

En effet, les coefficients de ces séries se calculent par des déterminants a
coefficients dans k (systémes d'équations linéaires de Cramer).

On applique cette remarque & K = C(p') et k € C(p’') 1'anneau des frac-

tions rationnelles en les [yi] réguliéres dans le polydisque de polyrayon p' .

2 .- On a les mémes résultats avec des séries tronquées.

Notation . Pour toute M€ G&(m,C) et toute f € E{t1,...,tm} on note fN
1'élément de I{t1,...,tm} tel gque,pour tout t, FM(t) = f(Mt) .

THEOREME 2 . - Soit I un idéal propre de C{t} , t = (t1,...,tm) , on lui

associe de maniére canonique

- Un systéme de réduction S
- Un ouvert de Zariski non vide U de G&(m, C)

- Aprés avoir effectué un changement linéaire de coordonnées de ma-

niere que 9 € U , une suite de polyndmes de Weierstrass [pv]v € F(3S) (c.a.d.
P, = t3.+ T, r, réduite relativement & S et ord(rv) >V ) tels que :
1) Yv € F(S) pv €I

2) VFEI , YMM € U ona fM réduite relativement a

S)<— (f=0) .
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Démonstration . -  Par récurrence, on construit : un systéme de réduction
S. » un ouvert de Zariski non vide U C G&(m, €) et une suite p: ec{t ,
v € F(Srl tels que :

0) card F[Sr) = T
1) Yv € F[Sr] B p: eI et p\r; est un polyndme de Weierstrass
relativement a Sr .
2) VYVFEI , ¥YME Ur‘ on a ( ‘FM réduite relativement a Sr] i
= (f=0 ou ord [-FM]>sup {;/veF(Sr]} ) .
Pour r=0 , S_ = {«} et U = G&lm, © .
o o
On va faire la construction de maniére que U_D U et S_<8S c.a.d.
r r+1 r — r+1
red r .
W € F(Sr). 8y (v) = si(v) pour tout 1 . (Ce qui implique F[SrJ C F[Sr+1n
De plus, on aura Sr < Sr+1 sauf dans le cas ol f € I et fm réduite relati-

vement a Sr implique f =0 . Enfin, nous noterons redT‘ (‘FM] le reste de la
division de fM par les pm (ce reste est réduit relativement a Sr )] . Nous
aurons alors terminé gréce au lemme trivial :

LEMME . - Toute suite croissante de systemes de réduction est stationnaire.

Supposons donc Sr H Ur; (pr] , v € F[Sr] construits. Si pour f € I
et M€ Ur B -FIVI réduite relativement & S_ implique f =0 , on s'arréte.
Sinon, soit wu 1le minimum des ordres des f pour f€I et ME Ur qui sont
réduites relativement a Sr . Il existe donc une f € I et une Mo € Ur telles
que -FMC' = g = redzu(fMOJ = at” +h avec

ord (h) > p>sup (V/ ve F[Sr]} (d'apres 2r ) . On peut supposer a =1 |,

quitte & diviser f par a qui est non nul. De méme, pour toute I"I'EUr , on a

g(M) = red? (f‘M) = amt! + hem s d’'aprés la remarque 1 , comme 'F'VI et les
p\r)‘M sont des fonctions rationnelles des coefficients de M , il en est de méme
de h(M) . On définit alors Ur+’| et Sr+1 par :
- h(M) N , .
Ur+1 {Me Ur / am est réguliére } , c'est un ouvert de Zariski non vide.
r+1 r
a) ) = s.(V) our v F(S_)
3 3 P € P
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b) s§+1(u'] =y ol (u',ui) = u défini plus haut.
c) sf+1[v] = si qu(S et v£ u .
J r
Il faut voir que Sr+1 est bien défini et que c'est un systéme de réduction :

soit que u'% F(Sr) (car on a w o< sg(u') puisque g est réduite relativement
a Sr] et que u" = [u1,...,ui_2)€ F(Sr) autrement dit il faut voir que u est

maximal pour Sr .

En effet, si si[u'J <® on aurait |u| < |0'] et n'e F(S) ce qui serait

absurde d'apres [Zr] . Si s?_1[u”] = ® on peut considérer la matrice

1
N=1+b E . _,. ¢ G&(n,C)
R I TIT . Ay
g = t"+ 3 oy tx et gN = ¥ t.f11 o 171 PN a, b * 1] t e
Ao ’ Aoq 7 Mg
» = »
(A Aygt A= (u Mg ¥ b))

donc si b n'est pas racine du polyndme d'ordre Wiy ci-dessus et si

N . . )
NMDG.Ur+1 , ord (g ) = (u".ui_1 + ui] < S ce qui serait absurde puisqu’'alors
NM

N
ord (redr o (g )) = (u".ui + ui,DJ < U .

-1
Enfin, il est clair que Sr-1 < Sr . On peut supposer que l'identité

Id & Ur+ (ce qui revient & changer les coordonnées) et on pose

1
r+1 Id r >
N = redr+1 (pv) + t pour v € F(Sr)
et
r+1  _ Id u
pu = redr+1[g) + t
Remarques . - 1) Dans le cas I = (f) , on obtient le théoréme de préparation
de Weierstrass classique ; S est alors la donnée de 8y = lord (£)] ,
S, = eer =8 =@

2) On a le méme théoréme pour un idéal de séries tronquées
T c ot} /’h\,K+1 . T se reléve en un idéal I de €{t} pour lequel on effectue
la construction précédente et on s'arréte lorsque : fé I et Me Ur , fM

réduite relativement a S_ implique lord(f)| > k .
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3) si ge E{t}/I le théoréme permet de dire qu'’aprés changement
linéaire générique des coordonnées 1l existe un représentant plus beau que les
autres unique g € C{t} de g , c'est celui qul est réduit relativement & S
c.a.d. celui dont tous les exposants de ses monSmes sont dans 1'hypographe de
Ne HM = weN"/v<es} .

4) D'apreés la construction précédente, on a

N (1 + %kﬂ) = o n :F(,['ntk”] « On en déduit que la connaissance de la
? Multiplicité " S de 1'idéal I , donc celle de j{ (I) détermine la connais-

sance de la fonction de Samuel de I

k+1
HUG = dimg ©t),; , qyket = card (Ha + o) .
5) D'aprés le lemme 1 , ﬂ(l) = J—L (v,0) +0 x Nm-dim Vo,
v € M(S)

donc si on décompose M(S) = J—l— Mi[S] avec Mi(S] = {veM(S)/ m-dim v = i}
i
on voit que pour k assez grand ( k > max v/ ve F(S) ) on obtient

K(k+1) ... (k+i-2)

=171 + On retrouve

H(k#1) = H(K) = L2 card (M,(S)) .
i

ainsi que pour k assez grand H(k) est un polyndSme en k de degré
i, = max {i =m-dimv / v€E M(S)} et dont le coefficient du terme de plus haut

1
degré est 1T card (MiD(S)) .

o
COROLLAIRE . - Soient I wun idéal de m{t}/ et I son image dans
———————— q'd'K"'] o
clt }/ » on leur associe (S, p,) et (8°, p%] » Alors S <8 et

k
o . "
Py s P° mod ol pour Vv € F(SO]
py = 0 mod W5 pour v e Fs) - Fis) .

Donc S et [pv) se stabilisent dans un systéme projectif.

COROLLAIRE . - Supposons qu'avec les notations précédentes S = SO et soit

T un idéal de c{t} engendré par des polyndmes de Weierstrass Bv qui

/  k+1
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relévent les R: . Si f est un relevement minimal de ID , alors T admet
SD comme systéme de réduction et donc E% comme systéme de polyndémes de Weiers-
trass.
Démonstration . - Soit I' un relévement minimal de I0 contenu dans I .
On a vu, au début, que dim_ €{t} = dim_ C{t} <

C / k+1 _, C / k+1 —-
(g .I") (M .ID)
< dim_ €{t} . D'aprés le corollaire S_ < g , donc S_ = g,
— [y / k+1 o - s]
(w, 1)
i L 5 "

COROLLAIRE . Soient I un idéal de ll:{t}/mtk A a,t

v € F(S) un systéme de polynBmes de Weierstrass et & c F(S) tel que

(pv] est un systéme minimal de générateurs de I . Pour tout £ > k , les

ve?d
relevements minimaux J C C{t}/ 2 de I sont paramétrés par (Avu]v e o ou
_ ol o<u<v
Pv = ¢+ A\)u o, v € F(S) west le systéme de polyndmes qui reléve
[pv] .
Démonstration . - On a pour tout v'e€ F(S) , p., = I:: c.,. P ’
- ved YV Y
Cv'v € m{t}/ K+1-|v| . Si J et J' sont deux relévements miniamaux de I
dans E{t}/ . aqui cofncident modulo ML2_1 , soient
o - —
v v
P = t +A et P' = t + A’ » avec
v v v v
u u
= A [ ' ,
A, Ewt ot Al :Awt
les polyndmes de Weierstrass correspondants.
e N =Y N, v e
On considere Pv = Z:: Cyry Pv = t +b, et P = 2:: Cyry Pv t o+ bv
ona b, -A = [:: ¢, Py - P,€J donc redb =A  de méme
[ ’ [P
red bv Av d'ol
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PomBy s Lie, ymR) = by oy
= o e, (A -A) (car J = J' mod q¢£—1l
o v'v Vi VU
[u]=2-1

Ce deuxiéme membre est réduit (puisque A;u st A le sont) donc il est égal

Vi
& redb’' - red b =A' - A .
v v v v
Alors pour tout u tel que |u| = 21
te
- = ’ - ’ = =
Ay e, 0 A A e, @ AL C .

Par récurrence sur & on. voit donc gque les Avp ved et O0<u<w

paramétrisent les relévements minimaux de I .
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