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DEFORMATIONS DISTINGUEES D’UN POINT

DEFORMATIONS DISTINGUEES D'UN POINT DE 02 ou I¥2

JoBl BRIANGON - André GALLIGO

Nous utilisons la notion de base standard et le lemme de préparation de
Weierstrass (cf. HIRONAKA [1]) pour décrire explicitement un systéme de généra-
teurs d'un idéal de k{x, y}, (k=B ou C) , ainsi que le module de leurs

relations ; puis nous définissons des déformations distinguées de cet idéal.

Ceci nous permet pour tout point de k2 (i.e. un idéal de définition de
kix, y}), de colongueur m , de construire un germe de déformation plate qui le

transforme en m points simples de k2 .

Enfin, hous aimerions remercier F. PHAM gui a bien voulu nous écouter et
nous donner de précieux conseils, ainsi que R. HARTSHORNE qui nous a indigué que
J. FOGARTY a démontré de fagon cohomologique dans [3] que Hilbn2 est un
schéma non singulier connexe de dimension 2n , ce qui impligue 1'§xistence des

déformations gue nous construisons.

I . EXPOSANTS PRIVILEGIES ET BASE STANDARD D'UN IDEAL DE k{x, y}

a) Forme initiale tordue

On se donne un élément f = Y Fijxiy‘J de kf{x, y} non nul,
(1, 3)€ N?
et 1'on désigne par G(f) = {(4, j) € Ilz/Fij # 0} son diagramme de Newton.

On se donne également une forme linéaire positive non nulle

Mo, B) = aw + bp sur Hz(a 20, b=0 non tous deux nuls).
DEFINITION 1 . - On appelle droite d'appui dans la direction A de Q(f) 1a
droite DF A définie par 1'égquation : A(e, B) = inf (a(i, 3)) .
' (1,3)€a(f)

On appelle forme initiale de f dans la direction 1'élément de k{x, y} :

in(F) = Y fexayB .

o
(U,B)e Df', A
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DEFINITION 2 . — Dans le cas ou A n'est pas "horizontale" (c'est—é—dire a > O),

on appelle exposant privilégié de f dans la direction A 1le couple

exp (F) = (ab, BD) défini par : (ao, BD) € Df,A

B, = inf {8/(a, B) €D ]

REMARGUES .

— En échangeant les rfles de o et B , on obtient évidemment une autre
notion d'exposants privilégiés valable pour les directions non verticales ; notons
gue si A est strictement positive (a >0 et b >0) c'est-a-dire ni horizon-

tale, ni verticale, inA(F) est un polynbme.

- Dans le cas particulier de la direction verticale : v(x, y) = x ,
si expv(F) = (ab, BO) , f est éguivalent &a x o g ol g est un polynfme en
8 By
yrgly) =y + a1(x) y + e 4+ ag ol a1(x),..., ag (x) sont des éléments
o o

non inversibles de k{x} . (Nous appellerons un tel polynfme "monique" de degré

BD) - C'est le théoréme de préparation de Weierstrass "classigue'.
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b) Ensemble des privilégiés d'un idéal
On se donne un idéal I de k{x, y} et A comme dans a) .
A

DEFINITION 3 . - On appelle ensemble initial de I dans la direction

1'ensemble InA(I) = {inA(F) / f €1} des formes initiales des éléments de I

dans la direction A

On appelle ensemble des privilégiés de I dans la direction A
la partie de 112 , EA(I) = {epr(f) / f € 1} des exposants privilégiés des
€léments de I dans la direction A . Il résulte de
epr(Fg) = epr(F) + epr(g) que EA(I) est un "E-ensemble" au sens
d'Hironska, c'est-a-dire : (e, B) €E,(I) —> (o B) + N°CE AT

On appelle frontiére distinguée de E (I) la plus petlte partie

F, (T (finie) de E elle que = a,B
A1) ) im telle g EA(I) (O’vB)LéFA(I) [(p) + N7
B

T //////

/
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DEFINITION 4 . - Une base standard de I pour la direction A est une famille

(FA)A € FA(I) d'éléments de I telle que epr(FA) = A pour tout A € FA(I)

PROPOSITION 1 . — Soit I un idéal de k{x, y} , EA(I) 1'ensemble des privi-
1légiés de I dans la direction A, FA(I) la frontiére distinguée de EA(I) ,
(FA)A € FA(I) une base standard de I .

1) I est engendré par (FA)A € FA(I)

s

2) Tout f € k{x, y} est éguivalent modulo I & un unique élément

r = Z__'_. r.,. x* y‘J de kix, y}

1]

(i,4) € n% - €,(1)

C'est une conséquence triviale du théoréme de préparation de Weierstrass donné par
Hironaka : en effet, ce théoréme permet de diviser tout élément f de Cf{x, y}

par la famille (FA)A € FA(I) au sens suivant : il existe Up € C{x, y} pour

A € FA(I) et r € k{x, y} tels que

f = Z uAFA+r

A GFA(I)

ﬁ r = E rij xi y‘j

(1,5) € N - £ ,(1)

Donc si f €I, r appartient @ I et r non nul impliquerasit 1l'existence de

epr(r‘) [ EA(I) contraire & la définition de EA(I) .

REMARQUES . - En particulier lorsque I est un idéal de définition, k{;'y D admet

. id . . k{x,y}
pour base la famille des monomes (x y )(i,j)E ]\12- EA(I) et dJ.mk s est

égale & la surface de n° - EA(I) (nous dirons la surface "sous 1'escalier") qui

se retrouve 8tre indépendante de la direction A choisie !

- Tout ce qui a été dit ici marche aussi bien dans k{x,l,..., xn}

(cf. Hironaka).
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II . BASE STANDARD VERTICALE ET RELATIONS .

a) Encore des divisions

. . 2 .
Soient Ak = (ak, Bk) , 0<k <4, des points de IN" , la suite des o

étant strictement décroissante, celle des Bk strictement croissante :

B 1 ////
Ay /

o
et pour k =0,..., £ , des éléments Fk = X K 9 ol 9 est un polynfme monigue

en y de degré Bk .
LEMME 1 . - Soit h € k{x,y} , avec expv(h) = (o, B), a= o,

1) il existe uo, Ugreees Uy et r appartenant & k{x, y} tels que
h=uf f + u,f, + H = E by
= ufo + ufeen upfg + 1 r = ryy XY

£
avec r,,=0 pour i<o ou (i,j) € U (Ak + Iﬂg)
+ k=0

(c'est-a-dire r n'a que des termes sous 1l'escalier, & droite de i = o ) .
o

2) si expv(h) = (aﬂ, B) avec B = Bz , et h=x g g ol g est un polynfme
monigue en y de degré B , on peut choisir pour u un polynSme monique en

y de degré B - BZ .

Preuve . - En effet h s'éerit h = x& 9, et la division de g par 9, donne

o
h = x (VL g+ pl) =u, f o+,
-
u = X Vl
avec o
g = % Py
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ol Py est un polynBme en y de degré inférieur & Bz ; en mettant de c6té les
termes de r, situés dans la région i <o, , (qui sont en nombre fini) on est

ramené au cas 4£-1 .

Sous les hypothéses 2) , la division de g par ) est la division des polynfmes

tout simplement.

b) Relations évidentes

On se donne I un idéal de kf{x, y} , E(I) 1'ensemble des privilégiés
de I pour la direction verticale, F(I) 1la frontitre distinguée de I .

Notons

ao > o > 000 > oy
< eos

Bo B‘I < < Bs

F(1) = U A oh A (o B)

PROPOSITION 2 . - Soit pour k = 0,..., S , Fk = xak g, une base standard verti-

cale de I , ol 9 est un polyntme monique en y de degré Bk .

. . a £
Pour tout £, 1 <4 <s , il existe des polynBmes (uk)D <k € 41

de k {x} [y] tels que :

o -«
£-1 2 2 2 2
X fl = ug fo + Uy F1 oo Uy F£_1
£ t i de degré B8, - B
et u, , est monigue de degr P) -1 .
“-1"%
La proposition résulte directement du lemme 1 appliqué @ h = x f, et de

£
la définition de E(I) qui entraine que le reste r est nul.

c) Le module des relations entre les éléments de la base standard

Avec les données précédentes, donnons nous une relation entre les

a f +a, f,+...+a f_ =0
(= S| 11 o s s

On s'apergoit que ag FS est multiple de x s-1 , et par conséguent

(Fk)D <k €£s

a =b_ x » by € kix, y} .
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On remplace alors FS par sa valeur donnée par la Proposition 2 et 1l'on trouve :
s s s
(a, + by uo) fo+ (ag + by u1) Fpoeee t (as_1 + b us_1] feq =0

o

. 52
De la méme maniére, a + b u = b X
s—1 s s-1 s—1 -

T %5

et une récurrence triviale permet de démontrer qu'il existe des éléments

(bk)1 <kss U k{x, y} tels que :

s s-1 k+1
a + bs U + bs_1 U eee + bk+1 U= bk X

Pour tout k = 1,..., s , et enfin, au dernier cran :

a +b u +b Sk, -0
[s] s o s-1 "o 1 "o

On en déduit donc la proposition 3 :

PROPOSITION 3 . — Si (Fo, f
I de k{x, y} , le module des relations entre (fo, f1,..., fs) est un sous-

eee fs) est une base standard verticale de 1l'idéal

module libre de (k{x, y])s+1 de rang s , de base

-1 T % k k k
& = (0,00, 0 x b= U g = U g reees = uD)

pour 1 <k <s .,

IIT . DEFORMATIONS DISTINGUEES .

Pour gu'un idéal J de ki{x, y, t} soit une déformation plate de 1'idéal
I-= (FD, Frreen FS) de kf{x, y} , il faut et il suffit (cf. [2]) que J soit
engendré par des éléments (FD, F1,..., Fs) tels que Fz(x,y,D) = Fz(x,y) pour

s
tout £ =0, 1,..., s et que toute relation entre les fL y 2:: ay, FE =0
s k=0
se prolonge en une relation %:: Al FL =0 avec Az(x, y, 0) = az(x, y)
=0

pour tout £ =0, 1,.., s .

DEFINITION 5 . -~ Nous dirons que 1'idéal I de k{x, y} ayant pour base standard

% % %
verticale (fo =X e fu=x gy, fo=x gs) a été déformé de
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fagon distinguée en J = (FO, F’I""’ FS) si 1'on a posé€ pour tout
£ =0, 1,004y 5

Fylx v, t)-[T‘T (x = x; (£))] x 8,0x, v, t)

i=0

xi(t) € k{t} avec xi(D) =0 pour i =0, 1., o -1

6,0x,y,t) €kix,y,t} avec B,(x,y,0) = g,(x,¥) pour %

0, 1,.4y 8 .

PROPOSITION 4 . — Toute déformation plate distinguée de I est obtenue en

déformant les (u'f) en Ui’ pour 0 <k < £ < s et en posant par récurrence :

a =1 ,~1
o 1
2 2
G, = [ T (x- xi(t))] u &, + [ T (x—x (£)) ]u Gy et Uy 4B, 4
i=ay g = T

Cela résulte du critére de platitude et de la proposition 3 , on déforme la

relation 8 k=1 & s, en
%1 -1
T—r IS
E =(Dv"-70; (X—X. (t))y_uk_ yeeey — U )
k . i k=1 a}
1=ozk—’l

IV . DEFORMATION DISTINGUEE D'UN IDEAL DE DEFINITION DANS ki{x, y} .

THEOREME . — Soit I un idéal de définition dans k{x, y} de colongueur

= d:i.mk k{x, y}/ , i1 existe une déformation plate distinguée J de I telle
I
gue pour tout t non nul, voisin de O , Jt définisse m points simples.

Avec les notations précédentes, définissons par récurrence

GJZ(X’ Xgree ><0{‘:,_1 , c;,.., c;s_as— )— [ T_r (x—x )] u G + aee

i= % 4
B,~B -
%2~ L TA-1
1 2 L
+ e [ I | (x—xi)] Uy o G/Z,—2 + uy + :l Gz_,‘
1_ar£_ k=0
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ol (xi) i=0 & o -1 et (ck) L=1 & s, k=0 a By =By ,~1

sont des éléments du corps k . Gz est un polynfme en y de degré Bz dépendant
. 2
de N paramdtres (les x; et Gy ).
1) L'ensemble des points de kN , pour lesquels tous les polynfmes
Gz(x = X0 Xgreees c; ,++.) ont toutes leurs racines distinctes et dans k , est

le complémentaire d'un ensemble semi-analytigue de kN ; d'autre part, il est non

vide et 0 1lui est adhérent, puisqu'il contient les peints (xi =0, ck)

correspondants aux polynfmes
Bz“ll

Gz = T_r (y_Y) Gz_:'

ol 3
3By q =1

o les y, peuvent 8tre pris tods distincts dans k et aussi proche de 0 que
1'on veut. On peut donc y trouver un petit chemin analytigue d'éguations
xo(t),..., xs(t) , c;(t),..., ci(t),... tel gque, de plus, tous les xi(t)

soient distincts pour tout t non nul.

2) La déformation plate distinguée associée aux xi(t) et aux déformations :

By=By 4 -1
Gt ! g:% cz(t) T T > 1
L4-1 " 41 = k y L4-p = uﬂ—p pour P

satisfait aux conditions du théoréme ; en effet, pour t non nul les Fl

s'annulent simultanément en m points qui sont :

- les (ab - w1) (61 - BO) points d'intersection des droites

X = x1(t),..., X = xab_1(t) avec G1 =0 .

_ _ _ . ‘e . .
les (as_1 as) (BS 65_1) points d'intersection des droites

X = X, () yeeey, x = y _1(t) avec G, = 0 .
(] s=1

Cela résulte de la proposition 4 qui donne :

% 4= 1

TT 2 £
- x0]F, -

[ _ Ce=mg () JFy = WF + e v Uy, F, .
l=d£
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)

c'est-d~dire la surface "sous l'escalier" = dimk k{x, y}/ 1 d'aprés la

Ce qui fait au total (ab - a1)(B1 - BO) + e + (as_1 - as)(as - B4

proposition 1 . Remarguons que la disposition de ces points correspond au

dessin de 1l'escalier :

(g:85)
b—b———b—D
Va NI, Y T —& _(Q/Z’Bz)
—4 —P—P
2D a 2D . 2D :E (a1’B1)
PP~ 9P—9P—
——P—¢ QI P
X 1, 1} (o),0)
X = xo(t) X = xaz(t) X = xafo—’l(t)
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