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DÉFORMATIONS DE COURBES GAUCHES 

DEFORMATIONS NON SINGULIERES DE COURBES GAUCHES 

Malka SCHAPS 

L'exposé suivant étudie les déformations d'un schéma affine plongé de codi-

mension 2 qui a localement des résolutions de longueur 2 . Les cas les plus in

téressants sont les courbes dans l'espace de dimension 3 et les schémas de dimen

sion 0 dans le plan. On démontre d'abord qu'un tel schéma X a une résolution 

globale de longueur 2 . D'après un théorème de Burch, les fonctions définissant 

l'idéal de X sont les mineurs maximaux d'une matrice dont les colonnes engendrent 

toutes les relations entre ces fonctions. Toutes les déformations plates de X sont 

obtenues simplement en déformant cette matrice. Ce fait permet la construction ex

plicite de l'espace versel des déformations de X , au sens de Schlessinger. Fina

lement, si la dimension de X est strictement inférieure à 4 , on peut construi

re des déformations non singulières de X 

Soit k un corps, P = k[z] un anneau de polynômes J C P un idéal et 

B = P/j alors X = Spec B est un schéma algébrique affine. 

DEFINITION . - On dit que X est dëterminantiel s'il existe des entiers n,m,i 

tels que J soit engendré par les mineurs d'ordre i d'une matrice de type (n,m) 

et si 

hauteur de J = (m-i+1) (n-i+1) 

Remarque . - Cette hauteur est la plus grande possible pour un tel idéal. 

D'après un résultat de Hochster et Eagen CA.J.M. 1972] un schéma dëterminan

tiel est de Cohen-Macaulay, c'est-à-dire que en chaque point sa dimension homologi

que est égale à sa codimension. J'en donne une réciproque dans un cas particulier 

et cela me permet de construire les déformations du schéma. 

THEOREME 1 . - Soit P = k[z] un anneau de polynômes en les indéterminées 

,. .., z avec q >̂  2 . Soient B = P/j un anneau de Cohen-Macaulay de dimen

sion pure q-2 et X = Spec B . Il existe alors un entier n , n > 2 et des 

matrices colonnes r^,..., r ^ € P n tels que J soit engendré par les 
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f. = det(e.,r ...,r J i = 1,...,n 
1 i l n - 1 

èms n 
où est le i - vecteur de la base canonique de P . Autrement dit, X est 

déterminantiel. De plus, si les singularités de X sont isolées et si K est un 

corps algébriquement clos, l'espace versel de déformations de X est de la forme 

Spec (K C C ^ T N ] ] [[z]]^J 

où y est engendré par 

f. = dette,,r + h,(T,z],..., r + h AT,z)) i = 1,...,n 
1 1 1 1 n - i n - I 

où h AT) € CT)P est une forme linéaire en les variables T̂ ,...,"!"̂  . L'espace 

des paramètres SpecCkffT^ ,... ,T"N]]) est lisse. 

Remarque . - L'expression de f montre que est le i e m e mineur de la ma

trice (r,,,. .. ,r . ) 
1 n-1 
Avant la démonstration, voici un exemple célèbre : 

Exemple . - Les équations x = t 3 , y = t 4 , z = t 5 définissent une cour

be paramétrée dans K 3 . L'idéal J de cette courbe est engendré par les trois 

fonctions 

f 1 = y 2 - xz 

f 2 = x 3 - yz 

f 3 = z 2 - x 2y 

Ces trois fonctions ne sont pas indépendantes mais le module de leurs relations est 

engendré par les deux relations indépendantes 

z 

г1 = y 

X 
r2 

X 2 " 

Z 

y 

Remarquons que le vecteur f = 
*1 
f2 
*3 

est le produit vectoriel de r^ 

et r 2 . 
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L'espace versel des déformations est donné par les mineurs de la matrice 

z 

y 

x 

x 2 + (x T 1 + T 2) 

z . Cx T 3 . T 4) 

y + CT 5] 

L'espace des paramètres est SpecCkJ^T^,... ,Tj_]]) 

Dans le plan (T^T^) , chaque fibre a une singularité de multiplicité 3 à 

l'origine et n'est pas localement une intersection complète. Les fibres sont para

métrées par : 

x = t d - t T Q - L 
y * tCt 3 - t T • T J 

z - (t - T 3 H t 3 - t T 3 - V 

Les valeurs du paramètre au point triple sont les racines de l'équation 

t 3 - t T - T = • . 

Dans l'espace (T^T^T^) les fibres sont en général non singulières. 

Le Professeur Norin conjecture que ces trois paramètres correspondent aux trois 

paramètres de l'espace versel des déformations de trois axes dans K 3 (en effet, 

la fibre générique au-dessus du plan (T^,T ) est analytiquement isomorphe à trois 

droites autour de la singularité]. 

Démonstration du Théorème 1 . On choisit un système de générateurs f ,...,fn 

de J .On en déduit la suite exacte : 

P

n —1—> p > B > o 

où a est donné par le produit scalaire avec le vecteur *1 
f = 

*1 

f n 

Après localisation par un idéal maximal quelconque N , il vient : 

Q > кег(а) м — — > р и " рм > вп " 0 
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Puisque B est de Cohen-Nacaulay, la dimension homologique de est égale à la 

codimension de B^ , c'est-à-dire 2 , donc kerCa)^ est un module projectif 

et, comme P M est local, il est libre. 
M 

En passant au corps des fractions K de P , on voit que : 

rangCkertoO^) = n-1 

Donc kerCa) est localement libre de rang n-1 . D'apr*ès un résultat de K-théo-

rie algébrique, un faisceau localement libre sur un anneau de polynômes est stable-

ment libre i.e. il existe un entier N ̂ _ 0 et un isomorphisme 

6 : ker(a) Q P N > p n ''+N . On adjoint au système de générateurs 

Cf^#«««»f ) de J , N fois le terme 0 et on déduit une nouvelle suite exacte: 

0 > kerCa) © P > P > P > B > 0 

e 

V 

pn-1+N 

La dimension homologique globale de B est donc égale à 2 . En remplaçant n+N , 

on a une résolution 

0 > Pn-1 P n p > B > 0 

D'après le théorème de Burch CKaplanski : Commutative Algebra) , il existe une base 

r,...,r „ du module libre ker(a) telle que 
1 n-1 

f - det( B l,r r...,r ) 

Brièvement, soit r*,...,r+ . une base quelconque de ker(a) \ on pose 
l n -l 

f = (f» ...,f') avec 
1 n 

fi = d e t t s i - rî V i ! 

Comme f et f sont orthogonaux aux r dans K avec f' ^ 0 et f ¥ 0 , il 

existe c€ K , c ¥ 0 tel que f = c f . On remarque alors que c €. P parce-

- 124 -



DÉFORMATIONS DE COURBES GAUCHES 

que hauteur J > 1 , et que c ̂  k sinon soit h un facteur irréductible non 
+ + n 

trivial de c , r„,..., r A seraient dépendantes dans (P / f, 1 n) d'où une 1 n-1 /C h)P 
contradiction] . Donc X est déterminantiel. 

Pour construire l'espace versel des déformations, il faut construire l'espace 

tangent d* des classes d'isomorphismes de déformations de X au-dessus de 

Spec(k[e]) e 2 = 0 

LENNE 1 . - Zf — ^ > N/ M, où N C B
n est engendré par les éléments 

r 1 n . 
gij = [ gij 

avec gjj = d e t ( e r r r . . . ( r j . r e l , r j + 1 r ^ J 

et N' est engendré par les éléments 

a-F 
3f. 3f 

d Z i d z i dZ* 
l = 1,...,q 

Autrement dit est donné par les classes, par rapport à des changements de 

coordonnées z„,...,z , des déformations du type (f + eg\...,f + egn) où 
1 q 1 n 

g = C a±j * aij 

Ceux sont les mineurs de la matrice |r.. + ea..1 

On note que g , rj = ) \ f i € J 

Idée de la démonstration du Lemme . On prend des éléments x\...,x N de B n 

dont les images forment une base de l'espace vectoriel /̂̂ i , et on prend une 

base duale T^,...,T^ . D'après la méthode de Schlessinger pour construire l'es

pace versel, on forme les équations : 

*î • * i * * Í T 1 * " - " Í T N " Ü T ] ^ [z] 

et puisque les g., forment une base de N , on peut écrire 

fi 2 • fi 
+ C h CT.z] gj 

avec h . linéaire en Tл,... ,T ÄJ 1 
1J 

, Posons hj = 

h 
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On essaye de trouver un relèvement plat de ces fonctions au-dessus du sous espace 

le plus grand possible de S = k[fî^,...,T^]J , dans notre cas, c'est S lui-

même et le relèvement est donné par : 

\ - det(e.,r 1 + h^T.z),....^. h^CT.z» 

Remarque . On a deg.j.CfJ <_ n-1 , c'est-à-dire que f est un polynôme et 

non une série quelconque. 

•n peut utiliser le théorème 1 pour démontrer qu'une courbe dans K 3 a des 

déformations non singulières. Dn appelle famille de déformations de X un schéma 

algébrique plat au-dessus d'un espace de paramètres et dont X est une fibre. 

Dans ce qui suit, l'espace de paramètres est toujours un ensemble ouvert affine 

de Zariski dans un espace affine. 

THEOREME 2 . - Soit X = Spec(B) un schéma de Cohen-Macaulay de dimension pure 

q-2 , X C k^ , q < 6 . Alors il existe une famille X de déformations de X 

dont la fibre générique est non singulière. C'est-à-dire X a des déformations 

non singulières. 

COROLLAIRE 1 . - Une courbe algébrique dans k 3 a des déformations non singu

lières. 

COROLLAIRE 2 . - Un schéma de dimension 0 dans k 2 a des déformations non 

singulières. 

Idée de démonstration. - D'après le théorème 1, soit B = P/j , J est engendré 

par les mineurs d'une matrice R = [r\.] = [r/| * • • • *r

n_^] • Nous prenons comme 

espace de paramètres k[u,v] où 

U = (U. . ) V = cvi.,...,v?j 

Ces paramètres vont nous permettre de changer les termes constants et les termes 

linéaires des coefficients de la matrice R de la manière suivante : 

ft - ïr 1 , r = r + U + V* .z L r i j J ' rij rij Uij ^ V i j ' Z * 
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о. 
= d e t C s i ' ? i V i 5 

j = (f ,...,f ) с k[u,v,z] 1 n ^ J 

X = SpBc(k[u,V,z]/fJ 
/ J 

LENNE . - X est plat dans un voisinage ouvert affine de 0 dans S . Au-des
sus de ce voisinage presque toutes les fibres sont des intersections complètes. 

On montre d'abord que la codimension du sous schéma de Spec(k[u,\/,z]) où 

rang R < n-2 est supérieure ou égale à la hauteur de l'idéal déterminantiel des 

mineurs de rang n-2 soit (n+1 - (n~2)Mn - (n-2) ) = 6 .On utilise alors l'hy

pothèse q < 6 pour pouvoir se placer dans un ouvert affine de S au-dessus du-

quel rang R ̂_ n-2 . On suppose alors que le mineur b = det (e^ .e^^r^* • • • *R

N_/| J 

ne s'annule pas et on montre que les fibres sont des intersections complètes. 

(L'idéal qui définit une fibre est engendré par f^/p et "^/b ̂  

Le critère jacobien permet alors de conclure que presque toutes les fibres 

sont non singulières. 

Remarque . - La restriction q < 6 est la plus fine possible : il existe un 

contre exemple bien connu dans le cas q = 6 . C'est le cône sur le plongement 
1 3 5 

de Segre de tP x P dans P . L'idéal de ce cône dans l'anneau 
k£x/| ' v-| * zi * X 2 J v 2 ' Z2-^ e s^ e n ë e n c ^ r ^ P a r l e s mineurs maximaux de la matrice : 

Г х 2 

У1 У2 

Z1 Z2 

La singularité à l'origine est rigide, c'est-à-dire n'admet que des déforma
tions triviales, puisque toute déformation de la matrice correspond à des déforma
tions des coordonnées donc à un changement de coordonnées. 
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