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FONCTIONS SPECIALES

POUR DES CONTRACTIONS DE Ll

par

Pierre CREPEL
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CREPEL

I. NOTATIONS - RAPPELS -

Soit P un opérateur sous - markovien sur Ll(X,z,m) ,
c'est & dire une contraction positive de Lt . on notera, f P
1'image de f ; l'opérateur adjoint sur L® sera aussi désigné

par P , 1'image de h étant P h.
<f ,Ph> =< f P, h>

Nous utiliserons les notations du livre de Foguel [Flj,
d ceci prés que nous appellerons Ih l'opérateur de multiplication
par h . En particulier, toutes les inégalités ont lieu dans Lt

ou L (c'est i dire m.p.s), sauf bien slr s'il s'agit de nombres

réels.
Potentiel tabou
Posons, comme Neveu [N,] , pour 0 < h < 1 :
U = 3 (I, _HP= 3 P(I P)" et U, = U (0)
b ons0 1-h n>0 1-h AT 1,
En particulier
n n
U, = ¢ P, U, =P , U, = 3 (PIO"P
0 n>1 1 A n>0 A
d'ol
UA 1A = P i,
iy 7 15 * 1uc Uy lA (o i, est la plus petite

fonction sous invariante

valant 1 sur A)

Les opérateurs positifs ainsi définis vérifient, pour

u )" (1)
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FONCTIONS SPECIALES

et les équations résolvantes : Uh = Uk + Uk Ik-h Uh = Uk + Uh Ik-h Uk
De plus, si f > O est sous invariante (P f <f), on a
u, I f<U I f <f (2)

h ~h - "k "k

En particulier, Uy Ih est sous - markovien.

Interprétation probabiliste

Soit P (x,A) wune probabilité de transition sur (X,I).
Pour toute fonction mesurable > O h et pour toute

mesure > O yu, définissons T h et y T par
(T h) (x) = J P (x,dy) h (y);(T 1, (x) = P (x,A))
(p T) (A) = f P (x,A) u(dx)

On étend ces définitions & f et p non nécessairement
P . ~ + -
positives chaque fois que cela a un sens, grdce a f = f - f

+ -
et y = u - u .

On sait qu'on peut associer & P (x,A) une chaine de

Markov (Xn) sur (X, 1) vérifiant

(T IA T IA2 .. T IAn) 1 (x) = Pr (X1€Al,...,XneAn/Xo=x)

¥ x , A LA

1298y

Supposons qu'il existe une mesure m ¢ - finie telle que
mT < < m.

On définit une contraction P sur Ll(X,E,m) par la
méthode suivante

soit f € LY(X,z,m) . Notons d y = f . d m.
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. _d G
On posera : f P = =

, et on vérifie que f P est
bien définie dans Lt (c'est trés facile). En d'autres termes,
l'opérateur T passe aux densités

f —> £ P

.

W —— u T

En outre, T h = P h m.p.p.

Les probabilités de transition apparaissent ainsi
comme des cas particuliers des contractions positives de Lt
(En fait, Doob a démontré que ce cas particulier était & peu prés
le cas général). Les mi3thodes employées par la suite sont purement
analytiques et ne nécessitent aucune connaissance probabiliste ;
toutefois, afin de guider 1'intuition donnons briévement 1l'inter-
prétation probabiliste de Uy = 1z (T Il_h)n T dans le cas

n>0
d'une chaine de Markov induite par une probabilité de transition

Ugl, (x) = £ (TI HPTI, 1(x)= 5 Pr (X, &B,...,X_ & B,
BTA n>0 Bc A n>0 1 ’ >
€
Xn+l A/Xo=x)

(ce qui apparait comme 1l'espérance, partant de x, du nombre de

~

visites & A avant le premier retour en B)

Uply (X) = 3 Pr (X £A,...,X €4, Xn+1€A/Xo=X)

n>0
(ce qui apparait comme la probabilité d'atteindre A, en partant
de x, puisque les ensembles (X; £ A, ..., X, é A, Xn+le A) sont
disjoints et ont précisément pour réunion 1l'ensemble
(Im>1 t.q. X €A) )

U, £ (x) = E, (nzo 1-n&p] ... b -nx]f (X ;1))
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Dans la suite, H désignera l'ensemble
{ hel” 0<h<l}
h#O0

Opérateurs conservatifs et ergodigues.

Le lemme suivant est constamment utilisé dans de nom-
breux papiers, mais n'a, croyons - nous, jamais été écrit systé-

matiquement

Lemme 1 :

Pour tout opérateur markovien P , les conditions sui-
vantes sont équivalentes

(a) ¥ f t.q. f> 0 Uof = 3 P ozt w
m(f)>0 n>1

(b) P est conservatif et ergodique
(c) £f >0, Pf <f ——y f constante
(d) ¥ A t.q. m(A) >0 : Up 1, =P iA =1

(e) ¥ heH 2 Uy (h) =1

Démonstration

Il suffit de se rappeler que, si on note
A*=qp iA >0} = {gP" 1A > 0 } le plus petit ensemble sous -

invariant contenant A, on a

P ergodiquee=—=[ A" ¢ ou X,V Ales[V £ > OS £ P >0
l_m(f)> n
et F
. s - n. _
P conservatifé¢=p[ P iy=14, ¥ A}%—%}V £f>0 1 Pf -{

cf [F1] et [F3]

0

o
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Alors les implications (ade—==(Db)e={c) sont évidentes et , pour terminer
(d
(e)

(d)==(e) se démontre simplement d partir de 1'équation résolvante (cf. [sz
prop. IV.3) : U (k) est une fonction croissante de k, inférieure ou égale 3 1,
d'aprés (2) ; pour toute h non négligeable, il existe a > 0 tel que
A={hza}wﬁmmﬁ@@wﬂailwﬁﬁqucmmhia%,wd@mww

- 1 S
que Ua lA(a lA) = 1 sous 1'hypothése (d).

Oor U @l,) = 3z (
a.lA A ns0

)“UA(a 1) =a (l-a)n(UAIA)nl zaz (1-a)=

U, I b
A (l--a)lA n 3 n30

Lemme 2 : (cf. [M2 D

Soit g € H . Posons Sg = {g > 0}

Soit Q 1l'opérateur markovien sur Sg : IS Ug Ig.
g
L'opérateur QUh = @ (Q Il-h)nQ défini sur Q comme
n>0
dans (0) vérifie Q, =1 U, I_. En particulier

h Sg hg g’
Q est conservatif et ergodique si P l'est.

Démonstration :
Q. = = (. uI I, D1, U I =1, & (I U1 =1, u I
T oS, ge 1 s, e, o ewh e g S, he e

(d'aprés 1'équation (1), pour cette derniére égalité)

Par suite, QUO = IS Uo Ig’ done si f (el (Sg)) est non
g

négligeable
QUO f = IS U, (gf) (= + » si P est conservatif et ergo-
. g
dique).

Q est donc alors également conservatif et ergodique.
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II. FONCTIONS SPECIALES. -

Dans toute la suite P désigne un opérateur conservatif
et ergodique.

Soit g > 0 . On sait que U,g = + = ; on est donc amené,
pour pouvoir manier des potentiels 3 introduire une notion qui per-

mette de travailler sur des quantités finies
Définition

On dira que g > 0 est spéciale si

Y heH Ug €L
(On dira que A est spécial si 1, est spéciale)

Interprétation probabiliste

On sait que Ug 1, est l'espérance du nombre de visites
3 A avant de revenir & B. Dire que l'ensemble A est spécial
(i.e. 1, spéciale), c'est dire que cette espérance est bornée indé-
pendamment du point de départ, c'est & dire que, en un certain sens,

A est petit.

Remarques

1) I1 est facile de voir que les fonctions spéciales for-

ment un cdne S stable par P

L'équation résolvante U, I P + P = U, donne, en
a h “1-h h

ajoutant G, I, P des deux cbdtés : U, P+ P = Uy, + Uy Ih P, d'on

U, P <l +U I P (3)

h h “h
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et par suite : ¥ £ >0 U Pf <U f+ [ 1£]]
et, par récurrence : Up Pf < Upf + n | [£]] W)
I1 en résulte en particulier que le cdne S des fonctions

spéciales est stable par P.

2) S'il existe une fonction spéciale f # 0 , il existe

une fonction spéciale f_ > O (en effet,

si £ = 5 i P'f
° n>0 2
U fos S Pt oz Roure r Loy, dtapres )
n>0 2 n>0 2" n>( vah

=20, £+ (1 -’7‘;) [£]] e »°.

3) Notations

Pgsons R, = I (Il_h )" , on a alors évidemment
n>0

Uh = P Rh

Rh = I + Il-h Uh

Proposition 1.-

Les définitions suivantes sont équivalentes (0 < g < 1)

a) U g e L ¥V h €H (g est spéciale)
b)Uhgng YheH h<g
c) Rig € L ¥heH, h<g (g est bornée au

sens de Brunel [811)
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d) Rhg bornée sur Sg ¥ heH, h<g
(g est bornée au sens d'Orey [Bl] )
e) U8 bornée sur Sg ¥V heH, h<g
£) 1(8 y est spéciale pour Q = Ig Ug Ig
g g
Démonstration. -
a =f = e =—d =C =—=b =>a

a == = e est une évidence car, d'aprés la for-

Q -
mule Uh' = IS Uh'g I.g , on a
QW 1= 1g Uy (@) 0<h' < lg
g g
- e ==>d : résulte de R, = I + I, Un
d = c : est une simple application du principe du
maximum au potentiel du noyau S = I P

1-h
c ==b : par Uh = P Rh

b==>a : soit h ¢ H, quelconque

- Sihag £0,0nalgs<U ge L® d'aprés b).

hag
- Si hag = 0, comme P est ergodique (i.e.z P"h > 0)

il existe n tel que P'hag # O.
Alors Uhg <

u g=U g+U I U g
%h % (h+P™h) %h %Pnh % (h+Fh)

Corme [% (h+Ph) JagéO,ona:

l -~
g < ||U gl +]|U g|l.u, &GPh el
e < | 2+ P A 2+ P 3 ih 2

car Uy (Fy) < Up(p +n ||y ]] Ve . o
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Cas oU l'espace entier X est spécial.-

Proposition 2.-
Soit Q un opérateur conservatif et ergodique, les con-

ditions suivantes sont équivalentes

a) 1 est spéciale pour Q.

8) I;II Q Il-h)n Qh?T1 uniformément V h ¢ H
n;IO

Y) ngl " nt w uniformément ¥ heH

§) ¥

o<1 U hsb () >0 ¥ heH
o 2

Démonstration.-

0 =B =Y =0 = a

. © n _ N+1 _ N+1
O —— B C Nfl(Q Il-h) Q h = (Q Il-h) Uy, (h) = (Q Il—h) 1
or I (Q Il_h)n Q 1 <a par hypothése ; d'ol, comme
n>0
la suite (Q I:L_h)N+l Q 1 est décroissante
N+1 _ N+1 a
(Q Il-h) 1 = (Q Il-h) Q1zx< 37

ce qui entraine la convergence uniforme de la série du B).

N N
B =3 y : Pour N assez grand, I Q"n ¢ > nEO (Q Il-h)n Q h)
n=1
est supérieur 3 une constante c¢ (h) > 0. Donc
pNo 2
z >
nt1 Q" h2>2pc (h) IS
Y =3 § : est évident
N
Si z Q hsc (h) ,alors U h, (1-@Nc(n) = b(n) > 0.
n=1 °
5 P 1 ~
§ == a : 1l'hypothése 6 s'écrit 1 < Tm) Ueh , d'ou
1 1 n
z -
Ul <50 Un VD < 50y [ * (n+1) (1-0)"] ,

n>0
grdce a la formule (4). w
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On pourrait ajouter 3 ces conditions la suivante

1 est spéciale pour Q si pour toute contraction dérivée

de Q : R = £ u« Q" ayant un nombre infini de coef-
n>0 n

ficients > 0, on a

Rh>d (h) > 0 . (la démonstration est évidente).

IIT MESURES INVARIAATES (positives absolument continues par rapport

a m.

Ra

els

Soit P un opérateur conservatif et ergodique.

1) Il existe au plus (& un facteur multiplicatif preés)
une mesure (¢- finie invariante < < m [Fl s chapyﬂ

2) Toute mesure # O invariante < < m est nécessaire-
ment v m
(car son support est un invariant , donc soitg ,
soit X puisque P est ergodique) (proof : exercise)

3) Condition d'existence d'une mesure finie invariante
[Notons P (P) 1l'ensemble des contractions dérivées
de P (c'est & dire l'ensemble des opérateurs

i -
I oy P7oavec poao; =1 a2 0)]
i>0

Les conditions a) b) c) sont alors équivalentes
a) Il existe une mesure finie invariante (vm)

n. -
b) Il n'existe pas de £ > 0 t.q. r PIf ¢l
ni de suite ng e i>0

c) Toutes les contractions dérivées de P sont con-
servatives.

(I1 est évident que si A est invariante ~ m, on a
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n: I'li
<X, I P 7f>= 1 <A, P f> = .< A, f>
i>0 i>0
n, . w
donc que b P 1f n'appartient pas a L 3 11 est d'autre part
i»0
évident que si A (Gm) est P - invariante, elle est aussi

R - invariante ¥ R e d (P) , donc que R est conservatif.

(I1 est en effet facile de voir que si A est finie, R - inva-
riante ~ m, alors R est conservatif ; sinon, il existerait
ftq. = R e L” , donc < A, tRf > <= ce qui est

n>0
impossible).

b

Les réciproques sont beaucoup plus longues a démontrer

et se trouvent par exemple dans Dﬂ s [Pl] s [BQ] ) [B3] , [Fu] .

4) I1 existe des opérateurs conservatifs et ergodiques

qui ne possédent aucune mesure (¢_) finie invariante.

5) Le lemme suivant est constamment utilisé dans de

nombreux papiers j; il est valable pour tout opérateur P.

0O<g=z1l
m (g) > O

a) Si a o ©st une mesure > 0 finie (portée par Sg)

alors x» = A U

invariante par Q = Ig Ug Ig’ o Vg

g
est o - finie invariamte par P et telle que
Ao T8 - A (elle est unique & un facteur mul-

tiplicatif preés)
b) Si A est une mesure > 0 ¢ - finie invariante

par P, et s1 0 < x (g) < » , alors —%%é) est la

seule probabilité invariante par Q.
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Conséquences pour les processus admettant des fonctions spéciales.

% | Soit Q wun opérateur consergo (= conservatif et ergo-
dique) tel que 1 soit spéciale ; il admet une mesure
finie invariante (unique ~ m)

Démonstration :
N
¥ he H, on a, pour N assez grand z Q™n >c (h) >0
n=1
Donc, pour toute suite n; t .
N n. n. N
: QM C r e = r Q* (zr Q'
n=1 i>0 i>0 n=1
n.
Par suite £ Q 'h ne peut &tre un élément de L* ;
is0
il en résulte que Q admet une mesure finie invariante
d'aprés le 3éme rappel.

* |Soit P un opérateur consergo admettant une fonction
spéciale £ 0 ; alors P admet une mesure g - finie
invariante (unique ~ m)

Démonstration :
Q = I4 Ug Ig admet 1 pour fonction spéeciale , donc
g
admet une mesure finie invariante et il suffit d‘'appli-
quer le lemme de construction d'une mesure ¢ - finie
P - invariante 3 partir d'une mesure finie Q - invariante.
Remarques

1) Si 1 est spéciale pour Q, ona Rh >d (h) > 0,
done  R'h = + » , pour toute R € P(Q) ayant un
nombrgégfinide coefficients > 0. Une telle R est
donc conservative. D'autre part, si Q est conserva-

tif, toute contraction dérivée n'ayant qu'un nombre
y q

fini de coefficients > 0 est toujours conservative
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(cf. Fy ). On retrouve bien que Q admet une mesure
finie invariante par la condition c¢) du 3e rappel.

2) L'existence d'une mesure invariante pour les opérateurs
qui admettent des fonctions spéciales non nulles va &tre

redémontrée au passage au paragraphe suivant.
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itulatif

récapi

Tableau

On peut résumer ce début d'étude dans le tableau suivant :

w%

P consergo

1 spéciale

mo (P HHM_W

1 Ph e  uniformément
0]

¥R € D (P) 3 un nombre infini
de coefficients >0

Rh>d () >0

P consergo
5

[~

n . P _ _ -
DRI 1 csvmoamﬂms@\;cau&v =P1y=1 =1

r P =

n>0

>+ &>
8

Pr<h - n=cte]

(il n'existe pas nécessairement
de mesure invariante)

- O . n.
Up(h) =1 (d.e: z (PI; 1)"Ph T1)

P oosm%d,\m.ﬂ.m

(v, = E%@f = 1,4
£ P'h Am
g

[Ph<h=e=sPh=nh]

/w i~ m finje invariante

n.
I Plhel impossible

i>0 %

¥ R ¢ ® (P) R conservatif

P ergodique

{

crgv .v 0

{

U@ =P i, > 0]
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IV. THEOREME LIMITE QUOTIENT

Soit P conservatif et ergodique.
Soient [f et g deux fonctions spéciales (m(g) > 0)

u et v deux probabilités < < m

# (RP) Alors P admet une mesure ¢ - finie invariante unique
N
ot I, PR(E) [En particulier, si P
n;l = > Agf; . n'a pas de mesure
: v P(g) A%E
n=1 ¢ = finie invariante,

il n'y a pas de fonction

spéciale non nulle]

Avant de passer & la démonstration de ce résultat,
nous avons besoin de quelques préliminaires , dont seul le pre-
mier sera démontré ici (les autres n'étant d'ailleurs pas parti-

~

culiers 3 la théorie ergodique.)

Lemmes techniques.

Un cas particulier des équations résolvantes donne

u =U_ I U =U_ I U

o h "h “o o ~h + U

h h

Nous aurons besoin d'une version tronquée de ce résul-

tat, & savoir

P + U (5)

av]
3
IA

(6)
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Ces deux inégalités duales se démontrent de la méme
maniére par récurrence. Pour (5), par exemple
¥ N = 1 : L'équation résolvante (pour k = 1) donne
U, = P+U I
aux deux membres

P, d'ou en ajoutant Uh Ih P

Uh Ih P+ Uh = P + Uh

% Supposons (5) vraie pour N ; en la multipliant &

P>P

droite par P et en ajoutant P, on obtient
N+1 n N+1 n

P+ 1 P <G Iy L PP+ Uy (I, + I, ,)P+P
n=2 n=2

ce qui donne le résultat pour N + 1, car

Up I, P+P =0 . w
# Charges

On appelle charge 1 toute mesure > O simplement
additive finie sur (X,I) et absolument continue par rapport 3 m.
L'espace des différences de deux charges s'identifie au dual
(L)' de L” , dual qui contient Lt

On trouve dans [Fl] s, p- 34 ou DH] , p. 461, le
résultat suivant qui nous sera utile.

Toute charge 1 peut se décomposer de maniére unique

= + ou
en T ‘L'l ‘I.'2

T, est une mesure complétement additive (finie)

T, est une " charge pure ", c'est d dire telle

que 1y mesure ¢ - additive

o
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En outre, il existe 0 < h < 1 telle que m(h) > O et
<1y 5 h>=0. Enfin, si Q est un opérateur sous markovien quel-
conque et si 1 est invariante par Q (r Q = t ), alors t ; et 7 ,

sont aussi invariantes.

# Limites de Banach.

Une limite de Banach L est par définition une forme
. . . . oo .
linéaire positive sur l'espace % des suites réelles bornées
N

(un)n>0 , normalisée et invariante par translation, c'est a dire

telle que L [ (1) 7] =1

L[ Cu,]=L [(u)d] v (uder™.

De telles formes existent, et

- Si (un) et (Vn) e 27 et si (Vn) converge, alors pour
toute limite de Banach L : L (un + Vn) = Llu ) + lgm v

- Une suite (un)e L” est convergente si toutes les limites

de Banach prennent la méme valeur pour toute suite extraite.

4 valeur commune est la limite.

(voir [N;] , p. 463)

Démonstration proprement dite du théoréme RP

N

On peut se limiter & f et g > 0. Procédons en deux

temps pour la démonstration.

N n
L uP” (f)

¥ RP1: py = — — 51
T \)P (f)
n=1
N
a) Posons fy = z P" f. P étant conservatif et ergo-

n=1
dique, on a v (fN)1 ©» . Prenons N fixé > N, de maniére que

v (fy) > 0, et montrons que limNsup ||UT%§7|| < @,

108



FONCTIONS SPECIALES

L'ensemble B = {fN < v(fN)} est non m - négligeable
puisque v est une proba < < m, par suite Upf est borné.

En outre, 1'inégalité (5) toujours vraie

N n N
z pT < UB IB  PU o4 UB donne
n=1 n=1
fy 2 Uglg £y + Ug £ 2 v (£ Up Ip 1+ Up £ <v (£ + [|UE]] ,
£ [Ugfl]
aron —M 1B
VN v(£y)
b) Soit Nj une syite croissante quelconque d'entiers.

Daprés ce qui précdde (pN)appartient donc 3 " (pour N > No). I1 suffit
J
de démontrer que pour toute limite de Banach L, on a : L cp%) = 1.

Posons t (u) = L (py) . De 1'égalité évidente

Yap) P (6

nf1 i , WP 6 - wpee)
N on gy PN N pn
$3 vP () 3] g3 VP (D)
n=1 n=1
fau : Nooon .
on déduit (puisque b P (£f) T « et que les limites de
n=1

Banach passent 3 travers les limites) que : t (uP) = t(u).

1

Comme 1t est visiblement une forme linéaire > O bornée sur L7,

il existe g ¢ L: t.q. <u ,Pg > =<y, g>=1(n)

¥ ou proba < < m ;

mais la fonction g invariante est une constante a (P étant conser-
vatif et ergodique) qui vaut nécessairement 1 du fait que

Il =17 (v) =<y,g>=a viX) =a =
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(£)
- AL

(2) A (g

3
[}

# RP2 P a une mesure ¢ - finie invariante A et

nM=Ztnm=
< <
g jav]
3 3

=]
)

- Remarquons d'abord qu'on peut supposer f < g (sinon
on applique le résultat obtenu aux couples (f , f + g) et
(g , £+ g)).

- Supposons donc f = g h avec 0 < h < 1.

Y307 1 ()
z v g

Posons oy (h) = __ﬁi"'_ﬁ“"_— pour une suite N. 7 =
3 $J vP (g) quelconque d'entders
n=1

Soit L une limite de Banach. Notons A, (h) = L (aqu(h)).
o J
- A, est une forme linéaire > O sur L= telle que

Ao (1) = 1. Ensuite 1'inégalité (4) multipliée 3

droite par Ig donne

. N:
I;L'IPnI he<  P"I U I h+U I h
n=1 = n=1 & g
1
d'ou U I h
o (h) < oy (U, I h) + BB
N i N 0P (@)
n=1

En appliquant L 4 cette inégalité, on obtient

Ao (h) < g (Ug g h) (comme précédemment). Or Ug (g) = 1,
d : 1) = u I_1).
onc : A, (1) Ao ¢ g g )
A, apparait donc comme une charge (portée par Sg)
invariante par (Isg) Ug Ig = Q.
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- 8i Ay ® Ay tr, estla décomposition de cette charge,
montrons que 1, = 0 : en effet, soit h, (< 1lg ) vérifiant
Ay, (hy) = 0 etm (h)) > O (une telle h, existe d'aprés ce qu'on a

vu sur les charges). Si on avait Ay (1) = a > 0, on aurait
a =1, (1) =2, (Q1) =1, (QIl_ho Q1) = .... =
_ n
=2, (QIl—ho) Q1) ...

car x, Q = i, et 1}, (ho) = 0. En faisant la somme on obtiendrait

(N+1) a < Ay (

N
z
n=

Q1,_ ™oL <, [ 1
0 1 ho - "2 ho .-l
ce qui est contradictoire avec le fait que 1 est spéciale pour

Q (i.e. que Uho 1€eL)

~

- Il reste a conclure : A, est une probabilité inva-

iant I.
riante par Ug g

Dfaprés le lemme 2, il existe une mesure ¢ - finie
. . . - A N
A invariante par Ug Ig (unique) telle que A —%—Tg) , d'ou

_ (g
Ao (h) = 3 ()

.

Par suite, pour toute limite de Banach L, on a

L(UN;h)) = A (h) = —%%g%) , ce qui démontre RP2. w

¥ RP En appliquant RP 1 et RP 2 & 1'égalité suivante, on obtient

le théoréme

vPR(£) WP (E)

1 n

vP(£)

n=1 n

Mz Mz
™M Zlnt =
[

N
L
N
L

n n n
LI O N A ¢ ) 22y vP(e)
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# Remarques.

1. On dira que f est spéciale au sens de Métivier
si, pour toute h L: t.q. m (h) > 0, on a, pour un o et un N
(dépendant de h)

P (h) > o m (h) . f.

n o~ =

n=0

~ ~

En appliquant P a droite & 1'inégalité (3), on

voit immédiatement par récurrence que Uy p" <U +nU I P .11

h h “h
en résulte que si f est spéciale au sens de Métivier, f est spéciale
N N
1 n b 1
. —_— z —_—— =
tout court (car : Upf < —py Iy Up PP h < 2, = m(h)[ph(h)ﬂﬂ
_LE%E%E%%%El ). La réciproque est présumée fausse par Métivier

(cf. D%]).

Dans [LJ , Michael Lin démontre le théoréme limite
quotient avec une hypothése de spécialité au sens de Métivier. La
démonstration que nous avons utilisée est une adaptation de celle de
Lin. D'autres résultats analogues s'étendent facilement au cas -des

fonctions spéciales.

2. Pour des probabilités de transition définies
partout sur ume tribu séparable et récurrentes au sens de Harris avec
la définition de Neveu [N,] M&tivier démontre pour toutes probabili-
tés u et v (sans supposer d'absolue continuité) que pour f et g

spéciales n
uP(£)

=]
=
>
~
Hh
~

_———?——
an(g) A (g)

n MMzl M=

o]
.

(o A est la mesure ¢ - finie de la chaine). cf. [M,]

3. On va démontrer que

(7) | £ | spéciale —3 ¥ N :| P’f| < C pour une constante
A (£) =0 n
C (indépendante

de N)
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Ce résultat établi, on pourrait démontrer R P plus simplement &

partir de R P 1, comme suit :
En posant h = f - —%%g%— g, On remarque, comme Métivier

[11,] > que h est spéciale et vérifie a (h) = 0, donc que

N N N

A () n n P
r wP(F) - ey I wP'(g) =1  P"(1) est bornée.
= Mgl na ' n=1

n=1

Le résultat final s'ensuit en divisant par = vP(g)
n=1
(qui tend vers 1'infini).
L'objet des paragraphes suivants est, entre autres,

d'établir le résultat (7) que nous venons d'admettre.
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EQUATION DE POISSON.-

P consergo
A Le cbne S, des fonctions spéciales (<1) est égal a 1l'en-
semble S' des g € H (ou 0) tels que I - Q soit surjectif
de Lé (gdm) sur Li (gdm)

N _ N~ 11 _ 1 . _
(o Q = ISg Ug Ig et ol L_ (gdm) = {fel (Sg,gdm),lfgdm-q
B Soit g (#¥0) € Sg3 on sait qu'il existe une mesure P -

invariante unique A (telle que ) AL soit la

S
o A (g g

proba Q - invariante)

1) Equation de Poisson

Soit k t.q. |k| € S Alors 1l'équation
k = (1-P) ¥ a une
A(k) = 0 solution (unique a

une constante preés

2) Théoréme qui n'est pas de Métivier

N }=>n’§ NI
rgy =of O ?indépendant de N)
et méme
g esS
VE:|fl<g d.e. f=gh hl:l}%lly Pl < clhnll,
A(E) = 0 A, () =0 n=0 °

ol C ne dépend que de g.
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Démonstration du théoréme.-

La démonstration est longue et se fera en plusieurs
étapes ; il s'agit d'une adaptation de l'article de A. Brunel
[Bi] ; elle est surtout donnée ici " for completeness ".

Nous allons d'abord démontrer B en remplagant S par S'
puis, dans un second temps, nous montrerons que SO = S'.

(Nous noterons Ll et Lé pour Lt (gdm) et Lé (gdm)).

B) Comme nous n'avons pas encore établi 1'égalité S = S',

il nous faut démontrer d'abord gque

* g (£ 0) ¢ S' =3 )‘O proba t.q. )‘O Q = )‘O

Démonstration :
Supposons qu'il n'y ait pas de mesure finie invariante

0, I - Q serait alors (par définitior) injective de Lt dans Ll,
P ] °

et, a fortiori, de Li dans Lé.

1 I-Q 1

0% 7 "o
_ I - Q serait donc une bijection de
L -Q
1 1 1

L~ sur L_ ou de Ll sur L~ . Par suite,
o e} o)

1'identité serait une bijection

de L1 sur Li ce qui est absurde.w

# Etude du dual de L} (S, >gdm)

Soit Hy ={ h ¢lL (Sg) T g (h) = 0}

Montrons que (Li)' s'identifie & H_.

Démonstration :

On a évidemment (Ll)' = L7 (Sg,gdm) = L7 (Sg,dm) H
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d'autre part, LY = L1 @R £ : (F) (od f It 0 S )
autre p 5 -O@. o U fy =g sur’g

+ Soit z € (Li)', il existe par (F) un h unique e Hy t.q.

z (f) = f f h (gdm).

(En effet, z est prolongeable en une forme linéaire 7 sur Lt
(c'est 3 dire un élément r de L™ ) 7z (f) = ff r (gdm) et
r peut étre remplacé par r + a ol a est une constante quelconque.
Le résultat en découle facilement).

On vient donc d'identifier (Lé)' a Hy algébriquement. En fait,

1l'identification est compléte car

+ Soit |||z||| 1la norme de =z dans (Li)'.(On vérifie aisément
que c'est inf ||h + y||_ ) 3 on a
Vel
[zl < [Inll, < 2 [[lz][]|

d'aprés le raisonnement suivant

® [llzl[l =inf [|h+y|l[ < [In]],
veR

® VyeR Iyl = |ag (h#y)| < [|h + y|]|,

(car A, est une proba t.q. A, (h) = 0)

dtod |[n[], < [lh+yll, =+ Iyl =<2In+y[] <2][|z]]]

Hy et (Li)' s'identifient donc topologiquement.m

+ [Equation de Poisson]

Existence d'une solution

Soit h € HO . Comme I -~ Q est bijectif de Li sur Ll .

©
il en est de méme de son adjoint(de H_sur Ho). Par suite, il

existe € H t.q. (I - Q) = h.
o (Sg)
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Grdce 3 1'égalité I_ (I - Q) = (1 -P) 1 (I P)" I on a
g n>0 -

gh =1 (I-Q) ¢=(1-P) ¢ (I,_P" 1 ¢
g nz_o 1-g

Y
On a donc résolu 1l'égquation gh = (1 - P) V¥

g €S’
pour
h €H (i.e. 2 J (M) =0, i.c. A (gh) = 0)

)
c'est 3 dire en d'autres termes k = (1 - P) v avec |k| e S'

» (k) =0

Unicité 3 une constante prés.

Soient V¥ L ety deux solutioms k = (1 - P) ¥ 1

k

a-pvy,

Ona (1 -P) (y; - vy,) = 0donc ¥ - ¥, est harmonique
bornée, |[¥; - ¥,| est sous harmonique bornée > O donc constante

car P est conservatif et ergodique. m

Ehéoréme de Métivier pour les fonctions de s'.]

C'est une conséquence immédiate de 1l'équation de Poisson:

Soit g € S!'
|h] <1 On sait qu'il existe
A () =0 v = 3 (I. P15
o n.ZO l_g g
f = gh
ol ¢ = (Ié -Qh
g
t.q. f=gh=(I-P)y
N n +1
ao || 2 F] s (v B <2 el <2 (1B,
n:

-1
<2l IgQll " IInlle =cl|n]l @
g
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Passons maintenant 3 la démonstration de la partie A du théoréme

Commengons par le plus facile.

S'c S
¥k < g, kéH
Soit g € S', on veut démontrer que Uy g ¢ L” -
ie: k=gh,heH

h-2x ,(h) g eH etges'

donc 3 ¥ t.q. h - A, (h) g=(I-P)y

[e]

grdce 3 la résolution de 1'équation de Poisson.

ne€ = Uy (h-(1-P)v)

Uh(h) - Uh(I-I

Par suite, Ao (h) U

Py - UhI Py

1-h h

=1-Py-U I, Pvel

ce qui démontre bien que g € S. &

Pour cette seule partie, la démonstration nécessite en-
core plusieurs étapes

a) Premiére partie

Introduction
" g spéciale pour P " équivaut & " 1 spéciale pour
Q " (les notations qui suivent (S, Uy, ...) seront relatives a

l'opérateur Q), c'est a dire

0<h<1
(8) ¥ o e]o,1[ —Ugh>Db (h) >0
Ao(h) > 0 i
(b (h) constante dépendant
de h)

Le but de cette premiére partie est d'obtenir le

raffinement suivant de cette propriété

Voa <1
(9)( ) 1) ¥ o e ]0,1[ Ugh>b>0

0 < a >
© (b constante dépendant

de o et non de h)
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Notations
O0<h<
. o U h minoré par une constante
Soit 5% = ¢ (<) Ao > a2 OPJ > 0 indépendante de h
(On notera A € S* pour 1, € S%)

Tout le probléme, pour obtenir (9), est de démontrer

que 1 € S% .

1) S* , a priori, dépend dep ; en fait, il n'en est
rien, car : supposons que Ugh soit minoré par une constante indé-
pendante de h (pourvu que h appartienne 3 une certaine famille

E'), il en est a fortiori de m@me pour Uo”h (6" < 0 ), mais aussi
N

pour U ih (9'20) , car by g Ugh = 3 (1-@)“ P s 1m0y PNy
N n=0
entraine T (1-0)" Pn+1h > bg - (1- O) Uel = a, cette quan-
n=0
tité étant > O pour N assez grand, donc
N . N
Uph > 2 (=g P> 22HY 2 o) P ns 2322 5o
n=0 © n=0

indépendant de h.

2) Dans la définition de S* , on peut remplacer

"Ush minoré... " par " U _h minoré ... sur un ensemble non négli-
0 P 0
geable B fixé " . En effet Uoh > b 1y —_—
~o2y-1 2
(ee?) Ueﬁh}z U'gh > b Uglp > ¢ > O.

d'aprés?(l)

(B étant fixé, c est bien indépendante de h)

3) 8i Ay, ..., A € 8%, il en est de méme de
Ay U ... UA] (la démonstration est évidente, puisque tout
LFS 3 -
h < lAlU S UA peut s'écrire h = hy + ... + h avec
h; < lA. v i)
i
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Démonstration de 1 € §* (ou Sg e S%)

Premiére réduction

Pour démontrer que 1 ¢ S* (Va), il suffit de démontrer

que chaque S* contient des ens. de A . proba arbitrairement voisine

de 1.
En effet, si |A_ e 5 /2
k] fo) A“
c a
)\0 (AO) < bl
on a
o [¢]
Ay (B) > @ = % (E.A)) 2 5> 5 Ay (A
et comme A_ ¢ Sa/2 ona Ul->U1 >b >0
o ’ o E = "9 E.A_ = '

Deuxiéme réduction :

Pour savoir que chaque S contient des ens. de proba
arbitrairement voisines de 1, il suffit [d'aprés un théordme général
de théorie de la mesure ] , puisque S* est stable par union
disjointe - finie, de vérifier que toute partie # 0 de X contient un

a . ~ S P
ens. # 9 de S , c'est 4 dire grdce 3 la remarque 2, de démontrer

la propositiun suivante

Proposition.-

Soit @ # X' X , alors J|A C X' VECA
B 0 t.q. : U@lE > bl
b>0 AO(E) >0 AO(A)
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Démonstration (par 1'absurde)

La négation de cette proposition s'écrit

¥ A cCX'
B #9|3EcCA : U@lE < b sur une partie
b>0 Ao (E) 2 a)(A) non négl. de B.

Appliquons cette hypothése n fois

A = X! JE C A : U61E1< b, sur EZ(Z)C By
Soient 9By = X A GED >arg(A)
by = ¢ arbitraire

On laisse alors de cété E, et on regarde ce qui se passe

dans Al - El on construit alors des suites An’ Bn’ En, bn suivant
le schéma

An : An-l - En-l 3 En < An

B fixé par récurrence A (E Y > ar (A) : UOL%: b,

b, = =55 swwB . C B FP

2

Il est clair par construction que AL = X' - Ej ... - En-l’
que A (A ) < (1 -a)ag (A ) doncr , (A ¥ 0.

Si 1'on pose E = Eq + ..o+ En_1 (= X' - An), on obtient:

Uglg < by # oo #b = e(l+ uu+ %1) <2e sur B,

¥ n

En d'autres termes, on aurait le résultat déraisonnable
suivant : ¥ ¢ > O J EcX'de mesure arbitraire voisine de Ao (X")

t. q. UelE # 2 ¢ (la contradiction provient du fait qu'on aurait

: ' 21 '
vis>1 Schx o (B) > (1 2]>xo x" etUelEji

[SEIN]

VN s - . -
d'ol si E -’? Ej Ao (E) > O et Uglg non minoré par une

constante ce qui est impossible puisque 1 € S) =

121



CREPEL

Nous avons donc démontré la condition (9) cherchée

~

(c'est 3 dire 1 € S%). Il reste maintenant 3 établir le résultat

final c'est 3 dire la surjectivité de I - Q sur Lé (en d'autres

termes, on aura montré que 1 € S ~=31 € S* =21 €8").

b) Deuxiéme partie

(10) Soit 7] 1'image par I - Q de Lé . Montrons que ’J= Li

- ﬂ est dense dans Li (Sinon J f € (Li)' = HO

t.q. (1 - Q) f

0,

. _ ' AN _ _te

i.e. Q £ = f , donc Q |f]| > |f] , d'od f = ¢
(puisque Q est consergo) et cette constante est
nécessairement nulle, puisque f € HJ)

- 3 est fermée, ou, ce qui est équivalent, grdce au
théoréme de Banach

. 1 P
si f (GLO) vérifie ||fn (1 - Q)||Ll —— 0, alors
||fn|| Ll_—)o‘

Démonstration :

Quitte & remplacer f par son opposé, on peut tou-
. B i 1 .
jours supposer que (En = (an > 0) vérifie A o (En) 25 d'ou

Up 1l <¢ par suite
n

fn(l-Q)=fn(I-QIEc-QIE)d'oﬁ
n n
f_ (1 -Q) U =f (1 -QI.c)U -f QI U
n E n Eg E n E E/
+

= £ - (an) UEn

d'ol
+
J £, (1 - Q) UEn (gdm) = 0 - I(an) UEn gdm
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d'ou

+ _ + +
J (an) gdm = f(an) Up lEn gdm < I(an) UEn gdm

n

< [E, Q-0 [ug 111 <0 |If, Q-Q]]  —=0
n L1 E_ n .

d'ol, comme J fn Q gdm = O
+
eIl 3 = 1152l = 2 [er,@* gam —0

On a donc bien g ¢ S' (pour P) [ ]
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