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SUR LES MESURES PRESQUE PERIODIQUES

par J. GIL DE LAMADRID
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GIL DE LAMADRID

On expose ici un partie d'un travail sur les mesures
presque périodiques fait en collaboration avec L.N. Argabright et
qui est en cours de rédaction.

La théorie de fonctions presque périodiques est classique.
Elle a été introduite au début du siécle par Harald Bohr, (frére du
physicien), pour les fonctions sur la droite IR. Elle a é&té géné-
ralisée peu aprés par plusieurs personnes, notamment von Neumann
[5], aux groupes abéliens localement compacts et méme 3 des classes
plus générales de groupes. Plus récemment, Eberlein [3] a introduit
la notion de fonctions faiblement presque périodiques et a établi
son r8le dans l'analyse harmonique.

2z _z

Ici, on cherche 3 généraliser la théorie de fonctions
presque périodiques encore plus loin de fagon & ce qu'elle s'appli-
que aux mesures sur un groupe abélien localement compact G . La
premiére question qui se pose est : pourquoi encore une extension
de la théorie ? D'abord, pourquoi pas ? Un nombre remarquable de
notions et de résultats se prolongent au cas général sans beaucoup
plus de travail. D'autre part, notre motivation a été plus concréte
que cela, mais une bonne explication des motifs doit attendre le
déroulement de ces exposés. De facon générale, on peut dire que
nous avions déja étudié des mesures, dites transformatbles, telles
que la transformée ﬂ d'une telle mesure u généralise entre
autres la transformée 9 de Fourier - Stieltjes d'une mesure finie

v . Or, Eberlein avait déja observé que $ est toujours une fonc-
tion continue faiblement presque périodique. Dans notre cas, "
n'est plus, en général, une fonction ; c'est une mesure. Donc, pour

étendre la théorie d'Eberlein, & notre transformée 3 , 11 a fallu

généraliser la presque périodicité.
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MESURES PRESQUE PERIODIQUES

I1 faut signaler ici ce qu'on doit au travail de L.Schwartz
[6] , qui avait déja introduit la notion de distribution presque
périodique. Malheureusement, la notion de distribution, d'ailleurs
trés puissante dans ses autres aspects, semble &tre trop générale
pour permettre le développement d'une théorie telle qu'on expose ici.
D'autre part, notre définition de presque périodicité et méme la dé-
monstration de l'existence de la moyenne, ont été modelées d'aprés
1'exposé de Schwartz.

On va commencer par esquisser quelques parties de la théo-
rie classique de la presque périodicité de fonctions, et, aprés,
présenter la généralisation aux mesures.

Le symbole G notera toujours un groupe topologique abé-
lien localement compact. Toutes les mesures envisagées ici sont nu-
mériques complexes. Il en est de méme pour les fonctions, sauf pour
un trés bref intervalle ol il convient de traiter 1l'intégration de
forictions & valeurs vectorielles. En tout cas, sauf mention du con-
traire, les fonctions envisagées ici sont numérigues complexes. Tou-
tes les mesures sur G seront supposées boréliennes et réguliéres.
On note K(G) , C (G) et B(G) les espaces respectifs de toutes
les fonctions continues & support compact, s'annulant a 1'infini,
bornées. Le dual de 1l'espace de Banach CO(G) , pour ||f||°o , la
norme "sup" , est 1l'espace ﬂLF(G) de toutes les mesures finies
(bornées) sur G. L'espace K(G) sera le plus souvent muni de la to-
pologie localement convexe, limite inductive des sous espaces de
K(G) de la forme X(A,S) , sous espace de toutes les f K(G)
portée par un compact Bonné A S. L'espace K(A,S) est un espace
de Banach pour la norme . Une application linéaire de K(G)
dans un espace vectoriel topologique localement convexe est continu

si et seulement si sa restriction & chaque K(A,S) est continue.

Le dual de 1l'espace localement convexe K(G), pour la topologie 1i-
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mite inductive est 1l'espace M, () de toutes les mesures (c.a.d.
boréliennes réguliéres) sur G. Ces mesurses, dont la mesure de Haar,

ne sont pas toujours bornées. On sait que toute mesure yu a une

mesure variation (positive) notée | u | . Les espaces K(G) , C,(G),
B(G) sont stables pour 1l'opération f f' de réflexion, c.a.d.,
f'(x) = f(x—l), pour conjugaison f —» f, donc pour 1l'involution

£ o= £,

On notera A 1la mesure de Haar G et par dx son élément
infinitésimal. Soit f wune fonction localement intégrable (pour A ),
c.a.d. intégrable sur tout compact de G. On identifiera f avec la
mesure produit f A, ce qui ne donnera lieu 3 aucune confusion. Donc,
dire qu'une mesure yu est une fonction c'est dire qu'elle est de
cette forme. Dire que 1 est une fonction continue, c'est dire que
f est comtinue, etc

On a souvent besoin de faire la convolution de deux mesures,
méme si elles ne sont pas bornées. Cela n'est pas forcément possible.
Par exemple, la mesure de Haar A n'est convolable qu'avec les me-
sures finies. Suivant Bourbaki [2] , on dira que deux mesures yu ,

ve‘n@(G) sont convolables si, quel que soit f €K(G) 1la fonction

f(xy) sur G x G est intégrable pour |u| ® |v]| . Dans ce cas, on
définit
(1) pkv (£) = I I fixy)du(x)dv(y).

G G

Dans beaucoup de cas, la situation est plus simple. Par exemple, si

g est une fonction continue, ou bien localement intégrable et portée
par un ensemble ¢ - compact, si on sait en plus que g (c.a.d.,

g A) est convolable avec y e'ﬂC(G), alors f x u est une fonction,
donnée, pour presque tout x ¢ G, par la formule

(2) ew 00 = | £y Hau.
G
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Toute mesure a support compact est convolable avec toutes les
mesures. En particulier, si ge K(G), (2) a un sens pour tout x ,

et f % u est méme une fonction continue sur G , qui n'est pas
toujours bornée ; par exemple, sur la droite, une fonction arbitraire
g ¢K(R) , 0 #g >0, et d p (x) = x dx. En particulier, pour les me-
sures de Dirac § x 0 X [ x ¥ u est la translatée de y par X .
On emploiera toujours cette notation pour les translatées, et de
méme, pour les translatées ¢ x ¥ f des fonctions. On voit facilement
que l'espace de Banach B(G) (pour la norme || | ]), est stable pour
les translations et méme pour la convolution par les mesures finies.

Soit maintenant f un élément de B(G). On dit que f est

fortement (faiblement) presque périodique si 1'adhérence forte (fai-

ble) de 1l'ensemble { § <* f1 B(G) est fortement (faiblement)

XE€G
compacte. On note SAP(G) (WAP(G)) 1le sous espace de B(G) de
toutes les fonctions fortement (faiblement) presque périodiques. On a
évidemment SAP(G)c WAP(G)(¢_B(G). On démontre dans la théorie clas-
sique que les espaces SAP(G) et WAP(G) sont des sous espaces vecto-
riels fermés de B(G), donc des espaces de Banach pour la norme || |L
Ils sont méme des C"- algébres pour cette norme ; c.a.d., ils sont
stables pour la multiplication ponctuelle de fonctions. Enfin, ces
espaces sont invariants pour les translations, la conjugaison f A)f,
et la réflexion f —» f', donc pour l'involution f —f , et les
fonctions qui appartiennent sont toutes uniformément continues. On a
méme que ces espaces sont stables pour la convolution par les mesures
finies. Cela découle des propositions générales suivantes concernant
1'intégration vectorielle dont on aura besoin aussi plus tard.

On dira, comme Bourbaki [1] , qu'un espace localement con-

vexe séparé E est quasi - complet si tout ensemble borné de E est

complet comme sous espace uniforme de E . On suppose ici les éléments

de la théorie de l'intégration vectorielle. Alors, un résultat clas-
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sique de cette théorie est le suivant.
Proposition 1.-

Soit S un espace localement compact et F : S —= E
une application continue bornée de S dams un espace vectoriel topo-
logique localement convexe quasi - complet E. Soit enfin , une
mesure (complexe, borélienne, réguliére) bornée sur S. Alors, l'ap-
plication F est intégrable par rapport & u . En plus, si p est
une semi norme continue sur E , la fonction numérique s —>p(F(s))
seS, sur S et gy =~ intégrable et on a 1'inégalité suivante
(3) b ([ F(s)auts)) < J p(E(s))d |u] ().

Un corolliire immédiat de cette proposition est la proposi-
tion suivante.
Proposition 2.-

Supposons qu'on a une représentation m: G —> (E) de
G dans l'algébre d'opérateurs continue sur un espace vectoriel topo
logique localement convexe séparé quasi-complet. E , qui soit con-
tinue et bornée, {(c.a.d., quel que soit v e¢E, l'application
x —>7T (x)v , x€G de G dans E est continue et bornée. Alors

m peut &tre prolongée 3 une représentation de l’algéb;e de convo-
lution T%T(G) de mesures finies sur G au moyen de 1l'intégrale
(4) m () v o= [ T (x)vdu(x) ,
u e%F«;).

Bien entendu, pour cette représentation on a quel que soit
wy veMa(e), m (uwkv) = v (W)(W)
Corollaire 1.-

Les espaces SAP(G) et WAP(G) sont stables pour la con-
volution par les mesures finies.
Démonstration.-

Ces espaces vérifient les conditions sur E dans la propo-

sition 2. Alors, on définit = (x)f = Sx* f et on obtient une repré-
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sentation satisfaisant 1l'hypothése de la proposition 2. On constate
enfin que yu % f n'est autre que ¢ (y) f'.
On introduit ensuite le compactifié G, de Bohr de G.

Le passage de G a Gy, joue un rdle analogue 3 celui du passage
de G 4a son compactifié de Stone-Cech, celui de transformer une
certaine classe de fonctions sur G en toutes les fonctions conti-
nues sur le nouvel espace. Dans le cas de Gb’ il s'agit de 1l'espace
SAP(G) . On considére le groupe dual T de G. C'est un groupe
localement compact dont le dual est G. On prend le groupe abstrait

r et on le munit de la topologie discréte. On obtient un groupe
topologique discret T g Sur le méme groupe abstrait de P . Son

dual G est compact et on l'appelle le compactifié de Bohr de G.

b

On a immédiatement que G C 6, et que G est dense dans Gb’
puisque G sépare les points de T g+ On a aussi que l'injection
G(:Gb est continue car la topologie de G est de la convergence
compacte sur T et celle de Gb de la convergence simple sur T

I1 se trouve que les fonctions f €SAP(G) sont uniformément con-
tinues pour la topologie de la convergence simple (fait dont je ne
connais pas une démonstration directe), voir p.e., [ ef. p.glj )
donc peuvent &tre prolongées en fonctions continues sur G, » avec
le méme support. Kciproquement, puisque toute fonction continue sur
un groupe compact est toujours fortement presque périodique, toute
fonction continue sur G, est le prolongement de sa restriction
fortement presque périodique sur G. Donc on peut faire 1l'identifi-
cation SAP(G) = C(Gb), et dans la suite on ne distinguera pas
entre la fonction fortement presque périodique f sur G et la
fonction continue f sur G- On obtient immédiatement le théoréme

classique suivant.
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Théoréme 1. (d'approximation).-

Toute fonction fortement presque périodique est limite
uniforme de combinaisons linéaires de caractéres.
Démonstration. -~

Appliquer Peter-Weyl & G, , groupe compact.

On note A b la mesure de Haar de Gb , mesure finie qu'on

normalise (i )=1). Son élément infinitésimal est dx,. On pose,

b<3b
quel que soit f € SAP(G)
(5) M(f) = IG Flxy)dxy .

On appellg M(f) 1la moyenne de la fonction fortement pres-
que périodique f. On dit en passant que toute l'analyse de séries
de Fourier-Bohr se réduit & l'analyse harmonique sur G.

Les fonctions faiblement presque périodiques ont été intro-
duites par Eberlein [3], et, bien qu'elles ne soient pas prolongea-
bles a Gb’ il a démontré l'existence d'une forme linéaire positive
M(f) sur WAP(G) prolongeant le M(f) de (5). Il a aussi démontré
le théoréme suivant.

Théoréme 2.-

La moyenne M(f) est la seule forme linéaire continue
positive sur WAP(G) (ou SAP(G)), invariante pour les translations
et telle que M(1) = 1 (1 est la fonction 1).

La formule de Bohr M(f) = lim (I1/2n) [n f(x)dx pour la
moyenne d'une fonction presque périodique sur R nest classique.

I1 en existe plusieurs généralisations. En voici une.
Théoréme 3.-
(Formule de Bohr).
Soit {*z} un systéme filtrant de fonctions positives

dans L, (6) normalisées (c.a.d. th(x)dx = 1), telles que, quel que
G

soit f e¢WAP(G), (6), 1lim E\?a(x) -8 A, (y) ] f(y)dy = 0.
Alors quel que soit f € WAP(G®

(7) M(f) = lim J\fa(y)f(y)dy.
G
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Démonstration.-
A cause de la normalisation, les P peuvent &tre consi-
¢}
dérées comprises dans la boule unité de l'espace dual de 1l'espace

de Banach WAP(G) , boule qui est faiblement compacte. Donc, quel
que soit l'ultrafiltre u sur les G , la limite dans (7), selon
u , existe. Notons la Mu(f) . (C'est une forme linéaire continue,
qui est invariante pour les translations (& cause de (6)) et telle
que Mu(l) = 1. Donc (théoréme 2) M = M. Cela entralne que la
limite (7) existe et donne M(f).

Sur la droite R , on peut prendre LPn = (1/2n)1 s
et (7) se réduit 4 la formule classique de Bohr. Dans le ca;néglé-
ral, un tel systépe P, Ppeut toujours s'obtenir en prenant les
*’a comme transformées de Fourier de fonctions Yo ° O:-k o,
sur le groupe dual T de G, les o, étant telles que Ijoa[]=l,
et que ses supports tendent vers e,

Considérons 1l'équation suivante
(8) Ml £]%) = o.

Evidemment, si fe SAP(G) , f = 0. D'autre part,
une f € WAP(G), différente de O peut satisfaire & (8). On appelle
une telle fonction fonction faiblement presque périodique nulle.
Un exemple est une fonction fe€K(G), si G n'est pas compact.
Notons WAPO(G) la classe de toutes les fonctions faiblement
presque périodiques nulles. C'est un sous espace vectoriel de
WAP(G). Cela découle du fait que ||f[| = sz) est une

Semi norme de WAP(G) (inégalité de Minkowski-Bohr). Cette semi=-

norme est continue. On a la décomposition suivante.
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Théoréme 4.5 (Décomposition d'Eberlein)

Toute f €WAP(G) posséde une décomposition unique de la
forme
(9) f = Sf + Of s
ou Sf est presque périodique, et of une fonction faiblement presque
périodique nulle. En outre, l'application f —> sf est un projecteur
borné de WAP(G).
Donc, les espaces SAP(G) et WAP_(G) sont supplémentaires dans
WAP(G) . On en a plus.
Proposition 3.-

L'espace WAP_(G) est un idéal fermé de 1l'algébre WAP(G)

qui est stable pour les convolutions par les mesures finies.

Démonstration.-

L'espace WAPO(G) est fermé dans WAP(G), puisque 1le pro-
jecteur f —s f du théoréme 3 est borné. Alors, pour fé€ WAP(G) et
g €SAP(G) , on a (Inégalité de Cauchy-Schwarz-Bohr),

MC|gf|?) = MC|g?E|[£]) = VMC[g2£2|) VM(|£]%) = 0. Pour la convolution
on seit déja que, pour f EWAP_(G) et y eM (G, £ % y € WAP(G).

VM(|f|2) et on obtient
(10) WM * £]9) < J V&([ax* fzg)du(x) =J VM([f]z)d]ul(x) = 0.
G G

Alors, on utilise 1'inégalité (4) avec p(f)

Cela achéve la démonstration.
On termine cet exposé en esquissant le rapport entre les fonctions
presque périodiques et la transformation de Fourier.

Soit gy une meswre finie sur le dual r de G. On peut
écrire sa transformée de Fourier-Stieltjes { comme
(1) A (x) = JF TGO ()

C'est toujours une fonction continue bornée sur G , c.a.d.,l € B(@).
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Théoréme 5 (Eberlein).-

Soit y wune mesure finie sur le dual T de G. Alors,
la transformée de Fourier-Stieltjes 4§ de y est faiblement presque
périodique. Elle est presque périodique si et seulement si | est une
mesure discréte. Dans le cas général, la décomposition d'Eberlein de
la) ~ z P . . ~
p  correspond a la décomposition de y en sa partie discreéte q ¥

. . n A a
et sa partie continue _ y dans ce sens que (d“) = s(“) et (c“) = o(“)

Appendice.-

Propesition

Toute fonction fortement presque périodique sur un groupe
abélien localement compact G est uniformément continue pour la topo-
logie de G de la convergence simple sur le groupe dual T de G.
Démonstration.-

Soit f wune fonction fortement presque périodique sur G.
On considére dans l'espace de Banach SAP(G) 1'adhérence A de l'en-

semble {6, % T} des translatées de f . C'est un espace métri-

x€G
que (pour la norme de SAP(G)) compact, donc complet. Soit ¢ le
groupe de toutes les isométries de l'espace métrique A. On munit ¢
de la topologie de la convergence uniforme sur A. On sait déja que
c'est un groupe topologique compact (théoréme d'Ascoli). On définit
une application x —> ¥y de G dans ¢ , par la formule gpx(g) =
8% g . Cela donne bien une isométrie W, de A. Cette application
est évidemment un homomorphisme de G dans ¢ . Je dis que cet homo-
morphisme est continue. C'est, parce que, l'ensemble des fonctions A
étant compact, est équi-continu. Donc, quel que soit ¢ > 0, il existe
un voisinage N de e dans G tel que ]g(x)-g(u_lx)| < € pour
tout x€G, geA et u€N. Autrement dit, ||g- s ®*g||_, < ¢ s ce

qui définit un voisinage uniforme de 1'identité dans ¢ , et montre la

continuité.
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I

Notons H 1'adhérence dans ¢ de 1l'image de G. C'est un groupe
abélien compact. Son groupe dual H' est discret, et la topologie

de H, qui est toujours celle de la convergence uniforme sur A , est
aussi (théoréme de la dualité de Pontriagin) la topologie de la con-
vergence simple sur H',

On revient 3 f ; on prend 1l'identité ee G, et on définit la fonc-
tion numérique PP (£) (e),peH, sur H, @ (£)(e) étant 1l'image
de f par ¢ , évaluée en e, C'est évidemment une fonction conti-
nue sur H, donc uniformément continue pour la topologie de la con-
vergence simple sur H'. En appliquant cette continuité uniforme 3
l'image de G dans H, on obtient, quel que soit € > 0, qu'il
existe un ensemble fini ~Pi s e “Pﬂ de caractéres de H et

§ > 0 tels que IGX ¥ £ (e) - Gy ¥ £ (e)| < ¢ pour tous

x, y€ G tels que |?£ (1&) - qi (¥§)| < 8 pour tout k. Or, 1l'ho-
momorphisme G -—> H donne lieu 3 un homomorphisme de H' dans T
Par rapport & cet homomorphisme, & chaquezpi correspond un caractére
Y, de G, explicité par v ;(x) =~f;($&) . Avec cette notation,

(1) et (2) donnent le fait que |yk(x) -Yk(y)| < 8 pour tout k,
entralne |f(x_l) - f(y_l)l < e , ce qui explicite la continuité
uniforme de f, pour la topologie de la convergence simple de G ,

et termine la démonstration.
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II

Soit e'ﬂt(G). On dit que yu est, respectivement, forte

ment presque périodique, faiblement presque périodique, 3 translatées

bornées si, de fagon correspondante, quel que soit f ¢ K(G) 1la con-
volée fxyp appartient & SAP(G), &3 WAP(G) , & B(G). On note
G, (G)i@B(G) les espaces correspondants de mesures qui ré-
sultent de ces définitions. On a évidemment e (G)C”QJG).
Les mesures a translatées bornées ont été déja étudiées
dans [7] , mais en tant que mesures individuelles, plutdt que comme
éléments de l’espace‘“LB(G) . Dans [7] , on a montré qu'une mesure y
est 3 translatées bornées si et seulement si, quel que soit A en-
semble compact dans G, la fonction x.—¢|u|(Ax) de G dans R est
bornée. Dans cette fonction, A indique la translatée de A par
1'élément x ¢G. Cette caractérisation justifie la terminologie.
Ici, on s'occupe de 1'espace'n£B(G) de mesures 3 transla-
tées bornées. Cet espace joue, d& l'égard des mesures presque périodi-

5

ques, un r8le analogue a celui de B(G) pour les fonctions presque
périodiques. Donc, avant de passer 3 1l'étude des mesures presque pé-
riodiques, il faut regarder cet espace de plus prés. Il est évident
que nLB(G) est stable pour les opérations de réflexion, conjugaison,
involution. Ces opérations sont définies, par transposition. Par
exemple, p*(f) = u(£f*). On a démontré,par ailleurs, [7] , €t on ne le
fera pas ici que toute v 61&(6) est convolable avec toute mesure
finie et que MLB(G) est stable pour ces convolutions.

On le munit d'une topologie d'espace vectoriel topologique localement
convexe, appelée topologie forte, comme suit. Quel que soit f & K(@),

on pose, pour y 611QKG)

S Pl = [HE*ul]
f ©
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IT
Puisque f % u est bornée, [|u||g est bien définie. C'est une semi-
norme sur 7%B(G) et il est évident que la famille de semi-normes qui
en résulte, lorsque f parcourt K(G) définit une topologie d'espace
vectoriel topologique localement convexe séparé. lLa topologie faible
correspondante sera appelée topologique faible de HZB(G). Donc toutes
les notions topologiques employées ici, dites fortes ou faibles, se
rapporteront & ces deux topologies.

I1 convient d'avoir une autre description de ces topologies.
K(G)

~

On considére la puissance [B(G)] de l'espace de Banach B(G) 3

1'exponentiel K(G), et on le munit de la topologie produit, c'est a
dire la topologie de la convergence simple sur K(G). Comme d'habitude,

on note un élément de [B(G)1K<G) suivant ses coordonnées, ainsi

K(G)

w T {8} £ ox(g) * Bf € B(G). L'espace [ B(G)] est évidemment

complet. On définit maintenant 1l'application y —5 {fy u} fe K@) de

k(e C'est une application bi-univogque et plonge

K(G)

Mye) cans [B(6)]

HLB(G) de fagon bi-continue dans [ﬁ(G)] Nous écrirons tout

simplement1ﬂB(G) 4 [B(G)]K(G)

. I1 est évident que ce plongement est
aussi bi-continue pour les topologies faibles.
Théoréme 1.-

K(e) est fer-

Tout ensemble borné fermé de ﬂtB(G) C [B(Gf
mé dans [B(GZ]K(G).
Démonstration.-

Soit /i un ensemble borné fermé de }%ﬁ(G). Soit o = {gg}
un élément de [B(G)]K(G) adhérent 3 A . I1 suffit de montrer que 4
appartient a nLB(G). On pose
(2) w (£) = gf,(e).
On rappelle que f'(x) = f(x-l).
La formule (2) donne une fonction numérique sur K(G). Puisque  est

adhérente 3 /ﬂ s w(f) est limite des nombres }J(f) = 'y p (e),

I ¢ A , donc  est une forme linéaire sur K(G). Pour montrer que
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w est en fait une mesure, il faut montrer qu'elle est continue pour
la topologie limite inductive de X(G) , ou, ce qui revient au méme,
que sa restriction 3 tout espace de Banach K(A,G), A compact c G,
est continue, c.a.d. bornée. On considére aussi les restrictions des
¥ dans ., 3 K(A,G). Quel que soit feK(A,G), l'ensemble de nom-
bres  {u(f)}, . ( est borné. Par le théoréme de la borne uniforme

appliqué & l'espace de Banach K(A,G), on obtient qu'il existe un

nombre ¢ > O tel que |y (f) } < e||f]] quel que soit

o ?
fe K(A,G) et pu e . On obtient la méme inégalité pour w
Hw (f)l < e | f ||, Cela veut dire que la restriction de w & K(A,G)

est bornée. Donc, w est une mesure. Il reste 3 montrer que  est

translatées bornées. Cela est immédiat, car si f¢ K(G), f K w = 8¢
est limite uniforme des f H s M , donc est bornée, car
f vy est un ensemble borné de fonctions dans B(G). Cela

découle de ce que veut dire que 4 soit borné. Donc g e’IILB(G), et,
puisque {4 est fermé , 4 € 4 . Donc 4 est fermé dans [:B(G)_']K(G),
ce qui achéve la démonstration.
COROLLAIRE 1.-

L'espace 'm,B(G) muni de sa topologie forte est quasi-complet.
Démonstration.-

D'aprés le théordme 1, tout ensemble borné fermé A de

jK(G) , qui est complet; Donc, A est

m,B(G) est fermé dans EB(G)
complet.

Il est assez facile de voir que ces espaces sont fermés
dans '"’LB(G) , donc quasi-complets, et stables pour la réflexion, la
conjugaison, et 1l'involution.

Proposition 1.-
Les espaces A G?(G) et wafRG) sont stables pour la convo-

lution par les mesures finies.
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Démonstration.-

Pour tout x ¢G et toute mesure y dans l'un de ces es-
paces, on définit ¢ (x) = Sy % M qui est bien défini. Cela donne
un opérateur continu de l'espace en question, puisque
[1E % % ull, = e x £ ull = ||fxu||,; Le méme calcul
montre que la représentation qui en résulte est continue et bornée.
La conclusion découle maintenant de la proposition 2 du premier
exposé, de la méme fagon qu'on a démontré son corollaire 1.

Théoréme 1.5 (critére de Bochner).-

Soit u une mesure dans WLB(G). Alors y est fortement
(faiblement) presque périodique si et seulement si 1l'adhérence forte
(faible) de l'ensemble des translatées de u est fortement (faible-
ment) compact.

Démonstration.-

Soit A 1'adhérence forte (faible) des translatées de .
On va considérer ﬂéB(G) comme plongé dans [B(GZ]K(G) . Supposons
que A soit fortement (faiblement) compact. On écrit p ={f % u}

feK(G)
On fixe f €K(G). L'application v —s f xv , v € A, de A dans
B(G) correspond 3 la projection dans le produit [B(GX}K(G) définie
par f. Donc, son image {f % v}veA est fortement (faiblement) com-
pact. Cela contient évidemment 1'adhérence forte (faible) de 1l'en-
semble des translatées {8,+ f % uyu} = {fx»dx % py de f x u
qui est fortement (faiblement) compact, donc f % u est fortement
(faiblement)presque périodique. Cela montre que u est fortement
(faiblement) presque périodique.

Supposons, inversement, que yu soit fortement (faiblement)
presque périodique. On montre que A est fortement (faiblmment)
compact. Alors, pour toute f € K(G) , soit Ag 1'adhérence forte

(faible) dans B(G) de l'ensemble des translatées de f x yu .

C'est un ensemble fortement (faiblement) compact. On peut plonger
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le produit } Ap qui est compact, dans [B(G}]K(G) , et on voit
facilement que A est contenue dans ce produit . Or, A est un
ensemble borné fermé, donc est fermé dans } Ag (Théoréme 1).

Cela entraine que A est fortement (faiblement) compact, et termine
la démonstration.

On considére maintenant le rapport entre les fonctions presque
périodiques (considérées comme des mesures) et les mesures presque
périodiques. L'interprétation d'une fonction f comme une mesure
se fait en identifiant f avec la mesure f(x)dx, ce gqu'on fait
désormais sans une autre explication.

Or, on a SAP(G) c,&GQG) et WAP(G) clU@$(G). Cela découle du fait
que les espaces SAP(G) et WAP(G) sont stables pour la convolu-
tion par les mesures finies. En particulier, si g est dans 1l'un
de ces espaces et f €K(G), f % g est dans le méme espace, ce qui
démontre notre affirmation. En particulier, la fonction constante 1
s'identifie & la mesure de Haar A , qui est donc fortement, donc
faiblement presque périodique. Les fonctions faiblement presque
périodiques sont toujours uniformément continues.

Proposition 3.-

Soit g une fonction continue bornée sur G. Alors, g
est une fonction fortement (faiblement) presque périodique si et
seulement si elle est uniformément continue et fortement (faiblement)
presque périodique en tant que mesure.

Démonstration.-

On a vu déj3d la moitié de la proposition. Soit donc g
uniformément continue et fortement (faiblement) presque périodique
en tant que mesure. On utilise une nnité approchée {\fa} pour la
convolution, telle que les P, soient des fonctions continues, dont

les supports compacts tendent vers 1'élément identité de G . On a
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d'abord que, pour chaque o , ¢ % g est fortement (faiblement)
presque périodique. D'autre part, a cause de la continuité uniforme
de g, lg -¥,*xg || ,—>0 ; donc, g est fortement (faiblement)
presque périodique.

On introduit maintenant la moyenne d'une mesure faiblement presque
périodique. Soit u wune telle mesure et f €K(G). Alors,

f % ueWAP(G) et M(f % u) est bien défini. On a aussi que pour
tout xe€G M((dx*f)*lu) = M(SX*'(f*u)) = M(f % p). Donc M(f » u),
considéré comme forme continue linéaire sur K(G) est invariante
pour les translations, donc est proportionnelle 3 l'intégrale de Haar.
On note M(u) la constante de proportionnalité. On a donc

(3) MCE % ) = M(u) Jf(x)dx.

On appelle M (y) 1la moyenne de la mesure faiblement presque pério-
digque p . Cette méthode d'introduire la moyenne est due 3 L. Schwartz.
Alors, pour f €K(G) fixé telle que X (f) = 1, on a, pour toute
boeWwgP @

4) M(p) = M(f # u ),
ce qui montre que M est une forme linéaire continue sur UﬂgﬁiG),
invariante pour les translations.
Pour voir que cela généralise la moyenne d'une fonction faiblement
presque périodique g, on utilise 1'identité approchée {4, } de
tout & l'heure. On a en tout cas une constante de proportionnalité

T telle que (W) M(?a+ g) = tG[\pa(x)dx = 1t . D'autre part, puisque

¥, ¥ & tend vers g uniformément, la densité de (4) tend vess

M(g). En particulier, M (A) = M (1) = 1.
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Dans 1l'exposé antérieur, on a défini les mesures forte-
ment et les mesures faiblement périodiques et on a montré qu'on
peut associer une moyenne M(u) & toute mesure faiblement presque

périodique (et & fortiori, & toute mesure fortement presque pério-

dique), définie par la formule

(1) M(p) = M(f % pu) pour

f ¢ K(G) tel que a (f) = 1. Dans cet exposé, on va
étudier les propriétés de la moyenne.
Théoréme 1.-

Soit u € uﬁiﬁ3(6). Alors, l'enveloppe convexe fortement
fermée de 1l'ensemble { 5x:* u}x €6 contient une, et une seule,
mesure invariante pour les translatées, qui est forcément M(u)a
Démonstration.-

Dans le théoréme, on ne distingue pas l*'enwaloppe convexe
fortement fermée de 1l'enveloppe convexe faiblement fermée parce
qu'elles coincident du fait que, pour les ensembles convexe, l'adhé-
rence ferte et l'adhérence faible coincident. Soit A L'enveloppe
convexe de l'ensemble de translatées de u , et soit B 1l'adhé-
rence de A. On va d'abord montrer que M(u) A ¢ B. Pour cela, on
s'appuie sur le fait correspondant (connu) sur les fonctions faible-
ment presque périodiques. Il convient de donner une nouvelle des-
cription de A. Pour x € G, on note T indifféremment 1l'opéra-
teur de translation par x appliqué 3 n'importe quel espace de
fonctions ou de mesures pour lequel l'opérateur a un sens. Donc,
par exemple, T u = &,% u - lans cette démonstration, on emploie
la notation T pour désigner une combinaison convexe quelconque
d'opérateurs de translations. Donc A peut étre décrit comme 1l'en-
semble de toutes les mesures T y , ou T parcourt l'ensemble de

tous ces opérateurs. Soient fl,...,fne K(G) et &€ > 0. On va

80



MESURES PRESQUE PERIODIQUES

III

trouver T tel que || T - M(u) kl[fk < e , pour tout k , ce
que démontrera l'assertion. Alors, en accord avec le théoréme cor-
respondant aux fonctions presque périodiques (dd & Eberlein), il
existe, quel que soit k , un T, tel que

[T (F % w) - MU % uw ) 1 [l <« , ol 1 est la fonction
constante 1. C'est la conséquence du fait que fk*'“ & WAP(G).

Alors, on sait que M(fk % u) = M(u)x(fk)l. On vérifie, immédiate-

ment que fk* M(u) A= M(u)a(£f)1l. Ceci posé, on a donc

[ |£,% Tou = £,6MGOX] |

(2) [|Tku-M(u)A||fk KH

I{kak*p - M(uda (V)-le =]|kak*u~M(f»u)le
< €

Alors, le T recherché est T = TlTZ"'Tn’ car , si on pose

T = Tksk’ ol Sk est le produit des Tr’ r # k, on a

(3) [T =M G Al = IS8Ty w = S MG Allfk
k

sl 1T = MoAl | ¢ < e

Dans (3), |]|s désigne la norme de S, comme opérateur dans

!l
B (G) , qui est < 1. Cela démontre la premié&re assertion.

Soit maintenant v une mesure invariante pour les trans-
latées contenue dans A . Alors vy est forcément de la forme o A
D'autre part, puisque la moyenne M est invariante pour les trans-
lations et continue, M est constante sur A. Donc, on a

a = M(ar) = M (M(p)r) = M (u).

ce qui achéve la démonstration.
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Corollaire 1.-
La moyenne M est la saule forme linéaire continue sur
LU&;ED(G) ou /ﬁéiq}G) invariante pour les translations telle que
M(x) = 1.
Démonstration.-

Une telle forme M' est constante sur l'enveloppe convexe
fermée de l'ensemble de translatées d'une mesure 1y dans UQ;?QG)
(ou ABRe)). Donc, d'aprés le théordme 1, M'(y) = MGOM' () = M(u).
Théoréme 2.-

(Formule de Bohr généraligée).

Soit 6LMQ§RG) et'{?&} un systéme filtrant de fonctions
positives dans Ll(G) telles que J . (x)dx = 1. On suppose de plus,
que, quel que soit x€G, {@ -6 Y |[; tend vers O avec «

que chaque L, (u) et que la convolée P % p(x) = (xy Lydu(y)
L €11 o o o

existe en fonction continme en J = e. Enfin, on suppose que les
fonctions fY x U soient équicontinues en X = e. Alors, on a la
formule

(4) M(p) = lim JGipa(x)du(x).

Démonstration.-

On prend f¢€ K(G) telle que A (f) = 1, et, par conséquent,
M(u) = M(f % p). En vertu du théoréme 3 de 1l'exposé 1, on a
5 MG = lim Jpra(mf* y (x)dx.
On manipule 1l'intégrale de (5). Or, on a

-1
(6) I (xX)fxp (x)dx = J (x) J fixy 7)du(y)dx
G\P" G\P“ e

J J W (xy)f(x)dxdu(y)
clg®

] JG £0) JG\Fa(xy)du(y)dx.
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On va maintenant approcher la derniére intégrale de (6) par

J Lpa(y)du(y).On a
G

(7) J £(x) f?a(xy)du<yux - JapOL(y)du(y) =
G G G

J £(x) j e, -, (] d uly) ax
G G

Alors, on peut choisir un voisinage V de 1'élément unité e de
G tel que, pour x €V, J th(xy) - 4% (y)] d u(y) soit aussi

petit gu'on veul. On peutGalors chcisir f portée par V . Cela

termine la démonstration.

Le théoréme précédent n'est pas aussi fort que le théo-
réme correspondant (théoréme 3, exposé 1) pour les fonctions pres-
que périodiques. C'est parce que, pour une mesure 1Jeumﬂﬁ) arbi-
traire, on ne connalt pas une méthode pour trouver un systeéme

{¥Q} satisfaisant & la condition d'éguicontinuité du théoréme.
D'autre part, pour les cas de mesures $ , transformées de Fourier
d'une mesure v sur I , le systéme {py} se trouve par la méme
méthode que pour le cas de fonctions. Le cas des transformées de
Fourier est 1'un des plus importants des mesures faiblement presque
périodiques.

On passe maintenant 3 un autre aspect de la presque pério-
dicité. On a identifié déja l'espace SAP(G) & l'espace C(Gb).
Donc, & cause de la décomposition WAP(G) = SAP(G) @ WAPO(G) s, on
a une application linéaire continue de WAP(G) sur C(Gy) qui
prolonge l'injection naturelle de SAP(G) dans C(G) . Or il est

naturel de chercher un analogue de ces transformations pour les

mesures.
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Lemme 1.-

Soit g € SAP(G) et u e WBPG) LGP (). Alors 1a
mesure produit g u (c.a.d., d(gu)(x) = g{x)dx(x)) est fortement
faiblement presque périodique.

Démonstration.-

Supposons d'abord que g soit un caractére y . Les carac-
téres sont toujours fortemznt presque périodiques. Soit f ¢ K(G).
Alors, on constate tout de suite que f % (yu) = y L(f;) * u] s
qui est évidemment faiblement presque périodique. Cela démontre
l'assertion pour les caractéres g = vy, donc pour g , combinaison
linéaire de caractéres. Soit maintenant g une fonction fortement
presque périodique arbitraire et soit g, une suite de combinaisons
linéaires de caractéres (théoréme 1, exposé 1) convergeant unifor-

mément vers g. Soit fe K(G). On a

(®) | £ g ) - falgpw) ()] |J f(xy_l)[g(y)-gn(y)] du (y) |
G

I A

-1
g - gl s [ | £05™ o .
X G

~

Le fait que le sup dans (8) existe découle du fait que u est a
translatées bornées. L'inégalité de (8) entraine que

|| £ % (gw) - fﬁ(gnu)l|m tend vers O, ce qui montre que f % (gw est
fortement (faiblement) presque périodique, et qu'il en est de méme

de g pu. Cela achéve la démonstration.
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Dans 1l'exposé antérieur, un lemme affirmait que les me-
sures fortement (faiblement) presque périodiques sont stables pour la
multiplication par les fonctions fortement presque périodiques. Cela
nous permet de définir une application linéaire de LUQigD(G) dans
‘h@ (Gb) , qui est injective surzyaﬁb(G) , prolonge l'application

classique de WAP(G) dans C(Gp) , (précisée dans 1l'exposé antérieur).

Théoréme 1.-

Il existe une application linéaire, et une seule, de
UR3€°(G> dans n@(G ), notée yu —3u , telle que, quel que soit
b b
v eWGP@) et g € SAP(G) = £(G),

(1) M(gu) = g(xb)dub(xb).
Sp

Cette application est injective sur/&gs)(G) et prolonge l'application
f — £ de WAP(G) dans C(G ) = SAP(G) , ou _f est la partie
fortement presque périodique de f dans la décomposition de Eberlein
de f € WAP(G).
Démonstration.-

Etant donnée ueLUGSEG) , l'application g —3 M(gp) défi-

nit une forme linéaire sur SAP(G) = C(G,). Pour voir que cette forme

est bornée, on choisit une fonction feé€ K(G), telle que A (f) = 1.
On a
(2) M(gu) = MC frxguw ) < ||fxg wl],-
(3) | frg ux)| = ]f flxy gy | < J | £y ™D g [d]u] (0
G G
Plell 1T 1E1 % u] 11, s
d'ol on obtient | M(gu) |< [|g||m [T 1 £ 1% v | ||m. Donc, pour

la forme linéaire g-—> M(gp) est bornée. On en tire qu'il existe
une mesure u i Sur Gb et une seule satisfaisant a (1). Donc on en
obtient l'application linéaire uy—)u b requise. Pour montrer que

cette application est injective sur 4G§B(G) , ON suppose que
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u GA“K?QG) et que u p = 0. Cela entraine que, quel que soit
FEK(G), MU(fy)wyu) = Mlyur(fy) =y o (yIr(fy) = 0, pour tout
caractére y de G . D'autre part, on constate que (fy)#(yp)=y(fppu).
Donc M(y(f#p)) = O pour tout caractére. Cela veut dire que tous
les coefficients de Fourier-Bohr de la fonction presque périodique
f ¥ p s'annulent, donc que f « y = 0, ce qui entraine u =0,
d'ol 1l'injectivité de upy—u b Sur /&Xf%@). Pcur voir que cette
application prolonge l'application f —> ;I sur WAP(G) , on
remarque que, pour toute g € SAP(G), (voir la proposition 3 du
premier exposé) que _(gf) = gsf, d'ou
M(gf) = M(g f) = I g(xb)sf(xb)dxb , pour f €WAP(G). Cela entraine
que la mesure suerGb correspondant d& la mesure fe(UGj?G), satis-

faisant (1) est _f , ce qui fallait démontrer.

On remarquera que, tandis que la mesure ;1€U£SRG) n'est
pas forcément finie, la mesure yu b l'est, étant une mesure sur
le groupe compact Gy . On a maintenant le moyen d'sbtenir pour les
mesures 1l'analogue de la décomposition d'Eberlein pour les fonctions
faiblement presque périodiques. On appelle mesure faiblement presque
périodique nulle une mesure ueUﬂgiiG) telle que u = 0. On peut
montrer d'aprés un raisonnement empleyé dans la démonstration du
théoréme antérieur qu'une mesure ueUK;i?G) est nulle si et seule-
ment si, quel que soit feK(G), fxu est une fonction faiblement
presque périodique nulle. On note uﬂii%(@) 1l'ensemble de toutes
les mesures faiblement presque périodiques nulles. C'est évidemment
un sous espace vectoriel, qui est fermé en vertu de la derniére ca-
ractérisation de ses éléments. Il est évidemment stable pour les
translations et la conjugaison. Il est également stable pour la
réflexion (ce qui se démontre 3 l'aide de la derniére caractérisa-
tion des éléments de UﬂKiBO(G)), donc par l'involution. De ces faits,

il résulte que(ﬁﬁ?%(G) est stable pour la convolution par les
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mesures finies. Enfin (Lﬂzﬁjo(e) est évidemment stable pour la mul-
tiplication par les fonctions fortement presque périodiques.
Théoréme 2.- (Décomposition d'Eberlein généralisée)

Toute eUX:iiG) posséde une décomposition unique de la
forme

bl

(3) BT gt

ol uEAGS Q) et oueuﬁﬁg(m.

S

Démonstration.-
Soit ueWBNGE). Pour toute f €K(G), fxu € WAP(G) et
posséde une décomposition d'Eberlein.
(4) fep = S(f‘kp)+ ° (f % u).
On définit, de fagon formelle,

(5) p(f) = S(f'*u ) (e) et ° u(f) = (f'%x v ) (e).

S [¢]

Montrons, par exemple que Y est une mesure. Elle est bien une
forme linéaire sur K(G). Pour cela, il faut se rappeler que le
projecteur g —> g de WAP(G) dans SAP(G) est borné, donc
gu'il existe un o > 0 tel que || g || <a || g ||, pour tout

g € WAP(G) . Soit maintenant A un compact de G et g 5, > O tel

que | u (f) < Ba [1f]l, > quel que soit fe K(G). On a alors
(6) [ Su(f)l = Is(fl* w (e)]| < ||s(f'* u)llm < Ilf'kullm
D'autre part, pour tout x€G , |[f'x p» (x)| = |u (8% )] < BA"f||m’
o B, = sup | s xu | (A) <+ « . Il s'ensuit que
x X
[ gv ()] < B 5 || £ ]]_ . Donc u _ est une mesure. On montre
maintenant que S(f * u) = £ % s M - D'abord, on voit que, quel
que soit xeG ,§ x ¥ Sf = g (6xk f) pour toute f €WAP(G). Cela

tient au fait que la décomposition d'Eberlein de f est stable pour

la convolution par les mesures finies. Or, on a, pour x€G
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()] foeg n(x) = s u(sx*f‘) = g ((5x* £ %p) (e)

*
(-1 %) % ) (&) = (5,15 (£ % 1)) (e)

(f » p) (x).

Un raisonnement pareil montre que est une mesure , et que

o H

(f % p) = f*b u, donc que est une mesure faiblement

o o ¥
presque périodique nulle. Alors (4) peut s'écrire de la forme
(8) = fwo_u +Tw_ 0,
d'ol on obtient la décomposition (3). Cela achéve la démonstration.
On doit signaler & 1'égard du théoréme 1, que, tandis que 1l'appli-
cation f —s f de WAP(G) dans C(Gb) est surjective, 1l'appli-
cation B —2m, ne l'est jamais si G n'est pas compact. C'est,
par exemple, parce que, par exemple, la mesure 8e dans Gb ne
provient pas d'une mesure presque périodique sur G. En fait, on
croit avoir démontrer que dans le cas ol G n'est pas compact,
toute mesure sur g eGb de la forme y b est continue.

On passe maintenant 3 des exemples. On sait déj3 que
toute fonction f € K(G) est faiblement presque périodique nulle
si G n'est pas compact. Puisque WAPO(G) est complet, il en est
de méme pour toute f ¢ CO(G), (continue s'annulant & 1'infini).
Donc, pour toute mesure finie yu , et feK(G) , f x u est une
fonction continue nulle 3 1'infini. Cela démontre que  est une
mesure faiblement presque périodique nulle. Cela et le fait que
les fonctions fortement presque périodiques sont, en général, des
mesures non bornées montre la nécessité de considérer les mesures
non bornées dans la théorie de la presque périodicité des mesures.
Pour un autre exemple, on considére un sous groupe fermé H de G
et la mesure de Haar Ay de H. On peut eonsidérer y comme
mesure sur G , concentrée sur H. Alors, A\ H est toujours faible-
ment presque périodique. Pour le voir, on montre que, pour toute

5

fonction continue a support compact \p sur T , le groupe dual
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de G, % ¥ Ay et la transformée de Fourier-Stieltjes de la me-
sure finie P X pi ou A gi ©st la mesure de Haar du groupe
orthogonal H.L de H dans T .

En vertu d'un théoréme de Eberlein, cela entraine que
C; * est faiblement presque périodique. Aprés cela, on peut
montrer que, quel gue soit f € K(G) on peut approcher f % H
uniformément par les fonctions du type C? * A, comme tout &
l'heure. Cela montre la presque périodicité de f » i gy et donc
de x - On peut en plus montrer que X q est fortement presque
périodique si et seulement si H, est discret, et, ce qui revient
au méme, si G/H est compact. Dans ce cas, la mesure (AH)b dans

G s'identifie a4 la mesure de Haar du compactifié de Bohr Hy

b
qui peut &tre considéré comme sous groupe fermé de G- Dans le

cas contraire, la mesure faiblement presque périodique A g est

nulle.
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