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EXTENSION D'UN THEOREME DE CHOQUET-DENY 

A UNE CLASSE DE GROUPES NON ABELIENS * 

par Y. GUIVARC'H 

*• Ce travail est essentiellement le chapitre V d'une thèse de 
Doctorat d'Etat soutenue à l'Université de Rennes le 25/11/1972 
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GUIVARC'H 

On étudie dans ce chapitre l'invariance asymptotique 

de la suite p n où p est une probabilité donnée sur le groupe 

localement compact G . G sera supposé séparable et unimodu-

laire et p apériodique, c'est à dire que G est engendré topolo-

giquement par le support de p. On donne en particulier des con­

ditions suffisantes sur le couple (G,p), généralisant celles de 

(1), pour que les seuls éléments f de L/° (G) vérifiant f *p = f 

soient les constantes. 

H étant un sous - groupe fermé distingué de G on notera, 

pour toute partie A C H et tout élément g de G 

A g = g'1 A g C H A G = {g"1 a g ; a € A ; g è G } 

De même, pour une mesure v sur H on note : 

v g = S -, * v * p 

On dira que G opère de façon bornée (resp. compacte) 

sur H si pour toute partie compacte A de H (resp. H - {e} ) 

l'adhérence A de A est un compact de H (resp. H - {e} ). 

H étant supposé abélien ou compact, soit H l'espace des classes 

d'équivalence de représentations unitaires irréductibles de H 

muni de la topologie usuelle. On vérifie aisément que si G 

opère de façon bornée sur H l'élément identité, noté Id, de H 

possède une base de voisinages G - invariants et que si G opère 

de façon compacte sur H tout compact de H - {Id} est contenu 
/N 

dans un compact G - invariant de H - {Id} . 

Pour toute mesure bornée q sur G on note q' 

l'image de q par l'application x > x . Soit alors p une 

probabilité sur G que l'on écrit sous la forme 

P = 
G/H 

u_. d p (x) où u_ est une probabilité 
X X 
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THÉORÈME DE CHOQUET-DENY 

portée par la classe x mod H et p est l'image de p sur G/H. 

On définit alors une probabilité pH sur H par 

p̂  = | u'^ * Ux ^ ̂  e^ 1 , o n désigne P a r H (p) £resp HCp00)^ 

le plus petit sous groupe fermé portant p̂  [resp les pjj ] . 

Dans le cas H (p°°) = H, p sera dite H - strictement apériodique. 

Si G est abélien et H = G on retrouve la notion classique (2) ; 

si G est compact et H = G H (p°°) = G est la condition de 

convergence de p n vers la mesure de Haar de G (3). On dira, comme 

en (1), que p est étalée si l'une des p n est non singulière par 

rapport à la mesure de Haar de G. Enfin, pour tout groupe locale­

ment compact X, LQ (X) désignera le sous - espace des éléments 

de L1 (X) dont l'intégrale est nulle et le symbole |y| dési-

nera la variation de la mesure bornée y , la variation totale 

de y étant notée ||p||̂  = |y| (X). 

Théorème 1.-

Soit H un sous groupe fermé distingué de G, p une 

probabilité H - strictement apériodique sur G. Si H est abélien 

ou compact et si G opère de façon bornée (resp. compacte) sur H 

on a pour p étalée (resp. quelconque) : 

V v £ LQ (H) lim ||pn * v|| =0 
n 1 

Ce théorème résulte des trois lemmes 

Lemme 1.-

Soit y n

 u n e suite de probabilités sur le groupe abé-
^ 1 2 lien H portées par un> compact K, v un élément de L n L (H), 

^ ^ A ^ 

K le support de v. Si toutes les y n sont majorées sur K par 

une constante s < 1 on a 

lim ||Y * *Yn * v || = Q 

n 1 
Ce lemme est lui même conséquence de la proposition. 
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GUIVARC'H 

Proposition 1 : 

Soit TT une suite de probabilités sur le groupe 

localement compact H , v un élément de L r> L (H) , 

A une suite croissante de compacts telle que : 
n ... 1 1 
lim ||TT *v ||* < 1 f lim |AN| n =l lim ïï (A) = 1 
n 2 n n 

Oh a alors : 

lim | |„n * v | | x = 0 
n 

Notons que, si a et 3 sont deux mesures bornées 

sur G , A et B deux compacts de G , on a : 

|a * $| (G) _< |a * e|(AB) + | ot | (A) | 3| (G-B) + |a| (G-A) | $| (G) 

On prend ici a = TTN , A = A R , 3 = v dx 

et B tel que | v | dx _< e et on a alors : 
J Q_g 

I U n * v I l 1 J I l("n * v) A B \\ x + e + | |v| | ± Q. - wn (An)J 
Mais l'inégalité de Schwartz donne ici : 

1 
I K * V ) I A B I I l <- I An B l 2 I K * ^1 2 , le symbole | A B | n 
désignant la mesure de Haar de A B . On sait aussi que 

1 1 n 

lim | A B | n _< lim |A | h = 1, ce qui donne 
._n_ n 
lim | | ( TTN * v) | | -L = 0 et lim | |TT r * v | | ± < e 

n n n 

Le lemme 1 s'obtient en posant y ̂ *....*Y = TTN 

Kn = A N et en remarquant que3 H étant abélien, |K
n| est majorée 

par une puissance de n, ce qui donne lim | Kn| n = 1. On a, 
n 

de plus, d'après la formule de Plancherel-: 
2 2 

I K * VH 2 = }g l^n ( Ç ) 0 d E = |* l'n ( î ) 0 ( 0 d 5 

lh n*v|| 2< sn ||V||2 car î n (0=^(5) yn (ç) 

Désignons par x ^x une section borélienne fixée 

au dessus de G/H et posons JJ - = SA * y A où est une proba­

bilité sur H. La restriction normalisée de y £ à un compact K 

» K 

sera notée P A . 
1 x 
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THÉORÈME DE CHOQUET-DENY 

Lemme 2 . -

Soit H comme dans le théorème et G opérant de façon 
A /\ 

bornée sur H , X un élément de H tel que | |p̂ (ç)| | <_ o < 1 
Q 

pour tout £ dans l'orbite X de X sous G . Alors, il 

existe un voisinage de X tel que pour tout v de L1 (H) 
A 

dont le support de v est contenu dans V ̂  on ait 
lim | | p n * v | | - 0. 
n 
1) cas H compact 

écrivant p = J S* -* ii* dp (x) on a 
f G/H x r X x

n-i
( w> 

p n * v = J 6 A /i A

n ii * v dp 00 (w) 
(G/H)- xn X l xn

 rx± 

où w = (x̂  , x , ) £ (G/H)°° est une trajectoire sur G/H, 

dp°° (w) la probabilité canonique sur (G/H)°° et (w) = x̂  x̂ . 

" P n * V | l l l i ( G / H ) » L L ^ N _ 1 ( W ) * * « * V "l ^ ( W > 

n 
A 
H étant discret, on prendra = ( X }. L'hypothèse sur p̂  
s'écrit aussi : 

f tg g - - , 
I I J G/H f x * K ( X ) D P ( X ) I I - 0 V G € G 

et en particulier, pour tout vecteur a de l'espace de X 

f § 2 - - 2 

JG/HII^ x a II d p (x) < a || a M 
— g 1 + 

Si l'on pose E (g,a) = {x ; | \y g a | | >_ — ^ ||a|| } 
l'inégalité précédente donne 

p (E (g,a) ) < ^ + ° < 1 

On en déduit que presque tout w possède une sous suite x 

nk 
vérifiant 

x , (w) , k 
M P . A * * / A * v|| < (±i£->* | | V | | 

x_ xn 

nk 1 

d'om le résultat puisque l'espace de X est de dimension finie. 
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2) cas H abélien 

Posons P K=| 6 x * ̂  £ № D P °̂  K e S t U n c o i nP a c 1 : d e 

G/H K K H et notons que | | p | ̂  _< 1 , P = P + a , a étant une me-
sure positive sur G de masse 1 - | |p | |̂  . De plus, 

H P " iTini P K M I -< 2 ( 1 " IIPKIII>-
LLP 11 

On peut donc supposer, en prenant un compact G - invariant K 
assez grand, que p s'écrit P = { Ô * Y . dirCDoù Y •? E S T U N E 

I i • 1 

probabilité portée par H vérifiant 

¥ j C J Yj = 1 °ù JC(I) est non négligeable 

e t 1 f 1 
l i p - vm L 6x.* d * ( j ) Mil — 

On en déduit d'après la construction de Y J : 

I lpH • "777) \j Y'j « YJ d * ( j ) I 11 i H " 0 

et donc 

-^yy y'j * (ç) d „ <j) < -ifi sur x G. 

Il y a donc, comme dans le premier cas, pour tout g , un sous -

ensemble J (g) C J de mesure positive indépendante de g sur 

lequel | Y j ̂  a ) | 2 <_ s < 1 V j £ J (g). Les Y j étant portées 

par K sont équicontinues et il existe V ̂  voisinage de x tel 

que : V ri e V, , V j 6 Jg | y? ( n ) | 2 < < 1 • Soit alors 

v £. L1 (H) avec v portée par comme dans le premier cas : 
i i n il f m ^n-1 (w) „ii j 00 ( \ 
I|P * vl11 < ool^i * * Y i * v l l 1

d l T (w) 
J I n 1 

Comme presque tout w possède une sous suite i telle que 
A X i ( w ) R k i+s i 

y ± (K) = 1 et | Y i

 nk | soit majorée par (-75—)2 sur 

,̂ Le résultat découte du lemme 1. 

Lemme 3.-
Avec les notations du théorème, supposons que G opère 

A 
de façon bornée (resp. Compacte) sur H et soit X € H - {Id} . 
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THÉORÈME DE CHOQUET-DENY 

Si p est étalée (resp. quelconque) et H strictement apério­

dique, il existe un entier n, une constante s < 1 telle que 

V ç G Xb M (pn)H (ç) I I < s 

Posons Hn = { £ £ H ; | | p£j (ç) || = 1 }. Du fait que (pn) est symé­

trique résulte que H = { Ç É H ; £(h) = 1 V h £ H (pn)}. Que 

p soit H - strictement apériodique se traduit donc par O H ={Id}. 

D'après la proposition 1 qui suit H C H et donc X n H est 

une suite décroissante de fermés de X d'intersection vide dans 

les deux cas puisque Id ft X Dans le deuxième cas. \ est 

compact et donc par n assez grand x = 0 ; le lemme résulte 

donc de la continuité de I I p (ç) I I . Dans le premier cas, pour 

n assez grand (p' a une partie absolument continue non nulle et 

H (p] est ouvert , ce qui implique H compact (4) , d'oñ encore 

Dour n assez erand \ = 0 . Par ailleurs, la propriété de 

Riemann - Lebesgue montre que, en dehors d'un compact de H 

I I PS ) I I< o < 1. Le lemme résulte encore de la continuité 

de M p£ (Ç) ||. 

Démonstration du théorème.-

Posons P = {v e L1 (H) lim || pn * v||± = 0 } et 

observons que P est un idéal à droite fermé de L" (H). Dans 

les deux cas du théorème P contient, d'après les lemmes 2, 3 

les v tels que le support de v soit contenu dans un voisinage 

V assez petit de A £ H -{Id} . Les propriétés de synthèse 

spectrale des groupes abeliens (5) ou compacts (M-) entraînent 

alors p = L Q ( H ) * 

Proposition 2»-

Soient p et q deux probabilités sur G . Alors 

H (q •* p) 3 H (p) et l'on a q- presque partout x~̂ "H(p)x C H (p *q) 
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Observons que si r est une probabilité et L un sous groupe fer­

mé de H contenant H(r), il existe une section borélienne <r de 

G au dessus de G/H telle que r» soit portée par U a (x) L 
G/H 

et réciproquement. 
Posant p = u~ d p (x) q = 6 d q (y) 

JG/H X JG Y 

on a q * p = ô * u- d p (x) d q (y) 
JG/H x G Y X 

Prenant L = H (q * p) on a donc : 
ôy * [u(y x) L] =1 q x p presque partout et aussi 

q x p presque partout v'^* [L] = 1 donc H (p) C L 

De même P * q = { y—* ô d p (x) d q (y) 
G/H x G X Y 

donc y-* ô (a(x y) L,) =1, en prenant L = H (p * q) ,pxq x y 
presque partout. 

On en déduit ô *- y 1 * y - * ô ( L) =1 p x q presque partout, 

donc q - presque partout (ô -1* p H *-ô ) (L) = 1 et le résultat 

Le résultat suivant sera utile pour montrer la H - stricte apério-

dicité de certaines probabilités. 

Proposition 3.-

Soit H sous groupe fermé distingué de G, L un sous 

groupe fermé de H et g un élément de G vérifiant g L g ̂ ÇL 

O n a : g L g 1 = L dans les deux cas suivants : 

- H est abélien ou compact et G opère de façon compacte 

sur H 

- H est abélien ou compact, L est ouvert et G opère de 

façon bornée sur H 
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THÉORÈME DE CHOQUET-DENY 

Dans le premier cas, l'adhérence du groupe des auto-

morphismes de H définis par les éléments de G est un groupe 

compact pour la topologie naturelle (6). Il en résulte que le 

semi - groupe fermé d'automorphismes engendré par g est un 

groupe qui contient donc 1'automorphisme associé à g ̂ . Comme 

ce semi groupe applique L dans L , on a aussi 

g"1 L g c L 

Dans le deuxième cas, si H est compact le résultat 

est immédiat : 1'automorphisme de H associé à g conserve la 

mesure de Haar et L est ici non négligeable. L'hypothèse 

g L g 1 c L entraîne donc g L g 1 = L. 

Dans le deuxième cas, soit H abélien et soit L 

a génération compacte. Comme G opère de façon bornée sur H 

et que L est ouvert, L est contenu dans L-̂  sous - groupe 

ouvert de H à génération compacte et G - invariant. La suite 

croissante g~n L gn (n6N) de sous - groupes ouverts de L-̂  est 
-k k *"(k+l) k+1 

donc stationnaire : g L g = g L g pour un certain entier 

k positif ou nul. Mais, d'autre part, les quotients successifs de 

cette suite sont tous isomorphes à g "̂L jj£ : on a donc g "'"L g = L. 

Si maintenant L est quelconque, il est réunion de sous - groupes 

ouverts à génération compacte L̂  avec g L̂  g ̂ C L̂  : l'action 

de G sur H étant bornée, tout compact K d'intérieur non vide 

de L est contenu dans un compact K-̂  de L d'intérieur non vide 

tel que g Kx g"1 C K]_ . 

Le résultat précédent reste donc vrai pour L quelconque. 
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Corollaire.-

Soit p une probabilité apériodique sur G, H un sous-

groupe fermé distingué abélien ou compact de GQ. Le sous-groupe 

H(p°°) est distingué dans les deux cas suivants 

- p est étalée et G opère de façon bornée sur H 

- p est quelconque et G opère de façon compacte sur H. 

La proposition 2 entraîne : 

V n H(pn) C H(pn+1) 

p - presque partout x 1 H (p°°) x C H (pn+1) 

On en déduit que pour tout x dans le support de p : 

x"1 (H(p°°) * C H (p00) 

La proposition 3 et le fait que p soit apériodique permettent de 

conclure. 

On dira qu'un groupe G possède la propriété de Liouville si pour 

toute loi p étalée et apériodique les éléments f de L°° (G) vérifiant 

f k p = f sont les constantes. 

Le théorème suivant résulte du théorème 1. 

Théorème 2.-

Soit H un sous-groupe distingué fermé de G qui est 

abélien ou compact. Si G/H possède la propriété de Liouville et si 

G opère de façon bornée sur H, G possède la propriété de Liouville. 

Observons que d'après (1) si L possède la propriété de 

Liouville et si S est un semi-groupe ouvert engendrant L on a 

S"1 S = L. 

Soit alors S le semi-groupe ouvert de G formé des 

éléments au voisinage desquels l'une des p n domine une mesure de 

Haar. On sait (1) que S engendre G et son image T dans G/H 

est donc aussi un semi-groupe ouvert engendrant G/H. L'hypothèse 

faite sur G/H donne T 1 T = G/H. En remplaçant p par E in p R 

n>l 
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THÉORÈME DE CHOQUET-DENY 

on peut supposer que la partie absolument continue de p a une den­

sité strictement positive sur S et ceci implique S SOHCH(p°°). 

D'après le corollaire de la proposition 3, H (p°°) est distingué ; 

comme, d'autre part, T 1T est un groupe, on vérifie aisément que 

S "'"S H (p°°) est un groupe. 

Comme S "'"S H (p°°) est un sous - groupe ouvert portant p 

qui est apériodique S "''S H (p°°) = G et on a donc : 

H = S_1S H (pC°)OHC'H (p°°), p est donc H - strictement apériodique 

et, d'après le théorème 1, : 

V v fe LQ (H) lim ||pn * v|\1 = 0. 

Soit alors f 6 L°° (G) avec f * p = f. On a aussi : 

f * p n * v = f *- v V- n et à la limite f ** v = 0. 

Ceci signifie f constante sur chaque classe mod H. 

Désignant par p l'image de p sur G/H et par f l'élément de 

L°° (G/H) correspondant à f on a f x p = f et l'hypothèse faite sur 

G/H entraîne f = cte. 

Ce théorème permet de construire, par extensions, de nou­

veaux groupes possédant la propriété de Liouville à partir des grou­

pes abéliens, compacts ou vérifiant identiquement une relation x11 = e. 

En particulier, la propriété de Liouville se conserve par 

passage à la limite projective. 

Si G est réunion d'une suite croissante de sous groupes 

compacts ouverts distingués, G possède la propriété de Liouville. 

Certains groupes de matrices sur le corps des nombres p - adiques 

sont de ce type. 

Si G possède une suite croissante finie de sous groupes 

fermés distingués, {e} = HQ C H-̂  C ... ^ H

n + ] _
 = G telle que 

G/H (0 _< i <_ n) opère de façon bornée sur H. / supposé abélien 
î TH. 

ou compact, G possède la propriété de Liouville. Les groupes de 

Lie connexes de type R et leurs extensions compactes sont de ce 
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type. [l] . Le théorème 3 est aussi une conséquence du théorème 1, 

la probabilité p étant quelconque. 

Soit G' l'adhérence du groupe des commutateurs de G. 

Théorème 3.-

Soit p une probabilité apériodique sur G. Si G' est 

abélien ou compact et si G opère de façon compacte sur lui, on a : 

V v <c LQ ( G' ) lim | |pn * v| \± = 0 
n 

En particulier, les seuls éléments f de L°° (G) vérifiant 

f * p = f sont les constantes. 

D'après la démonstration du théorème 2, la deuxième asser­

tion est conséquence immédiate de la première. Pour montrer G'(p°°) = G', 

on peut se ramener, puisque G' (p°°) est distingué,au cas G' (p°°) = {e} 

et il faut alors montrer G' = {e} . Ceci découle du lemme : 
Lemme. -

Si p est apériodique sur G , si G' (p ) = {e} , G est 

abélien. 

Posant p = y dp (x) où y~ est portée par la classe x 

mod G', on a p = y ̂  y_d p (x) d p (y). D'après l'hypothèse 
2 2 ' ̂  y 

G' (p ) = {e} , p est portée par une section borélienne de G au 

dessus de G/̂ , , et, en désignant par o cette section on a donc : 

y_ * y = a (x y) p x p presque partout. 
x. y 

Ceci entraîne, puisque x y = y x , x y = y x pxp presque 

partout. Or, x étant fixé, l'ensemble des y qui commutent avec x 

est un sous groupe fermé de G. Pour presque tout x, ce sous groupe 

porte p, donc est égal à G. Mais alors p est portée par le centre 

de G qui est donc égal à G. 

Le théorème 3 s'applique en particulier lorsque G est nil-

potent de classe 2 ou bien lorsque G est extension d'un groupe 

abélien par un groupe abélien compact. 
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THÉORÈME DE CHOQUET-DENY 

Le théorème 3 est une généralisation des théorèmes limites 

sur les groupes compacts p] , et aussi d'un résultat de Stam [ 8 ~| 

sur le groupe des réels, résultat qui a été étendu aux groupes abé-

liens localement compacts par G. Letac et M. Métivier [9j . 

Lorsque la condition de H - stricte apériodicité n'est pas 

vérifiée, on peut cependant énoncer un théorème analogue au théorème 

1, si l'on suppose que p admet " un moment d'ordre non nul ". 

Supposons que G soit à génération compacte et soit K ur 

compact tel que G = U Kn, Disons que p admet un moment d'ordre 

a > 0 si la série de terme général n p (K - K ) est conver­
gente. On vérifie aisément que cette condition est indépendante du 

compact engendrant G. On en déduit que lim na (1 - p (Kn)) = 0 
n 

H étant un sous groupe fermé distingué on dira que p est 

H - fortement apériodique si, pour tout sous groupe D dont une 

classe bilatère porte p on a D fi H = H. Cette notion généralise aussi-

la notion connue dans le cas G abélien ou compact et H = G. De plus3 

si p est H - strictement apériodique, elle est H fortement apériodi­

que : si p est portée par la classe bilatère a D, p n est portée par 

anD et (pn)H

 es"t portée par D C\ H ce qui implique DOH = H. 

Dans le théorème 1, G est supposé à croissance polynômiale, 

c'est à dire que \ Kn| est majorée par une puissance de n. 

Enfin, on note LQ (G,H) le noyau de 1'homomorphisme cano­

nique de L 1 (G) sur L 1 (G/H). 

Théorème 1'.-

Soit H un sous groupe fermé distingué de G, p une probabi­

lité H - fortement apériodique sur G. Si G est à croissance polynô­

miale, opère de façon compacte sur H supposé abélien ou compact et 

si p admet un moment d'ordre non nul on a : 
Vf feLj (G,H) lim | |pn *- f | | x =0 

n 
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Le théorème 1' résulte de trois propositions : 

Proposition 4. -

Soit p; H - fortement apériodique, p une représentation 

unitaire de G telle que Reŝ  p soit continue en norme et ne con­

tienne pas faiblement l'identité. Alors la norme spectrale de p (p) 

est inférieure à 1. Cette proposition résultera du lemme : 

Lemme. -

Soit tyt l'espace de p , a e C5 X R £ 3£ , 

D l'ensemble des ç de G tels que lim | | Ç-JĈ  ~ xn | | =0 
n 

C l'ensemble des g de G tels que lim | |gx. - axn| |
 = 0 

n 

Alors, si C t 0, C est une classe bilatère du sous groupe 

D. 

Observons que si g et g' sont deux éléments de G, x et y' 

deux complexes vérifiant 

lim | |g x n - x xj | = lim | |g' xn - x' xn| | = 0 
n n 

on a : 
l|g g' * n " A A' xj| < ||g(g'xn - x'xn)||+|A'|(gxn-xxn)|| 

donc lim ||gg'x n-xx'x n|| =0 
n -1 -1 -1 -1 

On a de même ||g X r - x x

N ||=||X g (g X R - XXR)|| 
et lim Us" 1 x n - x"

1 x || =0 
n 

D'où le lemme. 

Supposons la norme spectrale de p (p) = P égale à 1 et 

soit a e C | a |= 1 tel que P - a ne soit pas inversible. 

Montrons l'existence d'une suite de vecteurs unitaires X r telle que 

lim ||P x - a x || =0 : s'il n'existe pas de telle 
n 

suite Im (P - a) est fermée et distincte de 3£, [10] , ce qui en­

traîne Ker (P* - à ) ¿{0} et l'existence de x i 0 tel que 

P x = à x , (g-1 x = à x p presque partout, soit g x = a x 

et P x = a x, ce qui contredit l'hypothèse. La relation 
lim ||P xR - a xn|| =0 entraîne puisque ||xn|| =1, 
n 
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lim <P x n 5 xR > = a soit lim <g X R , Xr> dp (g) = a . 
n n J 
Puisque |a| = 1 et |<g x , xn > I — ̂  o n e n déduit l'existence d'une 

sous suite x telle que lim <g x , x > = a , 

lim ||g x ~ a x || = 0 P" presque partout. D'après le lemme, 

p est portée par une classe bilatère C du sous groupe D des Ç 

de G tels que lim ||ç xn - x̂  ||= 0. Puisque Feŝ  P est con-
V k k 

tinue °n norme D O H est fermé et l'hypothèse sur p entraîne 

D 3 H. Ceci contredit l'hypothèse que Reŝ p ne contient pas fai­

blement l'identité. (11) 

Soit f un élément de L̂ (G) , j* le sous espace engendré 

par les translatées à gauche de f. On appellera H - spectre de f 

l'ensemble des représentations irréductibles de H faiblement con­

tenues dans la représentation de H dans 3*" par translations 
A 

à gauche. On sait que G opère par le dual H de H, l'action de 
G étant définie par (gx) (h) = X (g h g ') où X e H, h e H ; on 

notera 3 (H) l'ensemble des orbites fermées sous G des compacts 
A 

de H - {Id} , H étant supposé compact ou abélien. 

Proposition 5. -

Supposons H compact ou abélien. Alors l'ensemble des f 
de (L L ) (G) dont le H - spectre est contenu dans un élément 

de J (H) est dense dans ( G , H) 

Ce résultat, classique lorsque G = H, sera obtenu en 

s'appuyant sur ce cas particulier. 

Soit \f £ L A L (H) dont le spectre est un compact 

K de H - {Id } n un élément quelconque de (L A L ) (G). Alors le 

sous espace de L ((6) engendré par les nX^f s ' identifie à l'espace 

de la représentation induite I n d

H [ L (K ) J par la représentation 

de H dans L 2 (K) . Le spectre de Res^ [ind̂  L 2 (K)] est lfor-
A 

bite fermée de K sous G [il-] et le H - spectre de n -* est 

contenu dans cet élément de T (H). 
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Les fonctions n * ^ appartiennent de plus à L fi L (G) et si 

g 6 L (G) leur est orthogonale, on a pour tous les n et 

du type précédent < n*vp,g> =< n ,g*$> = 0. Comme l'ensemble des 

n est dense dans L" (G), g * ̂) = 0 et comme l'ensemble des \J> 

est dense dans L (H) £5] , g = cte sur toute classe de H, 

d'où la proposition. 

Proposition 6.-

Soit f e L n L2n(G) telle que li m | | pn*- f | | n < 1 

Alors, si G est à croissance polynômiale et si p admet un mo­

ment d'ordre non nul, on a lim ||pn # f||̂  =0. 
n Pour obtenir ce résultat, il suffit, d'après la proposi­

tion 1 de trouver une suite A de compacts telle que : 

lim I A I n =1 lim p n (A ) = 1 1 n 1 n 

On sait par hypothèse que : | K | <_ C n et 

lim n (1 - p(K ) | = 0 . En prenant a = T~ (k entier) la deuxième 
n 

condition donne : lim n (1 - p(K )) = 0. L'inégalité utilisée 
dans la proposition donne aussi (1 - pn(An)) < n (1 - p(A)) donc 

1 - p n (Kn ) <_ n (1 - p(Kn ) ) . En posant A = Kn on aura bien 

lim (1 - pn(A ) ) = 0 et aussi iim (A F <_ lim (C n^
K+J-'ap = i. 

Il suffit de vérifier la propriété du théorème pour f 

appartenant à un système total de LQ (G,H). 

La proposition 5 fournit un tel système E. Puisque G 

opère de façon compacte sur H, les éléments de 3 (H) sont des com­

pacts de H - { Id } . On en déduit que, pour tout f de E, la repre­

sentation de H dans par translations à gauche satisfait aux 

hypothèses de la proposition 1. Cette proposition dit que : 
V f £ E lim I I p n f I I n <_ lim ||pn||n ||f||n < 1 

n ? n 2 

Comme G est à croissance polynômiale, et que p admet un 

moment d'ordre non nul, on a, d'après la proposition 6S 

Ijm I I P N * f i I 1 =0. 
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Le théorème suivant est une application du théorème 1'. Soit C 

l'adhérence du groupe dérivé du groupe résoluble G , C la suite 

centrale descendante de C supposé nilpotent de classe r + 1. Si 

G opère de façon compacte sur les groupes, C (k<r) v * , G est a 

croissance polynômiale £ l 2 J . 

Théorème 2 ' . -

Soit G un groupe localement compact nilpotent ou résolu­

ble tel que son groupe dérivé C soit nilpotent et que G opère de 

façon compacte sur les quotients de la suite centrale descendante 

de C, p une probabilité sur G possédant un moment d'ordre non nul. 

On a alors : 

¥ f é LQ (C) lim | | p n x- f l L = 0 
n 

On se bornera dans la démonstration au deuxième cas, et 

le corollaire résultera des deux lemmes. 

Lemme 1.-

Soit p apériodique et G, C k comme dans le théorème 

Alors p est c r fortement apériodique. Soit D un sous groupe de G 

dont une classe porte p, A le sous groupe engendré par cette classe 

et D : D est distingué dans A età/^ est cyclique. Soit r le groupe 

dérive de A et r (k <_ r) la suite centrale descendante de r . 

Puisque p est apériodique, A = G et comme D 3 r , r = C d'où 

r k = C k

; D n C k = C k. 

Lemme 2 . -

Soit T une contraction d'un espace de Banach E Laissant 

invariant un sous espace F, T et T F / les parties de T dans F , 

E/p. Si, en convergence simple lim T^ = 0, lim Tp, = 0 on a 

lim T n = 0. 

Soit x un élément de E, x sa classe dans E/p . e > 0 

étant donné, soit n tel que | | T n x | | <_ -| , y dans F tel 
E/ r

 Z 
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que | |y - Tnx| | <-| . On sait que pour m assez grand | | Tmy | | < -| 

et ceci entraîne puisque T est une contraction : 

I l T m + n x H < ||Tmy|| + ||T
m(y - Tnx)|| < e 

Montrons le théorème par récurrence descendante : 

LÏ (GjĈ i-̂ * i s'identifie à (G^; * C^r^) et l'opérateur 
0 ^L*(G,Ck) 0 Ck Ck 

défini par p sur cet espace à la convolution par p image de p sur 
— k-1 

Gy/̂  . D'après le premier lemme, p est <^^" " fortement apériodi­

que. Le théorème 1' entraîne alors : 

VftLj ^ k , C ^ l lim ||Ên»f|l1 = 0 

Le théorème résulte donc du deuxième lemme et de l'hypo­

thèse de récurrence. 

Ce théorème s'applique à une classe de groupes résolubles 

de type R dont le groupe des déplacements dH plan euclidien est un 

exemple. On conjecture que la condition d'existence d'un moment 

n'est pas essentielle et que le théorème 1' est valable sans res­

triction pour tous les groupes nilpotents localement compacts. La 

démonstration qui en a été donnée en (13) est incomplète. 

Y. GUIVARC'H 
E.R.A. n° 250 du C.N.R.S. 
Université de - RENNES 
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