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EXTENSION D'UN THEOREME DE CHOQUET-DENY

A UNE CLASSE DE GROUPES NON ABELIENS *

par Y. GUIVARC'H

% Ce travail est essentiellement le chapitre V d'une thése de
Doctorat d'Etat soutenue a 1'Université de Rennes le 25/11/1972
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GUIVARC'H

On étudie dans ce chapitre 1l'invariance asymptotique
de la suite p" ol p est une probabilité donnée sur le groupe
localement compact G . G sera supposé séparable et unimodu-
laire et p apériodique, c'est & dire que G est engendré topolo-
giquement par le support de p. On donne en particulier des con-
ditions suffisantes sur le couple (G,p), généralisant celles de
(1), pour que les seuls éléments f de L~ (G) vérifiant fxp = f
soient les constantes.

H étant un sous - groupe fermé distingué de G on notera,
pour toute partie A C H et tout élément g de G

AE = g-l AgcH S = {g_1 ag;a€AhA; g et}
De méme, pour une mesure Vv sur H on note
vé = 8 1 * VR e

On dira que G opére de facon bornée (resp. compacte)

sur H si pour toute partie compacte A de H (resp. H - {e} )

1'adhérence AG de AG est un compact de H (resp. H - {e} ).

H étant supposé abélien ou compact, soit ﬁ l'espace des classes
d'équivalence de représentations unitaires irréductibles de H
muni de la topologie usuelle. On vérifie aisément que si G
opére de fagon bornée sur H 1'élément identité, noté Id, de i
poss@de une base de voisinages G - invariants et que si G opére
de fagon compacte sur H tout compact de Q - {Id} est contenu
dans un compact G - invariant de ﬁ - {Id}

Pour toute mesure bornée g sur G on note q'
l'image de q par l'application x — x_1 . Soit alors p une
probabilité sur G que l'on écrit sous la forme

P = ug d P (x) ol u_. est une probabilité

G/H x
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THEOREME DE CHOQUET-DENY

portée par la classe x mod H et p est l'image de p sur G/H.
On définit alors une probabilité py sur H par

py = Iu'i *»u; dp (X) et l'on désigne par H (p) [resp H(pm)l
le plus petit sous groupe fermé portant Py [resp les p; ]

Dans le cas H (p~) = H, p sera dite H - strictement apériodique.
Si G est abélien et H = G on retrouve la notion classique (2) ;
si G est compact et H = G H (p°) = G est la condition de
convergence de p" vers la mesure de Haar de G (3). On dira, comme
en (1), que p est étalée si 1'une des p" est non singulidre par
rapport 3 la mesure de Haar de G. Enfin, pour tout groupe locale-
ment compact X, Lé (X) désignera le sous - espace des ¢léments

de L1 (X) dont 1'intégrale est nulle et le symbole |u]  dési-
nera la variation de la mesure bornée yu , la variation totale

de u étant notée [|u[|; = [u] XD.

Théoréme 1.-

Soit H un sous groupe fermé distingué de G, p une
probabilité H - strictement apériodique sur G. Si H est abélien
ou compact et si G opére de facon bornée (resp. compacte) sur H

on a pour p étalée (resp. quelconque)

1
0

"
o

¥ v ely (H) 1im | [p™ * v||
n

Ce théoréme résulte des trois lemmes

Lemme 1.-

Soit y , une suite de probabilités sur le groupe abé-

2

lien H portées par un compact K, v un élément de AL (H),

» A . . z A
K le support de v. Si toutes les ? n sont majorées sur K par
une constante s <1 on a

Lim [y s xvp o« v Il 2 g

Ce lemme est lui méme conséquence de la proposition.
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GUIVARC'H

Proposition 1 :

Soit = L une suite de probabilités sur le groupe

localement compact H , v un élément de Lln L2 (H) ,

An une suite croissante de compacts telle que
o 1 — 1
lim |fn ®#v [|P <1 1im |A | n =1 , Limono (A) =1
n 2 n n
On a alors

Lm ||e, % v]] = O

Ngtons que, si o et g sont deux mesures bornées
sur G , A et B deux compacts de G , on a
la % 8] (G < |a % B|(AB) + |a|(A) |g| (G-B) + |a| (G-A)|g] (G)

On prend ici o = LI A = An s B = y dx

et B tel que [v] dx < e et on a alors
G-B

Hr wwlly = Hemww , pllps e dlvll g B- 7@l

Mais 1'inégalité de Schwartz donne ici

1
[Cm, * v)[An gl < {AnB|2 [Im % v , » le symbole | A B|

désignant la mesure de Haar de A B . On sait aussi que
— —_— 1

lim | A_B |7 < 1lim |An| n =1, ce qui donne

n n

lim || Gy % v)A 3 ]|l = 0 et 1lim er]* v ] <e

n n n

Le lemme 1 s'obtient en posant « 1Koy o 5 omy

K" = A et en remarquant que, H étant abélien, Kn‘ est majorée

par une puissance de n, ce qui donne 1im | Kn| n =1. 0n a,
n
de plus, d'aprés la formule de Plancherel:
2 A 2
J,\ |7 (E) ¥ (©)] d e rL“ In ©v@®  de
H

2
Hmx vl o

s fv]l, car T (® =y (® § (D

IA

Hry* VI
2o A . P .oz
Désignons par x —> X une section borélienne fixée
au dessus de G/H et posons e SQ * pgou est une proba-
bilité sur H. La restriction normalisée de p4 d un compact K

2 K
sera notée p P
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THEOREME DE CHOQUET-DENY

Soit H comme dans le théoréme et G opérant de fagon

Z A n
bornée sur H , X un élément de H tel que |[[py(e)|| < o <1

G

pour tout g dans l'orbite A de A sous G . Alors, il

existe un voisinage VA de A tel que pour tout v de Lt (H)
A
dont le support de Vv est contenu dans VA on ait

lim [|p" % v ||y = O.
n

1) cas H compact

écrivant p = 8n ¥ % dp (i) o?w?
Pn* v = © 8, A} An—l ¥ * Vv dl; G
(G/H) X X, Xy
ol w o= (fi , in’ ) e (6/H)” est une trajectoire sur G/H,

”~n

dp” (w) la probabilité canonique sur (G/H)” et Xy (w) = ££ Xq-

x
-l(w) -0
o7 vy < [ T e v (] a5
1= Jerm % b L
A
H étant discret, on prendra v, = { 2 }. L'hypothése sur Py
s'écrit aussi
18 g - -
gy P4 * pf O dbd X || = o Vget

et en particulier, pour tout vecteur a de l'espace de 2
J’ g 2 _ 2
eoullp gall dp <o || all )
Si l'on pose E (g,a) = (X 3|lp gaa || > =52 |la]|
1'inégalité précédente donne

2 o
l+o

p (E (g,a) ) <

On en déduit que presque tout w posséde une sSous suite in
k
vérifiant
x (w) X
n, -1 . l+o

Ipa K % * pax vl < T (v
x X
ny 1

d'om le résultat puisque l'espace de A est de dimension finie.

45



GUIVARC'H

2) cas H abélien

Posons pK = o/ s Q‘*}Jg Je (K) 4 p (%) od K est un compact de
H et notons que || p K||1 <1, p-= pX + o, o étant une me-
sure positive sur G de masse 1 - ||pK|]l . De plus,
”P'II—;K_H PN <2 - PN

On peut donc supposer, en prenant un compact G - invariant K

assez grand, que p s'éerit p = s, % v; d m(i) ou y; est une
I i :

probabilité portée par H vérifiant

v jed & (K) =1 ol J&(I) est non négligeable
et
1 . 1l -
e - Ty fJ ij* Y4 dn(i) |1 < T

On en déduit d'aprés la construction de y 3

-1 1 : 1
]lpH 7(3) JJ Y i * Yj d o (3) Ill < 2
et donc
[
1 , . 1
p) JJ Yy vy (g) d n (3) <

+ g G
— sur A .

I1 y a donc, comme dans le premier cas, pour tout g , un sous -

ensemble J (g) ¢ J de mesure positive indépendante de g sur

lequel | Q% o9l 2 <s <1 v jedJd (g). Les vy % étant portées

par K sont équicontinues et il existe vx voisinage de ) tel

que : Vo e V., , ¥ j e J8 ly% (n) | 2 < —l%E < 1 . Soit alors

v e Lt (H) avec ¥ portée pa§ VA comme dans le premier cas
e vty [ e P vy Vil et

Comme presque tout w posséde une sous suite in telle que

A Xnk-l (w) k l+s

1
|yl | soit majorée par (—5—)2

Y (K) = 1 et sur
n

n
\Y Le résultat décou&e du lemme 1.

A k]
Lemme 3.-
Avec les notations du théoréme, supposons que G opére

A
de fagon bornée (resp. Compacte) sur H et soit x» € H - {Id}
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THEOREME DE CHOQUET-DENY

Si p est étalée (resp. quelconque) et H strictement apério-
dique, il existe un entier n, une constante s < 1 telle que
Yee 2° 11Dy @ | < s
~ ) An . n Z
Posons H_ = { g€ H ; ||py (¢) [|= 1 }. Du fait que (p ), est symé-
AN

N
trigue résulte que H o ={¢gelH; g(h) =1 Vh eH (p™}. Que

A
p soit H - strictement apériodique se traduit donc par lg H  ={Id}.

D'aprés la proposition 1 qui suit ﬁ;+l [« Qn et donc {@ N ﬁ; est

une suite décroissante de fermés de {—@ d'intersection vide dans

les deux cas puisque Id ¢ {@ Dans le deuxiéme cas, ;_é est

compact et donc par n assez grand ;_@ a) ﬁn = 0 ; le lemme résulte

donc de la continuité de || Sg (¢) ||. Dans le premier cas, pour

n assez grand (pn)H a une partie absolument continue non nulle et
N

H (pn) est ouvert , ce qui implique Hrl compact (4) , d'od encore

A
pour n assez grand i € A H, = 8 . Par ailleurs, la propriété de
. A
Riemann - Lebesgue montre que, en dehors d'un compact de H

I %E (¢) ||« o < 1. Le lemme résulte encore de la continuité

A
de || by &) [].

Démonstration du théoréme.-

Posons P = {v ¢ L' (1) 1im [l " x v[[; =01} et
observons que P est un idéal 3 dro?te fermé de Lt (H). Dans
les deux cas du théoréme P contient, d'aprés les lemmes 2, 3
les Vv tels que le support de ¢ soit contenu dans un voisinage

v, assez petit de A ¢ ﬁ -{Id} . Les propriétés de synthése
spectrale des groupes abéliens (5) ou compacts (4) entrainent
1

alors P = LO (H).

Proposition 2.-

Soient p et q deux probabilités sur G . Alors

H (¢ # p) D H (p) et l'on a q- presque partout x_lH(p)xtiH(p *q)
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GUIVARC'H

Observons que si r est une probabilité et L wun sous groupe fer-
mé de H contenant H(r), il existe une section borélienne & de

G au dessus de G/H telle que r soit portée par U 4 (x) L

Xe G/H
et réciproquement.

Posant p = B d P (x) q =J 5y d q (y)
G

Jern

on a q % p = * u-d P (X) d q (y)

8
JG/H x 6 Y

Prenant L = H (q # p) on a donc

Gy‘* Ve (g0 1] =1 q x P presque partout et aussi
q X P presque partout w'sw ug [L] =1 donc H (p) C L
De méme p % q = I Hg % Gy dp (x)dq (y)

G/H x G

donc  ug ¥ (6(X y) L) = 1, en prenant L = H (p * @) , D X q

y
presque partout.

On en déduit § * ”'E*'“i*'éy (L) =1 p x q presque partout,
y

donc¢ g - presque partout (Sy-l* pH*»Gy) (L) = 1 et le résultat
Le résultat suivant sera utile pour montrer la H - stricte apério-

dicité de certaines probabilités.

Proposition 3.-

Soit H sous groupe fermé distingué de G, L un sous
groupe fermé de H et g un élément de G vérifiant g L g_lc:L
Ona: gl g-l = L dans les deux cas suivants
- H est abélien ou compact et G opére de fagon compacte

sur H

- H est abélien ou compact, L est ouvert et G opére de

fagon bornée sur H
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THEOREME DE CHOQUET-DENY

Dans le premier cas, l'adhérence du groupe des auto-
morphismes de H définis par les éléments de G est un groupe
compact pour la topologie paturelle (6). I1 en résulte que le
semi - groupe fermé d'automorphismes engendré par g est un
groupe qui contient donc l'automorphisme associé 3 g_l. Comme
ce semi groupe appligque L dans L , on a aussi

etLge L
Dans le deuxiéme cas, si H est compact le résultat

est immédiat : l'automorphisme de H associé 3 g conserve la

mesure de Haar et L est ici non négligeable. L'hypothése

g L g_l ¢ L entraine donc g L g_l = L.
Dans le deuxiéme cas, soit H abélien et soit L
a4 génération compacte. Comme G opére de fagon bornée sur H

et que L est ouvert, L est contenu dans Ll sous - groupe
ouvert de H & génération compacte et G - invariant. La suite

n

croissante g ' L g"

(n €EN) de sous - groupes ouverts de Ll est
donc stationnaire : g_k L gk = g(k+l) L gk+l pour un certain entier
k positif ou nul. Mais, d'autre part, les quotients successifs de
cette suite sont tous isomorphes a g-lL g : on a donc gL g = L.
Si maintenant L est quelconque, il est réunion de sous - groupes
ouverts a génération compacte L; avec g  Lj g-lc; Ly : l'action

de G sur H étant bornée, tout compact K d'intérieur non vide
de L est contenu dans un compact K; de L d'intérieur non vide
tel que g K1 g—l C Kl

Le résultat précédent reste donc vrai pour L quelconque.
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GUIVARC'H

Corollaire.-

Soit p une probabilité apériodique sur G, H un sous-
groupe fermé distingué abélien ou compact de G,- Le sous-groupe
H(p”) est distingué dans les deux cas suivants

- p est étalée et G opére de fagon bornée sur H

- p est quelconque et G opére de fagon compacte sur H.

La proposition 2 entraine

v o HOM e HEMY

1

p - presque partout x - H (p") x ¢ H (pn+l)

On en déduit que pour tout x dans le support de p

T HGT x € H (D)

La proposition 3 et le fait que p soit apériodique permettent de
conclure.

On dira qu'un groupe G posséde la propriété de Liouville si pour
toute loi p étalée et apériodique les éléments f de L* (G) vérifiant

f * p = f sont les constantes.

Le théoréme suivant résulte du théoréme 1.

Théoréme 2.-

Soit H wun sous-groupe distingué fermé de G qui est
abélien ou compact. Si G/H posséde la propriété de Liouville et si
G op&re de fagon bornée sur H, G posséde la propriété de Liouville.

Observons que d'aprés (1) si L posséde la propriété de
Liouville et si S est un semi-groupe ouvert engendrant L on a
sl s = L.

Soit alors S 1le semi-groupe ouvert de G formé des
éléments au voisinage desquels 1'une des p" domine une mesure de
Haar. On sait (1) que S engendre G et son image T dans G/H
est donc aussi un semi-groupe ouvert engendrant G/H. L'hypothése

faite sur G/H donne O G/H. En remplagant p par b %n )

n>1

n
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THEOREME DE CHOQUET-DENY

on peut supposer que la partie absolument continue de p a une den-
sité strictement positive sur S et ceci implique S—lS(\H<:H(pm).
D'aprés le corollaire de la proposition 3, H (p~) est distingué ;
comme, d'autre part, 77l est un groupe, on vérifie aisément que
S_lS H (p~) est un groupe.

Comme S_IS H (p”) est un sous - groupe ouvert portant p
qui est apériodique sTis u (p7) = G et on a donc
H=s'sH (p")NHCH (p”), p est donc H - strictement apériodique

et, d'aprés le théoréme 1, :

Vv oell () lim | |p™ % v||, = O.

0 n 1
Soit alors f € L™ (G) avec f x p = f. On a aussi
fwplavs=~Fxv ¥ n et & la limite £ *» v = O.

Ceci signifie f constante sur chaque classe mod H.

Désignant par p 1'image de p sur G/H et par f 1'élément de
L” (G/H) correspondant & f on a fox D = f et l'hypothése faite sur
G/H entraine f = cte.

Ce théoréme permet de construire, par extensions, de nou-
veaux groupes possédant la propriété de Liouville & partir des grou-
pes abéliens, compacts ou vérifiant identiquement une relation x0 = e,

En particulier, la propriété de Liouville se conserve par
passage d la limite projective.

Si G est réunion d'une suite croissante de sous groupes
compacts ouverts distingués, G posséde la propriété de iLiouville.
Certains groupes de matrices sur le corps des nombres p - adiques

sont de ce type.

Si G posséde une suite croissante finie de sous groupes

fermés distingués, {e} = H. C H, < ... < H = G telle que
o 1 n+l d

G/H (0 < i < n) opére de fagon bornée sur Hi+y/ supposé abélien
i H.
ou compact, G posséde la propriété de Liouvilld. Les groupes de

Lie connexes de type R et leurs extensions compactes sont de ce
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GUIVARC'H

type. [Il . Le théoréme 3 est aussi une conséquence du théoréme 1,
la probabilité p étant quelconque.

Soit G' 1'adhérence du groupe des commutateurs de G.
Théoréme 3.-

Soit p une probabilité apériodique sur G. Si G' est
abélien ou compact et si G opére de fagon compacte sur lui, on a
¥voeLly (6')  lim [[p" e v||; = 0
En particulier, lesnseuls éléments f de L~ (G) vérifiant

f * p = f sont les constantes.

D'aprés la démonstration du théoréme 2, la deuxiéme asser-

tion est conséquence immédiate de la premidére. Pour montrer G'(p~) =
on peut se ramener, puisque G' (p”) est distingué,au cas G' (p7) = {
et 11 faut alors montrer G' = {e} . Ceci découle du lemme
Lemme. -
Si p est apériodique sur G , si @' (pz) = {e} , G est
abélien.
Posant p = fu_ d p (X) ol uy est portée par le classe X
mod G', on a p2 = Ju_* ui_d P (X)) d P (y). D'aprés 1l'hypothése
G!' (pz) = {e} , p2 esi poztée par une section borélienne de G au
dessus de G/G' , et, en désignant par o¢ cette section on a donc
u_xu_ = o (xXy) P X D presque partout.
X y

Ceci entraine, puisque X y =y X, Xy =y X P X D presque
partout. Or, x étant fixé, 1l'ensemble des y qui commutent avec X
est un sous groupe fermé de G. Pour presque tout x, ce sous groupe
porte p, donc est égal & G. Mais alors p est portée par le centre
de G qui est donc égal a G.

Le théoréme 3 s'applique en particulier lorsque G est nil
potent de classe 2 ou bien lorsque G est extension d'un groupe

abélien par un groupe abélien compact.

52
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THEOREME DE CHOQUET-DENY

Le théoréme 3 est une généralisation des théorémes limites
sur les groupes compacts [ﬂ , et aussi d'un résultat de Stam [8]
sur le groupe des réels, résultat qui a été étendu aux groupes abé-
liens localement compacts par G. Letac et M. Métivier [5] .

Lorsque la condition de H - stricte apériodicité n'est pas
vérifiée, on peut cependant énoncer un théoréme analogue au théoréme
1, si 1'on suppose que p admet " un moment d'ordre non nul ".

Supposons que G soit 3 génération compacte et soit K un
compact tel que G = U K", Disons que p admet un moment d'ordre

n30 n+1l
@ > 0 si la série de temme général n® p (K

- K™) est conver-
gente. On vérifie aisément que cette condition est indépendante du
compact engendrant G. On en déduit que 1im n* (1 - p (X)) = 0

H étant un sous groupe fermé diszingué on dira que p est

H - fortement apériodique si, pour tout sous groupe D dont une

classe bilatére porte p ona DN H = H. Cette notion généralise aussi
la notion connue dans le cas G abélien ou compact et H = G. De plus;

si p est H - strictement apériodique, elle est H fortement apériodi-

n

que : si p est portée par la classe bilatére a D, p' est portée par

a™D et (pn)H est portée par D A H ce qui implique DAH = H.

Dans le théoréme 1, G est supposé d croissance polyndmiale,
c'est 3 dire que |K"| est majorée par une puissance de n.

Enfin, on note Lé (G,H) le noyau de l'homomorphisme cano-

nique de LY @) sur L.1 (G/H).

Théoréme 1'.-

Soit H un sous groupe fermé distingué de G, p une probabi-
lité H - fortement apériodique sur G. Si G est & croissance polynd-
miale, opére de fagon compacte sur H supposé abélien ou compact et

si p admet un moment d'ordre non nul on a

Ve Ly (G,H) im [|p" % £]] ; =0
n
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GUIVARC'H

Le théoréme 1' résulte de trois propositions
Proposition M.-

Soit p H - fortement apériodique, p une représentation
unitaire de G telle que Resy o soit continue en norme et ne con-
tienne pas faiblement 1'identité. Alors la norme spectrale de p (p)

est inférieure & 1. Cette proposition résultera du lemme

Lemme. -
Soit 96 l'espace de p , o ¢ C, X, € 3,
D 1l'ensemble des ¢ de G tels que lim [|gmh - xn|| =0
C l'ensemble des g de G tels que lim ngx‘n - “Xn|| =0
Alors, si C # @, C est une classe Eilatére du sous groupe
D.
Observons que si g et g' sont deux éléments de G, ) et '
deux complexes vérifiant
1im |]g Xp " oA xn]| = 1lim ||g' X, - A! xn]] =0
n n
on a
e &' %y = a2t xl] < [lelei, - a'x) 1+t Gexpang) ||
donc lim ||g g' X, A A xn|| =0
On a de zéme ]lg_l X, - At x, [[=||x—1 g lig x, = ax )|
et lim ||g-1 X, - A_l xn|| =0
D'ou le lemme.
Supposons la norme spectrale de , (p) = P égale 3 1 et
soit a ¢ € | @« |=1 tel que P - q ne soit pas inversible.

Montrons 1l'existence d'une suite de vecteurs unitaires x, telle que

lim ||P X, - a xn|| = 0 : s'il n'existe pas de telle

suite Im (P - o) est fermée et distincte de ¥, [lO] , ce qui en-
traine Ker (P¥ - o ) #{0} et l'existence de x # O tel que
P X = g X » (g_l X = g X - P presque partout, soit g x = q X

et P x = g X, ce qui contredit 1'hypothése. La relation

lim ||P x, = o xn|| = 0 entraine puisque {[xn|| =1,
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lim <P x 5 x,>7 a soit lim I<g X, 5> x> dp (g) = a

Puisque |q| = 1 et |<g x_ xn>| < 1 on en déduit l'existence d'une

sous suilte X4 telle que 1lim <g xnk N xnk> = a

lim ||g x -0 X |]=0 P - presque partout. D'aprés le lemme,
M b~

p est portée par une classe bilatére C du sous groupe D des ¢
de G tels que lim [1e Xnk - Xy |]= 0. Puisque Res, o est con-
tinue ep norme D N H est fermé et l'hypothése sur p entraine
D D H. Ceci contredit 1l'hypothése que Resyp ne contient pas fai-
blement 1l'identité. (11)

Soit f wun élément de L2(@) , ¥ le sous espace engendré
par les translatées 3 gauche de f. On appellera H - spectre de f
l'ensemble des représentations irréductibles de H faiblement con-
tenues dans la représentation de H dans F par translations
3 gauche. On sait que G opére par le dual Q de H, l'action de
G étant définie par (ga) (h) = A (g h g-l) ol A € Q, he H; on
notera fkﬁ) l'ensemble des orbites fermées sous G des compacts
de ﬁ - {Id} , H étant supposé compact ou abélien.
Proposition 5.-

Supposons H compact ou abélien. Alors l'ensemble des f

de (LA L?) (G) dont le H - spectre est contenu dans un élément

1
0

Ce résultat, classique lorsque G = H, sera obtenu en

N
de 5>(H) est dense dans L, ( G , H)

s'appuyant sur ce cas particulier.
Soit ¢ ¢ Lt 12 (H) dont le spectre est un compact

N N
K de H - {Idb;? un élément quelconque de wtn L?) (8). Alors le

IS

sous espace de L2 (G) engendré par les nx Y s'identifie a l'espace

de la représentation induite Indg

2 N " .
L (K)] par la représentation
2 n G 2 A 1
de H dans L% (K) . Le spectre de Resy EndH L% (K)] est 1'or-
N
bite fermée de K sous G [11] et le H - spectre de n % ¢y est

L N
contenu dans cet élément de ﬁ)(H).
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Les fonctions n % ¥ appartiennent de plus a L 1L? (G) et si

g € L7 (G) leur est orthogonale, on a pour tous les , et ¥

du type précédent « n¥\P-8> =< ,g¢§> = 0. Comme l'ensemble des
n est dense dans Ll (G), g %~$ = 0 et comme 1l'ensemble des \f
est dense dans Lé (H) [ﬂ , & = cte sur toute classe de H,
d'ol la proposition.

Proposition 6.-

— 1
Soit f € Llr\ LZA(G) telle que 1lim || pn*»f][n
n

2
Alors, si G est 3 croissance polyndmiale et si p admet un mo-

< 1

ment d'ordre non nul, on a 1lim ijn * f||l = 0.
n
Pour obtenir ce résultat, il suffit, d'aprés la proposi-

tion 1 de trouver une suite An de compacts telle que

1
e - _ n -
l!:u;m |An|n =1 lri)m Pt (A =1

On sait par hypothése que : [Kn| < C nd et
lim n* (1 - p(x™ |= 0 . En prenant o = % (k entier) la deuxilme
n k
condition donne : 1lim n (1 - p(K™ )) = 0. L'inégalité utilisée

n
dans la proposition donne aussi (1 - pn(An)) < n (1 - p(A)) donec
nk+1 nk nk+l

1 - p" (x ) < n (1 - p(X )). En pos%ét Al =K on aura bien

1
n(k+l)dri

lim (1 - p™A)) = 0 et aussi iim (A J < 1Im (c = 1.

i I1 suffit de vérifier ;a propriété dg théoréme pour f
appartenant d un systéme total de Lé (G,H).

La proposition 5 fournit un tel systéme E. Puisque G
opére de facon compacte sur H, les éléments de g’(ﬁ) sont des com-
pacts de ﬁ - {Id}. On en déduit que, pour tout f de E, la repré-
sentation de H dans % par translations 3 gauche satisfait aux

hypothéses de la proposition 1. Cette proposition dit que

1

INE-T I
A

1
¥EeE  Iim [|p"wf[ln < im [[P" [0 |[f]]
n 2 n

Comme G est d& croissance polyndmiale, et gque p admet un
moment d'ordre non nul, on a, d'aprés la proposition 6,

. n -
m [P * £]], =0
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Le théoréme suivant est une application du théoréme 1'. Soit C
1'adhérence du groupe dérivé du groupe résoluble G , ck 1a suite
centrale descendante de C supposé nilpotent de classe r + 1. Si

(kgr)

G opére de fagon compacte sur les groupes, QEEi+l , G est a
croissance polyndmiale [12] .
Théoréme 2'.-

Soit G un groupe localement compact nilpotent ou résolu-
ble tel que son groupe dérivé C soit nilpotent et que G opére de
fagon compacte sur les quotients de la suite centrale descendante

de C, p une probabilité sur G possédant un moment d'ordre non nul.

On a alors

1
0

On se bornera dans la démonstration au deuxiéme cas, et

¥ fe L (O) lim |[p" » £]]; =0
n

le corollaire résultera des deux lemmes.
Lemme 1.-

Soit p apériodique et G, €X comme dans le théordme
Alors p est c' fortement apériodique. Soit D un sous groupe de G
dont une classe porte p, A le sous groupe engendré par cette classe
et D : D est distingué dans A etA/D est cyclique. Soit T le groupe
dérivé de & et T ¥ (k < r) la suite centrale descendante de T

~

Puisque p est apériodique, 4 = G et comme DO T , T = C d'ol
k k

=X pnact=c
Lemme 2., -
Soit T une contraction d'un espace de Banach E Laissant

invariant un sous espace F, T, et T les parties de T dans T ,

F E/F
E/-. 8i, en convergence simple 1lim ™ = 0, 1im T = 0 on a
F n F E/F
lim T" = 0.
n —
Soit x un élément de E, x sa classe dans E/fp - e >0
étant donné, soit n tel que ||Tn X Il < % , y dans F tel

E/p
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que ||y - Tnx||<% . On sait que pour m assez grand |[T"y|| < %
et ceci entraine puisque T est une contraction

m+n

PET™ 0 s 1] < T+ Ty - T80 ]] <.

Montrons le théoréme par récurrence descendante

1 . G, § . k-1 P
Ly (G"’ET?E ok , s'identifie a Ly (Q//kﬁ C///’) et 1'opérateur

défini par p sur cet espace a la convolutlon par p image de p sur
G/ék . D'aprés le premier lemme, p est Q/:f'“ fortement apériodi-
que. Le théoréme 1' entraine alors

erL (G/k,c’%i/) lxiam ||5“*E||1=

Le théordme 7résulte donc du deuxiéme lemme et de 1'hypo-
thése de récurrence.

Ce théoréme s'applique 3a une classe de groupes résolubles
de type R dont le groupe des déplacements de plan euclidien est un
exemple. On conjecture que la condition d'existence d'un moment
n'est pas essentielle et que le théoréme 1' est valable sans res-
triction pour tous les groupes nilpotents localement compacts. La

démonstration qui en a été donnée en (13) est incompléte.
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