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Cet exposé contient une démonstration détaillée du résultat
annoncé dans [1] . Pour la motivation de la démonstration, voir [2] ,
ol le cas le plus simple est traité. La définition et les propriétés
élémentaires de transience et de récurrence d'une marche aléatoire sur
un groupe localement compact sont supposées connues. Pour une liste de

ces propriétés, on peut regarder [i] , en particulier le théoréme 1-10.

Soit G un groupe localement compact. Pour A , B<C G

soit [A,QJ le sous-groupe fermé de G engendré par tous les éléments
de la forme a_lb-lab avec a ¢ A et be B . Posons G° = G et
Gitl [G,Gi] pour i > 0. Alors
c=es6 26732 ...
et le groupe G est dit nilpotent s'il existe un entier r avec

¢¥ = (e}

Soit p une probabilité sur les boréliens de G . Notons
par M A (p) 1la marche aléatoire 3 droite déterminée par p . La
probabilité p est dite apériodique si le plus petit sous-groupe fer-

mé de G qui porte p est égal & G . (C'est l'hypothése 1-2 de E3]).

Définition. -
Le groupe G est récurrent s'il existe une probabilité p
apériodique sur G , telle que MA (p) est récurrente. Dans l'autre

cas, G est dit transient.

La propriété de récurrence est invariante par passage au
quotient.

Plus explicitement, soit H un sous-groupe distingué de G.
Alors si p est apériodique sur G , son image p est apériodique

sur G/H , et si MA (p) est récurrente, alors MA (p) est récurrente.
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TRANSIENCE ET GROUPES NILPOTENTS

De plus» si H est compact et MA (p) récurrente, alors MA (p) est
récurrente.

Maintenant, soit G un groupe localement compact, nilpo-
tent, et a génération compacte. Il découle de la théorie dans [5]
(voir las théordmes pp. 54 et 175) et des propriétés générales des
groupes nilpotents [u] que l'ensemble

K=X (@ ={ke6 | {xM relativement compact

neZ
est un sous-groupe distingué compact de G , et G/K (G) est un
groupe de Lie 3 génération compacte pour lequel K (G/K(G)) = {e} ,
e étant 1'élément neutre de tous les groupes rencontrés dans cet

exposé.

Théoréme. -
Soit G wun groupe localement compact, nilpotent et 3 géné-
ration compacte. Alors G est récurrent si et seulement si G/K(G)

~

est abélien et récurrent, c'est d dire G/K(G) doit é&tre isomorphe

2

3 un des six groupes suivants : R , R® Z , z?2 s, R ,2Z ou {el .

Avant de commencer avec la démonstration, nous démontrons
quelques lemmes. Si G/K(G) est abélien et récurrent, G est récur-
rent d'aprés les remarques ci-dessus. Soit p alors une probabilité
apériodique sur G//telle que MA (p) soit récurrente. I1 faut démon-
trer que G/K(G) est abélien. Nous pouvons supposer, par passage au

quotient G/ et puis 6/g2 » que K(G) = {e} et que

K(G)
G ? ct 2 6% = {e} . Posons C = 6l . ¢ est contenu dans le centre
de G , et C est un groupe abélien de Lie sans torsion. Donc,

' —_— -_—
C¥Rez" . Posons G =G/C . G est aussi un groupe abélien

de Lie sans torsion et donc aussi une somme directe des copies de Z

et de R . Si la dimension de G était une, le groupe G serait
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abélien, et si la dimension de G était plus grande que 2, MA (p)
serait transiente (voir [3] ). Donc la dimension de G est 2, et
par passage au quotient, on peut supposer que la dimension de C est
une. Ces hypothéses sur les dimensions de C et de G ne seront pas
nécessaires pour la démonstration. Posons H = G @& C . Alors H est
un groupe abélien de dimension plus grande que 2 , et chaque marche
aléatoire apériodique sur un tel groupe est récurrente. Le plan de la
démonstration du théoréme est le suivant : en utilisant la mesure »p
sur G, nous construirons une probabilité g sur H . Pour chaque
n > 0, nous pourrons comparer pn(= Px D ¥ ...%xp) et qn , et mon-
n fois
trer que si I q" < , alors I p' < . Donc MA (p) est tran-
siente si MA (q) 1l'est . Finalement, par construction de gq, le
plus petit sous-groupe fermé de H qui porte q contiendra toujours
G , et il sera plus grand que G (et donc de dimension au moins 3)
si p n'est pas portée par une section de G sur G . Le dernier
lemme montrera que p2 n'est pas portée par une telle section. Donc
MA (p2) sera transiente , et ceci implique la transience de MA (p)
puisque

I p = (Ge + pP)x L an

n>0 n>0
Voici la construction de la mesure g
Soit
p_ dp (&
g

G

une désintégration sur G de la mesure p . Donc p est 1l'image

de p sur G , et pour chaque g € G , p_ est une probabilité

sur G portée par la classe g , et on a la formule suivante

p (£) = | p_ (£) dp (g)
g

o]}
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TRANSIENCE ET GROUPES NILPOTENTS

pour chaque f > 0 et mesurable sur G. Une telle désintégration
existe puisque les espaces 6 et G sont suffisamment réguliers
(voir [6] , le corollaire & la fin de la section V.5).
Pour une mesure ou une fonction r sur un groupe, notons
par r' 1l'image de r sous l'application g—- g_l. Posons
P'_ ¢DP_+ 5§
g g e
2

0a |

0a|
0af
0a|

q =[q_d§(§),
h g
G

~

oll, dans la deuxidme formule, g dans § _ désigne 1'élément

— g
g & e du groupe H.

Lemme 1.-
Soient N 5 Mg s eee 50 des probabilités sur
C (¥R oul)et v :C ——>R*  une fonction bornée 3 support com-

pact. Pour chaque 1 _ i _ n posons

Alors, pour chaque c¢ c .,
S o gk ek PR WD) < d gk ek d (Y p)

Démonstration.-

Pour une mesure u sur C ,

u(\.{')'*\f)=u*\f‘ﬂ( \P'(O)

< uoo¥ p ,?> o
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2

S est le produit scalaire dans L

C
dénote la transformée de Fourier, nous avons que

- A AN
<ux\Yoy> S WP > oA -
C C
Mais
~ 1 + Ig| . 2 A
ALo= S 'm0,
1 2 - i
et donc
{
§ % n x0_reY) = | c ()R () . (
c 1 : n ? 1 * 'n
N
C
Lo e R
< nl n Y
C
|’/\ n
A
A A 2
< N 12 a
C
= Xl * * An (¥
Pour la comparaison des mesures p et

(dc) Si nTAN

)

q dans le lemme

suivant, nous aurons besoin des fonctions d'une forme spéciale.

Définition.-

f G —> R est dite un

Une fonction

iforme par sec-

tion s'il existe une fonction ¢ —s R* bornée

pact et un borélien borné B de G tels que
1) f(g) = 0 si g ¢ B , et
2) pour chaque g € B , il existe un
nant 3 la classe g tel que f(gc) =
tout c¢ € C.

FRE

a support com-

apparte-

P % 4 (c) pour

Autrement dit, une fonction uniforme par section est une fonction
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égale 3 une translatée de W' % ¢ sur les classes de B et
nulle ailleurs. A chaque fonction uniforme par section il corres-

pond une fonction fa : H— R*Y définie par

£, (g@c) = 1E & ¢'* ¢ (.

Lemme 2.-

Pour chaque fonction f uniforme par section et pour

chaque n > 0 ,

p” (£) < q" (£).

Démonstration.-

On a

n _ - - -
p = ( oo p_% ...%Dp_ dp (gl) «+. dp (g)
c n

Z 8 g
g 1

et donc

p(E) = A j P_% --.%p_ (f) dp (El) ... dp (En).
- - g g
g G 1 n

n

D'une fagon analogue,
q (fa) = T

A% -..xa_ (£ dD (E) ... dp (&)
’ g g
e e 1 n

Donc, il suffit de montrer que pour

El b . 3 gn e G b
P_% +-- ¥ P_ (f) <qg_x% ...kq_ (£f) .
R g, g g, a
si gy .- g, ¢ B , les deux c6tés de 1'inégalité sont
nuls. Pour chaque 1 < i < n soit g; € G un élément de la classe
Ei . Posons ng T 8 g% p_ . Alors n; est une probabiiité
i

sur G portée par C *, et
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donc si gl ce. g€ B il existe un c € C tel que

p_*...%p_ (f) = GC% UETR I I (f "% \P)
EN g,

et en appliquant le lemme 1 on obtient

S XMk c.oxkn (Pl g ) 2 A koA (o)
1
n
=q_x ... xq_ (£),
g1 g a

ce qui démontre le lemme.

Corollaire.-

Si MA(q) est transiente, alors MI(p) est transiente.

Démonstration.-
Remarquons qu'il existe une fonction f wuniforme par sec-

tion plus grande que 1K pour chaque K _ G compact, et que fa

N

est aussi une fonction bornée d support compact sur H. Donc

n z

t Pt oK) < ph () = 3 " (f) <=
n>0 n>0 n>0

et MA(p) est transiente.(Il aurait suffit de le démonstrer pour un
seul compact d'intérieur non-vide).

I1 peut trds bien arriver que la probabilité q n'est pas
apériodique sur H. Mais il est évident que le plus petit sous-groupe
fermé de H portant q contient G , puisque p est apériodique

sur G et a cause du terme Ge dans la définition des A g . Done

MA (q) sera transiente sauf dans le cas ol q(G) = 1, c'est 3 dire

34



TRANSIENCE ET GROUPES NILPOTENTS

sauf quand A_ = § pour p - presque tout g . Ceci est le cas
g — P
si et seulement si p - presque tout p_ est portée par une section
- g
sur G . Donc le lemme suivant, avec la formule avant la construc-

tion de q, termine la démonstration du théoréme.

Lemme 3.-
Soit p wune probabilité apériodique sur G. Alors p

n'est pas portée par une section sur G

Démonstration.-

Supposons le contraire. Alors il existe une section S

telle que

1= p? (8) = [ [p_ x p_ (S) dp (8)) dp (E,).
g, g

Ceci impligque p_ % p_ (8) =1 PxXp-p.s.

= g,
Donc p— ¥ p— est p.s. une mesure de Dirac et ainsi pour p=.
g7 = g
Alors p est lui aussi porté par une section. Soit ¢ : G —>3 G
tel que p_ = & _ pour chaque g ¢ G; il résulte de la formule
g a(g)

ci dessus que
¢ (8 o () = 0 (W) o (g)

pour B X 5 - presque tout (g,ﬁ) 9 E X E.
Posons pour g e G

A(E ={heclo(g@ h=ho (g }.
Alors A (g) est un sous groupe fermé de G et pour D - presque
tout g € G ,

PUTeC|lo(F)ea b =1.
Pour la définition de p, ceci entraine

p (A (g)) = 1.

Or, p est apériodique sur G, et donc A (g) = G pour D - presque

tout g e G. Mais si A (g) = G, alors o.(g) est dans le centre
Z de G.
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Donc p (Z) =1 et G

Z . Ceci contredit le fait que G est

non abélien.
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