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REGULARITE ANALYTIQUE ET GEVREY. POUR DES CLASSES D'OPERATEURS

ELLIPTIQUES PARABOLIQUES DEGENERES DU SECOND ORDRE,

par ¢ M., DERRIDJ et C, ZUILY
Université de PARIS-XI

_——

I INTRODUCTION.

Le probléme de la régularité analytique et Gevrey des opérateurs dégénérés
a fait l'objet récemment de travaux consacrés & diverses classes de tels opérateurs,
[1], [2].03)-[4].[6],[9], etc.. . Nous considérons ici, dans une premidre partie, le

cas des opérateurs P = ¥ X§ + X +C introduits par 1L, HORMANDER dans [5].
=t

Nous montrons que, bien que n'étant pas en général hypoelliptiques analyti-
ques (voir [1]), ces opérateurs sont, sous des hypothéses convenables, (evrey hypo—
elliptiques d'ordre s pour s > so , s0 dépendant de la structure de la famille

de champs de vecteurs (Xo""’xr)'

Nous donnons aussi des résultats de non régularité dans les classes de

Gevrey lorsque certaines des hypothéses ne sont pas vérifides par l'opérateur P ,

Dans une seconde partie, nous donnons des théordmes de régularité analyti-
que & l'intérieur et jusqu'au bord pour d'autres classes d'opérateurs elliptiques
dégénérés du second ordre, ainsi que certains résultats de non hypoellipticité analy-

tique analogues & ceux de [1] ,
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1T, REGULARITE GEVREY DES OPERATEURS DE HORMANDER,

1. TATIONS et PPELS.
Soit Q wun ouvert de Rn . Soient Xo’ X1""’Xr , des champs de vecteurs réels
r
dans @ , de classe Coo et P = ZXJ? +Xo +C ol C € Cm(g),
=1

Xoroeur Xy o clest-a-dire le plus petit ¢~ - module stable par l'opération

e

crochet et contenant les champs de vecteurs Xo”"’xr'

(H1.Q)(reSP.(H2.Q)) si.&f(Xo,...,xz)(reSP.Sﬁ(X1,...,Xr)) est de rang maximum

en tout point de @Q .

Pour s € [1, + o [ , nous noterons cle) (¢'(Q) = a (@) 1l'espace des fonc-
tions u de classe C (@) telles que pour tout compact K de @ il existe une
constante MK > 0 telle que pour tout multi-indice q € ]Nn on ait :

lal+1

sup |D%u(x)| < (a!)s
up | | ¢

GS(K) désignera l'espace des restrictions & X des fonctions de classe GS

sur un voisinage de K ,

THEOREME 2.5. (L.HORMANDER [5])

_SOit (Xo""’)&’) une famille de champs de vecteurs dans Q , réels de classe

C°° , vérifiant la condition (H1.Q).
r
Soit P = ijz + X+ C o ¢ € ¢ (@). Alors pour tout compact K de @ , il

3=

(*) 1le crochet de deux opérateurs P,q est défini par [Pl =m=-qP.
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i t > tels que
existe CK>O e 6K 0 q

O,

(2.1) Il g Cp CHBall' + frall ) ¥ uec (k)
K
H L
ol IPall' = sup |_[Pu.v dx .
0 Q r
veca(n) Wi, + KV,
L J=t L

De plus, lopérateur P est hypoelliptique dans Q c'est-&-dire ueop'(gz) ,

Pu€ Gw(w) impliquent u€ c™w) s Y w ouvert de @ .

Remarque 2.4.

Le nombre 51{ invoqué au théordme 2,3, est obtenu de la manidre suivante :

. € {0919...91‘} ’ notons :

Pour I =(i1’°"’ik) ’ i.]

X, = (x, o[z [ ,...[xik ,xjk] 1...1

4 r 4 1 si i,j =1,21400sT
p(I) = E [« o opy T 1 A

= . - 8 . =

J=1 13 J > 1 13 0

Soit (XI ""’XI ) une famille de champs de vecteurs engendrant 1l'algébre
1 n
de Lie dans K ; on.pose alors :

= Inf p(Iz).

P
K £=1,..,N

Le nombre 6K apparaissant dans 1'inégalité (2,1)est tel que 6K < Pg -
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2. RESULTATS.

0
Soient (Xo,...,Xr) une famille de champs de vecteurs réers de classe C dans Q

r
vérifiant la condition (H1 QRQ)et P=2 Xi +X +c.
o

Soit K un compact de Q d'intérieur non vide. Alors pour tout s>-i5i , ue §'(Q)
K

et Pu€ GS(K) impliquent ué€ GS(K) lorsque les coefficients de P ‘sont dans
¢S(Q).

THEORENE 2.6.

Nous gardons les notations du théoréme précédent. Supposons la condition (H2 Q)

satisfaite, alors le méme résultat est vrai pour s>¢1— .

THEOREME 2.7.

Supposons que 1'espace vectoriel engendré par les champs de vecteurs Xi(x) ,
[Xi’ Xj] (x) i,j=1,2,...,r soit de dimension n en tout point de @ , alors

le résultat du théoréme 2.5. est vrai pour s >2 .

Rewarque  2.8.

Le résultat du théoréme 2.7 ne peut en général &tre amélioré comme le prouve le

g & 28

cas de l'opérateur P = =St tY 5 qui ne posséde pasla régularité ¢® pour
ot dy Ox
s <2.

Cet exemple est df & M.S. BAOUENDI et C. GOULAOUIC [1] .

3. PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION.

Noas utilisons la méthode des ouverts emboftés ( [7] ). Plus précisément, soit
wec K et €0 ; posons :

We = {xe W d(x,w)> 8}.
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Le théortme 2.5 résulte alors de la proposition suivante :

PROPOSITION 2.9.
Les hypothéses sont celles du théoréme 2.5. Soit s un nombre réel tel que s>£ .

PX
(v 9]
I1 existe une constante B>0 telle que pour toute >0, tout u€cC (Q) et tout

J € IN:

(2.2) s lal o lafr1 ‘
€ P 'le(w )S B i lal <3

Je

Cette proposition se démontre par récurrence sur l'entier j en utilisant le Lemme

suivant :

*
Sous les hypothéses du théoréme 2.5 , pour tous entiers m, k € N , tout rationnel
6 = c21<pK , i1 existe des constantes positives C1 = C1(k, P Q) 02 = 02(m, P, Q)

(2]
telles que ¥ €>0 , V€1>0 , Yuec (Q) :

k-1
(2.3) 6% ¢ ) pee <1 {;jéo 1% B9 c e, ) (R Tee, 0l 2]
ol 5
(2.4) ul gf{c >3 PYT u o u
p 2 7% %, 4+ ([P ee ™) |
i (uz»):+e1) £ =0 0 !
ol (p€,€1 est une fonction de Cog (w€1) valant 1 sur w€+€1 telle que :

a -lal
fop 9%z, < "

R un opérateur différentiel & coefficients C (%) , ¥ ec‘;"(K) dgale 31 sur W

o
et Ty 1'opérateur pseudo-différentiel de symbole (1 + |5_.|2) /2 .

Ce lemme se démontre par récurrence sur k & partir de 1'inégalité (2.1).
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RESULTATS DE NON REGULARITE .

Dans ce paragraphe, nous considérons une famille XO, .. .,Xr de champs de

vecteurs dans Q réels & coefficients analytiques ne vérifiant pas 18 condition (H1 .Q)

et tels que, de plus, on ait :

X
[¢]

(w.r.D.) v x, e Q g i, €f12,...rt = X (x) A0 .
%o

On a alors le :

THEOREME 3.1.

Soient (XO,. .. ,Xr) une famille de champs de vecteurs dans R & coefficients analy-
tiques réels ne vérifiant pas (H1 .Q) mais satisfaisant & (N.T.D.).

r
Soit : P=j§X§+XO+C ceal®

alors pour tout 3.6[1, +oo[ il existe ueCOO(Q) , u ¢ GS(Q) telle que Pu = 0.

La démonstration de ce théoréme est assez technique et repose essentiellement

sur le résultat suivant :

Soient A,,..., Ak une famille de champs de vecteurs réels, analytiques dans &

1

On pose, pour se [1, +oo[ (voir [8] pour s=1)

00
¢%(a,...,8) ={ueC” (@) :¥KcacQ EC>0 : Vnell\r*”Ai1...Ainu|[2<) <.
L7 (x

PROPOSITION 3.2.

Supposons que la famille (A1 5. ,Ak) ne vérifie pas la condition (H1 .Q) , alors,

pour tous s € [1,+0[, te[1, +of GS(A1,...,Ak) ¢’ Gt(Q).

Les détails des démonstrations se trouvent dans [3] [4] .
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V. ANALYTICITE A L' INTERIEUR.

n 9
Y4 .5 % Ta(xt; =) xeR, tc¢®

A=P(t ;5 53) +4E b T Q 5%

Bur un ouvert Q C ", contenant la variété t =0 ; nous supposons que les, opéra-
teurs P et Q sont du second ordre et fortement elliptiques. Les ki sont des

pntiers positifs. Considérons les espaces :

X,
v(@)={uer?(0) ; u€L 2(2), |8 <1yt D) wet?(@) ; i=1,...,n |af < 1}

Pour tout compact K < @, il existe une constante C(K) telle que :

Tl + 2 1 e 6 ol ;nn ol Z I o 52l

i,j=
el lal—lsl—1
< C (Jlaal| + Jull ) ¥ ue ¢ (K).
= 12 12 °
THEOREME 4.2

L'opérateur A est hypoelliptique dans Q

Le Lemme 4.1 est essentiel pour démontrer la régularité analytique de A .

Donnons quelques définitions.

Soit w<<c Q , posons pour € > 0 :

= {x€w ; a(x, [w) > e}
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oo
Pour u € C (92), notons :

N(u): u
) = | ”1,2<w€>

Nous avons alors le :

4.3.

I1 existe une constante C telle que, pour tous nombres g et € avec

e+e1<% et tout uECm(Q):
n n
I8l B 2 daly e K,
Z € Ns+e1(Dtu) + i,j=1 € Ne+e1(ti tj Dxu +eizz1 I I_1Ne+e1(tip u)+
lbl<e e al=
a k
2 i B .«
+ 12_—_1 € Ne+€1(t. D, D u) <
lo|=|8]=1
e k
< Cie"N_ (k) + Z N (£, +.90%w) +
1 i,3=1 %
la]=1
n X 2 X
i_B Z i
+ ; NE1(ti Dtu) + - Ns1(t1 u) ; .
[8]=1
IEMME 4.4

Supposons que les coefficients de 1l'opérateur A sont dans GS(;) et que
Pu € ¢°(W) pour un certain s > 1.
Alors, il existe une constante C > O telle que, pour tout entier Jj et

pour tout € >0
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s(laf+8]) N, @f 2% ) ¢ c|°‘|+!‘3|*‘; [l +]B] < 3-1 .

L'opérateur A est Gevrey-hypoelliptique d'ordre s > 1 dans Q lorsque

ses coefficients sont dans GS(Q).

Remarque 4.6
lLes théorémes 4.2 et 4.5 sont encore valables pour la classe d'opérateurs
2k,

o] n i 4 3
A=Pxt ;50 + (I 6 7)) elx, 53)

ol P et Q sont d'ordre 2 et fortement elliptiques, k, sont des entiers posi-

tifs et £ un entier positif.

V. ANALYTICITE AU BORD.

Considérons un ouvert Q du demi espace Iﬁ = {(x,0) ; x€ 7! o 0}

et un opérateur de la forme :

2 k , O 0
B = DG + 0 Q(X,Dx) avec Dc = — D ==

dc ’ Tx ox
ou k est un entier positif. Nous supposons que

T =0Q est régulidre.

Nous supposons que A est coercif sur 1'espace Wf(Q), qui est la

fermeture de GD(Q) dans V(Q) avec :

X
v(Q) = { uet(Q) ; DouELz(Q) i o /2 D’ wer?(@) 5 fa <1 ).
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Considérons le probléme suivant :

THEOREME 5.1

, 8i les coefficients de B sont dans

(@, £eC(M) et g€ ¢(r), alors la solution u du probléme (1)

existe et appartient & @) .

THEOREME 5.2

Soit s ; 1 . Supposons que I' est de classe GS , que les coefficients

de B sont dans G°(%), f£€ ¢*(W) , g€ 6¢°(r) ; alors u € ¢°(7) .

Les démonstrations des théordmes 5.1 et 5.2 sont voisines de celles des

théordmes 4.2. et 4.5.

VI.

UNE CLASSE D'OPERATEURS NON-HYPOELLIPTIQUES ANALYTIQUES.

THEOREME 6.1

Soit I un sous-ensemble de (1,...,n). Considérons 1l'opérateur :

n 2 .
K=o + (s ti)‘ Q(x,:—x);At= 3 -6—2-, LEN
i€T 1=t 0t

0

ou Q(x, 3% ) est fortement elliptique d'ordre 2.

Supposons que les coefficients de @ soient analytiques. Alors A est

hypoelliptique analytique si et seulement si I = (1,...,,n).

La condition suffisante résulte de la Remarque 4,.6. Quant & la condition

nécessaire, elle utilise le théordme 5.2 ainsi que des arguments de [1].
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Les démonstrations détaillées se trouvent dans [3].
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