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CARACTERISATION DE CLASSES DE FONCTIONS Coo ET ANALYTIQUES SUR UNE 

VARIETE IRREGULIERE A L'AIDE D'UN OPERATEUR DIFFERENTIEL 

par 

B. HANOUZET 

Sur un ouvert borné fi de lRn à frontière régulière par mor

ceaux, on étudie une famille d'opérateurs différentiels ̂  d'ordre 2, el

liptiques dans fi, dégénérés sur la frontière 9fi à l̂ ordre 1 suivant chaque 

direction normale. Un tel opérateur réalise un autcmorphisme de l'espace 
oo — oo 
C (fi} des fonctions de classe C sur fi, ainsi que de l'espace a[fi) des fonc-

— oo 

tions analytiques sur fi. On caractérise des classes de fonctions C sur fi 

à l'aide des itérés de Cfc ; en particulier, si u est une fonction C sur fi, 

pour qu'elle soit analytique sur fi, il faut et il suffit qu'il existe une 

constante L > 0 telle que, pour tout entier k, on ait 

||#ku|L « L K + 1 C2K] ! 

Ce théorème est intéressant pour les applications par le fait qu'il ne fait 

pas intervenir de condition aux limites. Dans Lions-Magenes [é] , pour fi ré

gulier, on trouve une caractérisation de a(fi) par les itérés d'un opérateur 

elliptique, mais cette caractérisation fait intervenir de plus des opéra

teurs frontières. 

Antérieurement, de tels résultats ont été obtenus pour le fonctions analy

tiques à l'intérieur du domaine par Aronszajn [j] , Nelson [9], Komatsu [Y], 

le cas général ayant été démontré par Kotake et Narasimhan [a] . 

Les résultats énoncés ici généralisent ceux de Baouendi et Goulaouic [2] 

pour un ouvert régulier ; ils font l'objet d'une publication plus détaillée 

en collaboration avec eux [VJ. 
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CLASSES DE FONCTIONS ANALYTIQUES 

Nous considérons des ouverts dont la frontière est C°° (ou, pour 

certaines questions, analytiques) par morceaux, et qui peuvent se repré-
k n—k 

senter localement sur (JR+) x IR , c'est-à-dire que : 

si XQ € 9Œ, il existe un voisinage • ' de Xq, un voisinage • de l'origine, 

un difféomorphisme 0 de 0l sur 0 et un entier K, J £ K 4 n, tels que 
f oco'o «i = • n m^K x IRn"k 

( eC0'n-3n ) = 0 H 3(0R+)
K x IRn"K) 

k n~k 
Dans OR ) x F? , la variable x est notée (y,z) avec y = Cy.,.-.^. ) , 
z = (z, ̂ ....z ), Les opérateurs tft elliptiques dans SI , sont tels que, k+1 n 

k n—k 
après transport sur x IR ils s'écrivent sous la forme : 
(2) A(x,D)u = l a.(x) D Cy.D u) + Y b(x) [f u + Pu 

1<i«k 1 yi 1 yi |Wf<2
 y 

où P est un opérateur d'ordre 2, négligeable en un sens qui sera précisé 

plus loin. On suppose que les coefficients a., b et ceux de P sont suf-

fisammènt réguliers dans 0 = 0 A (R̂  x IRn ) et que la condition d'ellip-

ticité suivante est réalisée : 

f 3 a > 0 | V U IR" 
( 3 ] \ k 

[ Re C f a (o) E2 * Y b (o) Çy) * a |ç|2 

J-1 J J !M|=2 y 

L'idée directrice pour étudier A est que le changement de variables : 

IR2 - (•) ^fR+ 

2 2 
(s,t) • y = s + t 

2 2 2 
fait passer du Laplacien D s + D t danstR - CO) à l'opérateur dégénéré 
4 Dy y danslR+. Nous posons donc : 

/ 2 . 2 . . , 
yi = Si + ti ' 1 * 1 * k' 

(4) -, z A = z± , k+1 i < n, 

v(s,t,z) = u(s2+t2 ,s2+t2 z). 
v 1 1 k k 
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L'opérateur A donné par (2) s'écrit alors au voisinage de l'origine dans 

IR2kl x (Rn ^ sous la forme : 

f B(s,t,z,D ;D.,D ]v = l | a (s.t.zl CD2 + D 2 Jv 
J s t z 4 1 si xi 

(5) 1 
[ + 7 b (s,t,z) Dyv + Qv 

où Q est un opérateur d'ordre 2. 

Nous supposons que P est tel que l'hypothèse C3) suffit pour que B soit 

uniformément fortement elliptique dans un voisinage • de l'origine de 

f?2^ x iRn \ Ce qui signifie pratiquement que les coefficients de la partie 

homogène d'ordre deux de Q doivent sLannuler à l̂ origine. Pour 0, nous pou-
1̂  n*~K 'v» 

vons prendre un ouvert de ÎR+ x (R contenu dans le transformé de 0 par C4]. 

L'étude de la régularité au voisinage de 3fl pour l'opérateur.^ est donc ra

menée ainsi à une étude à l'intérieur pour l'opérateur elliptique B, ceci 

grâce à une augmentation du nombrb des variables. En utilisant les résultats 

de régularité à l'intérieur dans les espaces de Sobolev pour B, nous ob

tenons la régularité pour et caractérisons les domaines ces itérés de 

Par le théorème des itérés à l'intérieur de Kotake Narasimhan [d] dans 

les classes de Gevrey d'ordre s (s > 1), nous obtenons un théorème des ité

rés sur Q* pour une classe de fonctions a^iiï) qui coïncide avec a(ft) pour 

s = 1. 

1 - Régularité D(c/tm) 

Nous supposons dans cette partie, que les coefficients de sont 
oo _ co 

de classe C sur SI et que 9ft est C par morceaux.. 

Introduisons les espaces : 
E = {u G L 2 (RK x IRn"K) ; supp u C 0} o + 
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E 1 « {u e E q ; \[y± Dy^ u € L
2 CiR̂  x (Rn~k), 1 s< i ,< k j 

D z u e L2((Rk x JRn"K), k+1 i <: n} 

et pour & >s> 2, 

h = { U £ E * - 1 ' A u e E f c - 2 } 

Par (4) on obtient que : 

(6) u € E & < => v e-HA0R2K x lRn"k) 

où H désigne l'espace de Sobolev usuel d'ordre £. 

Plus précisément, dans (6), v n'est définie à priori que sur 

0R2-CQ)]k xIR n _ k. On montre dLabord que v appartient à L 2 C OR2-COJ J K x IRn"k) 

donc définit une distribution dans fR2k x (Rn k et c'est pour cette distri-
l 

bution, que nous notons encore v que l'on obtient la régularité dans H . 
Grâce à des inégalités de Hardy, nous obtenons une description de E« 

zm 
' E 2 m = {u €L

2(R k x IRn"K) ; supp u C • j 

C7) J D m + q u € L2(iRk x îRn"k) pour o ^ q ^ m , 1 ^ i ^ K ; 
yi 

D V u € L2(Rk xîRn"K) pour \v\ < 2m} 
Zi 

Cette propriété nous permet de décrire localement le domaine des itérés 

de cft • En définissant DCcfc] comme l̂ espace des fonctions u € H? (fi) telles 
loc 

_̂  

que, localement au voisinage de tout Xq €. 3ft , on ait u o 0 é E^ et 

ACu o © ) é E q et plus généralement : 

on obtient : 

Théorème 1. 

L'espace D(c&m) zit COYIAUXJULI dz ionc^Lovu u e Ĥ JJ (fl) tzilzA 
que, &>ca£ewejt£ au vô Â cnaûe rie £oa>t x £ 3ft on ŝ t u o 0 danô E„ cfé-

o 2m 
cAit pan (7 3. 
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Comme H2 m(fi) С=? • (Д т ) G* Hm(fi), nous tirons de ce théorème les deux consé
quences suivantes : 

(B) 1°) Pour m > 1, l'injection de D(ç̂ fcm) dans l_2(fi) est compacte 

2°) Avec une condition de coercivité convenable, сЛГ est un automor-
phisme de С (fi ). 

Dans toute la suite, nous supposons que les coefficients de cft sont analy
tiques sur fi et que 8fi est analytique par morceaux. 
Par changement de variables (4), on peut aussi obtenir directement que, 
sous une condition de coercivité convenable çjt est un automorphisme de 
a(fi). Cette dernière propriété découle aussi d'un résultat plus général 

sur les itérés de uC. 

2 - Théorème des itérés. 
к n_k 

Dans (IR+) x IR , pour 1 ̂  i ̂  k, on considère les opérateurs 
différentiels : 

(D y. D )* si m = 2Jt, 
V i 1 V i 

1 A 
y. D (D y. D ) si m = 2£+1 

1 yi yi yi 

et pour tout k-indice a = t a ^ a ^ ) on pose : 
R a - R .... R„K. 

1 к 
On définit la classe d'espace a (fi) : 

s 
Définition 

Soil s >y 1 ; on note. ag(ïï] V espace doJb fonction*» u e c°(fi) qui 
ш\1 dayib G (fi) (c£a64e de GzvmLu d'oidne. s -бил fi) e£ tzllzM quo, : s 
Роил £ou>t XQ e 3fi ê : £ou£e сал£е locale, donnez рал H) au vo>c6>cnage cte. XQ 

on роил £oat compact К С 0 une сопб£шг£е L > 0 veAl^ant : 

Va em\ V y € |N n " k . ||Ra D̂ (u о 0"1 )|| , « L ' a I +1 У I + 1 ( f | a| • | » | ) i ) 5 . 
Z LT(K) 
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•n a immédiatement : 
G (fi ) a (fi ) s ^ s 

et par des inégalités de Hardy 

asCQ)^G2s_1(?T) ; 

en faisant s = 1, on obtient donc : 

a (fi) = a (îf) = G^fi). 

Par le théorème de Kotake et Narasimhan dans les classes de Gevrey, ap

pliqué aux opérateurs elliptiques tfc (dans fi) et В (dans 0), on obtient 
le résultat suivant : 

Théorème 2. 

SoÂ.zn£ s ̂  1 oX U e C°°tfiX klota, роил qua u appaA&Lmyie. à ag(fi) 

>t£ 4aa£ e£ ̂ £ «Aû t̂ que. : 

3 L > О I V к 6 IN. ! ctKu|| 9 « L K + 1 (2k! ) S, 
t/(fi) 

Ce résultat montre aussi que, avec une condition de coercivité convenable, 
Л est un automorphisme de ag(fi). Pour s = 1, on retrouve le résultat de 
régularité analytique. 

En vue des applications, nous avons encore besoin d'un résultat de théorie 

spectrale, que nous indiquons brièvement. 

3 ~ Théorie spectrale. 

•n suppose dans toute la suite que ( Ж D(cfc) ) est auto-adjoint. 
La propriété (8) montre que le spectre de èft est constitué par une suite 

(Xj 3j ̂  ̂  de valeurs propres strictement positives, que l'on ordonne dans 

l'ordre croissant au sens large, et tendant vers l'infini avec j. 

Le comportement asymptotique des valeurs propres de est analogue à cs-

lui d'un opérateur elliptique d'ordre 2 sur un ouvert régulier,.plus pré-

ci sémment : 
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Théorème 3. 

Il zxLbtt une. coûtante, c > • tzJULt que, : 

A j * c j 2 / n quand j + + °° . 

4 - Applications. 

2 
Notons Wj une base orthonormée dans L (fi) constituée de fonctions 

propres de A associées aux valeurs propres Xy On note J l'application, 

2 
qui à f € L (fi), fait correspondre la suite (f,), , n. de ses coefficients 

J J e fi\l 
de Fourier sur la base (w.). 

J J e m 
Si P(j) est une suite de réels strictement positifs, posons : 

oo 

* p C J , - ttfj] £ ICN I l I f j l 2 P ( J ) < - } 

Par les théorèmes 1 et 3, on obtient : 

J &>t un JLbomoKphÀAme. do, c°°(fi) 6UA s espace de* 6LUX(U> à dtcAoiA-

Aancz Kapldz, 

et par les théorèmes 2 et 3 : 

2 
J un ÂJdomoKphÂJbmz dz a (fi) 4UAc lim £ , 1/sn. 

Les résultats d'interpolation de [5] permettent d'obtenir une nouvelle ca-

ractérisation de espaces ag(fi) : 

Thé or rime 4 . 

Soit s > 1 ; iZ zxÂJitd un ioncttuA dlIntoApoloution tzZ que, : 

Y [C^ffi), a (fi)] = a (fi). 

Plus généralement, on peut construire un foncteur d'interpolation y tel 

que, pour S Q < s v£ s^ : 

V [a (fi), a (fij] = a («J. s u s s. -1 s o 1 
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Le théorème 4 et les résultats d'approximation de [s\ fournissent enfin : 

Théorème 5. 

Soient s^1 e£ u € L .ta) ; pou/i que. u Aoit dayià a^in), AJL £aut 

tt il liLfâit QU?il ZXÂJ>t(L L > D dt a e]û,l£ veAi^iant pouA tout k G IN : 
1/s 

inf |u-p|| ^ La K 

P € SP L̂ CB) k 

désigne l'espace des polynômes à n variables réelles, à coefficients 

complexes, de degré inférieur ou égal à k). 

En conclusion, d'après ces propriétés d'interpolation et d'approximation, 

les espaces asCŒ) sont des espaces naturels entre C (PJ et a(ft), jouant le 

rôle des espaces de Georey sur une variété analytique sans bord. 
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