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SOLUTIONS ANALYTIQUES ET HY PERFONCTIONS DU PROBLEME
DE CAUCHY POUR LES OPERATEURS HYPERBOLIQUES NON STRICTS

T e S e e

J.M, BONY et P, SCHAPIRA

1,~ NQTATIQONS,—
M

Dans tout cet exposé , nous considérons un opérateur différentiel

) =1 & (0)(o—)"
odm

3 coefficients analytiques dans un ouvert U de mn . Il existe alors un voisinage
E de U dans Cn ou les fonctions a se prolongent en fonctions holomorphes,
a

Nous noterons encore P l'opérateur
d o) o
P(Z,-sz-—) = ‘§|< . aa(z)(-gz-)

défini dans U et nous noterons p son symbole Principal

o(z,z) == aa(z)c“ .
la|=m

T

( )Cet exposé résume un article & paraltre dans "Symposium on hyperfunctions theory"
Lectures Notes in Math, Springer Verlag, Al'exception du paragraphe 4 qui est nouveau
il reprend notre exposé au Séminaire GOULAOUIC-SCHWARTZ (janvier 1972)
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PROBLEMES DE CAUCHY HYPERBOLIQUES

on dit que la partie principale de p est hyperbolique dans la direction
n . .t
N (avec ¥ ¢ B \ {o} ) si pour tout f appartenant &8 R, on a p(x,N + if) 7(0 .
11 est équivalent d'affirmer que N est non caractéristique et que 1l'opérateur
p(x,g +‘1;N) n'a que des racines g réelles pour § réel,

Remarque 1,1,.,-

3i on pose x' =(x1,,,,,,,xn 1) et si N désigne le vecteur de composantes

X' =0 ; xn=1 , on peut énoncer une formulation géométrigque équivalente : si un

nyperplan H (de codimension réelle 1) de € contient l'hyperplan de [R° d'équa-

tion xn =0 , et si H est caractéristique pour P(z, gz ), alors H contient EP}

Remarque 1,2.-

Aucune hypothése supplémentaire ne sera faite sur P, Les termes d'ordre
inférieur et la multiplicité des caractéristiques peuvent &tre quelcongues,

Nous allons démontrer sous ces hypothéses que le probléme de CAUCHY est
bien posé dans les espaces des fonctions analytiques et des hyperfonctions, Pour les
fonctions analytiques (et méme dans certaines classes de GEVREY),LERAY et OHYA [7]
ont démontré ce résultat dans le cas ol les caractérisitques sont de multiplicité
constante, Pour les hyperfonctions, dans le cas ol les caractéristiques sont simples
le résultat est df & KAWAI [5]. Pour les fonctions dm ou les distributions, lorsque
les caractéristiques sont de multiplicité constante, des hypotheéses doivent &tre
faites sur les termes dlordre inférieur (voir la conférence de J, CHAZARAIN dans ce
colloque,).

2,~ INEGALITE HYPERBOLIQUE,-

. . 3 i
Lorsque z n'est pas réel, l'opérateur P(z, S5 ) n'est plus en général
hyperbolique, L'inégalité qui suit permzt de montrer que l'on s'écarte assez peu du
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BONY ET SCHAPIRA

cas hyverbolique, Nous nous appuiercas sur le lemme suivant,

LEMME 2,1.-

Soit n(z,r) un polynSme en une variable ¢, dont les coefficients
sont des fonctions holomorphes des variables 2z, On suppose que pour
z 1réel, les racines ¢ de ce polynbéme sont réelles, On a alors

sur tout compact une majoration du type suivant :

n(z,7) =0 = |Im | ¢C |Im 2|,

Comme nous l'a signalé M, KASHIWARA, ce lemme se déduit immédiatement d‘'une
forme locale du théordme des tubes de BOCHNER, dde & KOMATSU-KASHTWARA [6][4]

THEOREME 2,1,~
Supposons la partie principale de P hyperbolique dans la direction
N. Alors, sur tout compact, il existe une constante telle que

o(z,5 + @) =0 = | m <] ¢ c(|g]|y] + |n])

Compte tenu de l'homogénéité en (z,T), le lemme précédent fournit le
résultat pour In|/|g| borné, Si on a au contraire |n| ) [g] . c'est une
conséquence immédiate de la majoration en module |%| & C|%| qui résulte de
»(z,N) # 0 .

3.~ SOLUTIONS ANALYTIQUES DU PROBLEME DE CAUCHY.-

on désignera par B(o,a) la boule ouverte de centre (0 et de rayon a
et par B'(o,a) son intersection avec 1l'hyperplan d'équation xn =0 . On notera
k(a,8) (pour 6>0) 1le cdne tronqué intérieur de l'enveloppe convexe de B!'(0,a) et
du point &aN

L'opérateur P est supposé défini dans un voisinage d'une boule B(0,r) ,

et de partie principale hyperbolique dans la direction N=(0,...0,1) pour tout x ,

L'opérateur P se prolonge & B(0,T) + ify e } pour g assez petit,
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PROBLEMES DE CAUCHY HYPERBOLIQUES

on désignera par A l'ensemble fermé des ¢ tels que l'on ait p(z,z) =0 pour
€

au moins un z appartenant & B(0,r) + i {¥y < €l .

I1e théoreéme 2,1, peut se traduire géométriquement par la proposition suivante,
PROPOSITION 3.1. ¢ Il existe un nombre § > 0 , tel que pour tout a < r et
tout g > 0 assez petit, tout hyperplan (de codimension réelle 1) dont la nor-
male appartient & Ae et qui passe par @&aN coupe

(8l0,a) + ifyge}) N {2z, =0} .

Cette proposition est & rapprocher de la remarque 1,1, Elle résulte, par

un calcul élémentaire de la majoration du théoréme 2,1, Il suffit de prendre

1

6 { =—
c(rs1)

THEOREME 3,1, =
Soit g analytique dans K(a,é) et au voisinage de B'(o,a), Soient
h

o
seule f , analytique dans K(a,é) et au voisinage de B'(o,a) solu~

"""’hm-1 analytiques sur B'(o,a) . Il existe alors une et une

tion du probléme de CAUCHY
0 )k

Pf =g 5 (——)r(x",0) =n (x')

Pour chaque a' < a , le théorémc de CAUCHY-KOWALEWSKI permet de trouver
une solution f au voisinage de EETC;EFS et donc se prolongeant holomorphique-
ment au voisinage STTBTETY‘ + i {]yl § €} pour ¢ convenable, Compte tenu de
la proposition 3,1,, le théoreme de prolongement démontré dans notre exposé ([3]
théordme 2,1) montre que f se prolonge en fonction holomorphe dans 1'intérieur
de l'enveloppe convexe de Ha'N et de B'(o,a'), Sa trace sur Rp est une solution

définie dans x(a',8) pour tout a'<a et donc dans x(a,s)
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4.~ CAS DES OPERATEURS CHANGEANT DE TYPE,-

o] ‘. . PP s
Dans ce paragraphe, Q(x,—s;-) désignera un opérateur défini au voisinage
de l'origine et satisfaisant aux conditions suivantes :
. N = (0,....,0,1) est non caractéristique pour Q

. Pour xn> 0 , l'opérateur Q a sa partie principale

hyperbolique dans la direction N(au sens du paragraphe 1)

THEOREME 4.1.-

Sous les hypothéses précédentes, soit f wune fonction analytique
définie pour xn>o et telle que Pf se prolonge analytiquement au
voisinage de 0, Alors la fonction f elle méme se prolonge analyti-

quement au voisinage de 0 ,

En appliquant le lemme 2,1, au polyndme q(x‘,uz,g',t;n) , on obtient, pour

Re zn>0 une majoration ¢
p(z,6 + ) =0 = |m | gcllg|(y] + |m \z )+ [n]].

Si on désigne par L(a,e,8) 1'ensemble défini par x =8 ; |x'lg a
|y‘ e ,etpar M (a,e,8) 1'enveloppe convexe de 0 et de 1L(a,e,8) un
calcul élémentaire permet de déduire de la majoration précédente que pour §
suffisamment petit (dépendant de a et de ¢ , mais pas de g ), tout hyperplan
dont la normale est caractéristique en au moins un point de M(a,e,é) et qui coupe
M(a,g,é) coupe auasi L(a,e,b) . Les arguments de prolongement de l'exposé [3]
permettent alors de conclure :
Remarque : Contrairement au cas hyperbolique, on ne peut pas conclure & l'existence

d'un voisinage fixe de (0 dans lequel les solutions de Qf = Q0 se prolongeraient
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PROBLEMES DE CAUCHY HYPERBOLIQUES

2 2
( . f o)
E&el_n_p}g : Pour l'équation de TRICOMI = - x2 g =0 , les solutions f
B 6x2 6x1

analytiques définies dans 1l'ouvert x2> 0

5.- RAPPELS SUR IES HYPERFONCTIONS (ef [10]

On désignera systéematiquement par
convexes propres de la sphére unité Sn—
leurs polaires respectifs, clnes ouverts de

. n

Si @ est un ouvert de R , et

définir la valeur au bord b(f) d'une fonc

c'est une hyperfonction sur et réciprog

°

se prolongent au voisinage de x2=o
[11] (8] [o])

I, 1I' , Ioz""" des parties fermées

, et par T, T! ,ra, eees. llintérieur de
n
R- .
w un voisinage complexe de  , on peut
~
tion holomorphe dans (w#iT)N\ © ,

uement toute hyperfonction s'obtient

comme somme finie de telles valeurs au bord,

si (x,n) appartient & o x 1

nous dirons avec M, SATO [H] que le point
gulier essentiel de u (que nous noterons

fini, ne contenant pas tels que dans

ul

’

tion u soit somme de valeurs au bord de

(v + iI‘a) NV pour un voisinage complexe

on montre alors que si des I en
a

recouvrent ss*(u) , on peut écrire u

siona SS*ucwxlI,
est holomorphe dans (@ + i) N w .
et

Dans le cas o N = (0,...,0,1)

singulier essentiel de uw en (0 , on peut

113

pour tout voisinage

, et si u est une hyperfonction sur ¢ ,

(x,n) n'appartient pas au support sin-

ss*(U)) s'il existe des 1, en nombre
un voisinage V de x , l'hyperfonc-
fonctions foc , holomorphes dans

\'; de V convenable,

nombre fini sont tels que les (¢ x I
a

tu avec Ss*¥(u ) © wx1I . De plus
o o ()

I' de I , ona u=>b(f)oh £
-N n'appartiennent pas au support

définir la trace de u sur l'hyperplan
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Xn =0 . Bn effet, au voisinage de 0, ona u=2% b(fa) avec £ N K I .Ilen
a

résulte que les cdnes Fa coupent l'hyperplan xn= 0. Les restrictions f' des fonc-
a

tions f_ (o + irJ[\{ = 0} , ont des valeurs au bord dans {xn=0} au voisinage

zZ
n
de 0 et I b(f'a) qui ne dépend pas de la décomposition choisie, est par définition

la trace de u .

6. SOLUTIONS HYPERFONCTIONS DU PROBLEME DE CAUCHY.

Les notations sont celles du paragraphe 3, la partie principale de P est tou-

jours supposée hyperbolique dans le direction de N .

PROPOSITION 6.1.

J1 existe une constante &' telle que, si T' est un cbne ouvert convexe de EP
dont la trace TI' sur l'hyperplan x = 0 est d'ouverture supérieure & mn/4 (crest-
4-dire contient un cdne de révolution d'axe vy et de demi-angle au sommet g),
si f est holomorphe au voisinage de B'(0,a) + ir, alors f se prolonge en

fonction holomorphe dans l'intersection de K(a,é') + i, et d'un voisinage

1

complexe de K(a,é') ol F1 est un cdne ouvert convexe non vide convenable.

Si & est la constante de la proposition 3.1., il est immédiat que tout hyper-

daN

plan dont la normale appartient & Ae et qui passe par le point — + I g Y coupe
2y2
(B’(O,a)+ iF;) en supposant vy unitaire et en notant F; 1l'intersection de T

et de la boule de rayon e . Si l'on désigne alors par Ms , 1'intérieur de l'enve-

loppe convexe de g%g + 1 g y et de B'(0,a)+ ire , 11 résulte du théoreme 2.1, de

[3] que f se prolonge & Ms' La réunion des Me , pour €'< £ , contient un

ouvert de la forme K(a,é')+ il', & condition de prendre &' < 6/2V2 .

THEOREME _ 6.1.

Soit v une hyperfonction définie dans la réunion de X(a,s') et
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PROBLEMES DE CAUCHY HYPERBOLIQUES

d'ur: voisinage de B'(o,a), telle que N et -N n'appartiennent pas

au support singulier essentiel de w , Soient wo,,,,,,,wm_1 des
hyperfonctions définies sur B'(o,a) . Il existe alors une et une seule
hyperfonction u , définie dans la réunion de K(a,é') et d'un voisi-
nageB'(0,a), solution du probléme de CAUCHY :

P o=v (._9_.)ku| -
u 7 ox X =0 k
n n

S

BEn écrivant les hyperfonctions v et wk comme somme de valeurs au bord

de fonctions holomorphes, on se raméne & résoudre des problémes de CAUCHY

=.hk « au voisinage de B'(o,a)+ir'a' puis on
’

9 k
Pf =g 5 (=—s=)"1
a a Zn

a‘Zn=0

utilise la proposition 6,1, pour montrer que les fa se prolongent,

Remarque : En précisant la démonstration de la proposition 3,1, on peut montrer

que 1'écart angulaire entre ss*(u!X =O) et Ss*(ulX _t) est majoré par une
n n

constante fois t , Il y a non seulement propagation des solutions & vitesse finie,

mais aussi propagation des directions de singularité & vitesse finie (ces vitesses

ne dépendant que la constante C du théoréme 2,1),

COROLIAIRE 5.1.- (Résolubilité locale),

Il existe un voisinage V de (O tel que si Vv est une hyperfonct.on

définie dans un sous-ouvert @ de V , il existe une hyperfonction wu

dans @ solution de Pu =v

Le faisceau des hyperfonctions étant flasque, on peut supposer o =7V |,
on peut écrire v = b(g¥) 4+ (g ) + zb(ga) ol les parties Ia correspondantes ne
contiennent pas N et ~-N, et ol I+ et I sont des voisinages arbitrairement
petits de N et =N, Ie théoreéme 6,1, permet de résoudre Pua= b(ga) pour V
assez petit, D'autre part, le théoréme 4,2, de [3] permet de résoudre prtgt

dans Tt ., on pose u = u o+ b(£*) + p(£7) .
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Remarque : On peut deduire (voir [1],[2]) des résuitats qui préciédent des théorimes

N

d'existence et de prolongement au bord analogues & ceux de [3] , en supposant que

la partie principale de P est hyperbolique dans les directions normales au bord,

(1]

(2]

(3]

(4]
(5]

Le]
(7
Le]
(9]
[10]
[11]
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