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FONCTIONS ANALYTIQUES SUR LES CORPS VALUES ULTRAMETRIQUES COMPLETS

INTRODUCTION

Soit K un corps valué, ultramétrique, complet et algébriquement clos.
Soit A un sous-ensemble de K . Sil'on veut édifier une théorie des fonctions
analytiques sur A on sait qu'il n'est pas possible de définir celles-ci par des

conditions locales (& cause de la nature ultramétrique de K : cf. [8]).

I1 faut donc définir globalement les fonctions analytiques sur A . Pour
définir celles-ci demandons-nous quelles propriétés il est souhaitable que pos -
séde l'espace H(A) des fonctions analytiques sur A . Il est raisonnable de de-
mander que la somme et le produit de deux fonctions analytiques sur A, 1l'in-
verse d'une fonction analytique sur A ne s'annulant pas dans A , la limite uni-
forme sur A d'une suite de fonctions analytiques sur A soient des fonctions
analytiques sur A . De plus, on demandéra que les fonctions analytiques sur A

vérifient le principe du prolongement analytique : si fe H(A) s'annule dans une

boule contenue dans A , alors f est identiquement nulle dans A .

I1 est naturel d'admettre que les fonctions polynomes sont analytiques
(elles vérifient certainement le principe du prolongement analytique). Eventuel-
lement, on exigera que les fonctions analytiques sur A soient indéfiniment dérj-
vables, que leurs dérivées soient des fonctions analytiques et qu'une fonction ana -
lytique dans un disque (respectivement une couronne) y soit développable en série

de Taylor (respectivement en série de Laurent).

11 résulte de ces conditions que les fractions rationnelles sans pdles
dans A et les limites uniformes sur A de telles fractions rationnelles sont des
fonctions analytiques sur A . Une limite uniforme sur A de fractions rationnel-

les sans pdles dans A sera appelée un élément analytique. Si on demande que

les éléments analytiques sur A vérifient le principe du prolongement analytique,
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on obtient des conditions sur A . Si les éléments analytiques sur A vérifient le
principe du prolongement analytique on dit que A ¢st analytique. La classe des
ensembles analytiques sera notée @ . Dans [8] nous avons étudié sous quelles
conditions un ensemble était analytique ainsi que quelques propriétés des ensem-

bles analytiques (voir l'annexe).

Dans cet article, nous nous proposons d'étudier les propriétés des élé-
ments analytiques sur un ensemble A¢c @. Nous établirons un théordme de dé-
composition d'un élément analytique suivant ses parties singulieres, théoreme
analogue a celui de Mittag-Loffler. Nous étudierons si les éléments analytiques
vérifient les propriétés indiquées dans cette introduction. Nous verrons que ce
n'est pas toujours le cas ; nous serons donc obligés d'introduire les fonctions
analytiques (§ 7). Il apparaitra alors que, pour que les fonctions analytiques pos -
sédent les propriétés désirables, il est nécessaire de faire des hypotheses sup-
plémentaires sur la nature topologique de K, a savoir K devra étre maximale-

ment complet (§ 10).

Nous étudierons les fonctions méromorphes pour lesquelles on obtient une
factorisation suivant les zéros et les pdles analogue a celle obtenue pour les

fonctions analytiques (voir par exemple [7]).

Enfin, nous obtiendrons des critéres permettant de savoir si une série

de Taylor se prolonge en dehors de son disque de convergence.

C'est M. Krasner [6] l'initiateur de la théorie des fonctions analytiques
dans les corps valués ultramétriques. Il a été le premier a donner des définitions
convenables des fonctions analytiques et & trouver des techniques pour les étudier.
Bien des idées de cet article se trouvent déja implicitement ou explicitement dans

ses travaux.
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FONCTIONS ANALYTIQUES SUR LES CORPS VALUES ULTRAMETRIQUES COMPLETS

NOTATIONS ET TERMINOLOGIE

La fin d'une démonstration sera indiquée par ||
La valeur absolue sur K sera notée | | .

Dire que K est ultramétrique signifie que
|xty| = max ([x]|, |y]).

Il en résulte que si |x| #|y| on a 1'égalité dans la formule précédente.
On suppose que le groupe des valeurs est dense dans lR+ .
Onnotera K=KU{w}.
On appellera disque ouvert, disque fermé, cercle de centre a et de
- +
rayon r , et on notera D(a,r ), D(a,r ), C(a,r) les ensembles
|x-alj<r, |x-a]<r , |x-a|=r.
+ - +
Si beD(a,r ) (resp. C(a,r)), D(b,r ) est contenu dans D(a,r ) (resp.
2 s . +
C(a, r)) et est appelé disque intérieur du disque D(a,r ) (resp. du cercle C(a,r)).
Le complémentaire d'un disque sera appelé disque de centre = .

D(0, l+) forme un anneau commutatif unitaire dont D(0,17) est un idéal
maximal. D(0, 1+)/D(0, 17) est appelé le corps de reste du corps K. C'est l'en-

semble des disques intérieurs du disque unité fermé D(O0, l+) . Onle note 1.
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< sgignifiera soit < , soit = et lorsque nous parlerons du disque de
centre a et de rayon r, D(a,r) : ,x-al < r cela désignera soit D(a,r ) soit

D(a,r+) .
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FONCTIONS ANALYTIQUES SUR LES CORPS VALUES ULTRAMETRIQUES COMPLETS

POLYGONE DE VALUATION D'UN ELEMENT ANALYTIQUE

3.1. - Soit A un sous-ensemble de K et soit y un pointde K. Nous noterons
+ .

Imy(A) l'image de A dans l'application de K dans R : x -+ [x-y|. Soit

ImyZA) l'adhérence de Imy(A) dans IR+ . Nous dirons que A est infraconnexe

relativement 2 y si ImyZAi est un intervalle.

Nous dirons que A est infraconnexe s'il est infraconnexe relativement

2 tout point de K [5]. (Un ensemble analytique est infraconnexe [8]).

Nous appellerons projection de A relativement 2 y et nous noterons

Pr (A) l'ensemble des points d'accumulation de Imy(A) . Si A estinfraconnexe,

Pry(A) = ImyiA) sauf si Imy(A) est réduit 2 un point auquel cas Pry(A) est
vide.

3.2. - Soit P(x) un polynédme. On pose, pour r appartenant au groupe dés
valeurs,

[Pl () = sup | P(0)
X-y|=r

IPly(r) est une fonction continue mondomiale par morceaux qui se prolonge sur

R?' tout entier.

Pour une fraction rationnelle R(x) = i((xi)z , on pose :

[Pl ()

'Rlv(r) } lQly(r)

R ly(r) est une fonction continue, mondmiale par morceaux (éventuellement avec
- 117 -
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exposant négatif) définie sur tout R .

Si R n'a ni zéros ni pdles sur le cercle |x-y|=r, ona |R|Y(x) = R(x)|

pour tout x vérifiant |x-y|=r .

Le polygone de valuation de R relatif au point y est le graphe de l'ap-

plication Log r + Log lRly(r) .

La pente du polygone 2 gauche (resp. & droite) du point d'abscisse Log r
représente la différence entre le nombre de zéros et le nombre de poles situés
dans le disque |x-y| <r (resp. lx—ylS r). Le changement de pente au point
d'abscisse Log r représente donc la différence entre le nombre de zéros et le

nombre de pdles situées sur le cercle |x-y|= r.
Le polygone de valuation d'un polynéme est donc convexe.

Soit Rn(x) une suite de fractions rationnelles sans pdles dans A conver-

geant uniformément vers f sur A . On pose pour r¢ Pry(A)

l£] () = nle R,

On vérifie que cette limite existe et ne dépend pas de la suite Rn choisie.

Le graphe de 1'application Log r - Log]f[y(r) est le polygone de valuation
de f relatif au point y .

Toutes ces propriétés sont faciles 2 démontrer. On en trouvera les dé-

monstrations par exemple dans [5] § 3, ou (8] ch. II.

3.3. - La fonction de valuation |f| posstde les propriétés suivantes :

3.3.1. - Soient y et z deux points de K et r = Iy-z[ , alors
1€l () = I£] &)
lorsque les deux termes de cette égalité sont définis.
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3.3.2. - Si f est un élément analytique dans le disque D(y,r), ona :

] (r) =sup [f(x)]
Y xeCly. 1)

3.3.3.- Si f estun élément analytique sur A, si r¢ Pry(A) et si le

cercle C(y,r) est contenu dans A, ona :

'fly(r)= sup If(x)l
x€ C(y, r)

3.3.4. - Si sup [f(x)[SM, onapour re Pr (A)
x€cA y

,fly(r)S M .

3.3.5. - Si r € Pry(A) » T_ = T etsipourtout n, lf[y(rn) # Ig[y(rn) )
ona:

|f+g|y(r) = max ( |fly(r) , lgly(r)) .

Cela vient de ce que si lfly(r) # Ig'y(r) , alors :
f+ = f , tdel tinuité des f ti £l _, t
| gly(r) max ( | |y(r) ‘g]y(r)) et de la continuité des fonctions | |Y |g|Y e
f+ .
lirel,

En particulier si a gauche ou a droite du point d'abscisse Log r les

polygones de f et g ont des pentes différentes on a 1'égalité ci-dessus.
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THEOREME DE DECOMPOSITION DE MITTAG LOFFLER

Nous nous proposons de montrer qu'un élément analytique sur un ensem-

ble infra-connexe est somme de ses parties singulidres.

Avant d'énoncer le théoréme il nous faut donner quelques nouvelles défi-

nitions.

4,1. - Soit A un ensemble infraconnexe. Un disque T contenu dans CA sera
appelé un trou de A si pour tout disque D telque T <D CCA ona : T=D.
On notera ¥(A) ou ¥ la famille des trous de A . Un disque intérieur d'un trou
de A ouun trou de A réduit 2 un point sera appelé trou intérieur de A . On

notera T°(A) ou ¥° la famille des trous intérieurs de A .

4.2, - Soit E un sous-ensemble ouvert de K = K U{»}. Nous noterons H(E) l'es-
pace vectoriel des éléments analytiques sur E (cf. définition §.1 , nuls & 1'infini
(cette dernitre condition tombe si ¢ E ). On pose, pour f¢H(E),

HfHE = sup f(x) (cette dernieére quantité peut &tre infinie, mais ce cas ne se pro-
x
duit que si E n'est pas fermé).

Dans ce qui suit T désignera un trou intérieur de l'infraconnexe A

4.3,- LEMME. - Si f¢H(AUT), ona ||f||AUT = ||f|IA .
Soit T = D(y,r ). Ona IlfllT = |f|y(r) (3.3.2).

Si A n'est'pas entidrement contenu dans C(y,r), r¢ Pry(A) et donc
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P < X
,f|y(r) = ”fHA d'apres 3.3.4. On en déduit Hf“T = NfHA et enfin

lelly g = su (el o el = lell, -

Si AccC(y, 1), PryA est vide et on ne peut appliquer directement 3. 3. 4. .

Soit alors z€ A, ona [y—zl =r, re€ PrZ(A) et 3. 3. 4. donne
|f|z(r)_<. HfHA . Mais alors d'apres 3.3.1. |f|y(r) = lflz(r) et on termine comme

ci-dessus.

Le cas ou T estun trou de centre « se traite de fagon analogue. H

4.4, - LEMME. - si f¢H((T), ona IIfHCT = i€, -

Soit R = D(y,r ). 3.3.2. se généralise au cas d'un disque de centre «
et donne |f| (r) = ||f .
61, () = lllp 7

D'autre part, comme on l'a vu au lemme 4.3. on a ]fly(r) = HfHA .
On a donc :

Ielly = Wellpp = Ie1 < L

Le cas ou T est un trou de centre « se traite de méme. ”

4.5. - LEMME. - Soit R une fraction rationnelle sans pGles dans A . Notons

RT la somme des éléments simples de R correspondant aux pSles de R situés

dans T . On a alors :

IR gl = IR, IR, -

(La partie polynémiale de R , y compris le terme constant, sera consi-

dérée comme associée 2 un pdle 2 1'infini).

Traitons d'abord le cas ou T est le trou intérieur de centre «® . Soit
z€A , p le diametrede A. T estl'ensemble [x-z|> p. Prz(A) =[o0,p].
+
RT(x) n'ayant pas de ple dans le disque D(z, p ) le polygone de R relatif &

z a une pente positive ou nulle & droite du point d'abscisse Log p . R(x)- RT(x)
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n'ayant pas de pdle pour |x-z|> p et tendant vers 0 quand x + ® son polygone
de valuation relatif 2 z a une pente strictement négative & droite du point d'abs-

cisse Log p . Comme R = (R -RT)+R il résulte alors de 3.3.5. que l'on a

T

R, (p) = max (R [ (), [R-RL| ().

Comme, en vertu de 3.3.4. ona |R |Z(p) = “R”A , on en déduit que
IRTI(p)S IR HA . Or, comme RT n'a pas de poles dans T on a d'apres 3. 3.2.

R (P) = IR “ ; ce qui nous donne 1'inégalité annoncée.
T'z T'CT g

Le cas ou T estun disque borné se traite de fagon analogue. ||

4. 6. - Remarque : Il résulte du lemme 4.3. que, si fe¢H(AUT), etsi f est
nulle dans A , alors f estnulle dans AUT . Ceci nous permet donc de parler

du prolongement analytique dans T (s'il existe) d'un élément analytique f sur A.

4.7. - THEOREME. - Soient A un ensemble infraconnexe, et f un élément ana-

lytique sur A . A chaque trou intérieur T de A on associe une fonction

fTE H(CT) appelée partie singulidre de f relative au trou T , caractérisée par

la condition que f-fT se prolonge analytiquement dans T . On a alors :

f= 3 f_,
TexoT

la série convergeant uniformément sur A , et de plus

I£ll, = sup (£l
A qege T (T

(i) Prouvons d'abord l'unicité de f S'il existe deux fonctions iT et g

T
vérifiant les conditions indiquées, il existe une fonction h , définie sur K , telle

que h = fT dans CT , h estun élément analytique sur (T , un élément ana-

-8
lytique sur AUT , et vaut 0 2 l'infini.

Soit en une suite de nombres tendant vers 0 . Il existe deux suites de
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fractions rationnelles Pn et Qn , telles que

- = - =<
[ h PnuC =€, et -l o =Se .
Posons I =P -Q . Ona | |, Sce
n n n n'A n
é <
11 résulte du lemme 4. 5. que ”l'InT “CT_ €.

On déduit alors du lemme 4. 3. que

ln_-nm

n nT“TUA =lm,-m

< <
A R EN.

= _ - _ ; ' 3 T
Posons Rn = Pn nnT Qn+(l'[n nnT) Rn n'a aucun pole dans K et

on a

€

- - <
|n-R e et |h Rn“TUA N

gz

et donc “h_Rn“E = e - h est donc un élément analytique sur K et, puisque

h(®) =0, onadonc h =0, soit fr=gp -

(ii) Construisons fT . Soit Rn une suite de fractions rationnelles sans pdles
dans A , convergeant uniformément vers f sur A . Rn forme une suite de

Cuachy dans H(A). Comme (Rn—Rm)T = RnT-anT , il résulte du lemme 4. 5.

que Rn forme une suite de Cauchy dans H(CT) , et donc converge vers un élé-

T
ment fT de H(ET) . En particulier, RnT converge uniformément sur A vers
fT . Puisque 1'on a, pour tout n,
R = Z R
n Te g° nT

(i1 n'y a qu'un nombre fini de termes non nuls), on aura a la limite,

f= 3 f

Tex® T

la série convergeant uniformément sur A . Comme, pour T' ;‘ T, ona

“ le “TUA =

on voit que la série



PHILIPPE ROBBA

L f  =f-f
Trex T T
T'#T

converge uniformément sur AUT , ce qui prouve que f—fT se prolonge analyti-

quement dans T . Enfin, comme on a, pour tout n,

<
Ir <=l

artllpr A

on aura a la limite,

legllp o= lielly

mais comme, d'autre part,

lell, = Tzl;g lEo M,

on doit avoir

£l i< e, =T;;13 “fT”CT o

4.8. - COROLLAIRE. - Si A et B sont infraconnexes, BCA , fcH(A) et

TeX (B), ona (le)T z fT‘ . En particulier si TeZX (B)N T°(A) ona
T'eT'(A)

T'CST

(ij)T= fT .

En effet g, = I £ appartient 2 H(CT). D'autre part, soit
T'eT (A)
T'cT
h= X f., ona heH(AUT) et h=f-g_ sur A. Alors a fortiori he H(BUT)
o T T
T'eT (A)
T'¢ T
et donc gp = (f)T .

4.9. - Remarque : Le théoreme 4. 7. est évidemment encore vrai lorsqu'on con-

sidére la famille T des trous de A au lieu de I’ .
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4.10. - Application : Probléme de Mittag-Lgffler

Pour chaque trou de l'infraconnexe A , on se donne un élément fTE H(CT) .
Existe-t-il un élément analytique f sur A, tel que fT soit sa partie singulidre
relative au trou T ? Le théoreme précédent nous dit qu'il faut que la famille fT
soit sommable dans H(A), ce qui équivaut 2 la condition que HfT HA tende vers
0 suivant le filtre des complémentaires des parties finies de T’ . On voit que

cette condition est suffisante, car f= X fT répond au probleme posé.
TeT’

4.11. - Application : Théoréme de Runge

Soient A et B deux ensembles infraconnexes, ACB . Pour que les

éléments analytiques sur A puissent étre approchés uniformément par des é1€-

ments analytiques sur B, il faut et il suffit que A ne posséde aucun trou intérieur

contenu dans B .

Nécessité :

Supposons que A posséde un trou intérieur T contenu dans B . Si
H(B) était dense dans H(A), pour tout f de H(A) on pourrait trouver fne H(B)
telle que fn-' f uniformément sur A . Comme f€H(AUT) il résulte alors du
lemme 4. 3. que la suite fn est une suite de Cauchy dans H(A) et converge donc
uniformément sur AUT vers une limite F . En particulier soit a¢ T et pre-
nons f(x)=1/(x-a). Alors (x-a)F(x)€H(AUT) (on peut supposer AUT borné),
comme (x-a)F(x) =1 pour x€A, il résulte de la remarque 4. 6. que (x-a)F(x)=1

pour x€ T ce qui fournit une contradiction quand x = a .

Suffisance :

Soit Tg¢ ID(A) ; par hypotheése T n'est pas contenu dans B , il existe
donc T'EIO(B) , T'CT . Soit a€ T', nous verrons en 5. 1. que tout élément de
H(CT) est approximable par les fonctions 1/(x-a)", a€T, n=1,2,..., (dévelop-
pement en série de Laurent, le cas ou T estun trou de centre  s'en déduit par
une transformation homographique). Ces fonctions appartiennent 2 H(B). Comme
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les fonctions de H(A) sont approximables par des combinaisons linéaires de
fonctions de H([:T) , TeXT°(A), on en déduit qu'elles sont approximables par les
fonctions de H(B). ||
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ELEMENTS ANALYTIQUES DANS UNE COURONNE

5.1. - THEOREME (Krasner [11]). - Soit A la couronne : p< |x-a|< p' et soit

f un élément analytique sur A . Alors f se décompose en gsérie de Laurent

+o
flx)= 2 cn(x—a)r1

n=-o

convergeant dans A . De plus, si la couronne fermée A': r= Ix—a, < r' est

contenue dans A, la série de Laurent de f converge uniformément sur A' (et

n n
l'on a de plus ||f = max (sup [c [r, sup |c [r')).
plus ||£][,, (sup Je " sup fefr')

n . 2
5.2, - Si la série de Laurent X cn(x—a) converge uniformément vers f sur A,
f est évidemment un élément analytique sur A. Si la série ne converge pas uni-
- L . © xn
formément, f peut ne pas &tre un élément analytique (exemple 21—; dans
n=

D(0,17)). La définition des fonctions analytiques nous permettra de récupérer ce

cas.

5.3. - Si f estun élément analytique sur la couronne ouverte A, p<|x-a|<p'
et n'est pas un élément analytique sur la couronne fermée p<|x-a|=< p' alors sa
série de Laurent ne converge pas uniformément sur A (exemple f(x) = L dans

1+x
D(0,17)).
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SOMME, PRODUIT, DERIVEE, LIMITE D'ELEMENTS ANALYTIQUES

Les résultats de ce paragraphe sont immédiats.

6.1. - PROPOSITION. - Soit A un sous-ensemble ouvert de K ; la somme de

deux éléments analytiques sur A est un élément analytique sur A , la limite uni-

forme d'une suite d'éléments analytiques sur A estun élément analytique sur A,

le produit de deux éléments analytiques bornés sur A est un élément analytique

sur A .

6.2. - LEMME. - Soient A un ouvertde K, f un élément analytique sur A ;

alors f est la somme d'un élément analytique borné de A et d'une fraction ra-

tionnelle dont les pdles sont adhérents 2 A . En particulier si A est fermé et

borné, f est bornée.

En effet, soit R(x) une fraction rationnelle sans pdles dans A telle que
sup [f(x)-R(x)|] < M. Soit P(x) la somme des éléments simples correspondant
:Ex poles de R(x) adhérents @ A (si A est non bornée, on considere que le
point ® estadhérenta A et la partie polynomiale de R est1'élément simple as-
socié 2 ce pdle). Alors R(x)-P(x) est borné sur A etdonc f(x)-P(x) est borné

sur A , de plus d'apres la proposition 6. 1. c'est un él1ément analytique sur A . I

6.3. - Pour prouver que le produit de deux éléments analytiques sur A estun

élément analytique il suffirait, en vertu de la proposition 6. 1. et du lemme, de
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X . . 2 £
montrer que, si f est analytique et si ag A estadhérenta A, alors é}—('a)' est
un élément analytique sur A . Ce sera le cassi a est isolé dans (A . Donnons un

f(x) ~ 212 s
exemple prouvant que x-a peut ne pas €tre un élément analytique.

Exemple : Soit a  une suite de points tels que a, forme une suite strictement

décroissante convergeant vers 0, avec ﬂ "
k 2k-1

= '
a i an/Z) . A estl'ensemble des x tels que x # 0 .

22k

|= 0 . (Par exemple

Vn ’x-anIZ Ian, . (Remarquons que A Polygone de f
est quasi-connexe [6]). Alors la suite Log IaZk’
T“—, * 2k _l—“—' (l+a2k—l-a2k)
k=1 *"%2k-1 k=1 *782k-1
/ Loglo,, ;1
converge uniformément sur A vers un -
élément analytique f(x) , dont le polygone
. N o Logla,, |
de valuation relatif 2 0 est indiqué sur
la figure.
En effet, si Loglayy I
K a
[ aA-<e,onapour XEA,
k=1 2k-1
Polygone de f(x)/x
|x|< |a2K| , et pour n> K
n x-a
|| — 2k < ¢ drautre part si
k=1 2k-1
a
2N+1
<e& onapour x€A, |x|=|a,_ | et pour NSn<m
a 2K
2K
——,—,m * %2k _—,“l ok | —lml 0 ,J2k-1"%2k T’lr * "%k
x-a x-a x-a x-a
k=1 2k-1 k=1 2k-1 k=n+1 2k-1 k=1 2k-1
la, 1
= —__—lazm]l <e
2K
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Alors f(x)/x a le polygone de valuation indiqué sur la figure et ce poly-

gone ne peut étre celui d'un élément analytique sur A .

6.4. - LEMME. - Soit f(x) un élément analytique dans le disque D(a, r+) =D,

alors f est dérivable dans D, sa dérivée f' est un élément analytique dans D

1
o< L
etona | f ||D— - Hf“D .

Pour le prouver il suffit de développer f en série de Taylor. H

6.5. - PROPOSITION. - Si A est a une distance positive de son complémentaire,

( A estalors ouvert et fermé), et si f est un élément analytique sur A, f a une

dérivée f' qui estun élément analytique sur A .

En effet f possede bien une dérivée puisque localement c'est la somme
d'une série de Taylor. Mais si r<d (A ,[A) pour tout a de A , ona
+ . s 2 I
D(a,r ) A ; etdonc si Rn converge uniformément sur A vers f, d'apres le

lemme 6.4., on a :

1
1 1 < — -
le-Rrq, <= IE-R_ll,

donc R'n converge uniformément sur A vers f' ce qui prouve que f' estun

élément analytique. H

6. 6. - 11 suffirait de supposer que l'intérieur de 1'adhérence de A est 2 une dis-
tance positive de son complémentaire. Donnons un exemple ol la dérivée d'un

élément analytique n'est pas un élément analytique.

Exemple : Soit a une suite de points de K tels que Ian—am| =1 pour tous m
et n, m ;f n . Soit rn une suite de nombres réels <1 tendant vers 0 . Soit
A l'ensemble des x tels que : ]x-anl Zr . (Alors A estun quasi-connexe

[6]). Soit a  une suite de points de K tels que —?L + 0). Alors la série
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© [+
| %-a converge uniformément sur A et définit un élément analytique f sur
n= -
n o -Q
A . La dérivée f' de f est f'(x) = )31 (x-a Z ; cette série converge pour tout
n= ““n

x de A mais ne converge pas uniformément sur A . Si f' était un élément ana-

lytique sur A on aurait f'= X °fIT la série convergeant uniformément sur A
TeX
d'apres le théoreme 4. 7. Or on voit sans peine que les trous intérieurs de A sont
-Q
les disques D(an, r; )= Trl et que f'T = ___n__z . Cette série ne convergeant
n (x-a,)
n

pas uniformément sur A, f' n'est pas un élément analytique sur A .

6.7. - PROPOSITION. - Si f estun élément analytique sur A et si inf |[f(x)[>0
x €A

1/f est un élément analytique sur A .

En effet, soit igf\]f(x)[: o ; si Rn(x) converge uniformément vers f
x
sur A etsi n estassez grand pour que su If(x)—Rn(x),< a , Rn ne s'annule
x

pas sur A donc l/Rn n'a pas de poles dans A , de plus, ona :

1 |f(X) - Rn(X) I

1 - s A fx) -
,f(x) Rn(X)l—,f(x)- Rn(x)l = az lf() Rn(X), ’

ce qui prouve que l/Rn converge uniformément vers 1/f sur A . H

Remarque : Si f ne s'annule pas dans A , il se peut que 1/f ne soit pas un é1é-

ment analytique sur A . C'est le cas de l'exemple construit en 6. 3. .
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FONCTIONS ANALYTIQUES

7.1. - Ainsi qu'il résulte des paragraphes précédents, la notion d'élément analy-
tique est insuffisante puisque la classe des éléments analytiques sur un ensemble
A n'est pas stable pour toutes les opérations algébriques et que, d'autre part,

la somme d'une série entiere n'est pas forcément un élément analytique dans le
disque de convergence. M. Krasner a eu l'idée d'introduire les fonctions analy-

tiques définies comme suit.

0 désigne la classe des ensembles analytiques (cf. introduction).

Une famille & de sous-ensembles de X est dite enchainée si pour tous
ensembles A et B de & il existe une famille finie Al' ,An d'ensembles de
= = <i<n-
¥ telle que A A1 , B An , AinAi+1 #¢ pour 1<i<n-1.

Une fonction f sur l'ensemble A est dite @-analytique sur A sg'il

I
et que la restriction de f 2 chaque Ai goit un élément analytique.

existe une famille enchainée (Ai)iE i

d'ensembles analytiques telle que A = UIA.
ig

7.2. - THEOREME. - Une fonction @ -analytique sur A vérifie le principe du

prolongement analytique.

On en trouvera la démonstration (trés facile) dans [8].
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7.3. - COROLLAIRE. - Si (Ai)iel est une famille enchainée d'ensembles analy-

tiques, A =U A, estun ensemble analytique.
iel

7.4. - PROPOSITION. - Soit (Ai)iEI une famille enchainée d'ensembles analyti-

ques. Soit f une fonction définie sur A= UI Ai telle que la restrictionde f 2
1€
chaque Ai g0it une fonction @ -analytique sur Ai . Alors f est une fonction

@ -analytique sur A .

En effet, soit A‘.I les ensembles de @ tels que Ai =y A‘; et que la res-
J

triction de f 2 chaque A'} soit un élément analytique, les (Ai) formant une fa-

J

mille enchainée pour i fixé. Alors la famille (A‘:) est enchainée et A = _U A1

i,j

ce qui prouve que f estun élément Q@ -analytique sur A . ||

Nous allons voir que, du fait que la classe @ n'est pas stable par inter-
section finie, on a des difficultés a faire la somme de deux fonctions analytiques

(rapprocher la proposition 7. 5. et le théoreme 9.2.).

7.5. - PROPOSITION. - ]Il existe Ag€ @ et deux fonctions fl et fz @ -analytiques

sur A telles que f] +f2 ne soit pas @ -analytiques sur A .

Soit (a i=1,2, une double suite de points de K telle que

n, i)nelN

n, 1 a2l =12, 172l
croissante convergeant vers r avec & (Logr - Log rn) =+,
n=1

|a | = la =r et que r forme une suite strictement
©

Soit (pn) la suite de nombres réels tels que
n-1
Logp = Logr - (Log r -Log rk) .
k=1
. A . .
Pour 0<A<1, soit D_ ., le disque [x-a_ .|<Ap et goit
n,i n,i n

Aik =C[ gx,LjJ#ian» j)U( kIJI Dl)':,i)] . Alors Ai}\ est analytique (cf. annexe, ex. 2).

A
Par contre A'|N A, n'est pas analytiq‘.;-eB?’(cf. annexe, ex. 3).
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Et on a U A

A= (Ua ,)=aA.
0<X<1 n

n,i

i=1,2

Choisissons une suite (G.n) de points de K telle que

n-1

(Log r -Log rk)$ Log r - Log Iani

N W

Y
k=1

<3% @
=35 (Log rn-Log rk) .

a

Soit f, = L ——
1 n X an,i

fo|

Ap

n
cette série converge uniformément sur Ai pour tout A . f, définit donc une
i

Vu le choix de P et a + 0 quand n +® ce qui prouve que

fonction analytique sur A .

Montrons alors que f = f1+ fz n'est pas @-analytique sur A . Si f est
@ -analytique sur A , il existe Be @, BCA avec BNC(0,r)# ¢ et
BND(0,r )#@ , tel que f soit un élément analytique sur B . B est infracon-
nexe. On a donc d'apres le théorgme 4.5. : f= & | fT ot T estla famille
des trous intérieurs de B, la série convergeantTuenIiformément sur B . Si
0¢ B soit To le trou intérieur de centre 0, et pour an, ié 'TO soit
Tn,i = D(an,i , pn’ i) le trou de centre a i T0 ne contient qu'un nombre fini

de points a i On voit sans peine que
nl

%y “n
f.,=_ 2 —_— = —
T a €T x-a ,fT . X-a
o mn,j- o n,j “n,i n,i
et que pour TeZX ;T;‘TO,T;éTn,i fT=0
a
I1 en résulte que la série z doit converger uniformément
a ié T, x-a_

o, |

sur B et pour cela il faut que 40 quand n—+ ®., On aura donc pour n

n,1 n-1
grand Log pn’iz Log lanl = Log rn-g- kZ (Log rn-Log rk) ce qui montre que B

n'est pas analytique (cf. annexe, ex. 3). il y a contradiction, donc f n'est pas

analytique. ||
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7. 6. - On peut méme construire deux fonctions @ -analytiques dont la somme est
nulle au voisinage d'un point mais n'est pas identiquement nulle. (La démonstration

longue, technique et peu intéressante, ne sera pas donnée ici).

7.7. - 11 résulte de la proposition 7. 5. que les fonctions (G-analytiques ne donnent

pas satisfaction. Il faut donc restreindre cette classe de fonctions.

Soit B une famille d'ensembles analytiques. On dira que la fonction f
définie sur l'ensemble B est ®-analytique s'il existe une famille enchainée
(B.)ieI d'ensembles analytiques appartenant a ® telle que B = 'UI Bi et que la

1€

restriction de f a chaque Bi soit un élément analytique sur Bi .

11 résulte du théoreme 7. 2. que les fonctions ®-analytiques vérifient le
principe du prolongement analytique (puisqu'elles sont Q@ -analytiques). La propo-

sition 7. 4. se généralise facilement :

7.8. - PROPOSITION. - Soit f une fonction définie sur B = U Bi . Sila res-

triction de f 3 chaque Bi est une fonction ® -analytique sur Bi , f estune

fonction ® -analytique sur B .

I1 s'agit de trouver les hypotheéses raisonnables 2 faire sur la famille ®
pour que les fonctions ®-analytiques vérifient les propriétés algébriques et topo-

logiques indiquées dans l'introduction.
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FONCTIONS ANALYTIQUES SUR LES FAMILLES ENCHAINEES FINIES
PROLONGEMENT ANALYTIQUE UNIFORME

8.1. - Nous dirons que la classe B G est régulie¢re si

i) Les couronnes : r< |x-a|<r' (0Sr<r'S+w, a¢cK) appartiennent

a®.
ii) Si A et B appartiennentd ®, ANB appartienta @

iii) Si A et B appartiennentd ® , ANB# @ alors AUB appartient
a ®.

Commentaires :

Nous voulons que les fonctions ® -analytiques contiennent les sommes
convergentes de séries de Laurent d'ou la condition i . D'autre part, c'est parce
que l'intersection de deux ensembles analytiques pouvait ne pas €tre analytique
que nous avons pu construire le contre exemple de la proposition 7. 5., d'ou la

condition ii . Enfin, rappelons que si AcQ, ANB £@ alors AUB¢ Q.

8.2.- Si A et B appartiennenta ® ; A, B et ANB sont infraconnexes puis-
que ce sont des ensembles analytiques. D'autre part, les trous intérieurs de A
et B sont contenus dans les trous intérieurs de ANB (puisque Cau CB = C(A NB)).

On peut en fait préciser :

- 136 -



FONCTIONS ANALYTIQUES SUR LES CORPS VALUES ULTRAMETRIQUES COMPLETS

LEMME. - Si ® estrégulitreetsi A et B appartiennent2 ®, ANB #d,
o c o
AnB S Fa
trou intérieur de A soit un trou intérieur de B .

ona I U IQB . Autrement dit, un trou intérieur de ANB est soitun

Soit T un trou intérieur de ANB . Si T est réduit & un point, alors il
est évident que c'est soit un trou intérieur de A soit un trou intérieur de B .
Soit alors T = D(a,r—) . Soient TA et TB les trous intérieurs de A et B de
centre a (si acA, resp. B, Ty = g, resp. Ty =@ ). Soit T'= D(a,r' ) le

plus grand des deux disques T, et TB ; TV = TAU TB . Comme T'CT ona

r'Sr . Il faut prouver que r' =P:' . Orsi r'<r, soit p avec r'<p<r. Posons
A=D(a,p). Alors ANA# G, BNA#@ (car r'<p) donc AUA et BUA appar-
tiennent 2 ® . Mais (AUA)N(BUA)=(ANB)U A n'est pas infraconnexe (car
p<r) et donc n'appartient pas a2 @ . Il y a donc une contradiction avec les hypo-

theses. ||

8.3. - THEOREME. - Sila classe ® est réguliere et si f est une fonction ® -

analytique sur la famille enchainée finie (Ai) , alors f est, en fait, un
n

1<iSn

élément analytique sur l'ensemble A ='U1Ai .
i=

I1 suffit de prouver le théoréme pour n =2 , le résultat général s'obtient

alors par récurrence.

Soient donc A1 €®, AzefB s Al ﬂAZ # @ , f une fonction analytique

sur Al U A2 dont la restriction 2 A1 (resp. AZ) est un élément analytique.
I1 résulte du lemme 8.2. que l'on a :
T (AIUAZ) usg (AlﬂAz) = I (AI) uzg (AZ) ,

T (AIUAZ)ﬂI (A10A2)= z (Al)ﬂI (AZ).

Nous noterons f1 , fz , f12 , respectivement les restrictions de f sur

A, A ,AlﬂA

2 2
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Cette définition est

Pour TeZ (AIUAZ) ng (Ai) , on pose fT= fiT .
alors TeIa(Al ﬂAZ) ,

bien cohérente, car si TeZT°’ (Al UAZ) ﬂIo(AI)ﬂ I°(Az) ,

et donc flT = leT =f T (corollaire 4. 8.).

Si Tex°(A1) et T¢T'(A UA,), alors Tex (A, NA,) et TNA, #§.

Posons Z
= Z £ fZTi

n

gT T' o
T'eT (A UA,) T'eT (A,)
T'CT T'cT
Cette série converge uniformément dans { T , donc gTeH(C T) . De plus,
sur A2 ’

f -g.= & f ., ,

2781 gy 2T
T'ec I°(A2)

cette série convergeant uniformément dans A2 UT , ce qui prouve que gT=f12T ,
et donc g~ flT .
On voit d'autre part que

U U T'\=
Te¥’ (A ngz’ (A UA))
T'eX’(A YA

On a donc sur A1

4 Z
f Tt flT
Al) T reT (A T (A uA) 1T Tex" (A DNRE" (4, UA,)

£+ . fr= £
TeI (Al)nf(AluA ) T T'ez"(Alqu)n[:z ) TeX (A UA)

sur A1 . On voit de méme que cette série

donc converge uniformément sur

cette série convergeant uniformément

converge uniformément sur A2 vers fZ ,

AIUA2 vers f, ce qui prouve que f est un élément analytique sur A1 UA2 . H
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8.4. - COROLILAIRE. - Soit f une fonction ® -analytique sur A . Il existe une

famille filtrante (Ai) avec U Ai = A , telle que la restriction de f & chaque Ai
i

soit un élément analytique.

En effet, supposons que f soit définie par la famille enchainée (Bj)jEJ .
Pour tout sous-ensemble fini I de J, tel que la famille (Bj)je 3 soit enchainée,
f est un élément analytique sur Ai = 'GUJ'Bj . Soit 3 1la famille de ces sous-en-

J

= A . Montrons que la famille (A est fil-

I I)Ieﬂ'
trante. Soient I et I'eJ , et soient ig€I, jeI' : il existe KgJ tel que i¢K

sembles. Il est clair que U A
Ied
et jeK. Alors I'" =IUI'UK appartientd J et (AUA)C A, . I
Remarque : Il est clair qu'une famille filtrante est enchainée.
Dorénavant, dans le cas des familles régulidres, nous supposerons que

les fonctions ® -analytiques ont été définies a partir de familles filtrantes.

8.5. - THEOREME : (principe du prolongement analytique uniforme). - Supposons

que ® soit réguliere. Si (Bj) ,» 1=j=n, estune famille d'ensembles de ® tel-
S CS - 3 212 :
le que BjnBj+l #¢, 15j<n-1, an'\B1 #0 etsi fj est un élément analytique

= <i<n- =
sur Bj tel que fj fj+1 sur BjnBj+l , 1= j=n-1, alors fl fn sur BnﬁB1 .

Le théoreme est trivial pour n = 2 . Supposons alors la propriété dé-

montrée pour n-1. Posons Ai = BiUB , 1=iSn-1. En vertu du théorgme

i+l
8. 3. il existe g; élément analytique sur Ai , tel que g = fi sur Bi ,
8 = fiy 59T By, o8

c .
sur By S A NAL i+1
B est un ouvert non vide, g; et 811 coincident sur Ai nA

i+l
donc d'apres 1'hypothese de récurrence g, =8, sur A1 ﬂAn

B.NB cA . NA
1 n 1 n

et 8ii1° éléments analytiques sur AinAi+1 coincident
est analytique (car ® régulitre) et

i
; comme AiﬂA

i1 tout entier,
1 , mais

et dans Blf"ang1 =f1 et g =fn' I

-1
-1

8. 6. - Cette propriété est liée au fait que l'intersection de deux ensembles de ®

est analytique. En effet on a la :
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PROPOSITION. - Soient A et B deux ensembles analytiques tels que

T°(ANB)c T (A)U X (B) et tels que ANB ne soit pas analytique. Alors il existe

un disque DS ANB et deux éléments analytiques fA

que fA = fB sur D 1'égalité n'ayant pourtant pas lieu partout dans AN B .,

et fB sur A et B tels

En effet, soit f un élément analytique sur ANB , nul sur un disque D

de ANB et non identiquement nul dans ANB (f et D existent puisque ANB

non analytique). On a alors f = 2 f_. , la série convergeant uniformément
Tex’ (ANB)
sur ANB. Comme sup [f(x)|= sup |f.(x)| on voit que si T¢I (A) (resp.
T T

xcANB x¢ T

2°(B)), sup ]fT(x)l = sup IfT(x)l (resp. sup |fT(x)| = sup |fT(x)|).

x€ A x€ANB x€B x€ANB

Donc
f = f et f_ =- f
Arex®(a)nz°(anB) T B reranB)nzi () T

TE¢T(A)

convergent uniformément sur A et B respectivement donc définissent des é1é -

ments analytiques sur A et B etl'ona

f,-fp=f sur ANB . I

8.7. - COROLLAIRE. - Les fonctions @ -analytiques ne vérifient pas le principe

du prolongement analytique uniforme.

Avec les notations de la proposition 7. 5. nous voyons en effet que les
ensembles A =C L{] D(an’1 , pn) et B =CL1J'1 D(an,Z R pn) satisfont aux hypotheses

1 2 =D, By=B, fi=1,,

_ _ - . PERS ) -
f2 = fA = fB s f3 fB (notations du théoréme 8.5.) on n'a pas f3 f1 sur

B,NB, . I

de la proposition 8. 6.. Si l'on prend alors B. =A, B
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SOMME DE FONCTIONS B -ANALYTIQUE
CAS D'UNE FAMILLE ® STABLE PAR INTERSECTION

9.1. - Ainsi que nous l'avons indiqué il est souhaitable que la somme de deux
fonctions ®-analytiques soit B- analytique. Indiquons une propriété liée a celle-

ci.

PROPOSITION. - Si pour toute fonction f ®-analytique, la restrictionde f 2 un

ensemble B de ® contenu dans le support de f est une fonction ® -analytique,

alors la somme de deux fonctions ® -analytiques du méme support est une fonc-

tion ® -analytique.

Soient f et g deux fonctions ® -analytiques de support B .

Prenons d'abord le cas ot f est un élément analytique sur B . Il existe
une famille enchainée Bi d'ensembles de B telle que B = UIBi et telle que g
1€
soit un élément analytique sur Bi . Mais alors f+g estun élément analytique

sur Bi donc f+g est une fonction analytique sur B .

Si f est alors une fonction ®-analytique sur B , en vertu des hypotheses
c'est aussi une fonction ®-analytique sur les Bi , donc d'apres ce que l'on vient
de voir f+g est une fonction ® -analytique sur Bi , en vertu de la proposition 7.8

f+g est donc une fonction ® -analytique sur B . ||

9.2. - Si B estune sous-famille de @ contenant les couronnes, stable par

intersection finie et par réunion de familles finies enchainées, ® sera réguliere.
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Les résultats du paragraphe précédent sont donc valables, de plus on a :

THEOREME. - Si la classe ® est stable par intersection finie, la somme de deux

fonctions ® -analytiques est ® -analytique.

On peut supposer que les fonctions f et g sont définies par des familles
filtrantes (Ai) et (BJ) , avec AiG(B s BjEfB et A = ?Ai , A= LJJBJ Mais alors
la famille formée des ensembles AinBj non vides est une famille filtrante en-
gendrant A etl'ona AiﬂBje ® . Sur un tel Aiﬂ Bj il est clair que f+g est

un élément analytique. f+g est donc une fonction ® -analytique sur A . I

Remarques :

1) La famille des quasi-connexes [6] possede ces propriétés.

2) Le théoredme 9.2. peut étre encore vrai méme si la famille n'est pas

stable par intersection finie (cf. §. 11).
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10

DEVELOPPEMENT EN SERIE DE LAURENT
DES FONCTIONS ANALYTIQUES

10. 1. - Une fonction analytique dans une couronne est-elle somme d'une série de
Laurent dans cette couronne ? Paradoxalement ce n'est pas le cas si le corps K

n'est pas maximalement complet.

K est dit maximalement complet [7] si toute famille emboitée de disques

non vides a une intersection non vide.

Notons que ﬁp , le complété topologique de la cloture algébrique de Qp ,

n'est pas maximalement complet.

Cette propriété m'a été signalée par E. Motzkin, Comme je ne connais

aucune référence pour la démonstration, je donne ici le schéma de celle -ci.

PROPOSITION. - Si K est séparable et a une valuation dense dans ]RJr , K n'est

pas maximalement complet.

Notons d'abord que pour tout couple p et p', 0<p<p', il existe dans
tout disque de rayon p' une infinité dénombrable de disques disjoints de rayons

p (car la valuation est dense).

Soit alors r) une suite strictement décroissante de réels convergeant

vers r>0. Soit Dn » n € IN , une famille de disques disjoints de rayons Ty

1

Construisons par récurrence sur k la famille de disques D n, € IN :
nn, ..n i

172 k

les Dn n sont, pour npen fixés, des disques disjoints de rayons

L
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T contenus dans le disque Dn n .. . Une suite (nk)kelN d'entiers défi-
12 k-1
nit ainsi une famille de disques emboités, soit D 1l'intersection des dis-
npeeny
ques de cette famille. Si Dn n'est pas vide c'est un disque de rayon r .
1
Si K est maximalement complet, aucun de ces disques n'est vide et on obtient

une famille non dénombrable de disques disjoints de rayon r> 0. Or K est
séparable et on ne peut avoir qu'une infinité dénombrable de tels disques. K n'est

donc pas maximalement complet.

10. 2. - PROPOSITION. - Si K n'est pas maximalement complet, il existe une

fonction analytique dans K tout entier, tendant vers O 2 l'infini, non identique-

ment nulle et bornée.

Puisque K n'est pas maximalement complet, il existe une suite de dis-
ques emboités A telsque N A =@ . Soit r le rayonde A , r forme
m m m m m m

une suite décroissante convergeant vers la limite p> 0 .

Soit u_ une suite de nombres > 1 tendant vers +® quand n -+ ®,

Soit v, une suite de nombres tels que 0< vnS 1, Vo = 1, et
L uv <1/2 (1).
n=1 * 7
n-2
Posons wo = | Vi n= 2
k=0

o«
Ona 0<w_=v <u .v_, lasérie I w_ estdonc convergente, soit
n nT n 'n n=2 B

/2

W 8a somme.

Choisissons ) tel que p< p1 <p e et posons, pour n= 2

1 n

— I w
p=p(_9_)‘"k=z k
n lpl

P est une suite strictement décroissante convergeant vers p .

Pour chaque n soit m l'entier tel que r <f.>n <r , et soit Dn

m+1 m
l'unique disque ouvert de diametre Pn contenant Am+l . On voit que les dis-
ques D_ sont emboités et quede plus N D =N A =6,
n n n m m
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Soit a € Dn+1 . Dn = D(an, CH ).
N Y
Choisissons a ¢K telque p /e<|a| <p, //e = — (_g)w
1 2 /e 0,

Nous allons construire par récurrence une suite de fractions rationnelles

Rn telles que Rn ait un seul pdle en a et que Rn(x) +0 quand x* =,

[0}
On prend Rl(x) = xa
Supposons alors construite Rn . On pose Mn = sup ' Rn(x)l = IRnl(p ).
XGCD n
ntl
Soit Rn(x) =k§l — x le développement en série de Laurent de la
T (xa )
n+l
de la fraction rationnelle R_ dans D .
n n+l
+
On pose s_ = ok Mn "n et R = Z !
- - B k
n Loge, -Logh ntl k=g (x-a_, .)
ntl
o, |
On a Mn = sup —k'— ; il en résulte que
k pn+l
IG. l P E] -u
k n+l n n
Ir_-r_, oy = sup <M_( =e ®)
n " ntl CDn K>s pk n’op
n n
D'autre part
la ' P s u_ v
M = sup ——=sM (EH P M MeH?® (4)
ntl k n'p n n
k=s p n+2
n n+2
Montrons par récurrence que Mrn< 1 pour tout m.
Pour m=1, ona : M1 =inL<l d'apres (2).
2 Ym¥m
i < < =< <n;
Si M_<1 pour mSn, (4) donne M S M e pour m=<n ;
et 1'on a donc n
z U Vm
M SM em=1 <e-teé =1 d'apres (1) et (2).

Finalement, comme u + t+o il résulte de (3) que la suite Rn est une
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suite de Cauchy pour la norme uniforme dans CDm , donc converge uniformément

dans CD . Sa limite f est donc une fonction analytique dans U CD =K, elle
m m' m

tend vers 0 a l'infini puisque c'est le cas pour tous les Rn , elle est majorée

par 1 puisque les R_ sont majorées par 1 dans C D pour m3=n , enfin elle
n m .
(x)' = ) > l/e s
ny 1
donc pour tout n IRn(x)l > 1/e puisque e "<e, etdonc [f(x)|>1/e. I

n'est pas identiquement nulle car pour Ix—al| = ;:»l on a ’Rl

10.3. - Commentaires :

1) Cette fonction f ne peut pas €tre somme d'une série de Taylor dans
tout disque D(O, r+) car on aurait alors pour r appartenant au groupe des

valeurs, sup |f(x)| = sup |f(x)] et comme sup |[f(x)| * 0 guand r + = ,
|x|=~ x|=1 x|=r
on aurait f(x) =0 Vx.

2) La fonction construite est une fonction ® -analytique, ou ® estla
famille des couronnes ce qui est le minimum que 1'on puisse demander a la famil-
le ® . Iln'y a donc pas moyen d'obvier a cette difficulté par un choix convenable

de la famille ®

3) Cette fonction ne vérifie pas le principe du maximum.

10. 4. - THEOREME. - Si K est maximalement complet, et si ® est une famil-

le réguliere une fonction B-analytique sur une couronne définie par un systéme

cohérent dénombrable d'éléments analytiques, est développable en série de Laurent

dans cette couronne.

Nous utiliserons le :

10. 5. - LEMME. - Soit I un ensemble d'indices, filtrant & droite, et soit

(Ea' Cpa B) un systéme projectif d'ensembles c'est-a-dire que pour a<p ,

est une application E_-+ E_ et que pour a<SB=< on a =@ o .
32)2) 8 o que p BY___CPGY OLBCPBY

sont surjectives. Notons

@a 8
On suppose de plus que les applications @

B
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10. 6. - Démonstration du théoréme 10. 4.

Notons A la couronne r< |x-a] <R . Soit f une fonction ® -analytique
sur A et soit (B.) la famille d'ensembles de ® telle que A = UBi et que f
soit un élément analytique sur B . Ainsi qu'on 1'a vu (corollaire 8.4.) on peut
supposer la famille filtrante a dr01te Nous noterons I (Bi) la famille des trous
T de Bi tels que la partie singuliere fT de 1'élément analytique f sur Bi

relative au trou T ne soit pas nulle.

Soient B et B, deux ensembles de notre famille avec B, CBJ Si T
appartient a ! (B ) , ona TCCB CEB et donc T est contenu dans un trou T'

de B, . Montrons que T'e ! (B. )

Notons 81 = = (f|B. ) ; on a d'apres le corollaire 4. 8.
Tex’ (B) jT
TcT!
(f[Bi)T, = 8qi - Or g est un élément analytique sur BjU T' qui est un ensem-

ble analytique (réunion enchainée de deux ensembles analytiques), donc si
(fIBi)T, =0 ona g1 = 0 sur ([T' et par suite g1 = 0 sur BJ.UET' . Or les
trous intérieurs de BJ_UGT' sont précisément les T¢I (Bj) , TS T'; pour tous
ces trous on a donc (gT, (f|B ) = 0 ce qui contredit 1'hypothese qu'il existe

TeZ (B .) contenu dans T'.

On a donc ainsi défini une application de Il (Bj) dans ! (Bi)

Montrons que cette application est surjective. Soit T'eg Il(Bi) . Appelons
¥ l'ensemble (éventuellement vide) des trous de Bj contenus dans T'. Il faut
prouver que I N EI(BJ.) £#¢ . Or IﬂIl(Bj) = ¢ signifie que pour TeT , f se
prolonge analytiquement sur TU Bj et donc f se prolonge analytiquement sur
B U (I‘U T) qui contient B UT' , ce qui singifie que f_, =0 et ce dernier résul-

T'
tat contredxt 1'hypothese T'e ! (B, )

La famille (Bi) , ordonnée par la relation < , est filtrante.

A chaque Bi on assoc1e 1'ensemble I (B, ) et pour B, CBJ on a dé-

fini une application II(B )+ I (B i) surjective.

Considérons une famille cohérente de trous Tie Il (Bi) , c'est-a-dire
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E = lim (E,a) la limite projective du systime (Ea) . Alors si I posséde un

sous -ensemble dénombrable cofinal 3 I, pour tout o l'application canonique

Cpa : E EO. est surjective (et donc E n'est pas vide). Autrement dit quel que

soit @ et quel que soit x¢€ Ea , il existe une famille (XB) de points de EB tels

que pour B=Y on ait CPB y (xY) = xB et de plus xa= x . On dira que la famil-

le (xB) est une famille cohérente.

Soit (u.n)ne N la famille cofinale 2 I; c'est-a-dire que quel que soit
Bel, il existe n tel que B= o - Puisque I est filtrant 3 droite on peut cons -
truire par récurrence une suite Bn telle que Bl = o ettelle que pour n>1 et
= i > =< i i 3
kSn on ait q(_ Bn et oy Bn . La suite (Bn) est alors cofinale 2 I et forme

une chaine.

Prenons alors X" xB = x et choisissons par récurrence le point
1
x €E tel que CPB (x, )=x , ce qui est possible puisque l'application
Bn Bn n-1 Bn Bn—l
(] est surjective.
an-lan
Pour B=pB_ on prendalors x_=@ (x_, ). Cette définition est bien
n B BB B,

consistante puisque si B = BnS By ©OR2

Enfin si gsSy= Bn , ona:
Py y () = Pg [P (x )] = cosan(xsn) = xg

Y©UYB, B,

Comme d'autre part X =%, le lemme est démontré. H
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telle que pour BiC Bj on ait TjC Ti . Alors pour deux ensembles Bi et Bj

quelconques, il existe B, avec BiCB et BjCB et donc T CTi et T CT,,

donc Tiﬂ Tj £d . Les I;i forment do:c une famill;e emboitée <]i<e disques nlt:n !
vides, puisque K est maximalement complet, leur intersection T = Q Ti est un
disque non vide. Or comme liJ Bi =A, ona T TiCCA . Soit x appartenanta T,
et T' le trou de A contenant x . Pour tout i, ona T'cfAc GBi , et puisque
xcT' et x€ Ti , ona T'C Ti , donc T'C T mais comme T estun disque conte-
nudans A , T =T'. Ceci signifie que lim Il(Bi) peut s'identifier avec une

sous -famille de 1'ensemble des trous de A. Or A n'a que deux trous : le trou

|x-a] <r etletrou |x-a|>R.

Comme la famille (Bi) est dénombrable on peut appliquer le lemme 10. 5.
I1 en résulte que quel que soit i, il n'y a que deux trous au plus de Bi relative -
ment auxgquels f a une partie singuliere non nulle, a savoir les trous de Bi

contenant les trous de 4.

Soient alors %) et X, deux points arbitraires de A avec

T T le-a|< |x2-a| =T, . Il existe un ensemble Bi contenant x, et x, .

Comme les trous de Bi contenant les trous de A sont contenus dans les disques

|x-a| <r, et |x-a|] > r en vertu de ce que l'on vient de voir, 1'élément ana-

1 2’

lytique f sur B, se prolonge sur toute la couronne rlS |x-a|<r, enun élé-

2
ment analytique qui coincide avec la fonction f. En vertu du théoréme 5. 1.

f se décompose donc dans cette couronne en série de Laurent absolument conver -

gente.

On a donc prouvé que pour tout couple de points %) et x, de 4,
avec |x1—a|< |x2—a| , f estla somme d'une série de Laurent dans la couronne :
lx1 -a| <|x-a| = 'xz-a[ ; en vertu de 1'unicité du développement en série de

Laurent dans une couronne il résulte que ce développement ne dépend pas du couple
de points choisis, ce qui prouve que f est développable en série de Laurent dans

la couronne 4 . |
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10. 7. - COROLLAIRE. - Si K est maximalement complet, si ® est une famille

réguliere et si f est une fonction ® -analytique sur K , définie par une famille

cohérente dénombrable d'éléments analytiques, et si de plus f tend vers 0 3

1'infini, f est identiquement nulle.

Pour la démonstration, considérez le commentaire 10.3.1..

10. 8. - Remarque : Si la famille d'indices I ne posséde pas de partie cofinale
dénombrable, les propriétés démontrées au lemme 10. 5. sont en défaut. On
trouvera dans Bourbaki, livre I, chapitre 3, §.1, exercice 32, un exemple ou la

limite projective est vide.

Si 1'on consideére une famille Bi ne possédant pas de partie cofinale dé-
nombrable, il peut a priori arriver que, comme dans l'exemple de la proposition
10. 2. les singularités de f deviennent "invisibles'. Nous ne savons pas si en

fait une telle situation peut se produire.

""raisonnable''

Quoi qu'il en soit nous considérons que c'est une limitation
de supposer que les fonctions analytiques sont définies par des familles cohérentes
dénombrables (car c'est ce qui se passe lorsqu'on définit explicitement des fonc-
tions analytiques). Nous utiliserons le théoréme 10. 4. dans le paragraphe 11,
nous supposerons donc dans ce paragraphe que les fonctions analytiques consi-

dérées sont définies sur des familles cohérentes dénombrables. Dans les para-

graphes 12, 13 et 14, par contre, nous ne nous limiterons pas & ce cas.
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11

LIMITE UNIFORME DE FONCTIONS ANALYTIQUES

11.1. - Si K n'est pas maximalement complet, la limite uniforme d'une suite de

fonctions ® -analytiques peut ne pas €tre une fonction ®-analytique.

Si l'on désigne par C la classe des intersections finies de couronnes,
nous allons construire une suite de fonctions C-analytiques dont la limite n'est

méme pas @ -analytique ce qui établira notre assertion.
Considérons l'exemple construit a la proposition 10. 2.

Soit (bn) une suite de points de K tels que |a1—bn| forme une suite
monotone croissante convergeant vers une limite r , avec lal -b1|> P, et telle

«©
que la série & (Logr-Log|b -a,|) diverge.
n=1 n 1

Posons fn= o f(x —bn+ al) , ou f estla fonction construite a la propo-
sition 10.2. et a est une suite convergeant vers 0.

n

Posons g = ¥ f
n k=1 k

g, est une fonction C -analytique dans K, puisque c'estla somme de fonctions

f et donc

C -analytiques, (cf. §.9). De plusona €41 8n = fi

- s
s lg (¥ -g )=, |

Cette quantité tendant vers 0 avec n, la suite g, converge uniformé -

ment sur K vers une fonction g .

Or, comme fn n'est un élément analytique que dans des ensembles
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de la forme [x-B |=r avec [B_-b |<p, et r >p, comme Z f_ estun
n n n n 1 n ~ m#n
élément analytique sur 4 =an(CDm) avec D _ = D(Bm , rm) et comme A
contient Dn si tous les L sont pris < pl , on en déduit que g n'estun élé-
ment analytique que dans des ensembles de la forme ([UDH) . Or un tel ensem-
n
ble n'est pas analytique ([8], §.5., exemple 3, et annexe). Donc g n'est pas

Q -analytique sur K.

11.2. - Nous supposerons donc que K est maximalement complet.

Nous allons construire une classe & assez vaste d'ensembles analytiques
telle que les fonctions @ -analytiques vérifient les propriétés algébriques et topo-
logiques indiquées dans l'introduction. (Comme nous l'avons indiqué au §. 10.,
nous supposons que nos fonctions analytiques sont définies par des familles cohé-

rentes dénombrales).

DEFINITION. - Soient A un ensemble ouvert, X un point de A . Soit (Di) la

famille des disques intérieurs des cercles de centre x, ¢ c'est-a-dire que Di

est de la forme D, =D(a.,, r,) avec Ja,-x | =1r,. On dira que D, est bien placé
i i’ 7 i 7o i i

relativement a X - Soit Ai le plus petit disque contenant DiﬂCA , et soit Y

son diametre (on a CH = T, ). On dira que A appartienta § s'il vérifie la condi-

tion

VxOEA , Yy€ A , quelle que soit la suite de disques (Dn) bien

placés relativement 3 x avec r < |x -y|, r_ formant une

o n o n

(8) § suite monotone convergeant vers r ; pour N grand la série

» |Log ro- Log r|

z converge.
L n=N Log ro- Log pn
11.3. - Remarques :
1) Si An est vide ou réduit & un point, Log P = - et le terme corres-

pondant de la série est nul. On peut donc se limiter 2 un choix de Dn pour les-

quels cette situation ne se produit pas.
2)Si & =D_, p =r_ etsi r_ =r le terme correspondant sera pris
n n n n n

nul ; mais si T # r il est infini et en disant que la série converge pour N
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grand on exprime qu'il n'y a qu'un nombre fini de tels termes.

3) Les ensembles quasi-connexes appartiennent 2 & .

11.4. - Notation :

Soit E un ensemble de &, et soient a et b deux points de E. On

dira que y est bien situé par rapporta a si Iy-al < [b-al et si,

Dilx—ail < |ai-a| étant le disque bien placé relativement 2 a auquel appartient vy,
y n'appartient pas a Ai ou Ai est le plus petit disque contenant Di ﬂcE . On
notera Ea,b l'ensemble des points bien situés par rapporta a ou par rapport

a b. Il est clair que Ea est contenu dans E , que la famille des Ea p Pour

,b

(a,b)e Ex E est enchainée et recouvre E . Ea b est formé des deux disques

|x-a|<|b-a| et |x-b|< |b-a| d'ou l'on a enlevé les disques Ai qui s'y trouvent.

Les trous de E sont les Ai , et Ai est le seul trou situé dans le disque Di

a,b
bien situé par rapporta a ou b.

11.5. - LEMME. - Ea b est un ensemble analytique.

En effet, soit x € Ea (on peut le supposer bien situé par rapport & a),

,b

et soit Tn une suite convenable de trous de Ea pour la terminologie et les

,b (
conditions suffisantes d'analyticité, se reporter a l'annexe). Ces trous sont des
disques An = D(an , pn) et sauf peut-étre pour l'un d'entre eux (2 savoir celui

qui se trouve dans le disque Dn , bien situé par rapport 2 a , auquel appartient

X ) on aura |x0-an] = |a —anl =r . Acausede 1'hypothese (8) la série

E ILog|xo—an|-Log r|

n=N - -
Log Ixo an| Log CH

converge pour N grand ce qui prouve l'analyticité de Ea (Annexe, exemple 1).

,b’

11. 6. - PROPOSITION. - Les ensembles de & sont analytiques.
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Si E€4, c'est la réunion de la famille enchainée Ea b (a,b)EEXE .
La proposition résulte alors du lemme 11. 5. et du corollaire 7. 3. (on pourrait

aussi le prouver directement 3 1'aide de la condition (¥)). ||

11.7. - LEMME. - Soient E et F appartenanta & d'intersection non vide.

’

Soient a et b appartenanta ENF . Alors Ea ana b est analytique.

On voit sans peine que les trous de Ea b n Fa sont, soit des trous de
’

,b

Ea b’ soit des trous de Fa b Si 1'on a une suite convenable de trous de

n . ) . s
Ea,b Fa,b , soit (Tn) on peut construire deux sous -suites (n.k) et (mj) telle

que (nk)U(mj) =IN, Tn est un trou de Ea,b et ij est un trou de Fa,b .

Les suites (T ) et (Tm) forment des suites convenables de trous de Ea b et
5 )
Fa b respectivement. On aura alors :

|Log r - Log r|
© |Log ro- Log r| _ n

n=N Lo°g ro- Log P, N Log roo- Log p

nl? X

| Log rm-Log r|

+
mJ->N Log rm.— Log pm

j J
et ainsi qu'on 1'a vu au lemme 11. 5., ces deux séries convergent pour k et j
grands. Donc la série initiale converge pour N grand et Ea bﬂ Fa b est ana -
lytique. “

11. 8. - PROPOSITION. - La réunion E =U E, d'une famille enchainée (E1)
i

d'ensembles de &, appartienta §&.

Prouvons le d'abord dans le cas d'une famille & deux éléments. Soient
donc ElﬂEz;f g, E €8, E;¢8, E=E UE,. Soit x € E, on peut supposer
que xoe El , et soit ye E .

Soit une suite de disques Dn bien placés relativement a x  avec

r < |xo-yl » Ty formant une suite monotone convergeant vers r . Si r est
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croissante (resp décroissante), l'une des deux situations suivantes se produit

a) Il existe z€E; avec lxo-z[2r (resp. ]xo—z|>r)

b) Il existe z€ E2 avec |x°-z|<r (resp. |x0-z| =r)
car E1 n E2 est non vide.

Notons An , Ar: , Af les plus petits disques contenant Dnﬂc E,

1 2 iy
D DCE , D ﬂCE respectivement et soient p , p et P leurs diametres.
n 1 n 2 n n n

Si le cas a) se produit pour n assez grand, on a rn< |z-x0| et comme

1 1
D N(E cD ﬂCE ona A CA etdonc p<p .
n n 1 n n n n

La condition (8) étant vérifiée pour E1 relativement au couple (xo, z)

est donc vérifiée a fortiori pour E puisque l'ona :

© | Log rn-Log r| | Log rn—Log r|

©
by =z
n=N Log rn-Log I n=N Log ro- Log pr}

Maintenant si a) n'est pas vérifiée, alors y appartient nécessairement

a E2 , d'autre part ona b) et pour n grand ona r > ]xo-z] . Alors la suite
(Dn) bien placée relativement a x_ estune suite bien placée relativement 2 =z
2 2
- = a - N - = . c A =
car [an z| = sup (| N xo| lxo z|) r . etcomme 4 , ona P S e

et donc la condition (8) est vérifiée pour E puisqu'elle est vérifiée pour E2

relativement au couple (z,y) .

Par récurrence on en déduit que la propriété annoncée est vraie pour

toute famille enchainée finie.

Soit maintenant une famille enchainée quelconque (Ex) et soient x, et
y appartenanta E = U Ei . On peut alors trouver une sous-famille finie (EJ)
i
1<;< n 1< j<n-
j=n avec Ej EjH;fﬂ, jSn-1, et xerl,yeEn. Alors

F= U E, appartient 2 4 ainsi qu'on vient de le prouver. Si D_ est une suite
1<j<n n
relative 2 (xo, y) et si An et A'n sont les plus petits disques contenant Dnﬂ E

1 c A < gt P
et DnﬂF , de rayons p, et P ona An An et PSP donc E vérifie la
condition (8) relativement au couple (xo, y) puisque F vérifie cette condition. “
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11.9. - PROPOSITION. - La famille 8 est réguliére.

11 est évident que les couronnes appartiennent 2 & .

D'autre part il résulte de la proposition 11.8. que les réunions de famil-

les enchafnées finies d'ensembles de 4 appartiennenta § .

Il reste & prouver que si E et F appartiennenta 8 , G=ENF # §

alors G =ENF estanalytique. Mais G = U E nNF . D'apres le
a,b a,b
a, b)e GxG

lemme 11. 7. les ensembles E ana sont analytiques, comme la famille

a, ,b
(Ea ana b) , (a,b)e Gx G, est enchainée, l'ensemble G est analytique d'apres

le corollaire 7. 3. H

Les résultats du paragraphe 8 s'appliquent donc a la famille 4. On
notera que la famille 8 n'est pas stable par intersection. Donnons un critere

assurant que l'intersection de deux éléments de & appartiennenta &.

11.10. - LEMME. - Soient E et F appartenant2 4, et soit G=ENF #d

leur intersection. Si pour tout couple (a,b)eGxG , G =E b n Fa , alors

a,b a, , b
G appartienta & .

Cette condition signifie que si le disque D est un disque bien'placé rela-
tivement & a situé entre a etb, AEE AF et AG étant les plus petits disques
contenant DﬂCE R pnlr , DﬂCG , alors si AE 20 et AF #@ ona AEF‘IAF;UJ ,
ce qui implique AG = By AF .

Alors si on a la suite de disques Dn bien placés relativement 2 a entre

a et b, on peut la partager en deux sous-suites (Dn ) et (Dm) telle que
k .

r J
AT = A et A =4 . On a donc
m,

n m,
n'k k j j

|Log r_- Log r| |Log , " Log |
T n -5 k

n>N Log r_ -Log pG k>K Log r - Log pE
n n n

|Log T Log r|
J

+ Z F
j>7J Logx,, -Logpen,,
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et ces deux séries convergent pour K et J grands d'apres (§). H

11.11. - THEOREME. - Soient E et F€4, FCE . Soit f une fonction & -ana-

lytique sur E , alors f est & -analytique sur F . Si f et g sont deux fonctions

8 -analytiques sur E, f+g est & -analytique.

Ainsi qu'il résulte de la proposition 9. 1. la deuxiéme partie du théoreme

est une conséquence de la premiere partie. Nous utiliserons le :

11. 12, - LEMME. - Soit f une fonction & -analytique sur E¢ 8. Il existe une

famille filtrante (Ei) d'éléments de & telle que UEi=E , que f soit un é1¢-
i —

ment analytique sur Ei et que de plus, pour tout couple de points (xo » y) de Ei ,

tout disque D , bien placé relativement 2 x entre x et y et contenu dans

E , soit contenu dans Ei .

On sait déja que, puisque la famille & est réguliere, f peut étre définie

sur une famille filtrante (Fi) (corollaire 8. 4.).

(Puisqu'on suppose que la base est dénombrable on pourrait méme sup-

poser que la famille Fi est une suite croissante).
Soit Ii la famille des trous de Fi . Ona sur F‘i

f= £ f
TeIiT

la série convergeant uniformément sur C (U mT).

f #0

T

Or soient x ety deux points de F‘i , et soit D un disque, bien

placé relativement & x, » entre X et y, tel que D soit contenu dans E . Si
T estun trou de Fi contenu dans D, comme f se prolonge dans T en une
fonction & -analytique, et comme K est maximalement complet, il résulte du
théoreme 10. 4. et de ses conséquences que 1'on a fT =0 . Enfin il est clair que

FiUD vérifie la condition (8) si Fi la vérifie.
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Si alors 1'on considére la famille (Dj) des disques bien placés entre
deux points de Fi ) Ei = Fi U ( UDJ.) =y (FiU Dj) appartient 3 § puisque c'est
la réunion d'une famille enchainée d'éléments de & (proposition 11.8.). De plus

la série I fT converge uniformément sur E. , comme la somme de cette
Te Ii 1
série coincide avec f sur Fi , elle coincide avec f sur Ei , donc f estun

élément analytique sur Ei .

Les Ei vérifient bien les conditions de 1'énoncé. ||

11. 13. - Démonstration du théoréme 11.11.

Soit f une fonction @&-analytique sur E et soit Ei la famille définie

au lemme 11. 12.. Soit enfin Feé, FCE .

Alors la famille formée des intersections Eiﬂ F non vides est filtrante,
sa réunion est F, et f est un élément analytique sur chaque Eiﬂ F . 1l reste

a prouver que les Eiﬂ F appartiennent 2 4, ce qui va résulter du lemme 11. 10.

a et b étant deux points de EiﬂF , soit D un disque bien placé entre

E.:
a et b. AE,A1

Dﬂ':El , DnCF , si AE #@ ona AEC AF , d'autre part les conditions du lem-

et AF étant les plus petits disques contenant DﬂCE ,

. E,
me 11. 12. signifient que si A 144d alorsona AE # 0 et AEC A ' . Donc si
E; F .
A 1;‘ g et & #F, ona AN AFD AE,{ g etle lemme 11.10. s'applique. ||

11. 14. - THEOREME. - Soit Ec &, soit fn une suite de fonctions & -analytiques

convergeant uniformément sur E vers une limite f. Alors f est une fonction

8 -analytique sur E .

Remarquons d'abord qu'il suffit de démontrer le théoréme dans le cas
ou les fn sont bornées sur E . En effet, on peut trouver N tel que pour n>N
i - < = - i-
on ait [fn(x) fN(x)l 1 sur E . Posons alors g, fn fN . g, converge uni
formément sur E vers une limite g et les g, sont bornées sur E. Siona
prouvé que g est une fonction 4§-analytique sur E, alors f = fN+g en sera une

aussi d'apres le théoreme 11,11, .
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Nous allons prouver qu'il existe une famille enchainée fixe (Ei) de sous-
ensembles de E , appartenanta 8 et engendrant E telle que toute fonction

8-analytique bornée sur E soit un élément analytique sur chaque Ei .

Admettons provisoirement ce résultat. Alors les g, sont des éléments
analytiques sur E,, donc leur limite uniforme g aussi (proposition 6.1.), et

donc g est une fonction & -analytique sur E .

Soient a et b deux points de E . Appelons Da et Db les disques
D = [x-a| < [b-a| et D, : |x-b| < |b-a|. Soit (D?) (resp. (Db)) les familles
des disques bien places par rapportd a, (resp. b ) et situés dans D (resp. Db).
Soit Ai (resp. A, ) le plus petit disque contenant D NE (resp. DJ ﬂE) Nous
nous limiterons a 1a famille d'indices pour lesquels A? (resp. A, ) n'est pas
vide. A? est le disque : lx-a |< p? , avec ,a—ai] = r? H A}D est le disque :

|x-bjl< p? , avec ]b -b. l

*
Posons p = 4 pia ria et p = p,b r]; et notons A? le disque
J

* *

a b . b¥*
x-a,|<p. et A le disque x-b.| <p.
Ix-a;| <p; s que [ x-b| <,

-n-
Soit E (D ﬂC U A Yu( D n C U A ) On voit sans peine
L * . jed *

c c .
que l'on a Ea, b Ea, b E et que d'autre part Ea,be é car pour toute suite
rz; convergeant vers r ona :

,Logr - Log r| | Log ra- Log r|
z ?5 <22 < 4+
Log rn - Log pn Log r - Log p

. b
et pour toute suite L convergeant vers r' ona

|Log rt;—Log r'| |Log r:- Log r'|
¥ <2Z < 4 ®

b b b
L - -
og r Log pn Log T Log CH

Enfin il est évident que la famille (Ea est enchainée et

b)(a,b)e ExE
*
que l'on a U Eab=E'
(a,b)e ExE ’ - 159 -
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Soit h une fonction & -analytique bornée sur E . Prouvons que h est

un élément analytique sur E: b"

Remarquons d'abord que h est une fonction & -analytique sur Ea b

d'apres le théoreme 11.11.

On peut trouver Fe 8, avec FCEa b’ acF , beF ettel que h soit

un élément analytique sur F .

Soit ¥ 1la famille des trous de F . I se partage en deux familles :
T, est la famille des trous T de F qui contiennent des trous A de Ea b’

1

IZ est la famille des trous T de F contenus dans Ea b *

Un trou T de Il est pris en sandwich entre un D? (resp. D?) et un

A? (resp. A;’) on notera ce trou Tia (resp. T?) ; ona AiaCT?CD:.;l (resp.

8> c 1Pcp?).
J J J
Onasur F:h= I h_ , la série convergeant uniformément sur
T
TeX
C( U T). Pour Te¢ IZ ;on a hT =0 car h se prolonge en une fonction ana-

h#0
lytique dans TUF , et K est maximalement complet (conséquence du théordme

10.4.). Onadoncsur F : h= X h_ , la série convergeant uniformément sur

T
(cu Tex
Te‘:ﬁ:1

Notons que pour T¢ Il

sup |h(x)| = sup |h (x)[= sup |h(x)| = sup [h(x)|.
x€(T xeF x€F era b

On remarque d'autre part que h (resp. h b) ne dépend que de Aia ,
T; T;

c'est-a-dire que pour un autre F'ed, F'C Ea b’ ag€F', beF' tel que h soit

a
un élément analytique sur F', si T'i est le trou des F' contenant Aia ,

h ,=h _, =ha

T 7 A,
1 1

a

a
On peut trouver une suite Fn telle que N Ti n” Ai et donc

sup |h a(x)| = sup sup. |hAa (x)I=< sup |h(x)| = m .
xeCA‘i‘ a, n xeCTi’n i X€E, |
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Mais d'autre part s‘; = sup |h ,(x)|= sup |hAa(x), = sup lhAa(x)I
x€(D} b, x€[T; i xeF i

et s? + 0 puisque la série X hT converge uniformément sur F .
TeX
1

Le polygone de valuation de hAa (x) relatif au point a, (centre de A?)
2 a !
étant convexe pour r> pi , ona

*
a 1 a a 1 a
< = = ~(m+
Loglh, al, (o) = 3(Loghh al, (p)+Logh a, ()= 3(ms;)
1 1 1 1 1 1
et donc
* *
a a a
s, = |h 4] (pi ) = sup |(n a(x)l < Jm s;
& xefa, 4
* b*
Donc s? + 0 ; on voit de méme que s, =sup_ # |h b(x)l converge vers
x€( Aj
0 , ce qui prouve que la série & h_, converge uniformément sur E¥ . Com-
TGII T a,b
me la somme de cette série coincide avec h sur F , elle coincide avec h sur
E: b C© qui prouve que h estun élément analytique sur EZ b" “
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12

INVERSE D'UNE FONCTION ANALYTIQUE
PRODUIT DE FONCTIONS ANALYTIQUES

12. 1. - La donnée d'un point a de K et d'un nombre réel p définit une partition
de K par les disques intérieurs du disque [x-al <p (iln'yena qu'unsi p n'ap-
partient pas au groupe des valeurs) et le disque extérieur de centre = : [x-a|>p.

La réunion d'un nombre quelconque de ces disques définit un ensemble analytique.

On appellera R la classe des intersections finies d'ensembles du type

précédent.

On voit sans peine qu'un ensemble de R est analytique et méme quasi-
connexe puisque c'est l'intersection d'un nombre fini de quasi-connexes ; il en
résulte donc que l'intersection d'un ensemble analytique A avec un ensemble R

de R estun ensemble analytique (annexe, exemple 4).

La classe réguliere ® sera dite complétement réguliere si quel que soit

l'ensemble B de ® et quel que soit l'ensemble R de R, BNR appartient

a2 ®. (En particulier RC® si K¢® ce qu'on peut toujours supposer).

12. 2. - Dans ce paragraphe nous considérons une classe ® complétement régu-
litre. On ne perd rien en faisant cette supposition car plus la classe est vaste,

plus la classe des fonctions ® analytiques est vaste et d'autre part on a la

PROPOSITION. - Si ® estune classe régulidre, il existe une classe ®' comple-

tement réguliére contenant ®.
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Notons ®' la classe formée des ensembles du type BNR ou Be® et

ReR et des réunions de familles enchainées finies d'ensembles de ce type.

Comme K¢gR , ona ®C ®'. De plus d'apres ce qu'on vient de voir,
les BNR (Be® , R¢R) appartiennent 2 @ , donc les réunions de familles en-
chainées finies aussi, donc ®'c Q. Il est évident que les couronnes appartiennent
3 ®' et que les réunions enchainées finies d'ensembles de ®' appartiennent 2 ® .

Enfin si (Ai n Ri)iE I

sont deux familles enchainées finies, il faut prouver que

(Aie(B, Rie R) et (Banj)jeJ (Bieda, Qje R)

U@nr)nu@E.NQ)= U ANRNBNQ,
. i it J I 1 J J
iel jed (i, 3)€IxJ
est analytique. Or notons que pour (i,j)€IxJ , AiﬂRin Banj appartient &
@ puisque AinBj€ a (® réguliere) et RiﬂQjER. Si la famille
.NR.NB, ) P
(ANR; BJn QJ)(lrJ)GIX J

Malheureusement, ce cas favorable peut ne pas se produire, et il nous faut éta-

est enchafnée, alors la propriété est démontrée.

blir quelques lemmes supplémentaires pour démontrer cette propriété.

12.3. - Si A et B sont deux ensembles analytiques d'intersection non vide,
leur réunion est analytique (corollaire 7.3.). Nous allons chercher, plus géné-

ralement, 2 quelle condition la réunion de deux ensembles analytiques est analy-

tique.

A
DEFINITION. - A étant un sous-ensemble de K, nous noterons A le plus
petit disque (ouvert ou fermé) contenant A . Nous dirons que les ensembles ana-
lytiques non vides A et B sont faiblement enchainés si 1'un des cas suivants

se produit :
a) tBnBAg et Aonafg

A A
b) A estun trou (ou un trou intérieur)de B et A U B ainsi que

A
AUCA sont analytiques

B B
c) A" estun trou (ou un trou intérieur)de A et A UA ainsi que

BU CAB sont analytiques.
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Remarques :

1) Indiquons un cas simple dans lequel le critére b ou le critére c
est vérifié. Soit T = D(a,r ) un trou de A analytique. Si le cercle Cf(a,r) n'est
pas vide (et alors ANC(a,r) # # car sinon T ne serait pas un troude A ),

TUA est analytique.

En effet, les trous de AUT sont les trous de A 2 l'exception du trou T.
Soit x €AUT et Tnj une suite convenable de trous de AUT . Si xoe A la
condition () (cf. annexe) est vérifiée puisqu'elle est vérifiée pour A ; si x € T,
soit x'OE C(a,r)NA alors la condition (¥) relative & %, et 3 la suite Tn' est la
méme que la condition (¥) relative 2 x'O et 2 la suite Tnj et elle est donc vérifiée

puisque A est analytique. AUT est donc analytique.

2) Soit T = D(a,r+) un trou de A analytique et T' le trou intérieur
T'=D(a,r ). Alors si TUA = (TUA)N(C(a,r), si TUA estanalytique, son
intersection avec CC(a, r)e R l'est aussi. La réciproque résulte de la remar-
que 1). En effet, si C(a,r)# @ (c'est le seul cas intéressant car autrement
T =T'), les disques intérieurs Ti de C(a,r), Ti = D(ai, r ) sont des trous
de T'UA , etdonc pour chaque i d'apres la remarque précédente TiUT' UA
est analytique, et alors ( Lf Ti)UT'UA = TUA est analytique. Ces résultats se

conservent si T est un trou de centre « .

12. 4. - LEMME. - Soient A et B appartenant3d @ . Pour que AUB soit ana-

lytique il faut et il suffit que A et B soient faiblement enchainés.

Soient A et B faiblement enchainés. Supposons qu'ils vérifient la con-
dition b . Alors les trous de AUB sont formés de la réunion des trous de
AAUB et de ceux de AUCAA . Soit xoeAUB et (Tnj) une suite convenable de
trous de AUB . Soit d'abord xoe A . Si la suite des distances d(xo, Tnj) n'est
pas constante 2 partir d'un certain rang, on voit alors que, sauf un nombre fini,
les trous Tnj forment ou unz suite convenable de trous de AUCAA ou une suite
convenable de trous de BU A (car la suite des distances d(xo , Tnj) est mono-
tone quand n croit, et, pour 'rnjex (A UCAA) , d(xo, Tnj) < diam2tre de AA
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et, pour TnjeI (B UCAA) R d(x0 , Tnj)Z diametre de AA ). La condition (%)
est alors vérifiée puisque AU CAA et B UAA sont analytiques. On démontre de
méme que la condition (¥) est encore vérifiée si x € B . Finalement la condi-

tion (¥) étant toujours vérifiée AUB est analytique.

Si A et B vérifient la condition ¢, B et A vérifient la condition b

et donc AU B est analytique.

Supposons alors que A et B vérifient acAN aB et beBN AA .
Posons A'=AND(a, |a-b] ), B'=BND(b, |a-b] ). Alors A' et A sont analy-
tiques ainsi qu'on 1'a remarqué plus haut. D'autre part AAI= D(a, |a-b| ) car
D3, la-b])c 1% et A est infraconnexe. De méme A° = D(b, |a-b| 7). La condi-
tion b est donc réalisée pour A' et B'. En vertu de ce que l'on vient de prou-
ver A'UB' estanalytique. Mais comme ANA'# @ et BNB'#f ,
AU(A'UB')UB =AUB est analytique.

Pour démontrer la réciproque, remarquons d'abord que si AA (resp.
AB) de diametre r est contenu dans un trou T de B (resp. A ) de diametre

p avec r<p, alors AUB n'est pas infraconnexe et donc n'est pas analytique.

A
Si A (resp. AB) est un trou (ou un trou intérieur) de B (resp. A)
et si AUB est analytique, alors on a CAADB #8, (resp. CaBn A)# @) etdonc
AUCAA = (AUB) UCAA et AAU B = AAU (AUB) (resp. BUCAB et AUAB) sont

analytiques. I
12.5. - On dira que la famille (Ai)iEI d'ensembles analytiques est faiblement
enchainée si pour tous i et j€l on peut trouver io... inE I tels que Ai = Ai H
o
A, = A, etque A, et A, soient faiblement enchainés pour 0<k=n-1.
'n ) "k et 1

COROLLAIRE. - Si la famille (Ai)i eI d'ensembles analytiques est faiblement

enchainée U Ai est analytique.

iel
En effet, d'apres le lemme 12. 4., pour toute sous famille finie (Ai)ie.]'
faiblement enchainée, U A, est analytique. Mais ces ensembles U A, forment

ieJ i ieJ i
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une famille enchainée (et méme filtrante) et leur réunion, égalea U A, , est

iel
I

donc analytique.

12. 6. - LEMME., - Soit 8 une classe régulitre. Soient A€®, Be¢® et aeK.

Alors :

si Pra(A NB)#@ ona Pra(AﬂB) = Pra(A)ﬂPrb(B) ;

P

si Ima(A N B) est réduit & un point, on a Ima(A NB) = Ima(A) ﬂIma(B) ;

si ANB=¢, Pra(A)ﬂ Prb(B) est vide ou réduit & un point.

La démonstration est calquée sur celle du lemme 8. 2.

Notons que l'on a Ima(A NB)c Ima(A) n Ima(B) et donc
Pra(AﬂB) c Pra(A)ﬂ Pra(B) , et par suite, si Pra(A NBY#4, pra(A)nPrb(B)
est un intervalle ni vide ni réduit 2 un point. Tout revient donc & prouver que si

Pra(A) n Prb(B) est un intervalle ni vide ni réduit & un point, on a

Ima (ANB) = Pra(A)ﬂ Pra(B) .

Soit alors Pra(A) =[a,a'] et Pra(B) = [B, B'] avec
sup(a, B) < inf(a',B') . Supposons que m = [y, v'] soit non vide et soit
strictement contenu dans Pra(A)ﬂ Pra(B) ; soit par exemple Y>> sup (a, B).
I1 existe donc r avec sup(a,B)<r<y. Onadonc D(a,r)NA # ¢ et
D(a,r)NB # @ et puisque B est régulitre A'=D(a,r)UA et B'=D(a,r)UB

appartiennent 3 B, on a donc A'MN B' analytique, mais

Im (A'NB") = [0,r]JU [y, v'],

donc A'NB' n'est pas infraconnexe. Il y a contradiction. Si ona Y'<inf(a',B")
on considére les ensembles A' =CD(a, r)UA et B' =CD(a, r)UB avec

Y'<r< inf(a', B'). Enfin, si Ima(Aﬂ B) =@ (soit ANB =@ ) on considere les
ensembles A'=D(a,r)UAU(D(a,p) et B'=D(a,r)UB UCD(a, p) avec

sup(a,B) <r < p < inf(a', B8'). |
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12.7. - LEMME. - Si A=A'NR et B=B'NQ ou A' et B' appartiennent 2

® et R et Q appartiennent 2 R , alors les conclusions du lemme 12. 6. subsis-

tent.

On remarque d'abord qu'elles subsistent si A est infraconnexe et B
appartient 3 R . En effet, Ima(A' NB') et Ima(A) n Ima(B) coincident sauf peut

€tre pour un nombre fini de points.
Dans le cas général on voit que si

ANB=(A'NR)N(B'NQ)=(A'NBYNRNQ)#4

Ima(A NB) = Ima(A' nNBH N Ima(R nQ) =

= Ima@ﬁ n Ima(B') n Ima(R) n Irna Q) =

= Ima(A' AR) N Ima(B' naQ),

et que si Ima(A) n Ima(B) est un intervalle non réduit & un point, alors AN B

est non vide. “

12.8. - LEMME. - Soient (Ai) , 1SiSn, et (Bj) , 1=jS m , deux familles

d'ensembles de la forme A, =Ai'ﬂR. et B,=B.NQ, ou A'. et B' appartien-
1 1= ) J J N |

nent 3 ® et Ri et Qj appartiennent 3 ® ., Supposons que l'on ait Aiﬂ Ai+17£¢ ,
1=i , B.NB, , 1=j<m, H =
i<n 13J JH;é;zf i<m AlnBl;égd AnﬂBm;fﬂgi AiﬂBj d

dans tous les autres cas. Alors A1 n B1 et Anﬂ Bm sont faiblement enchainés.

Soit ag Alﬂ B, et soit Pra(A1 ﬂBl) = [0,a]. Nous allons montrer que

Ima(An anSn [0,0] #4 .

Si ImaiAn) c[0,a] ou ImaiBm) c[0,a], ona

Im (An n Bm) = Ima(An) N Ima(B;D c[0,a] et comme

'ImaiA Bmi #¢ , ona ImaiAnﬂBmi Nnlo,al#4¢d .
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Supposons alors que ni Ima(An) ni Ima(B;T ne soient contenus dans

[0,a]. Nous allons prouver que Ima(Bni contient le point «.

D'apres les hypotheses et le lemme 12. 7. on a Ima(AI)ﬂ Irna(Blj ,
et pour (i,j)#(1,1) et (i,j) # (n,m) Ima(Ai)ﬂ Ima(Bj) est vide ou réduit a

un point.

Sim=1, ImaZBm)n [0,a]= ma(Bl7n[0,a]= [0,a]l# ¢ .

Sim>1, 1=( UT ( )) N U Im ( 7)- U (Ima(K.)n_(ﬁImaB.)
1<iSn 1<J<m 1<i<n ' J
1ISj<m

est formé de la réunion de l'intervalle [0,a] et d'un nombre fini de points.

Mais comme Ima(Ai) n Ima(Ai+l) g, U 1 ) est un intervalle,
1<1§n

de méme U i i est un intervalle, donc I est un intervalle et par consé-
_]<m
quent

(Vv 1 ))ﬂ( ) Z 5)—[0&]

1<1§n ISJ<m

Comme ImaiAn) n'est pas contenu dans [0,a], alors

[ v i F] = [0,a'] avec a'>a , et donc d'apres ce qu'on vient de voir
1<isSn

Ima(B )C U Z ) [0,0] , comme Ima(Bm_l)ﬂ Ima(Bm) £d,

].<_'|< m
on a Ima(Bm) N[0,a] #¥ . Comme ImazBm) est un intervalle non contenu dans

[0,a ], il doit contenir le point « .

Comme les Ai et les B, jouent des roles symétriques, on prouve de

méme que ImaiAni contient le point o . Alors

Ima(Anﬂ Bm) = Ima(An)ﬂ Ima(Bm)

contient le point G et a donc une intersection non vide avec [0,a].

Prouvons enfin que A1 ﬂB1 et Anﬂ Bm sont faiblement enchainés.

.

ANB, A NB_
Si A N(A_NB_)#F et A n N(A,NB) # ¢, la proposition
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A NB
1
est démontrée. Supposons alors par exemple que A ﬂ(Anﬂ Bm) =g (si

c'est l'autre cas qui se produit, on se ramene a ce cas en inversant les numéro-
tations des Ai et des Bj) . Alors nécessairement ImaiAnﬁBm) N[0,a] est
réduit au point a . Si ImaiAnﬂ Bm) = [a,B], avec B>a ; on voit que

A NB
A ! est un trou (ou un trou intérieur)de A NB_ . Si Im (A NB_) est
n m a ' n m
AlﬂB1 _
réduit au point a , alors nécessairement A = D(a,a ). Soit alors

= s 2z .
be Anan , ona ImbiAnﬂ Bmi {0,y], avec ySa , Imb(Al n Bl) est réduit
au point o . Mais le raisonnement fait ci-dessus prouvait que

ImblAl Bli N[0,Y]#@ ce qui entraine que a =Y, et on voit donc que dans ce

A NB
cas aussi A est un trou intérieur de A NB__ .
n m
A]ﬁBl
Montrons que A U(A NB_) est analytique. Si aeIm(A NB )
A NB n m n m
alors A ! =D(a,0 ) estun trou de Anﬂ Bm et d'apres la remarque 12. 3. 1,
ANB
171 . . - +
A U (Anﬂ Bm) est analytique. Si o ¢ Im(Anﬂ Bm) , alors T =D(a,a )

est un trou de AnﬂBm. Mais ona vu que TN Bn;éﬁ (car [0,a] NIm Bmafﬁ)
et pour les mémes raisons TN An #@ . Onaen particulier T ﬂA'n #4,
Al 1 1 3
TﬂBm%ﬂ s RﬂRn;f;Zf, TﬂQm% g . Comme Al et B! appartiennent 2 ® ,
TUA' et TUB! appartiennentaussi 2 ® etdonc (TU A‘n) n (TUB‘n) est
analytique. T URn et T UQm appartiennent 2 # et donc
= [ ' 3
T U(Anﬂ Bm) [(TUAn) N(TUB m)] n(T URn)ﬂ(T U Qm) est analytique.
ANB

Comme A est soit T soit un disque intérieur de T , il résulte

A NB
de la remarque 12.3.2. que A ! u (AnﬂBm) est analytique. Un raisonne -

ANB
ment analogue prouve que (Al ﬂBl) ua est analytique. (Comme étape

intermédiaire on prouve que Q¢ Ima(AI) et ae Ima(Bl). )l
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12. 9. - Fin de la démonstration de la proposition 12. 2.

11 résulte du lemme 12. 8. que la famille formée de Ai n Riﬂ Bj n Qj
non vides est faiblement enchainée. La proposition résulte alors du corollaire

12.5.. ||

12. 10. - PROPOSITION. - Soit ® une famille compldtement régulieére. Soient

Be® et f un élément analytique sur B . Notons B° l'ensemble des x€B pour

lesquels f(x) # 0. Alors 1/f(x) estune fonction ® -analytique sur B .

Soient y et z deux points de B’ . Considérons le polygone de valuation
f relatif 3 y. Puisque f(y) #0, pour 0Xr=< |y-z|, ona |f'y(r)2 a>0.
Soit R(x) une fraction rationnelle approchant f 2 moins que a/2, c'est-a-dire
que sup |f(x)-R(x)|<a/2 . Pour 0=<r=< |y-z| onaalors [R Iy(r) = ,f|y(r) .

Comme R n'a qu'un nombre fini de zéros et de pdles, sauf pour un nombre fini

de valeurs r,,...,r ona pour [x-y| = r, 0<r<|y-z|, R(x)]| =R Iy (r)=a
et donc If(x)l =0 . Le méme raisonnement relatif au point z , montre qu'il
existe >0 , 0< r'1< r‘2< < r‘m< |y-z| tels que pour |x-z| = r,

0<r< |y-z|, r# r'j (1<j=m) ona |f(x)]=8.

Notons Q 2 l'ensemble des xe K tels que l'on ait soit |x-y|<|y-z|
et |x-y|# T, (1= i< n), soit |x-z|<]|y-z| et |x-z|# r'j (1SjE m). Ilest
clair que Qy € ® . Puisque B est complétement réguliere il en résulte que

B ﬂQy 2 appartient 2 B . D'apreés ce qu'on vient de voir on a inf [£(=)}>0.

’ xeBNQ
Yy, Z
I1 résulte alors de la proposition 6. 7. que 1/f estun élément analytique sur

B ﬂQY . Comme il est clair que la famille (BNQ est enchaf-

, 2 y,z)(y,z)€B°XB°
née et engendre B° , il en résulte que f est une fonction ® -analytique sur B°. I

12.11. - COROLLAIRE. - Soient 8 une famille completement réguliere et f une

fonction B-analytique sur B . Si B° désigne l'ensemble des points x de B

pour lesquels f(x) #0, 1/f estune fonction ® -analytique sur B° .
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En effet si (B.). est une famille enchainée d'éléments de B telle que
U B.=B etque f soitun element analytique sur B , alors U B: =B° et
ialfamﬂle (B® ) est enchainée (car les zéros de f sont isolés). %omme 1/f est
une fonction (5 -analytique sur B"i , c'est une fonction ® -analytique sur B (pro-

position 7. 8.). I

12.12. - PROPOSITION. - Soient ® une famille complétement réguliere, f une

fonction ®-analytique sur B et g un élément analytique sur B, alors fg est

une fonction ®-analytique sur B .

Considérons d'abord le cas ou f et g sont tous deux des éléments ana-
lytiques sur Bg® . Pour prouver que fg est une fonction ® -analytique sur B ,

en vertu de la remarque faite au paragraphe 6. 3., il suffit de prouver que le pro-

duit d'un élément analytique borné h sur B et de la fonction , avec a¢B,

a adhérent a2 B, est une fonction ®-analytique sur B . Or comme ® est compld-

tement régulitre BN D(a,r) appartienta ®. Mais pour r>0, est bor-

née sur BN D(a,r) et donc hx) est un élément analytique sur BN D(a, r) .
-a ytiq

B(x)

—y est donc une fonction ® -analytique sur B .

Si maintenant f est une fonction ®-analytique sur B, f estun élément
analytique sur Bi , ou les Bie ® et U Bi =B . fg estdonc une fonction ®-ana-

lytique sur Bi ; c'est donc une fonction ® -analytique sur B . “

12.13. - COROLLAIRE. - Si ® est completement régulidre et si pour toute

fonction f ®-analytique, la restriction de f 3 un ensemble B de ® contenu

dans le support de f est une fonction ® -analytique, alors le produit de deux

fonctions ® -analytiques de méme support est une fonction ®-analytique.

Ce sera en particulier le cas si B est stable par intersection ou encore

le cas de la famille & .
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13

FONCTIONS MEROMORPHES

13.1. - Deux méthodes nous permettent de définir les fonctions ® -méromorphes.

(® désigne une sous famille de Q).

Premiére méthode :

On proceéde comme dans le cas complexe. Soit f une fonction ® -analy-
tique sur B . Soit a un point isolé de B . Si f se développe en série de Laurent
au voisinage de a (ce qui sera toujours le cas si K est maximalement complet
et f définie par une famille cohérente dénombrable au voisinage de a : théoreme
10. 4.) et si tous les coefficients des termes d'exposant négatif sont nuls, f se
prolonge en une fonction analytique dans B U {a} ; si tous les coefficients sauf
un nombre fini de termes d'exposant négatif sont nuls, sans €tre tous nuls, on

dit que f a un pdle au point a . L'exposant le plus petit des termes a coefficient

non nul, changé de signe, sera appelé l'ordre du pdle.

DEFINITION Ml .- Si f estune fonction B -analytique sur B privé d'une famil-
le discrete de points a; et si pour chaque i, f a un pdle en a;, on dit que f

est une fonction ® -méromorphe dans B .

Deuxieme méthode :

On ajoute 3 K le point & 1'infini, soit K =K U {=} ; K est muni dune
topologie qui sur K coincide avec celle de K, une base de voisinages du point

+ PP =
® est formée des ensembles [x|>r , re¢R . On définit sur K une structure
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uniforme compatible avec sa topologie : un systéme fondamental d'entourages est

formé des

S 1 1
V= ()€ KaE s ([xoyl<a) ou (x|>1 et [yi>1))
pour O0<a<1.

(on pose |»] = »). Si (x, y)eV, nous dirons que x et y sontvoisins d'ordre a.
Pour cette structure uniforme K est complet (puisque K est complet pour la

valuation | | ).

Enfin il est bien connu qu'une fraction rationnelle R(x) se prolonge sur

K tout entier en une fonction & valeurs dans K uniformément continue.

DEFINITION MZ' - Soit A un ensemble analytique contenu dans K . Une limite
uniforme sur A (u sens de ]':_() de fractions rationnelles sera appelée un élément
méromorphe sur A . Soit (Bi) une famille enchainée d'éléments de la classe ®,
B = Lf B, si la restriction de f sur chaque Bi est un élément méromorphe on

dira que f est une fonction ® -méromorphe sur B .

13.2. - LEMME. - Soit ® une famille réguliere. Alors une fonction ® -méro-

morphe au sens Ml est B-méromorphe au sens M2 .

Soit donc f une fonction B -analytique au sens de M1 sur B . Soit B'
l'ensemble B privé des pdles a, . Pour chaque i il existe un disque Di de
centre a; contenu dans B tel que dans Di\ {ai} f se développe en série de
Laurent n'ayant qu'un nombre fini de termes d'exposants négatifs. f est donc un

élément méromorphe dans Di . Donc sur B'U (U Di) =B, f estune fonction
i

méromorphe, ||
13.3. - Nous verrons par la suite (proposition 13.16.) qu'une fonction ® -méro-
morphe au sens MZ l'est aussi au sens M1 . L'avantage de la définition M2

est qu'elle nous permet de raisonner sur les fonctions méromorphes comme nous

l'avons fait sur les fonctions analytiques moyennant quelques adaptations. En
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particulier, nous obtiendrons un théorgéme sur la répartition des pdles analogue
a celui établi pour les zéros d'une fonction analytique. Auparavant, nous allons
établir que certaines assertions valables pour les fonctions analytiques restent
vraies pour les fonctions méromorphes. Dorénavant les fonctions considérées

sont méromorphes au sens M2 .

La fonction de valuation et le polygone de valuation d'un élément méro-

morphe (et donc d'une fonction méromorphe) se définissent comme dans le cas des

fonctions analytiques.

13. 4. - PROPOSITION. - Les fonctions @ -méromorphes vérifient le principe du

prolongement analytique.

I1 suffit évidemment de le démontrer pour les éléments méromorphes.
La démonstration est calquée sur celle de [8] théoretme 1. Nous ne refaisons pas
la démonstration complétement, mais indiquerons seulement les modifications a

apporter.

Soit donc un élément méromorphe f sur l'ensemble A analytique, tel
que f soit identiquement nul dans un ouvert contenu dans A et non identiquement

nul dans A . Puisque A est analytique, A vérifie la condition (%) .

On voit comme dans la démonstration du théoreéme 1 de [ 8] qu'il existe
un point x de A tel que le polygone de valuation de f relatif a x atteigne la
valeur -« en un point r de Im(A), mais ne soit pas confondu avec la droite
d'ordonnée -=., Pour ce faire, ce polygone a une infinité de changement de pentes

en des points r_,..., rn, ... formant une suite monotone convergeant vers r ,

1
que nous supposerons croissante pour simplifier. Nous pouvons aussi supposer

que x = 0.

On peut donc trouver r'<r tel que pour r'<p<r, on ait ]f|(p)<% . Alors
si R est une fonction méromorphe approximant f 2 El preés, on peut trouver
r'", r'<r''<r, tel que R n'ait aucun pdle dans la couronne C : r''<p<r,
et donc f n'aura aucun pdle dans AN C . f est donc un élément analytique dans

ANC, c'est-a-dire la limite uniforme dans A NC de fractions rationnelles sans
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pSles dans AN C . Or précisément ce que 1'on a démontré dans le théoreme 1
de [8] c'est que si A vérifie la condition (¥) il n'existe pas d'élément analytique
dans ANC telque [f|(p)#0 pour r'"<p<r et [f[(r)=0 . Ilya donc une

contradiction, ce qui achéve la démonstration. H

13.5. - Nous allons étudier maintenant comment sont répartis les zéros et les

pdles des éléments méromorphes.

Soit Q(x) une fraction rationnelle, soit A un sous-ensemble de K,
nous noterons zA(Q) (ou z(Q) ou z) s'il n'y a pas d'ambiguité) et pA(Q) (ou
p(Q) ou Py ) respectivement le nombre de zéros et le nombre de pdles de Q

situés dans A .

Prenons pour A le disque ouvert D(a, r—) , alors la pente du polygone
de valuation de Q relatif 2 a a gauche du point d'abscisse Log r représente
zA(Q) —pA(Q) . Sialors la fraction rationnelle R(x) approxime Q sur A & o
pres avec o< | Qla(r) < 1/a, les polygones de R etde Q coincident au voisi-

nage gauche du point d'abscisse Log r , et on a donc
z,(Q) - p,(Q) = z,(R) - p, (R)

. - . . . + .
On obtient le méme résultat pour le disque fermé A= D(a,r ) en raison-
nant séparément sur chacun des disques intérieurs de A et en remarquant que

quel que soit le point b de A on a alors
|al, ) = lal, ()

Si A estla couronne ouverte r< |x-a|<r', la différence des pentes
du polygone de Q a gauche de Log r' et a droite de Log r nous donne

zA(Q) —pA(Q) . Sidonc R approxime Q sur A 3 o pres avec
. 1
o< inf(]Q[ (x) . [Q], (") = max (|Q] (), [Q] =M<,

on voit que les polygones de Q et R coincident au voisinage droit de Logr et
au voisinage gauche de Log r et donc zA(Q) - pA(Q) = ZA(R) - PA (R) . On
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obtient un résultat analogue sur les couronnes fermées ou semi-fermées en raison-
nant séparément sur la couronne ouverte "intérieure' et les disques intérieurs

des cercles 'frontiere'. Nous allons améliorer ces résultats.

13. 6. - LEMME. - Soient Q une fraction rationnelle, A le disque D(a,r)

(resp. la couronne : r <|x-a|] <r'), soit R une fraction rationnelle approximant

uniformément Q sur A a o preés avec a<|Qla(r)< 1/a (zresp.
a < inf ( ,Q|a(r) , |Q|a(r')) < max (|Qla(r) s [Q|a(r'))< 1/a), on a alors
z,Q) =2,R), p,(Q) =p,R).

On sait déja que zA(Q) -pA(Q) = ZA(R) - pA(R) .

Nous allons raisonner par récurrence sur le nombre zA(Q)Jr pA(Q) de
poles et de zéros de Q dans A.

Remarquons d'abord que si pA(Q) =0 , sup Q(x) = Qa(r) pour le disque
xe d

(resp. sup [Q(x)| = max(|Q|_ (r), |Q|.(r")) pour la couronne). Il en résulte
X€ A a a
que l'ona sup |[R(x)| = sup |Q(x)| = 1/a, donc pA(R) =0 etalors
x€e b

xe b

zA(Q)=zA(R). De méme si z,(Q) =0,

Al
inf |Q(x)] = Q| (r) (resp. inf |Q@)| = int (JQ] (), || (')
x€ b x€ QD

et donc inf |R(x)| = inf |Q(x)|>a , donc zA(R) =0 etalors
x€ A xgl

P,(Q) = p,R) .

La propriété est donc prouvée pour zA(Q) , pA(Q) = 0 et donc en parti-

culier pour zA(Q)+pA(Q) =0 ou 1.

Supposons alors la propriété prouvée pour zA(Q) + pA(Q)S n (et ce pour
toute fraction rationnelle et tout disque ou couronne), et soient A et Q avec
zA(Q) + P, (Q) = ntl . D'apres ce qu'on vient de voir on peut supposer que Q a

au moins un zéro et au moins un pole dans A .
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Soit d'abord A = D(a,r ) et supposons pA(Q) ZzA(Q) . Soit b un zéro
de Q dans A . Comme IQIb(0)=0 ,
étant donné B avec a<B< lle(r) =|Q la(r) ,

il existe s avec 0<s<r tel que -Log a

Q |b(s) = B. Comme d'autre part,

le polygone de Q a une pente né- Log s Log r

i ) g /—\ g
gative ou nulle a gauche du point r, \|
il doit avoir un changement de pente Log 8 f E i
entre s et r . Dans le disque 4

- Log a
A' =D(b,s ) Q a donc au moins
un zéro (A savoir b ) et dans la
" . <

couronne A" : s=|x-b|<r, Polygone de Q relatif 2 b

Q a au moins un pdle. Comme
ZAI(Q)+pA'(Q) + ZA"(Q) + PA"(Q) = zA (Q) + PA(Q) on a ZA'(Q) + PA'(Q) =n et
zAn(Q) + pA..(Q) <n . Comme d'autre part o <] Q|b(s) < Ile(r) <1/a, d'apres

1'hypothese de récurrence
ZA'(R) = ZAI(Q) ) PAv(R) = PAl(Q) ’ ZA”(R)=ZA'(Q) , PAH(R) = pAn(Q) )

et donc zA(R) = zA(Q) et PA(R) = PA(Q) .

Dans le cas ou pA(Q) < zA(Q) on raisonne de méme en considérant un

pdle b de Q et enprenant 1/a>p> lQla(r) .

. + . . : .
Si A=D(a,r ) on raisonne séparément sur chacun des disques intérieurs
Ai de A ob l'on a bien str

zA'(Q) + pAi(Q) =2,(Q) + p,(Q) = nt1

1

Supposons alors que A estla couronne r < |x-a|<r'. Soit

B =inf(|Q| (r), |Q],(x"), ' =max (IQ],(x) , |Q] (=").

On peut trouver un nombre fini de nombres r = r < r2<...< ro = r'

tels que IQla(ri)= B ou B' et que dans l'intervalle ]ri , [ on ait toujours

r
i+l
]Q|a(p)> B' ou toujours IQ]a(p) < B ou toujours B= |Q|a(p)s B!
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On peut alors partager la

-Loga
couronne A en les couronnes
Ar, < |x-a|<r, et les cercles
ii i+l .
C,a,r)). Ona bien Log B
S =
z) Q) +p, (Q)=2(Q)+p,(Q)=nt]
i i Log B

g ()4 P (W= 2,(Q)+py(@) =n1

Loga
\—/

pour ce qui est des cercles on

raisonne sur chacun des disques "1 2 T3TaTs Te T
intérieurs séparément &t la pro-
priété résulte de ce qu'on vient Polygone de Q relatif 2 a
de voir ci-dessus. Il reste donc
a étudier les trois cas :
- Dans la couronne A : r< |x-a|< r', pour r<p<r' ona

a<inf(jQl (5, |Q, (=) ] ()= sup (JQ, (), @], (<3 .

Si tous les zéros et les pSles de Q ne sont pas situés sur un méme
cercle de centre a , on peut trouver r'" , avec r<r"<r' tel que dans la couron-
ne A", r"<|x-aJ]<r'. Si C est le cercle C(a,r"), on voit que
zA.(Q)+pA.(Q) <n, zc(Q) + pC(Q)S n et zA"(Q)+pA"(Q) <n , comme d'autre
part o.<|Q|a(r")< 1/a , ona zA.(R) = zA,(Q) , pA,(R) = pA.(Q) , ... etdonc
zA(R) = ZA(Q) et pA(R) = pA(Q) . Si tous les zéros et pdles de Q sont sur le
cercle C =Cf(a,r"), alors zA(Q) = pA.(Q) = zAn(Q) = pAu(Q) = 0 et il en est donc
de méme pour R . Pour le cercle, on obtient zC(Q) = zC(R) et pC(Q) = pC(R)
en raisonnant sur les disques intérieurs ainsi qu'on 1'a déja dit. D'oh encore

z,(Q) = zA(R) et p,(Q) =p,(R).

- Dans la couronne A : r<|x-al<r', pour r<p<r' ona |Q|a(p)<3
et ]Q|a(r) = |Q|a(r‘) = 8. Alors le polygone de valuation de Q relatif & a a
nécessairement une pente négative 2 droite de Log r et une pente positive a gau-
che de Log r' donc pus de zéros que de pdles : zA(Q)> pA(Q) . Soit b un pdle
de Q dans A (s'iln'y en a pas on a déja résolu le probleme).
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Comme |Q Ib(O) = +®, que
Il (P)<p <8 pour

|b-a]<p<r', il existe s, \
0<s < |b-a|, tel que \ / \/\ Log B
IQIb(p) =g et |Q[b(p)<a N, Loga

| W E—

pour s<p<r' et

IQ!b(p) = B au voisinage Log s Log [b-a| Log r'

gauche de s .

Le polygone de Q Polygone de Q relatifa b
relatif 3 b a alors une pente
négative ou nulle a gauche de
Log s et donc dans le disque D =D(b,s ), pD(Q)Z zD(Q) et donc
pD(Q)+ zD(Q) <P, Q) + zA(Q) , donc pD(Q)+ zD(Q) < n. Comme d'autre part
o< |Q|b(s) = 8< 1/a, on a donc pD(Q) = pD(R) . En raisonnant de méme avec
les autres poles de Q situés dans A on trouve un nombre fini de cercles

D , Dm (qui peuvent coincider pour des pdles différents) et pour lesquels on

1
a pp Q)= Py (R). D'autre part pour x€ b, x¢ D, , ISiSm, ona

i i
|Q(x)] = B ; en effet, si
B< lQ(xo)l <+® comme au
voisinage de X |Q(x)| /\ Log ’Q(xo)l
reste constant, et que \ — Log B
lal,_(Ix,-al) =lal, (x,-sD <2

le polygone doit avoir un change -

ment de pente négatif au-dessus Loglb-x | Log|x_-a| Log r'
o o

de la droite d'ordonnée Log B,

donc Q a un pdle en b tel que

Polygone de Q relatif 2
|Q'x (|b-xo|)>3 , donc ye elatif & x

o
lle (lb—xo[)> B ce qui prouve

que x_ appartient au disque D(b,s ).

Puisque sup [Q(x)|<p<1/a, on a aussi sup |R(x)| <8,
x€AN((uD,) xeAﬂC(LlJDi)

i
donc R n'a pas de pdles dans AﬂC( U Di) . Donc:
i
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P,R) = 33 pDi(R) = 12 pDi(Q) = p,(Q)

et puisque zA(Q) -pA(Q) = ZA(R) -pA(R) on a aussi z, Q) = zA(R) .

- Dans la couronne A4: r<,x-a|<r' , pour r<p<r' ona lQ|a(p)> B!

et Q] (x) = Q| () =8".

Le méme raisonnement que dans le cas précédent, o on permute le
rdle des zéros et des pdles, nous prouve que la propriété annoncée est encore

vérifiée.

Enfin si A est une couronne semi-fermée ou fermée, la propriété se
démontre en considérant séparément la couronne ouverte et les disques intérieurs

des cercles extrémaux. H

13.7. - THEOREME. - Soit f un élément méromorphe non identiquement nul

ou infini sur un disque ou une couronne A . Il existe une fraction rationnelle Q

et un él1ément méromorphe g sur A sans pdles ni zéros dans A, tel que f=Qg.

De plus, si la fraction rationnelle R approxime f suffisamment sur 4,

R et f ont méme nombre de pGles et de zéros et si la suite Rn converge uni-

formément sur A vers f, les pdles et les zéros de f sont les limites des pdles

et zéros des Rn .

Soit A le disque D(0,r) (resp. la couronne r'<|x|<r), et soit Rn
une suite de fractions rationnelles convergeant vers f uniformément sur A
(au sens de E) . Remarquons d'abord qu'il résulte de la démonstration de la pro-

position 13.4. que l'ona 0<|f| (r)<+= (resp. 0< inf (|£|(p))= sup ([f|(F))< +=,
r'<s pSr r'<s pSr
sauf éventuellement si r'= 0 mais alors f se prolonge dans tout le disque D(0, 1)

en un élément méromorphe et on est ramené au cas précédent).

Soit alors o tel que a<|f|(r)<1/a

(resp. a < inf ([f[(p))= sup (Jf](p))<1/a) . Soit R une fraction rationnelle
r'spsr r'sSpSr
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approximant f uniformément sur A 2 o pres. Comme alors pour p tel que
a< |f|[(p)<1/a ona [f|](p) = |R|(p), R wvérifie la condition précédente. Si R'
approxime aussi f & a pres, R' approxime R 2 a pres et envertu du lem-
me 13. 6. on voit que R et R' ont le méme nombre z de zéros et le méme nom-

bre p de pbles dans A .

Posons B = [f|(r) (resp. B = inf |f|(p)). Soit a un zéro de R et consi-
r'<p<r

dérons le polygone de valuation de R relatif 3 a .

. Log B
- Cas o A estun disque.

Alors pour p<r , le poly-

gone a une pente toujours inférieure

- pente z
ou égale a z, et donc le polygone
Log a
de R est situé au-dessus de la / /
droite de pente z passant par le /

point de coordonnées (Log r , Log B).
Polygone de R relatifa a

0<p<
On a donc pour p<r (cas du disque)

RI ()28 &)
Zcx)l/z

et donc pour p=r(—= , ona

B
[R[ (P)Z 20> a .
2q.1/2
Donc il existe nN=< r('F) tel que o< |R la('r]) <1l/a

Si R' approxime aussi f (etdonc R ) & o pres sur A il résulte du
lemme 13. 6. que R et R' ont autant de zéros dans le disque D(a,n). En raison-

nant ainsi pour tous les zéros de R , on voit qu'on peut trouver un nombre fini

1/z
de disques de diametres inférieurs 2 r(ZB_a) , contenus dans A, dans lesquels
R et R' ont exactement le méme nombre de zéros, et qui contiennent tous les
zéros de R (et R'). On peut donc numéroter les zéros de R et R', 2 savoir

1 '
P2, s alhe,al de telle sorte que

1/z
lay - ay | <r(3-5°3) , 1<ksgz.
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- Cas ou A est une couronne.

Alors pour p< |a| le polygone de R relatif 3 a est situé au-dessus
de la droite de pente z passant par le point (Log |a| , Log|R| ([a])), il est
donc au-dessus de la droite de pente z passant par le point (Log r , Log B)
puisque Log r = Log |a|] et Log |R| (|a]) > Log 8 donc lRIa(p)> B8 (%)z , et

il existe

1/z
n=inf (r(=) ’ ,al )

tel que a < [R |a(n) <1l/a.
Le disque D(a,n) estalors

contenu dans A et le raison-
; —— Log B
nement se termine comme /
dans le cas du disque. ’i_ pente =
/
/
On démontre de la /
méme fagon que 1'on peut
son q P Log |a| Log r

numéroter les p pdles de
R et R', a savoir

1 1
bl,...,bp , bl,...,bp , de

telle sorte que

Polygone de R relatif a a

(cas de la couronne)

1
[bj—b'jl < r(2a8") /P avec

B' = [£| (r) (resp. B' = sup [f[(p)).
r'sepsr

Soit alors (an) une suite de nombres tendant vers 0 en décroissant,
et soit (Rn(x)) une suite de fractions rationnelles telles que Rn approche f 2a
o pres sur A. D'aprés ce qu'on vient de voir a partir d'un certain rang N tous

les Rn ont le méme nombre de zéros et de pbles, et on peut numéroter les zéros

et les poles de R_ soit, a, ., at bn,...,bn , de sorte que l'on ait
n 1 z 1 P
a_1/z
n n+l n
- —_ <is
]ai i [<r (2 B) 1Ssisgz ,
1/p
]b;- b;‘“[ <r (Zans') 1Sj<p
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Les suites (a?)n et (b;)n forment donc des suites de Cauchy puisque K
est complet, ces suites convergent vers des limites a, et bj ; A étant fermé

a, et bj appartiennent 2 A .

D'autre part puisque Rn converge uniformément vers f sur A, ona

f(a.) = lim R (@M =0, fb)= lim R (b!.]) = o, ce qui montre que les a, et
1 n-+ o n 1 J n-+ o nj 1

les b, sont des zéros et des poles de f respectivement et donc que
inf |a,-b,|>0.
L i 7j
i,j
Posons alors

—_— n R
T (e-a]) T (-2
Q) —0 . Qk-t——.

[ ] (x-b,) [ T (x-b))

3 J . J

J J

Nous montrerons plus loin (lemme 13. 8.) que Qn converge uniformément
sur K de Q. Ecrivons Rn(x) = Qn(x) Pn(x) . Pn(x) n'a ni zéros ni pdles dans A .

On a donc si A est un disque

R R
+1
sup IPn(x)-Pn+l(x)] = an-Pn+l|(r) = Iaﬂ _Q_n f(x)
x€ Al n nt+l
_ an—Rn+1 + Rn+1(Qn+l-Qn) | (r)
- Q Q Q
n n n-1
R_-R__[(r) R_. ()
1 n+1
< max ( oo , ,Q -Q |(1'))
la | (x) lQ (] 1) Fnt1™"n

et cette dernidre quantité tend vers 0 quand n - ® puisque Rn et Qn conver -
gent uniformément sur A quand n * ® , et que |Rn| (r) et l/|Qn|(r) sont

bornés.

Dans le cas de la couronne on a

sup ]Pn(x) -P

(x)]|= max(|P_-P
n
xed

I, P -P 1)),

n+l n+l n

et le méme calcul montre que cette derni¢re quantité tend vers 0 quand n- o,

I1 en résulte que la fraction rationnelle Pn converge uniformément sur

A vers un élément méromorphe g. On a d'autre part pour tout x € &
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[P, ()| =1P,[(x) et donc [gb)| = lim [P ()] = Lim [B,|(1) £ 0, o, g ma

donc ni zéro ni pGle dans A .

Onabien f=1limR_=1lmQ P =1limQ limP =Qg. |
n n n n n n n n n

13. 8. - Prouvons le lemme annoncé.

LEMME. - Sil'ona z+p suites (aﬁnelN 1Si<z , et (b;‘)nelN ,

convergeant vers les limites a; et bj (différentes de 1'infini) telles que

l1sjsp,

inf Iai—bjl # 0 , la suite de fractions rationnelles
i,j

converge uniformément sur K vers la limite

[ (x-a)
Q) ==

x-b,

T x-b))
J

n
(Remarquons que si a4 a et b"o a , — o he converge pas unifor -
x-b

. _n n
mément vers 1 sauf si a =b pour tout n assez grand).

Donnons-nous a <1, il faut prouver qu'il existe N tel que pour n> N,

et pour tout x€K, Qn(x) et Q(x) soient voisins d'ordre o .

Soit y> [ail , Y>|bj| pour tous i et j. On peut trouver N tel que
pour n> N on ait Y>‘a?| et Y>|b§l| pour tous i et j, alors pour |[x|>Y
on aura

26| = 2G| = fx[*P

1/2-
L,!/=-p

Si z>p , onaura pour |x|> max(y, (a
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R, > et [QG >3

donc Qn(x) et Q(x) sont voisins d'ordre a .
l/p-z
Si z<p, onaura pour |x|>max(y, (&) )

IQn(x)|<0L et |Qx)|<a ,

donc |Qn(x) -Qx)| <a, Qn(x) et Q(x) sont voisins d'ordre a.

Si z=p, Qn-Q = Pn est une fraction rationnelle dont le numérateur a
un degré inférieur a celui du dénominateur, qui n'a pas de pdles dans la couronne

|x]> v, et telle que IPn| (Y)= 1, 1le polygone de Pn étant convexe pour r>Y,

<X
on aura |Pn|(r)—r , et

donc pour le = ?} ,

EXCIRENIPEEE - EES

Log Y

En résumé, on peut trouver N et B tels que n>N et |x|> B impli-

quent que Qn(x) et Q(x) soient voisins d'ordre o .

Voyons ce qui se passe pour x= 8 .

i 6 i - = - -
Soient 0 < .m.f Iai bjl » A =max ( sup lai akl » sup ,bj b&' )
p i,j 52 i, k it
o
M=inf (0, 0a—, a , A) etsoit N'>N tel que pour n> N' ,
)\z-l lp—l

Ia?— ai| <u, |.b;1—bj|<u . Alorsona |a,- b;l|> 5 et ]bj-a?|> 8 pour tous

i et j, n> N'; etpour tous ijk{ et n>N'
n _n n . n
'ai—ak|<>\ s 'bj-b&|<)‘
On a donc pour ]x-ail <u

Qx)|<u ————<a et ,Qn(x)l <a ,
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donc lQ(x)-Qn(x)l <a, etona pour |x—bj|< V)

Q)| > - >1 et |Q (0> _& >
" )\p-l a n p)\p-l a

Donc dans D = (U D(ai, HNU(U D(hj, M), pour n>N', Qn(x) approxime

Q(x) uniformément & a pres.
+
Il reste & voir ce qui se passe dans D(0, B ) ﬂCD .

Soient Sn , S les numérateurs de Qn , Q et Tn , T les dénominateurs

de Q , Q. Posons a"=a +¢e", bl =b,+ e" .. Alors
n 1 1 1 J J z+]
n n
S (x) T(x) - S(x) T (%) P(e, ,..., € )
Q (x) - Qx) = n n - 1 z+p
n Sn(x) S(x) Sn(x) S(x)

ou P estun polyndme en eln seees e:+p sans terme constant et a coefficients
fonctions polynémes de x . On a, pour x¢€ D(0, B+) ﬂ(:D et n>N',
lSn(x)| = |8(x)| > wP . Comme |x| < B, les coefficients de P sont bornés uni-

2z n :
formément en x, et pour |ek | assez petit, 1<k = z+p, ou encore n> N"> N';

on aura
n n a
]P(el s Ez+p), < 2p et donc
vl
,Qn(x) -Qx)| < a
Finalement pour n> N" , Qn(x) approxime Q(x) & o pres dans K. ||

13.9. - COROLLAIRE. - Si f est un élément méromorphe sur un disque ou une

couronne f est le quotient de deux éléments analytiques.

En effet, il résulte de la démonstration que g est un élément analytique

(on a la convergence uniforme de Pn vers g au sens ordinaire). Donc

f=9/§y avec ®=g x-a, V= | T (x-b,). i
=1 !

Z
R
i=1
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13.10. - COROLLAIRE (Théoreme de factorisation) - Soit f un élément analy-

tique sur un ensemble A . Si le cercle C(y,r) est contenu dans A et si r est

un point intérieur de Pry(A) , 8i m estle changement de pente du polygone de

valuation f relatif 3 y au point d'abscisse Log r (m peut étre nul), f a exacte-

ment m zéros (éventuellement confondus) dans ce cercle. Si (ak) sont ces zéros

on peut décomposer f sous la forme

f(x) = (x—al) (x-am) g(x)

ol g estun élément analytique sur A ne s'annulant pas sur le cercle C(y,r).

En effet un élément analytique est un élément méromorphe (la convergence

uniforme au sens ordinaire entrainant la convergence uniforme au sens de R).

De plus f n'a pas de p6les. Or si R approxime f suffisamment, au voisinage

du point d'abscisse Log r son polygone de valuation relatif & y coincidera avec
celui de f, et le changement de pente m prouve que R a m zéros sur le cer-
cle C(y,r) donc f aussi. Nous savons aussi que f se décompose sur ce cercle
sous la forme f(x) = Q(x) g(x) , o Q(x) = (x—al),... , (x—am) et g(x) estun é1é-
ment analytique sur C(y,r), il faut vérifier que cette décomposition est vraie

sur tout A .

Or si l'on considére la suite de fractions rationnelles sans poles dans A ,
telle que sup |R (x) - £(x)| = o a tendant vers 0, et si l'on écrit
n n
=q P = (x-a™), ..., (x-a"), ; tud
R Q Qn(x) (x al) (x am) (ak) étant les zéros de R situé dans
le cercle C(y, r) on a vu que Pn convergeait uniformément vers g sur C(y,r),
montrons que Pn converge uniformément sur A vers un élément analytique g .

1

Or dans CC(y, r) Q; converge uniformément vers q- Donc dans AN C(y,r)
n

ona

sup IP (x) - P x)l =<
xe AN(C(y, r)

sup (R (x) R

1
x€ Ancc(y’ r) n+1(x)) Qn(x) n+l(x) ™) (x) Q (x)) |

et ceci tend vers 0 quand n - «, donc la suite Pn converge uniformément sur

A ﬂCC(y, r) , donc converge uniformément sur A vers 1'élément analytique g. ||
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Habituellement ce théoréme est démontré pour les éléments analytiques.

dans les couronnes en utilisant des techniques de séries entitres [6].

13. 11, - PROPOSITION (Continuité des zéros et des pdles). - Soit f un élément

méromorphe sur A , non identiquement nul ou infini, o A estle disque D(0, r)

(resp. la couronne 0< r'< |x|<r) . Posons B =B8'=|f|(r) (resp.
B=<1nf lf|(p) et B'- sup |f|(p) (ona 0<B=g'< +=).

r'Sps

Soit 0 avec 0<a< BSB'<1l/a. Si g est un élément méromorphe sur

A qui approche f uniformément sur A 2 a pres, g a le méme nombre z

de zéros et le méme nombre p de poles que f dans A. On peut faire corres-

pondre les zéros a, et a'i et les pdles bj et b'j de f et g respectivement de

gsorte que 1l'on ait :

l/z

Q
_at %
Iai ai|<r (2 B) 1

IA
A
N

IA
.
A
i ]

1/z
ij—b'j|< r (2a8) 1

Cette proposition résulte directement de la démonstration du théoréme
13.7.. Si Rn et Qn sont des fractions rationnelles qui approchent f et g res-
pectivement 2 o pres sur A&, alors R, et Qn sont proches d'ordre a et
les estimations précédentes ont été établies en 13. 7. pour les zéros et les pdles
de Rn et Qn . Si Rn et Qn convergent uniformément sur A vers f et g
respectivement les estimations restent vraies a la limite pour les zéros et les

poles de f et g qui sont limites des zéros et poles de Rn et Qn o

13.12. - PROPOSITION. - La limite uniforme sur A d'une suite d'éléments mé-

romorphes sur A est un élément méromorphe sur A .

On applique le procédé diagonal. ||
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13. 13. - PROPOSITION. - Soit f un élément méromorphe sur A prenant ses

valeurs dans BCK , et soit g un élément méromorphe sur B . Alors gof est

un élément méromorphe sur A .

On voit d'abord que si g est une fraction rationnelle Q , et si la suite
de fractions rationnelles Rn converge uniformément sur A vers f, comme Q
est uniformément continue, Qo Rn converge uniformément vers Qo f qui est un
élément méromorphe sur A . Si alors la suite (Qn) converge uniformément sur
B vers g, Qn °f, qui est un élément méromorphe, converge uniformément sur

A vers g.f qui est donc un élément méromorphe sur A . H

13. 14, - COROLLAIRE. - L'inverse d'un élément méromorphe

méromorphe.

13,15, - Comme l'addition et la multiplication ne se prolongent pas par continuité
partout dans KxK (l'addition n'est pas continue au point (® , ®) et la multi-

plication n'est pas continue aux points (0, ®) et (=, 0), la somme et le produit
de d eux éléments méromorphes peuvent ne pas étre des éléments méromorphes,

méme dans des bons cas (par exemple si A est quasi-connexe).

Exemple : Soit (an) une suite de points convergeant vers 0 et soit A 1l'ensem-

ble des x # 0 tels que le %an pour tout n (A est quasi-connexe). Soit a un
a

point de K tel que |a|>l . Posons f(x)=a+ I xna On voit sans peine que
n x-
n
cette série converge pour x€A , et que si x€A , |f(x)|= |a| , mais cette série

ne converge pas uniformément sur A . Si cependant f était un élément méro-
morphe sur A , ce serait un élément analytique (puisque uniformément borné
sur A ) et donc d'apres le théoreme 4. 7. la somme uniforme de ses parties sin-
gulieres, donc la somme de la série ci-dessus. Par contre la série converge

uniformément pour |x|> € >0,
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La fonction g(x) = f(x) +i est un élément méromorphe sur A étant

donné a < lLar ,» pour lxl <'é': on a Ig(x)| >é , et pour tout

a

n
|l ta+p =5 B
x k=1 X-3, a
et on peut trouver N tel que pour n>N et |x]| Zé
a
n
Ig(x)-l-a-z k |<a ,
p.4 k=1 x—ak

n a.

1
donc (g(x), =+a+ I k Ye V. pour n> N ce qui démontre notre assertion.
g x k=1 X-3 a

1
Par contre g(x) "% n'est pas un élément méromorphe ainsi qu'on vient

de le voir.

~ £ . . .
De méme h(x) = ;(-}Q est un élément méromorphe sur A, mais x h(x)

n'en est pas un.

Par contre, lorsqu'il s'agit des fonctions méromorphes tous les résultats
établis pour les fonctions analytiques se généralisent au cas des fonctions méro-
morphes. Pour le prouver nous nous ramenons au cas des fonctions analytiques

en démontrant la réciproque du lemme 13. 2. .

13.16. - PROPOSITION. - Soit ® une famille compldtement réguliere. Une

fonction 8 méromorphe au sens M, est B-méromorphe au sens M, et réci-

2

1

proquement.

La partie directe a été prouvée (lemme 13.2.). Pour prouver la réci-
proque il suffit de montrer qu'un élément méromorphe f sur B¢ B (au sens Mz)

est une fonction ® -méromorphe sur ® .

Soient a et b deux points de B tels que f(a) # », f(b) # » . Alors
les fonctions de valuation Ifla(r) et |f|b(r) sont majorées par un nombre M

pour rS |[b-a| . Soit R une fraction rationnelle approximant f & a pres avec
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a<'h%. Alors ,R|a(r)SM et ,Rlb(r)SM pour r= |b-a| . D'autre part R

n'a qu'un nombre fini de zéros a .,a, dans le disque D(b, |b—a|_) et un nom-

R K

bre fini de pdles b,,...,b, dans le disque D(b, [b-a|) . Donc pour [x-a|<|b-a|
et |x-a|# lx-all , 1=i<k, ona [f(x)|= Ifla(r)S M . De méme pour
|x-b| <|b-a| , |x-b|# lx-bj| , 15§24, ona Ji(x)|= lflb(r)S M.

Notons Ba 1'ensemble des x¢€ B tels que lx—a|< lb-al et

b
|x-a| # |x—ai| 1=i< k , ou tels que [x-b|< |b-a| et |x-b| # |x-bj| I1sj=¢.

Sur Ba f estun élément méromorphe borné donc un élément analytique.

b
D'autre part, puisque la classe ® est completement réguliere Ba'be ® . Enfin

si B° représente l'ensemble des points de B ou f n'est pas infini, on voit que

la famille (B_ ) est enchainée et que U (B ,)=B°.
a,b’(a,b)eB°x B® o . a,b
( ) E X (a’ b)e B % B
Enfin si f(a) =« , il résulte du théoreéme 13.7. que a est bien un pdle de f
au sens de M, . (On peut aussi le voir en remarquant que 1/f(x) est un é1é-

1
ment analytique au voisinage de a ). ”
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14

COMPOSEE DE DEUX FONCTIONS ANALYTIQUES

Les résultats de ce paragraphe découlent immédiatement du paragraphe

précédent.

THEOREME. - Soit 8 une famille complétement réguliere. Soient f une fonction

®-analytique sur B, et g un élément analytique sur A Df(B). Alors gof est

une fonction ®-analytique sur B .

Supposons d'abord que f soit un élément analytique sur B¢®B. Alors f
et g sont des éléments méromorphes et en vertu de la proposition 13.13, g, f
est un élément méromorphe. Comme d'apres la proposition 13.16 g.o.f est une
fonction B -mérorhorphe au sens M1 et que de plus go.f n'a pas de pdles dans

B (puisque ni f ni g n'enont) gof estune fonction B -analytique.

Supposons maintenant que f soit une fonction ® -analytique définie par

la famille cohérente fn d'éléments analytiques sur Bne(B .

D'apreés ce qu'on vient de voir g, fn est une fonction ® -analytique pour
tout n, or (go fn) est une famille cohérente définissant g.o.f, et donc d'apres

la proposition 7.8, go.f estune fonction ® -analytique. ||

Remarques :

1) Un cas particulier du théoreéme précédent est celui ou f ne s'annule
pas dans B et g(x) = ;l; . Il résulte donc de 1'étude du paragraphe 12 sur l'in-
verse d'une fonction analytique qu'il faut supposer la famille 8 complétement

régulidre.
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2) Le composé de deux éléments analytiques peut ne pas €tre un élément
analytique. Prenons le cas particulier g(x) = 1/x ; on a déja vu que l'inverse

d'un élément analytique ne s'annulant pas pouvait ne pas étre un élément analytique.
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15

PROLONGEMENT ANALYTIQUE

15. 1. - Soit une fonction analytique définie au voisinage d'un point a , par exem-
ple par sa série de Taylor. Soit b un autre point de K. On se demande si f
est prolongeable analytiquement au point b, c'est-a-dire s'il existe un ensemble
analytique A contenant a et b et un élément analytique g sur A coincidant

avec f au voisinage de a , ou plus généralement s'il existe une suite finie

, .
Al"" ’An d'ensembles analytiques avec a EAI , be An , AiﬁAi+l £d,
1=i<n , et des éléments analytiques fi sur Ai tels que fi = fi+l sur
Aiﬂ Ai+1 et que f; coincide avec f au voisinage de a .

On a vu que la valeur du prolongement de f en b pouvait dépendre de
l'ensemble considéré A (car G n'est pas stable par intersection) ou de la suite
A, choisie (proposition 8. 6.). Par contre, si on précise que A (ou les Ai)
doit appartenir a une famille ® réguliere, le deuxidme cas se rameéne au premier
cas (théoréme 8. 3.) et le prolongement de f en b ne dépend pas de l'ensemble

considéré (principe du prolongement uniforme, théoreme 8. 5.).

Pour simplifier nous supposerons que f est donnée au voisinage de 0.
En la développant en série de Taylor a l'origine, on peut la prolonger dans tout le

disque de convergence de sa série de Taylor D =D(0,r). Si

1
Tm Ve

f est un élément analytique sur D . Si |a.n|rn ne tend pas vers 0 quand n =+ ®,

+
f(x)=2 anxn, r= Si |an| a0 quand n+ ® , D=D(0,r ) et

D =D(0,r ). Pour que f se prolonge en dehors de D nous obtenons le premier

critere :
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15.2. - PROPOSITION. - Si f se prolonge en dehors de son disque de convergen-

ce, f estun élément analytique sur son disque de convergence D .

Si le disque de convergence D est fermé, il n'y a rien 2 prouver, puis-
qu'alors la série entitre converge uniformément sur D, et définit donc un é16é-

ment analytique.

Supposons alors que D =D( 0, r ) . Soient yeK, |y|=r, A unen-
semble analytique contenant 0 et y, g un élément analytique sur A coincidant
avec f au voisinage de 0. Soit T un trou intérieur de A contenu dans D . Il
existe alors p<r tel que T soit contenu dans D(0, p+) . Sur l'ensemble analy-
tique A ND(O, p+) , £ et g sont deux éléments analytiques coincidant au voisi-
nage de 0, donc coincidant partout. Comme d'autre part f est un élément ana-

+
lytique sur (AND(0, p ))UT , ona g = 0. On a donc

g= I gp =L g
TeT (A) Tex (A)
TND=¢

et cette derniere série converge uniformément sur D vers un élément analy-

tique sur D qui coincide avec f. ||

15.3. - Nous donnerons plus loin des conditions sur les coefficients de Taylor de

f pour que f soit un élément analytique dans son disque de convergence.

Soit alors f un élément analytique sur D . D'apres le théoreme 4. 7.,
f se décompose suivant ses parties singulieres. Mais que sont les trous intérieurs

de D ?

15.3.1. - Si D estfermé, D = D(O,r+) , D n'a qu'un trou T0 qui est le trou

de centre infini, Ona f = fT , ou fT est un élément analytique sur CTO =D.
On le savait déja ! 0 0
Remarque : Sil'on cherche un prolongement de f sur un quasi-connexe A ,

et 8i le disque de convergence D- est fermé, on sait ([5]) qu'il n'existe pas de
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tel prolongement. La situation est différente lorsqu'on cherche un prolongement
de f sur un ensemble analytique A . Donnons l'exemple d'un élément analytique
f dont la série de Taylor & l'origine a un disque de convergence fermé D(0, r+)
et qui se prolonge sur un ensemble analytique A contenant le disque de conver -

gence.

Soit a une suite de points de K , telle que Ianl forme une suite stric-
tement décroissante convergeant vers r . Soit pn une suite de nombres réels,

avec 0< pn< Ianl . Soit A l'ensemble des x de K, tels que lx—anl> pn. Si

log lan| - Logr

)
z < +o ,
n=1 log ,a‘nl - LOg pn

A¢c 8, donc est analytique. Nous supposerons cette condition réalisée. Soit bn
une suite de points de K , telle que lbn—an| # 0 pour tout n, et telle que
o -2 |

n_n

P

n

+ 0 quand n + . Alors le produit infini

x-brl * a -bn
= 1+
& T e

©

n
converge uniformément sur A vers un élément analytique f(x), puisque
x-b |la_-b |
n n

sup ;x-a | = r; + 0 quand n-+ ®
x€A n n

+
On voit que f est un élément analytique dans D(0,r ), mais n'est un
élément analytique dans aucun disque plus grand. Le disque de convergence de sa

série de Taylor en 0 est donc D(0, r+) .

Nous ne connaissons pas de critére permettant de dire si une série
entiere, dont le disque de convergence est fermé, se prolonge ou non en dehors

de son disque de convergence.

15.3.2. - Si D estouvert, D=D(0,r ), et si r n'appartient pas au groupe des

valeurs, D n'a qu'un trou intérieur T qui est le trou de centre ®. Ona

0
f=1f , ou f est un élément analytique sur T
To 0
+
le disque de convergence de f doit &tre D(0,r ). Il y a contradiction. D'olu la
- 1% -

0= D(O,r+) , ce qui signifie que



FONCTIONS ANALYTIQUES SUR LES CORPS VALUES ULTRAMETRIQUES COMPLETS

proposition suivante.

PROPOSITION. - Si le rayon de convergence r de la série entitre

fx) =% a x"
n=0 n

n'appartient pas au groupe des valeurs, et si

lim “fo,
o Rl

la fonction f(x) ne se prolonge pas analytiquement en dehors de son disque de

convergence.

15.3.3. - Si D estouvert, D=D(0,r ), et si r appartient au groupe des
valeurs, les trous intérieurs de D sont d'une part le trou de centre infini
Ty= {x| |x|> r}, d'autre part les trous T, = D(O.i ,r ) avec lai' =r,

,ai-ccjl=r, i;fj.

Comme on a alors, pour TeZ (D) ,

f=f,+ z f,
T'e T(D)
T'#T
et que z fT' est un élément analytique sur DU T , pour savoir si f se
T'eT’(D)
T'AT

prolonge dans T , il suffit d'étudier si fT se prolonge dans T .

Mais fT se développe en série de Taylor autour de 0 si T est le trou
T0 de centre «, et en série de Laurent autour de o, n'ayant que des termes
d'exposant négatif si T estle trou T, = D(cxi , r ).

On peut alors recommencer le méme raisonnement pour fT (tout ce que
l'on a dit sur les séries entitres, s'applique, moyennant des changements évi-

dents, aux séries de Laurent).

Si 1'on s'intéresse au prolongement sur un quasi-connexe, le processus
s'arréte lorsque la série entiere ou la série de Laurent n'est pas un élément ana-

lytique dans son domaine de convergence, ou a un domaine de convergence fermé.
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Si f se prolonge au point y sur un quasi-connexe, ce prolongement est

obtenu en un nombre fini d'étapes.

15.4. - Cherchons des critéres assurant que f estun élément analytique dans
son disque de convergence. Comme on l'a vu, il suffit de considérer le cas ou
le disque est ouvert, et ou le rayon de convergence appartient au groupe des
valeurs. Par homothétie, on peut se ramener au cas o r = 1 . Soit donc

D =D(0,17). Si { estun élément analytique sur D, [f(x)| est borné et donc

les coefficients de Taylor de f sont bornés.

Soit S l'espace vectoriel des suites bornées d'éléments de K . Pour
a= (an) , on pose |laf = s:p ,an| . S estalors un espace de Banach ultramétri-
que [10]. Muni de la norme | fl= HfHD , H(D) est un espace de Banach ultra -
métrique. Considérons l'application linéaire de H(D) dans S, quia f associe
la suite de ses coefficients de Taylor & l'origine a(f). Notons SH l'image de
cette application. Il est bien connu que Hf“ = Ha(f)“. SH est donc un sous-es-
pace fermé de S. Si E estun espace de Banach ultramétrique, nous dirons que

la famille (ei) est une base orthonormale de E [10] si tout élément x de

iel
E se décompose de fagon unique sous la forme x = X )\i e, » avec
icI
“x“ = sup lki' , et Ki + 0 quand i * » (c'est-a-dire suivant le filtre des
i

complémentaires des parties finies de I).

Notons ! le corps de restes de K, x + X l'application canonique de
D(0, l+) dans 1. Pour tout agt' =1-{0}, choisissons un relévement G de

cette application; on a donc & =a . Doit Du. = D(@,17). Alors

. +
f= f0 +q€21 fc, » ou fOe H(D(0,17) et fae H(tD) !
et de plus
Il = sup Cliggll . sup fig)l) et lIfll+ 0 quand ase.

D'autre part, il est bien connu que

@® .
! .
£, -i=80 hyx . avec “fon = S\ilP l)\il et !kil 40 quand i+ ®
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et que
® ~nj-1
£,= % A\ T,
j:O Jja (&-X)J
avec £ Il = Ilfmll(-,D =sup [A | et [A ]2 0 quand j 4.
a J J
Donc
® . i1
f=1% x.x1+zzxa =
i=0 1 et j=0 1% (§-x)
avec
ll£]] ", 3P (A Iljal) ,
et

')\il +0 quand i+ >, lxjal-vo quand (j,a) =+ =.

Ceci prouve que les fonctions

. -1
ei(x)=x1 , ieIN et e, (x)=—a— , jeIN, agl!

j-1
Jc‘ (‘a‘_x).]

forment une base orthonormale de H(D). Notons h et Si 0 les suites des coef-

ficients de Taylor en 0 de ces fonctions.

PROPOSITION. - L'espace SH est l'espace vettoriel fermé engendré par les

suites

) et s =((’}+J)E'n)nem , ieN, jeIN, agl'.

i Vin'neN & %ja

On notera que s, et 8.4 forment une base orthonormale de SH.

Nous allons établir quelques propriétés des éléments de SH.

15.5. - LEMME. - Soient p un entier> 0 et j un entier 2 0 . L'application

nj de IN dans Z/pZ :n -~ (I?-J) mod p , est périodique, de période J . Si

p est premier et j= pm-l , cette application est périodique, de période pm .
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Notons d'abord que

—1—.—' = E m,(n) x™ .
(1 -X)J n=0 J

Alors Trj(n) périodique mod p, de période N , signifie que

Trj(n+ sN) = TTj(n) mod p pour tous n et s

ce qui équivaut a

® N-1 = +
T.mx%= 2 £ m(n) x" sN mod p
n=0 J n=0 s=0 J
soit
N-1 n
z m(n)X
1 _ n=0
— = N mod p
(1-xy 1-X
Donc T,(n) périodique mod. p, de période N, équivaut donc 2 dire
1 -XN !
que ———— est, modulo p, un polyndme de degré inférieur 3 N.
(1-x)’
Si p est premier on a
m m
1-xP = 1-X)®  mod. p
et donc pour j= pm-l
Pm m
ﬂ-—_ = (1-X)P 77 moa. P
(1-x)’

est donc bien, modulo p, identique 2 un polynéme de degré inférieur a pm ce

qui prouve la deuxidme partie du lemme.

Soit maintenant p un entier quelconque. Posons 1 -X =Y . Alors

N N i
N 1 - i§0(i)(-Y)

1-x" 1-a-v)N
(1-x) v) Y

= - +Q(Y)
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o Q(Y) estun polynéme en Y de degré N-j et donc Q(1-X) est un polyndme

en X de degré N-j.

La premiére somme est
j-1 . i
i N, Y
L -0 (;) 5
i=1 Y
Pour montrer que T (n) est de période N, mod p, il suffit donc de

montrer que (', )—0 mod p pour 1si<j-1.

! N
Mais pour i>0, (, ) T et pour avoir ( R )= 0 mod p, il suffit
N
que le nombre rationnel —i' mis sous forme irréductible ait son numérateur di-

visible par p . Ceci a lieu si, pour tout premier q divisant p ona
ord N -ord (i!)= ord
q q ) Clp
Or pour 1=<i<j-1 ona ordq(i.‘)S j-1. Sion prend alors N = p‘] ona

ord N =j ordqp et on vérifie bien que pour 1=is<j-1,

j : s s

ord -ord (i)=jord p-(j-1)= ord
qP q jord p G-1) P

car (j-1) (ordqp-l)ZO puisque ordqp?. 1. Ceci acheve la démonstration du
lemme.

(Cette démonstration, due 2 M, Dwork, remplace la démonstration pri-

mitive moins élégante).

15. 6. - LEMME. - Soient NML trois entiers, soient (xi)OSiSM—l M varia-

bles indépendantes. Posons

N+n+k n+N

(N)_( xi B
avec
=iL+k, 0<ks=L-1, 0=isSM-1 0=Sns<ML-1, 0= ML-1
On a
n Lol -1 LN+L;"1
dget(@ )=T T T1 (09 TT = B (-]
i=0 k=0 i=0 0=j<i=M
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Pour m # iL retranchons la ligne m-1 de la ligne m , on obtient la

nouvelle matrice (wl';l(N)) avec

n _ N+n n+N - n _
wi (N) = (707) %, x w. (N-1)

n
' =
v iL+k(N) @

n

n N+n+k n
L™ 8y *;

() = (MR

+nt+k-1 -14n+
N+n+k )xn=(Nlnk)xn=an (N-1) .

- k-1 j k i i iL+k

Donc
det(w:’n(N)) = det (wfn(N)) = I_T X, det(w:ln(N—l))

= det () () TT xT

i
s 32 n n
Nous considérons alors le cas N =0 , wm = wm(O) .

Démontrons la formule

nt+k

S G R A R T G e O G

S) s

)

Soit X une indéterminée, on a

k
o (" Xn=XkZ m+k x™ _ X -
rzo(k) mZO( K ) (1-x)%H!
1 1 k__1 k k-s __1 _
Trx O rx LR T
k _ k
= (O ——=z [z (MR
$=0 (1-x)°7" n20 =0 °

En identifiant les coefficients de X" on obtient la formule (1.

n

Posons QiL+k =

(:) x?_k (rappelons que (ll:) =0 pour n<k).

I1 résulte de la formule (1) que

k-1
k n _[wn + 3 (_l)k-s (k) n ]
8=0

% Ok T M s’ Y%1+s
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et par suite L(L-1
n n 2
det (w ) = det(Q ) Tl‘r x,

Posons alors xo=x1+h , on obtient

n-k
n n n-k-s s ,n-k
= z
Qae = () Ep ™ B
n-k n-k-s_s  k+s n o n n-t , t t-k
= x, h( ), )=Z ()x (. )h
s=0 1 ] k+s t=k t 1 t-k
Posons
n_ 2 n.,t ., n-t_ t-L
1 =L >
Qk th(t) (t—k) X h n=2L>k
Q'k“=o nS L-1, kSL-1
a =qa” m> L
m m
On a
L-1
n t t-k .n L-k . n
Q. - ( ) h Q =h Q' k=L-1
k 1o t-k L+t
Donc
L(L+1)
n, _ 2 \n
det(Qm) =h det(Q m)

Développons les L premitres lignes de det(Q':ln) , on obtient

n L-1 ML-1
det(Q )= Z z At ¢
m k=0 t =L O’ “e ey L-l
k
ou At ¢ est le déterminant de la matrice (Q"n) avec
ot m
t n-t t -L
™= (M (Xyx, Knk 0<k<L-1
k tk k 1
Q';: =a m=L
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On voit que si tj= tk les lignes j et k sont proportionnell_lles et donc

At ¢ est nul. De plus dans la ligne k on peut mettre h en facteur,
° L-1 Z (t,-L)
donc dans At ¢ on peut mettre h k et par suite dans
ety

o’
n
' =
det(Q') z A

on peut mettre
t,...,t
tJ;étk o L-1

L-1 L(L-1
Iz k 2
hk=0 - p
en facteur.
n L2
Il en résulte que dans det(Qm) on peut mettre (xo-xl) en facteur et
2

s fpos L AN .
par raison de symétrie (xj-xi) , pour i #j, se metaussi en facteur dans

n
det(Qm) .

En résumé nous avons montré que le polynome en X s Xy

det(wnm(O)) est divisible par le polynéme

L(L-1

— 2 — L

yeee s X Y= | %, | | (x,-x,)
o M-1 i i i>j i

2
Q(x

Comme ces deux polyndmes sont tous deux des polyndmes homogenes de
MZLz -ML )
2 M-l
déterminer la constante C il suffit de déterminer le coefficient du terme
2 2 2

(M-1)L° _(M-2)L N

*M-1 M-2 B
en faisant le produit des éléments diagonaux. On trouve donc

degré , c'est que l'on a det(w:n(o)) = CQ(xo, Pour
dans le polyndome det(Q?n) ; or ce terme s'obtient

M-

t

-1

-— =T ,iL+k
c= 171 TT (&%
i=0 k=0
15.7. - Dorénavant, si 1 estde caractéristique nulle, p désignera un entier

arbitraire, et sinon la caractéristique de 1.

Notons I l'espace des suites d'éléments de 1. Pour agS, |all<1,

a=(a z .
posons a (an) € - 204 -
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LEMME. - Soit a= £ X. 5, , ot a€Z, A, e !, etoules X, ne sontpas
finie JO JO& — Ja Ja

tous nuls. Soit J le sous-ensemble de IN formé des n tels que an;é 0. I1

existe T tel que, quel que soit N¢IN, JN(N, N+T)#¢ .

On peut supposer que

a= £ u z )“a 8.
0<jsp -1 o<isMm-1 % 4

ou MeIN. Prenons T = Mpu-l . S'il existe N tel que JN[N,N+T]=¢ , ona

o) -

pour N=<n<N+Mp -1 , a = 0 , c'est-a-dire

(N+n+j

>

z z

Yo N o< mpit
o<jsp"”-1 osism-1 4 !

Le déterminant de ce systime linéaire en \ a été calculé au lemme

15. 6., il vaut

0=k< i= M-1

Il faut distinguer deux cas :

a) ! estde caractéristique 0, alors le facteur constant n'est pas nul

et, puisque ai%ak, pour ik, ona AZO.

b) t estde caractéristique p. En vertu du lemme 15.5. on a alors
M .
ip +
(P =(D=1 modp ,
J J
le facteur constant n'est donc pas nul et A& n'est pas nul.
I1 en résulte dans tous les cas que l'on doit avoir
A, =0 0<j<p".1 o0<is< M-l

ce qui contredit 1'hypothese. I
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15.8. - LEMME, - Soit ag¢ SH . Alors lim |a_| = sup |X, (a)] .
n-+* o« n j’a Ja‘

Si .S’lap llja(a)| =0, a=% Xi(a) s, et a = )\n(a) , donc :-z;nwlanl =0.

Si sup |A, (@) =\, (@)]=A#0, posons b=a- & A8, , et
ja _]00.0 I)‘.szl 1
i

On a, pour n> n Ibn|= Ianl et |lcll=1. Ona Xi(c)<1 ,

etdonc ©= I A, (c)s.. avec X, . (c)# 0. D'apres le lemme 15.7. il
finie J® Jja Jo%
existe T tel que, dans tout intervalle [N, N+T ], il existe un n avec <c. ;J- 0,

n
etdonc |c_|=1, ouencore |[b |=A. Onadonc limfa | = lim |[b_|=A\. I
n n n-+o n+e o

15.9. - DEFINITION. - Le sous-ensemble J de IN est dit lacunaire, si, quel
que soit TeIN, il existe N¢IN telque JN[N, N+t] =¢.

15.10. - THEOREME. - Soit a€S telle que !}11_.:120 lanl =\£ 0. Sojt J (resp. I)

l'ensemble des n tels que lan|= A (resp. Ianl >A). Si J estlacunaire, ou si

I n'est pas borné, a n'appartient pas 3 SH.

Soit agSH . Il résulte du lemme 15.8. que I est borné. Construisons
la suite ¢, comme au lemme 15.8.. Soit J l'ensemble des n tels que |an| =\,
et J' l'ensemble des n tels que Icn| = 1. Il résulte de la démonstration du

lemme 15.8. que J' n'est pas lacunaire. Or
J'ﬂ[no,w:]= Jﬂ[no, ],

et donc J n'est pas lacunaire. H
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15.11. - COROLLAIRE. - Soit r le rayon de convergence de la gsérie entitre

flx) =% anxn s

et supposons que

lim |a lrn= AEO .
n-o n

Soit J (resp. I ) l'ensemble des n tels que Ianl =

(resp. lanl > )

Si J estlacunaire, ou si I n'est pas borné, f ne se prolonge pas

analytiquement en dehors de son disque de convergence.

15.12. - Exemples :

1) J= ¢ , cela se produit s'il existe N et une suite croissante n telle
n
k
que l'on ait pour N=n< n Ian| i< |a | r .

Cela se produit aussi 8'il existe une suite croissante n telle que 1'on
n
ait pour n>nk,|a |rn<la | r k et lim |a |rnk;50.
n n ndo By
2 Ph
2) Les fonctions f(x) = I et gx)= & x ne se prolongent pas
n n

en dehors du disque unité D(0,17).

3) Soit K de caractéristique 0 et ! de caractéristique p. Consi-
n

dérons la fonction exp(x) = T :. . Le rayon de convergence de cette série
1 ' n 1

-1 - -1
P=1  Ontrouve \ = lim ,1.11_'lp p-1_ P P=*  Pour n = p ona
" !

-1l . 25 L
]—11:—, = pp—l et donc [—k-l P p-l P Pl Iiensemble I estl'ensemble
p ! p !

est p

{pk]k6 N ° Cet ensemble est lacunaire. L'exponentielle n'est pas un élément

analytique dans son disque de convergence.

4) Soit toujours K de caractéristique 0 et ! de caractéristique P#2.
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1 1/2 .
Considérons la fonction 1 -(1-x) /2 =%x+ 2 21 2 x2 +.... Ona
1
a_ = JZ—Q)— Le rayon de convergence de la série est 1. De plus ,anl = ,(Zx.ln),

n ,n (n ")2 o
11 résulte du lemme 15.5. que pour n =p lan, =1 et pour

m
-1
P—z——< n= pm—l,lan, <1 . Onadonc A =1 etonvoitque J estlacunaire
P+ 1
——. P -1InJ=4.

puisque pour tout m l'intervalle [

15. 13. - Nous allons améliorer nos résultats moyennant des hypotheses supplé-
mentaire sur K . Nous supposerons que ! estde caractéristique p et que dans
! tout élément est une racine de 1'unité. Ces conditions sont réalisées dans le
cas de ﬁp , la cldture algébrique de Qp . On sait [6] qu'on peut construire une

extension maximalement complete ﬁp de Qp qui ne change pas le corps de

restes. ﬁp vérifie donc nos hypotheses.

LEMME. - Quels que soient le nombre réel positif ¢ et 1'élément B de Qp

avec IB, =1 ; il existe M tel que ]BM-1|< e .

On sait que dans le corps de restes 1 de .ﬁp tout élément est une

racine primitive de 1'unité, donc qu'il existe un entier U tel que Bu-l < 1.

Mais alors

4P 1] = [(LegH1)P- 1] = p(™-1) + BB (gHo1y2 s s (gMapP)

M
< sup (|81P, 2221,

n
et donc BUP -1 20 quand n+ . On peut donc trouver un entier VvV tel que

\Y
MPp

|8 -1| < €. On pose alors M=|..xpv O



FONCTIONS ANALYTIQUES SUR LES CORPS VALUES ULTRAMETRIQUES COMPLETS

15.14. - THEOREME. - Soient K = ﬁp , a€SH, )\ un nombre réel positif. Il

existe deux entiers n_ et m tels que pour n>n_ on ait |a -a | <A
o — o —— '"ntm n

Par homothétie, on peut se ramener au cas ou lalls1 et 0<A< 1.

Soit
a=x A,s .. 8.
ioii jo jo
Ona [A\]=<1, |Xx, |1 . Posons
1 Jja
b= I A, s,
A, [=r %0
Jja
(c'est une somme finie).
Soit
n_ = sup i
ARTWIES

Pour n>n_, ona |b -a | < \.
0 n n

Soit u tel que L <X . Alors, d'apres le lemme 15.5. on a,

pour N=puj, keIN , P

+ KN+ j +j 1
[T T - D= =<
P

D'autre part il résulte du lemme 15. 13. qu'il existe M(a) € IN tel que

~-kM

&'_M—1|<X, et donc pour k€ IN |% -1l <\,

Si on pose

me TT

[\

i
, P J M(a) ,
=

ja
il résulte de ce qu'on vient de montrer que

|b -b |<A , etdonc |[a -a | <x. |
m n n

nt+ ntm

On déduit de ce théoreme le résultat suivant de F. Bertrandias [3] :

- 209 -



PHILIPPE ROBBA

. n . .
Soit f(x) = T a ¥ |une fraction rationnelle ; supposons que les coef-
n
ficients a soient rationnels et soit p le rayon de convergence de cette série

entidre. Notons l IP la val uation p-adique. Alors il existe k_ tel que, si pour

0
k> k0 ap #0 , il existe M et ng tels que pour n =k + Mn'>no (n'eIN) on
ait
n|a |_ = Cte .

np
Comme ci-dessus on en déduit un critére assurant qu'une série de Taylor

n'est pas prolongeable en dehors de son disque de convergence.

15. 15. - Soit a¢ SH . Nous allons donner une méthode "explicite' de calcul des
coefficients de a relatifs & la base (si, Sjc(.) dans le cas ou ! est dénombrable

(c'est le cas de ﬁp ).

LEMME. - Munissons KN de la norme ”a“ = sup la | Pour que
n
0=n=N-1
N N . . .
egre e eN 1 de K forment une base orthonormale de K , il faut et il suffit
que l'on ait HeiH =1, 0SiS N-1 et que les images e—i des e s dans l'application

canonique de la boule unité B_ . de KN dans lN , forment une base de lN .

N

La condition sur la norme des e; est évidemment nécessaire. Si alors
agBy,ona a-= z A e; avec l)\il <1 etdonc a= E'X'i?i ce qui prouve que les
q engendrent ! , comme 1 est de dimension N les e; forment une base

de YN.

Maintenant si N vecteurs (ei) vérifient Hei“: 1, mais ne forment pas
une base orthonormale de KN , c'est qu'il existe a , avec ||a||< 1 tel que
a=2=L )‘iei et sup D‘il =1. On aura alors 0 = Exi?i ou les -Xi ne sont pas

tous nuls, Les ?i ne forment donc pas une base de !N . H
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15.16. - Puisque ! est supposé dénombrable, numérotons ses éléments non nuls,

@®
soit @ #am si kZm et 1\ {0} =kLio{ak}. Nous poserons st-k = sjk .

Comme convenu en 13.7. si ! est de caractéristique nulle p désigne
un entier fixe =2 , sinon la caractéristique de 1

Si ag S, nous noterons 5N ou & s'iln'y a pas de confusion avec le

vecteur de KN de composantes (ao, eraNy ).

Les vecteurs 3, , OSiSpn—l , et -§-jk , OSjSpn—l , 0Sk= pn-l ,

2n -

P [ -= - -
- + =
. En effet si a = ? )\1 Si j’z A,jk Sjk

[

n
P

4+

forment une base de 0 les co-

L o as n 2n n . .
ordonnées de a d'indice m avec p Sm=p + p -1 ne font pas intervenir les

Xi , il résulte alors de la démonstration du lemme 13. 7. que tous les Ajk sont

nuls, on a alors ;i =Ti =0.

I1 résulte alors du lemme 13. 15. que les vecteurs §i , 0=is pn -1 et

2n
§'k , 0sj= pn-l 0<k= pn-l , forment une base orthonormale de KPP
J

n

(@)

Pour i<p"-1, j<p'-1, k<p -1, nous noterons )\?(a) et A\

w)

respectivement les coordonnées de 3 relativement 2 la base §i ik de
n,_2n
+
kP P Pour i= pn ou j=p" ou k= p. nous poserons Xin(a) =0, )\r;k(a)=0

15.17. - PROPOSITION. - Si a€SH, X?(a) et x;‘k(a) convergent, lorsque n =+ @
vers les coordonnées Ki(a) et )\jk(a) de a relatives 2 la base orthonormale

(si s Sjk) de SH.

I1 est clair que Xin(a) et )‘jrl: (a) sont des formes linéaires sur S puis-
que ce sont les composées de l'application linéaire a * 4 et d'une forme linéaire.
De plus ona || Xin || <1 et H)\!;k“ =1 pour tous ni j et k, car l'application

de restriction a + & est de norme 1 et que les formes coordonnées sont de
n, 2n
norme 1 puisque la base (si s 84 de KP "P  est orthonormale.
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. X . n _ _
De plus il est évident que nl_:x;r: )\i (si,) = Xi(si,) 6ii' ,

. n B _ . n _ _
1lim Xi(sjk) = )\i(sjk) =0 , lim A k(si) = )\jk(si) =0, et

n—- o n-*e® j
n

lim A, (s,,, ) =X (s, )=05_723

o o jk J'k' k'K i3 kk'

Comme les vecteurs (:'-;i s sjk) forment une famille totale de SH
(proposition 13, 4.) il résulte d'un théoreme classique sur les espaces normés

que pour tout ag SH lim Al'(a) = A,(a) et lim A" (a) = A" (@). |
n+*eo 1 1 n+e JK jk

15. 18. - Remarques :

1) Le calcul des formes )\? et )‘;k releve du calcul matriciel.

2) Cette méthode permet de voir si un élément de S appartienta SH .
Soit a¢S , considérons les suites )\?(a) et X;lk(a). Si pour un i ou un couple
(j»k) l'une de ces suites ne converge pas c'est que a¢ SH. Si ces suites conver-
gent toutes vers des limites )\i(a) et )\jk(a) respectivement et si la famille
(Xi(a) , Xjk(a)) ne tend pas vers 0 2 l'infini, c'est que a¢ SH. Enfin si la famil-
le (ki(a) , Xjk(a)) tend vers 0 2 l'infini, mais si 1'on a alors

a# ZA(a)s.+Z X, (a)s., , clestque a¢g SH .
#il()ljkjk()Jk que a¢

11 semble cependant que ce criteére ne soit guere utilisable en pratique.

15.19. - Rappelons les résultats déja obtenus dans ce domaine.

Dans sa these [9], W. Schdbe donne un critére pour que la fonction ana-
lytique f(x) définie par sa série de Taylor dans le disque unité D(0,1 ) se pro-
longe dans le complémentaire du disque D(I1, 17),4 = CD(l, l-) . Sa méthode
consiste  faire une inversion ¢ qui conserve le disque D(0,17) et envoie D(1,1)
dans le complémentaire du disque unité fermé a savoir l'ensemble des x tels

que |x|>1 . Alors la série de Taylor de fo Cp-l doit conver ger dans le disque
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D(1, l+) , donc ses coefficients doivent tendre vers 0. On peut ainsi calculer les
coefficients du développement de Laurent de f autour du point 1 . W. Schdébe don-
ne aussi un critére pour que f se développe en série de Laurent dans une couron-
ne de centre 1 et donne des formules permettant de calculer les coefficients de
cette série de Laurent a partir des coefficients de la série de Taylor de f autour
de 0.

Plus récemment Y. Amice (2], remarquant que les fonctions n - (nltk)
sont les polyndomes d'interpolation de la suite trés bien répartie u, = -k [1],

a montré que la fonction analytique dans D(0,1 ) f(x) = anxn se prolongeait
dans CD(I, 17) si et seulement si la fonction n + a était uniformément continue
pour IN muni de la valuation p-adique (on suppose K = -ﬁp) . Le coefficient du
développement de Laurent de f autour du point 1 s'obtient 2 partir des coeffi-
cients a grace aux formules d'interpolations [1]. Elle généralise ce critére au

cas ou f se prolonge dans le complémentaire de la réunion d'un nombre fini de

disques intérieurs du cercle unité.
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ANNEXE

Pour la commodité de 1'exposition nous rappelons ici la caractérisation

géométrique des ensembles analytiques.

Soit A un sous-ensemble ouvert de K . Etant donné un couple de points

, i la sui disjoints D_,=D(a ., p_), ,
(xo y) de A on dira que la suite de trous disjoints n,j (an_] an) nelN

>

1sj=< J,» est convenable sil'on a :

- = =i=<
'anj xol r pour 1=j Jn ’
Ianj - amkl = sup (rn, rm) pour n #m
et
lanj- ank| < T pour j #k,

si la suite (r_) forme une suite monotone convergeant vers une limite r et si
n

= -
T SXTY pour tout n.

THEOREME. - Pour que l'engsemble ouvert A soit analytique, il faut et il suffit

que la condition suivante soit réalisée.

,

Pour tout couple de points (xo » ¥y) de A, pour toute suite convenable de

trous Dnj et pour toute suite d'entiers = 0 (pnj) , la suite

n-1 In ]
(*)W (nf:-l P, | Log r -Log rm|) -lssjuspJ[pnj(log r -log pnj) +k§1 pnk(log r -log 'ank- anjl)

n k#j
Im
ov =% .) ne tend pas ve +o quand n-e .
g(_\1 Pm 55 Pnj) pas vers q
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La suffisance de la condition (¥) a été démontrée dans [8]. Dans [8]
on donnait une condition nécessaire plus faible moyennant des hypotheses supplé-
mentaires sur le corps de restes. La nécessité de la condition (%) a été prouvée

de fagon tout 2 fait générale par A. Escassut, [5].

Exemples :

Dans [8] on donne de nombreux exemples. Nous utilisons dans cet arti-
cle les exemples suivants :

1) Les disques D(a,p) et D(b,r) sont dits indiscernables si |a-b|=p=r .

L'ensemble ouvert A est analytique si la condition suivante est réalisée.

( Pour tout couple (Xo’ y) de points de A , pour toute suite de trous dis-
cernables de A, D(an, pn) , telle que |xo -anl < lxo-yl pour tout n et que
la suite lxo-an| forme une suite monotone convergeant vers la limite r , la
(-;)ﬂ série

« | Logx-Loglx,-a|l

z
n=N Log |xo-an| - Log Pl

converge pour N assez grand.
N

2) Soit A un ouvert tel que CA soit la réunion d'une suite de disques
D(an, pn) , ou lanl est une suite monotone convergeant vers r , avec :

1
Log p < Log ]an[ - )31 | Log lanl - Log lak] |+ c

@
ol c estune constante arbitraire vérifiant ¢< I |Log r - Log |a.k| |. Alors A
k=1

est analytique.

3) S'il existe un couple de points (xo, y) de A et une suite de trous
D(an, pn) de A tels que lan-xols lxo-yl pour tout n , que
[an-am| = sup (lan-xo| , Iam-xo| ) pour tout m# n, que |xo-an| forme une
suite monotone convergeant vers r , que la série ZlLog r - Log |a_| soit di-
n= n

vergente et que
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n-1
> - - - - -
Log p = Log |xo anl )\k2=l | Log lxo anl Log lxo akH
avec A<1l, A n'estpas analytique.

En effet, la suite D(an, pn) est convenable (avec J= 1, ¥n) eten

prenant P, = 1, on voit que :

n-1
miil'Log IxO-anl - Log Ixo-aml | - (Log Ixo-anl - Log pn)

> (l—k)mellloglxo-anl -loglxo-am| |

qui tend vers +® quand n + +® , donc (%) n'est pas vérifié.

4) Si A est analytique et B est quasi-connexe, alors ANB estana-

lytique (si ANB # @ ).

En effet, si X et y appartiennenta AN B, ils appartiennenta A ;
d'autre part, si la suite de trous Dnj de ANB est convenable, les Dnj sont
des trous de A sauf pour un nombre fini d'indices n et la condition (%) est

vérifiée pour ANB puisqu'elle l'est pour A .
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Analytique (élément)eseccescecsccccssscsessececaassssscsssscnssssssscnsssss,
Analytique (ensemble) cuuieessesccscosscsssscsssssesssssssssssssensassscsne
Analytique (fonction) sesseeecescesscscececcsscssocnonscsccnssccsssasssceccns
Disque intérieur, ouvert, fermé . iieeeessssccseccssssececcsccsscscsccsasse
Enchafnée (famille) .. . . . .iieiiieereneeisnesnnerieresiecsnneesinecenees
Maximalement complet cueieeeeessesssesesccstsscssscsssscssssssssosssscsnsne
Partie singuliere d'un élément analytique relative 2 un trousccscceccccccccee
Placé (disque DieNheeeesssessssesssssssssssssssssassssssssssssssssscssssnns
Polygone de valuationesssssssssessssstsssrostossasscssccsscascascanscananns
Projection d'un ensemble cceeeessscscscacascesssssssscssssscsessssscscsssns
Réguliére (famille)'"'"’""""""'“"'"""'""""""""""""
Régulidre (famille completement) ssseesessssescssssscsssssssesssssscccnnns
InfraconneXe ..uiieeeseeseseeeecseasceseessasasscesssasnssssassssnnscssssnne
TTYOU cosesecssccecssscssssossessssssssssencssssssscsscsssssnssssssssssssoncns
Trou intérieur ii.uiuiieiereeseesiaseessasensossoasoasasssnsassonssnssassnses

CONAItion (¥) seeeseesesseassssassessssssssenssassassassssassacsnsas

Famille @ .eeveeeneecsessenossosssenssscssssssassesasssssenassans

Tamille § seoceocescencoscassssssscessessessonsosssssasssssassnss

Famille T, T itiiueatesoocaatssensscassososssssscsssssssssnssscns
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