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FONCTIONS ANALYTIQUES SUR LES CORPS VALUES ULTRAMÉTRIQUES COMPLETS 

1 

INTRODUCTION 

Soit K un corps value, ultramétrique, complet et algébriquement clos. 

Soit A un sous-ensemble de K . Si l'on veut édifier une théorie des fonctions 

analytiques sur A on sait qu'il n'est pas possible de définir celles-ci par des 

conditions locales (à cause de la nature ultramétrique de K : cf. [8]). 

Il faut donc définir globalement les fonctions analytiques sur A . Pour 

définir celles-ci demandons-nous quelles propriétés il est souhaitable que pos­

sède l'espace H(A) des fonctions analytiques sur A . Il est raisonnable de de­

mander que la somme et le produit de deux fonctions analytiques sur A , l'in­

verse d'une fonction analytique sur A ne s'annulant pas dans A , la limite uni­

forme sur A d'une suite de fonctions analytiques sur A soient des fonctions 

analytiques sur A . De plus, on demandera que les fonctions analytiques sur A 

vérifient le principe du prolongement analytique : si f Ç H(A) s'annule dans une 

boule contenue dans A , alors f est identiquement nulle dans A . 

Il est naturel d'admettre que les fonctions polynômes sont analytiques 

(elles vérifient certainement le principe du prolongement analytique). Eventuel­

lement, on exigera que les fonctions analytiques sur A soient indéfiniment déri-

vables, que leurs dérivées soient des fonctions analytiques et qu'une fonction ana­

lytique dans un disque (respectivement une couronne) y soit développable en série 

de Taylor (respectivement en série de Laurent). 

Il résulte de ces conditions que les fractions rationnelles sans pôles 

dans A et les limites uniformes sur A de telles fractions rationnelles sont des 

fonctions analytiques sur A . Une limite uniforme sur A de fractions rationnel­

les sans pôles dans A sera appelée un élément analytique. Si on demande que 

les éléments analytiques sur A vérifient le principe du prolongement analytique, 
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o.n obtient des conditions sur A . Si les éléments analytiques sur A vérifient le 

principe du prolongement analytique on dit que A est analytique. La classe des 

ensembles analytiques sera notée G . Dans [8] nous avons étudié sous quelles 

conditions un ensemble était analytique ainsi que quelques propriétés des ensem­

bles analytiques (voir l'annexe). 

Dans cet article, nous nous proposons d'étudier les propriétés des élé­

ments analytiques sur un ensemble Aç d . Nous établirons un théorème de dé­

composition d'un élément analytique suivant ses parties singulières, théorème 

analogue à celui de Mittag-Lôffler. Nous étudierons si les éléments analytiques 

vérifient les propriétés indiquées dans cette introduction. Nous verrons que ce 

n'est pas toujours le cas ; nous serons donc obligés d'introduire les fonctions 

analytiques (§ 7). Il apparaîtra alors que, pour que les fonctions analytiques pos­

sèdent les propriétés désirables, il est nécessaire de faire des hypothèses sup­

plémentaires sur la nature topologique de K , à savoir K devra être maximale-

ment complet (§ 10). 

Nous étudierons les fonctions méromorphes pour lesquelles on obtient une 

factorisation suivant les zéros et les pôles analogue à celle obtenue pour les 

fonctions analytiques (voir par exemple [7] ). 

Enfin, nous obtiendrons des critères permettant de savoir si une série 

de Taylor se prolonge en dehors de son disque de convergence. 

C'est M. Krasner [6] l'initiateur de la théorie des fonctions analytiques 

dans les corps values ultramétriques. Il a été le premier à donner des définitions 

convenables des fonctions analytiques et à trouver des techniques pour les étudier. 

Bien des idées de cet article se trouvent déjà implicitement ou explicitement dans 

ses travaux. 
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2 

NOTATIONS ET TERMINOLOGIE 

La fin d'une démonstration sera indiquée par || 

La valeur absolue sur K sera notée | | . 

Dire que K est ultramétrique signifie que 

|x+y| ^ max ( |x | , |y | ). 

Il en résulte que si |x | ^ |y| on a l'égalité dans la formule précédente. 

On suppose que le groupe des valeurs est dense dans K+ . 

On notera K = K U {°° } . 

On appellera disque ouvert, disque fermé, cercle de centre a et de 

rayon r , et on notera D(a, r ) , D(a, r ) , C(a, r) les ensembles 

I x -a I < r , I x -a I ^ r , | x-a | = r . 

Si b£D(a,r+) (resp. C(a, r)), D(b, r ) est contenu dans D(a, r+) (resp. 

C(a, r)) et est appelé disque intérieur du disque D(a, r+) (resp. du cercle C(a, r)) 

Le complémentaire d'un disque sera appelé disque de centre 00 . 

D(0, 1+) forme un anneau commutatif unitaire dont D(0, 1 ) est un idéal 

maximal. D(0, l+)/D(0, 1 ) est appelé le corps de reste du corps K . C'est l 'en­

semble des disques intérieurs du disque unité fermé D(0, 1+) . On le note ï . 
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< signifiera soit < , soit ^ et lorsque nous parlerons du disque de 
centre a et de rayon r , D(a, r) : |x-a | < r cela désignera soit D(a, r ) soit 
D(a,r+) . 
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3 

POLYGONE DE VALUATION D'UN ELEMENT ANALYTIQUE 

3. 1. - Soit A un sous-ensemble de K et soit y un point de K . Nous noterons 
Im (A) l'image de A dans l'application de K dans 1R+ : x -» |x-y| . Soit 

y _l_ Im (A") l'adhérence de Im (A) dans 1R . Nous dirons que A est infraconnexe y y ^ 
relativement à y si Im (A) est un intervalle. 

y 
Nous dirons que A est infraconnexe s'il est infraconnexe relativement 

à tout point de K [5]. (Un ensemble analytique est infraconnexe [8]). 

Nous appellerons projection de A relativement à y et nous noterons 
Pr (A) l'ensemble des points d'accumulation de Im (A) . Si A est infraconnexe, 

y y 
Pr (A) = Im (A) sauf si Im (A) est réduit à un point auquel cas Pr (A) est 

y y y y 
vide. 

3. 2. - Soit P(x) un polynôme. On pose, pour r appartenant au groupe dés 
valeurs, 

|P| (r) sup 
|x-y| = r 

P(x) 

|P|y(rj est une fonction continue monômiale par morceaux qui se prolonge sur 
IR+ tout entier. 

Pour une fraction rationnelle R(x) _P(x) 
Q(x) on pose 

|R|y(r) 
P| (r) 
|Q|y(r) 

lR L(r) est une fonction continue, monômiale par morceaux (éventuellement avec 
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exposant négatif) définie sur tout ]R 

Si R n'a ni zéros ni pôles sur le cercle |x-y| = r on a |R |yW R M 

pour tout x vérifiant |x-y| = r . 

Le polygone de valuation de R relatif au point y est le graphe de l 'ap­

plication Log r -> Log |R I (r) . 

La pente du polygone à gauche (resp. à droite) du point d'abscisse Log r 

représente la différence entre le nombre de zéros et le nombre de pôles situés 

dans le disque |x -y |< r (resp. |x-y|^ r ). Le changement de pente au point 

d'abscisse Log r représente donc la différence entre le nombre de zéros et le 

nombre de pôles situées sur le cercle |x-y| = r . 

Le polygone de valuation d'un polynôme est donc convexe. 

Soit R (x) une suite de fractions rationnelles sans pôles dans A conver-n 
géant uniformément vers f sur A . On pose pour rÇ Pr (A) 

| f | ( r ) lim 
n–>8 

R n y (r) 

On vérifie que cette limite existe et ne dépend pas de la suite R choisie. 

Le graphe de l'application Log r Log |f | (r) est le polygone de valuation 

de f relatif au point y . 

Toutes ces propriétés sont faciles à démontrer. On en trouvera les dé­

monstrations par exemple dans [5] § 3, ou [8] ch. II. 

3. 3. - La fonction de valuation |f | possède les propriétés suivantes : 

3. 3. 1. - Soient y et z deux points de K et r = |y-z| , alors 

|f| (r) = |f|z(r) . 

lorsque les deux termes de cette égalité sont définis. 
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3. 3. 2. - Si f est un élément analytique dans le disque D(y, r) , on a : 

|f|yW sup 
xçC(y, r) 

|f(x)| 

3. 3. 3. - Si f est un élément analytique sur A , si r ç Pr (A) et si le 

cercle C(y, r) est contenu dans A , on a : 

f+g y(r) sup |f(x)| 
xç C(y, r) 

3. 3. 4. - Si sup | f (x) |^M, on a pour r Ç Pr (Â  
xç A 

|f| ( r )<M 

3. 3. 5. - Si r^£ Pr (A) , r^-» r et si pour tout n , |f| ( r ^ ^ |g | (r^) , 

on a : 
|f+g| (r) max ( |f| (r) |g| (r)) • 

Cela vient de ce que si |f| (r) ^ |g| (r) , alors : 

|f+g|(r] max (|f|y(r) ,|g|yW) et de la continuité des fonctions |f|̂  , | g |^ et 
|f+g|(r] 

En particulier si à gauche ou à droite du point d'abscisse Log r les 

polygones de f et g ont des pentes différentes on a l'égalité ci-dessus. 
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4 

THEOREME DE DECOMPOSITION DE MITTAG LOFFLER 

Nous nous proposons de montrer qu'un élément analytique sur un ensem­

ble infra-connexe est somme de ses parties singulières. 

Avant d'énoncer le théorème il nous faut donner quelques nouvelles défi­

nitions. 

4. 1. - Soit A un ensemble infraconnexe. Un disque T contenu dans 0 A sera 

appelé un trou de A si pour tout disque D tel que T D c: (JA on a : T = D . 

On notera X(A") où X la famille des trous de A . Un disque intérieur d'un trou 

de A ou un trou de A réduit à un point sera appelé trou intérieur de A . On 

notera X°(A) ou X° la famille des trous intérieurs de A . 

4. 2. - Soit E un sous-ensemble ouvert de K = KU{°°]. Nous noterons H(E) l 'es­

pace vectoriel des éléments analytiques sur E (cf. définition §. 1 , nuls à l'infini 

(cette dernière condition tombe si « E ). On pose, pour f ÇH(E) , 

||f|| = sup f(x) (cette dernière quantité peut être infinie, mais ce cas ne se pro-
x ç E 

duit que si E n'est pas fermé). 

Dans ce qui suit T désignera un trou intérieur de l'infraconnexe A 

4.3. - LEMME.- Si iç H(A U T) , on a H f H = l l f l L • 

Soit T = D ( y , r " ) . On a ||f||T= |f| (r) (3. 3. 2) . 

Si A n'est "pas entièrement contenu dans C(y, r) , r Ç Pr (A) et donc 
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|f| (r)< ||f||A d'après 3. 3.4. Onendéduit || f ||T < || f || A et enfin 

l|f|!AUT = sup ( | | f | |T, | | f | |A )= | l f | lA • 

Si AC C(y, r) , Pr A est vide et on ne peut appliquer directement 3. 3. 4. 

Soit alors zÇA, on a |y-z| = r , r £ Pr (A) et 3. 3. 4. donne 

|f|z(r)< ||f||A . Mais alors d'après 3. 3. 1. |f| (r) = |f|z(r) et on termine comme 

ci-dessus. 

Le cas où T est un trou de centre 00 se traite de façon analogue. || 

4. 4. -LEMME. - Si ÎÏH(CT) , on a ||f ||p T = ||f |IA • 

Soit R = D(v. r Ì . 3. 3. 2. se généralise au cas d'un disque de centre 00 

et donne |f| (r) = ||f||pT 

D'autre part, comme on l'a vu au lemme 4. 3. on a |f| ( r ) ^ ||f|| . 
y A 

On a donc : 

l 'fllA- l l f l lCT = | f | y ( ' )S Hf»A 

Le cas où T est un trou de centre 00 se traite de même. 

4. 5. - LEMME. - Soit R une fraction rationnelle sans pôles dans A . Notons 

R,j, la somme des éléments simples de R correspondant aux pôles de R situés  

dans T . On a alors : 

l|RTllCT = llRTllAs llRllA 

(La partie polynômiale de R , y compris le terme constant, sera consi­

dérée comme associée à un pôle à l'infini). 

Traitons d'abord le cas où T est le trou intérieur de centre 00 . Soit 

zçA , p le diamètre de A . T est l'ensemble |x-zj> p . Pr (A) = [0, p] . 
+ z 

R,j,(x) n'ayant pas de pôle dans le disque D(z, p ) le polygone de relatif à 

z a une pente positive ou nulle à droite du point d'abscisse Log p . R(x) - R (x) 
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n'ayant pas de pôle pour | x -z |> p et tendant vers 0 quand x -• 00 son polygone 

de valuation relatif à z a une pente strictement négative à droite du point d'abs­

cisse Log p . Comme R = (R-R ) + R il résulte alors de 3. 3. 5. que l'on a 

|R|z(p) = max(|RTl8 (p) , |R -R ,̂ lz(P).) • 

Comme, en vertu de 3.3. 4. on a |R | (p) ^ ||R || , on en déduit que 
z A 

|R_ I (p) ^ ||R ||a . Or, comme R n'a pas de pôles dans T on a d'après 3. 3. 2, 
|R | (p) = llRrpILrp î ce qui nous donne l'inégalité annoncée. T z T (, T 

Le cas où T est un disque borné se traite de façon analogue. || 

4. 6. - Remarque : Il résulte du lemme 4. 3. que, si fçH(AUT) , et si f est 

nulle dans A , alors f est nulle dans A UT . Ceci nous permet donc de parler 

du prolongement analytique dans T (s'il existe) d'un élément analytique f sur A. 

4. 7. - THEOREME. - Soient A un ensemble infraconnexe, et f un élément ana­ 

lytique sur A . A chaque trou intérieur T de A on associe une fonction 

f^,çH(fT) appelée partie singulière de f relative au trou T , caractérisée par  

la condition que f-fT se prolonge analytiquement dans T . On a alors : 

f 
TçX° 

fT 

la série convergeant uniformément sur A , et de plus 

lif||A sup 
TçX° 

£T"( ;T 

(i) Prouvons d'abord l'unicité de f,̂  . S'il existe deux fonctions f̂ , et g,̂  

vérifiant les conditions indiquées, il existe une fonction h , définie sur K , telle 

que h = f.p"g,p dans (JT , h est un élément analytique sur ÇT , un élément ana­

lytique sur A UT , et vaut 0 à l'infini. 

Soit e une suite de nombres tendant vers 0 . Il existe deux suites de n 
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fractions rationnelles P et Q , telles que 
n n 

h-Pn{C T< E n et "h-Qn»AUT£en-

Posons n 
n 

P -Q 
n n 

On a n 
n 

A 
e 
n 

Il résulte du lemme 4. 5. que nnT fT e 
n 

On déduit alors du lemme 4. 3. que 

n nT"TUA nn-nnT A 
sup Un IL , ||n J | / £ 

n 
Posons R = F - I I _ = Q + ( n - I I _)îR n'a aucun pôle dans K et n n ni n n nT n 

on a 
h-Pn{C T< E n et llh-RJTUA-en 

et donc || li-R |U-< e . h est donc un élément analytique sur K et, puisque n K n 
h(~) = 0 , on a donc h = 0 , soit fT = gT . 

(if) Construisons fm . Soit R une suite de fractions rationnelles sans pôles 
V ' T n 
dans A , convergeant uniformément vers f sur A . forme une suite de 

Cuachy dans H(A) . Comme ( R - R )_ = R -R m , il résulte du lemme 4. 5. 
n m 1 ni m 1 

que R ^ forme une suite de Cauchy dans H ( Ç T ) , et donc converge vers un élé­

ment f̂ , de H ( £ T ) . En particulier, converge uniformément sur A vers 

f . Puisque l'on a, pour tout n , 

R 
n T É X ° 

RnT 

(il n'y a qu'un nombre fini de termes non nuls), on aura à la limite, 

f 
TçX 

la série convergeant uniformément sur A . Comme, pour T1 ^ T , on a 

T 1 T U A ~ N ^ T ! ^ A ' 

on voit que la série 
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T ' ç ï 
T' f. T 

f T' f - f 
T 

converge uniformément sur AUT , ce qui prouve que f~f,p se prolonge analyti-

quement dans T . Enfin, comme on a, pour tout n , 

h-Pn{C T< E n 

on aura à la limite, 

HfTllfT=s l|f|lA . 

mais comme, d'autre part, 

llf||A sup 
T)£X 

M A 

on doit avoir 

llf||A sup 
Tçï 

fT 'A 
sup 

TçX 
U T \ \ ç T 

4.8. - COROLLAIRE. - ^ i A et_ B sont infra connexe s, B c A , f ç H(A) et 

Tgg°(B) , on a (f|B) £ f . En particulier si T ç ï ° (B) H Ï°(A) on a 
T'£Xf(A) 
T'CT (f|B)T= fT -

En effet gT 
T'Ç3:0(A; 

T'CT 

appartient à H(f T) . D'autre part, soit 

h 
T'ÉX (Al 
T ' <£ T 

fT , on a hçH(AUT) et h = f-g sur A . Alors a fortiori hçH(BUT) 

et donc gT = (f)T . 

4. 9. - Remarque : Le théorème 4. 7. est évidemment encore vrai lorsqu'on con­

sidère la famille X des trous de A au lieu de X° . 
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4. 10. - Application : Problème de Mittag-Ló'ffier 

Pour chaque trou de l'infraconnexe A , on se donne un élément f̂ Ç H(£T ' 

Existe-t-il un élément analytique f sur A , tel que f̂  soit sa partie singulière 

relative au trou T ? Le théorème précédent nous dit qu'il faut que la famille f̂  

soit sommable dans H(A) , ce qui équivaut à la condition que lU-p l l^ tende vers 

0 suivant le filtre des complémentaires des parties finies de X . On voit que 

cette condition est suffisante, car f = £ f répond au problème posé. 

4. 11. - Application : Théorème de Runge 

Soient A et̂  B deux ensembles infraconnexe s, ACB . Pour que les  

éléments analytiques sur A puissent être approchés uniformément par des élé­ 

ments analytiques sur B , il faut et il suffit que A ne possède aucun trou intérieur  

contenu dans B . 

Nécessité : 

Supposons que A possède un trou intérieur T contenu dans B . Si 
H(B) était dense dans H(A) , pour tout f de H(A) on pourrait trouver f^ÇHÎB) 

telle que f •+ f uniformément sur A . Comme fÇH(AUT) il résulte alors du n 
lemme 4. 3. que la suite f̂  est une suite de Cauchy dans H(A) et converge donc 

uniformément sur A UT vers une limite F . En particulier soit a£ T et pre­

nons f(x) = l/(x-a) . Alors (x-a) F(x)£H(A UT) (on peut supposer AUT borné), 

comme (x-a)F(x) = 1 pour xÇA, il résulte de la remarque 4. 6. que (x-a)F(x)=l 

pour xÇT ce qui fournit une contradiction quand x = a . 

Suffisance : 

o 

Soit Tç ï (A) ; par hypothèse T n'est pas contenu dans B , il existe 

donc T ' ç ï ° (B) , T 'CT . Soit açT" , nous verrons en 5. 1. que tout élément de 

H((JT) est approximable par les fonctions l/(x-a)n , a£T , n = 1,2,... , (dévelop­

pement en série de Laurent, le cas où T est un trou de centre 00 s'en déduit par 

une transformation homographique). Ces fonctions appartiennent à H(B) . Comme - 125 -
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les fonctions de H(A) sont approximables par des combinaisons linéaires de 

fonctions de H(()T) , Tçï°(A) , on en déduit qu'elles sont approximables par les 

fonctions de H(B) . || 
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5 

ELEMENTS ANALYTIQUES DANS UNE COURONNE 

5. 1. - THEOREME (Krasner [ i l ] ) . - Soit A la couronne : p< |x-a| < p' et soit 

f un élément analytique sur A . Alors f se décompose en série de Laurent 

f(x) 
n= -œ 

c 
n 

(x-a] n 

convergeant dans A . De plus, si la couronne fermée A' : r ^ |x-a| ^ r ' est  

contenue dans A, la série de Laurent de f converge uniformément sur A' (et 

l'on a de plus llflL, = max (sup le Ir*1 , sup le |r'n)). 
n<0 n>0 

5. ZK - Si la série de Laurent 2 c (x-a)n converge uniformément vers f sur A , 
n 0 

f est évidemment un élément analytique sur A . Si la série ne converge pas uni­
formément, f peut ne pas être un élément analytique (exemple 

n=l 
xn 
n 

dans 

D(0, 1 )). La définition des fonctions analytiques nous permettra de récupérer ce 

cas. 

5. 3. - Si f est un élément analytique sur la couronne ouverte A , p< |x -a |< p' 

et n'est pas un élément analytique sur la couronne fermée p^ |x-a| ^ p' alors sa 

série de Laurent ne converge pas uniformément sur A (exemple f(x) 1 
1+x dans 

D(0,1-)). 
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6 

SOMME, PRODUIT, DERIVEE, LIMITE D'ELEMENTS ANALYTIQUES 

Les résultats de ce paragraphe sont immédiats. 

6. 1. - PROPOSITION. - Soit A un sous-ensemble ouvert de K ; la somme de  

deux éléments analytiques sur A est un élément analytique sur A , la limite uni­

forme d'une suite d'éléments analytiques sur A est un élément analytique sur A , 

le produit de deux éléments analytiques bornés sur A est un élément analytique  

sur A . 

6. 2. - LEMME. - Soient A un ouvert de K , f un élément analytique sur A ; 

alors f est la somme d'un élément analytique borné de A et d'une fraction ra­ 

tionnelle dont les pôles sont adhérents à A . En particulier si A est fermé et  

borné, f est bornée. 

En effet, soit R(x) une fraction rationnelle sans pôles dans A telle que 

sup |f(x)-R(x)|< M. Soit P(x) la somme des éléments simples correspondant 
x£A 
aux pôles de R(x) adhérents à A (si A est non bornée, on considère que le 

point 00 est adhérent à A et la partie polynomiale de R est l'élément simple a s ­

socié à ce pôle). Alors R(x) -P(x) est borné sur A et donc f(x) - P(x) est borné 

sur A , de plus d'après la proposition 6. 1. c'est un élément analytique sur A . || 

6. 3. - Pour prouver que le produit de deux éléments analytiques sur A est un 

élément analytique il suffirait, en vertu de la proposition 6. 1. et du lemme, de 
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f(x) 

montrer que, si f est analytique et si a^ A est adhérent à A , alors est 

un élément analytique sur A . Ce sera le cas si a est isolé dans TA . Donnons un 
exemple prouvant que 

f(xl 
x-a 

peut ne pas être un élément analytique. 

Exemple : Soit a une suite de points tels que a forme une suite strictement 

décroissante convergeant vers 0 , avec 
k 

a2k 

a2k-l 
0 (Par exemple 

an+l an/2) A est l'ensemble des x tels que x é 0 

Vn Ix-a I > la I 1 n 1 1 n1 (Remarquons que A 

est quasi-connexe [6]) . Alors la suite 

n 

k=l 

x-a 2k 
x-a 2k-l 

n 

k=l 
(1 

a2k-l"a2k 

X"a2k-1 

converge uniformément sur A vers un 
élément analytique f(x) , dont le polygone 

de valuation relatif à 0 est indiqué sur 

la figure. 

En effet, si 

K 

k=l 

a2k 

a2k-l 
G on a pour xçA 

[x a2K et pour n> K 

n 

k=l 

X"a2k 

X"a2k-1 
e i d'autre part si 

a2N+l 

a2K 
e on a pour xçA x |a2K et pour n^ m 

m 

k=l 

X"a2k 

X"a2k-1 

n 

k=l 

X"a2k 

X"a2k-1 

m 

k=n+l 
] 

a2k-l"a2k 

X"a2k-1 

n 

k=l 

X"a2k 

X"a2k-1 

a2n+l 

a2K 
e 

Polygone de f 

Log a2kl 

Logla2k-l 

Log|a2k| 

L°g|a2kjT 

Polygone de f(x)/x 
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Alors f(x)/x a le polygone de valuation indiqué sur la figure et ce poly­

gone ne peut être celui d'un élément analytique sur A . 

6. 4. - LEMME. - Soit f(x) un élément analytique dans le disque D(a, r+) = D , 

alors f est derivable dans D , sa dérivée f est un élément analytique dans D 

et on a H f|| S 1 ||f|| . 

Pour le prouver il suffit de développer f en série de Taylor. | 

6. 5. - PROPOSITION. - Si_ A est à une distance positive de son complémentaire, 

( A est alors ouvert et fermé), et si f est un élément analytique sur A , f a une 

dérivée f qui est un élément analytique sur A . 

En effet f possède bien une dérivée puisque localement c'est la somme 

d'une série de Taylor. Mais si r < d ( A , £ A ) pour tout a de A , on a 

D(a, r+) c A ; et donc si converge uniformément sur A vers f , d'après le 

lemme 6. 4. , on a : 

f - R 
n 'A 

1 
r 

f -R 
n A 

donc Rf converge uniformément sur A vers f ce qui prouve que f est un 

élément analytique. || 

6. 6. - Il suffirait de supposer que l'intérieur de l'adhérence de A est à une dis­

tance positive de son complémentaire. Donnons un exemple où la dérivée d'un 

élément analytique n'est pas un élément analytique. 

Exemple : Soit a.^ une suite de points de K tels que lan~amt = * Pour tous m 

et n , m d n . Soit r une suite de nombres réels < 1 tendant vers 0 . Soit n 
A l'ensemble des x tels que : Ix-a I > r . (Alors A est un quasi-connexe 

k l 
r6~IV Soit a une suite de Doints de K tels que —u •0 1. Alors la série rn 
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n=l 

a 
n x-a 

n 

converge uniformément sur A et définit un élément analytique f sur 

A . La dérivée f de f est f'(x") 
n=l (x-a ) cette série converge pour tout 

x de A mais ne converge pas uniformément sur A . Si f était un élément ana­

lytique sur A on aurait f = £ f ' la série convergeant uniformément sur A 
TEX 

d'après le théorème 4. 7. Or on voit sans peine que les trous intérieurs de A sont 

les disques D(a , r T 
n 

et que 
n 

•a 
n 

(x-an) 2 
Cette série ne convergeant 

pas uniformément sur A , f n'est pas un élément analytique sur A . 

6. 7. - PROPOSITION. - Si_ f est un élément analytique sur A et si inf |f(x)|>0 
x^A 

1/f est un élément analytique sur A . 

En effet, soit inf f(x) = a ; si R (x) converge uniformément vers f x£A 1 nv s 
sur A et si n est assez grand pour que sup |f(x) -R (x)|< a , R ne s'annule 

xçA n n 
pas sur A donc l/R n'a pas de pôles dans A , de plus, on a : 

1 
f(x) 

1 
Rn(x) 

f(x)-Rn(x] 

f(x) . Rn(x) 
1 
2 

a 

f(x) -Rn(x) 

ce qui prouve que ^/^n converge uniformément vers l/f sur A . 

Remarque : Si f ne s'annule pas dans A , il se peut que l/f ne soit pas un élé­

ment analytique sur A . C'est le cas de l'exemple construit en 6. 3. . 
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7 

FONCTIONS ANALYTIQUES 

7. 1. - Ainsi qu'il résulte des paragraphes précédents, la notion d'élément analy­

tique est insuffisante puisque la classe des éléments analytiques sur un ensemble 

A n'est pas stable pour toutes les opérations algébriques et que, d'autre part, 

la somme d'une série entière n'est pas forcément un élément analytique dans le 

disque de convergence. M. Krasner a eu l'idée d'introduire les fonctions analy­

tiques définies comme suit. 

Û désigne la classe des ensembles analytiques (cf. introduction). 

Une famille 3? de sous-ensembles de K est dite enchaînée si pour tous 

ensembles A et B de 3 il existe une famille finie A. , . . . ,A d'ensembles de 
1 n 

3 telle que A = A, , B = A , A. (1 A. , 4 0 pour l< i<n- l . n 1 n 1 î+l ^ 

Une fonction f sur l'ensemble A est dite Q -analytique sur A s'il 

existe une famille enchaînée (A.V T d'ensembles analytiques telle que A = U A. 
l'içl _ iÇI 1 

et que la restriction de f à chaque A. soit un élément analytique. 

7.2. - THEOREME. - Une fonction Q -analytique sur A vérifie le principe du  

prolongement analytique. 

On en trouvera la démonstration (très facile) dans [8]. 
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7. 3. - COROLLAIRE. - Si (A.). ,. est une famille enchaînée d'ensembles analy-— i/içl 1— 
tiques, A = U A. est un ensemble analytique. 

ici 1 

7. 4. - PROPOSITION. - Soit (A^.^j une famille enchaînée d'ensembles analyti-

ques. Soit f une fonction définie sur A = U A. telle que la restriction de f à 
a igI x a _ 
chaque A^ soit une fonction d - analytique sur A^ . Alors f est une fonction 

G -analytique sur A . 

En effet, soit A"? les ensembles de G tels que A. = U A"? et que la res-i i j i 

triction de f à chaque A"j soit un élément analytique, les (Af) formant une fa­

mille enchaînée pour i fixé. Alors la famille (A1?) est enchaînée et A = U A*? 
1 i> J 1 

ce qui prouve que f est un élément CI -analytique sur A . 

Nous allons voir que, du fait que la classe 0 n'est pas stable par inter­

section finie, on a des difficultés à faire la somme de deux fonctions analytiques 

(rapprocher la proposition 7. 5. et le théorème 9. 2. ). 

7.5. - PROPOSITION. - Il existe A g Q et deux fonctions f et_ f2 Q -analytiques  

sur A telles que f + f? ne soit pas Q -analytiques sur A . 

Soit (a .) __T i = l , 2 , une double suite de points de K telle que n, i nÇlN r n 
la _ I = la _| = |a -a n | = r et que r forme une suite strictement 

n, 1 n, C n, 1 n, £ n oo 11 
croissante convergeant vers r avec E (Log r - Log r ) = +00 . n=l 

Soit (p ) la suite de nombres réels tels que 

Log pn Log rn 
n-1 

k=l 
Log rn-Log rfc) 

Pour 0< X< 1 , soit D̂ " . le disque |x-a . I < \û et soit n, i - i l nj ji rn 

1 n, tei 
a 

n n i 
Alors A^ est analytique (cf. annexe, ex. 2). 

Par contre A H A^ n'est pas analytique (cf. annexe, ex, 3). 
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Et on a 
(KX<1 

A1^ 
0<X<1 

A1^ 
n 

i=l, 2 

a 
n, 1 

A 

Choisissons une suite (a^ de points de K telle que 

0 
2 

n-1 

k=l 
Log r -Log r. Log rn-Log |a 

5 
3 

n-1 

k=l 
(Log rn- Log rk; 

Soit f. î 
n 

a 
n x - a 
n, 1 

Vu le choix de p et a n n 
a 

n 0 quand n ->» ce qui prouve que 

cette série converge uniformément sur A^ pour tout X . f̂  définit donc une 

fonction analytique sur A . 

Montrons alors que f = ^^+^Z n'est Pas ^ ~ ana-lytique sur A . Si f est 

a-analytique sur A , il existe Bç (2 , BcA avec BflC(0,r) / j2( et 

B HD(0, r ) ^ 0 , tel que f soit un élément analytique sur B . B est infracon-

nexe. On a donc d'après le théorème 4. 5. : f = S f où X est la famille 
TçX° T 

des trous intérieurs de B , la série convergeant uniformément sur B . Si 
Od B soit T le trou intérieur de centre 0 , et pour a . d *T soit o n, î o 
T . = D(a . , p .) le trou de centre a . . T ne contient qu'un nombre fini n, î n, î n, î n, î o 
de points a . . On voit sans peine que 

i 
o 

a E T 
o 

a 
n x-a n, i n, i 

a 
n x-a 
n, i 

et que pour T ç X T / T 
o 

T / T 
n, i 

f = 0 T 

Il en résulte que la série a n, i 

a 
n x-a 

n, i 
doit converger uniformément 

sur B et pour cela il faut que 
Pn,i 

-•0 quand n ~* » . On aura donc pour n 

grand Log p 
n, i 

Log |an Log rn 5 
3 

n-1 

k=l 
Logrn-Logrk ce qui montre que B 

n'est pas analytique (cf. annexe, ex. À). Il y a contradiction, donc i n'est pas 
analytique. 
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7. 6. - On peut même construire deux fonctions (2-analytiques dont la somme est 

nulle au voisinage d'un point mais n'est pas identiquement nulle. (La démonstratic 

longue, technique et peu intéressante, ne sera pas donnée ici). 

7. 7. - Il résulte de la proposition 7. 5. que les fonctions Cl-analytiques ne donnent 

pas satisfaction. Il faut donc restreindre cette classe de fonctions. 

Soit (B une famille d'ensembles analytiques. On dira que la fonction f 

définie sur l'ensemble B est (B-analvtique s'il existe une famille enchafnée 

(B.).^j d'ensembles analytiques appartenant à (B telle que B = B^ et que la 

restriction de f à chaque B^ soit un élément analytique sur B^ . 

Il résulte du théorème 7. 2. que les fonctions (B-analytiques vérifient le 

principe du prolongement analytique (puisqu'elles sont (2-analytiques). La propo­

sition 7. 4. se généralise facilement : 

7. 8. - PROPOSITION. - Soit f une fonction définie sur B = U B . Si la res ­ 

triction de f à chaque B^ est une fonction (B -analytique sur B^ , f est une  

fonction (B -analytique sur B . 

Il s'agit de trouver les hypothèses raisonnables à faire sur la famille (B 

pour que les fonctions (B-analytiques vérifient les propriétés algébriques et topo­

logiques indiquées dans l'introduction. 
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8 

FONCTIONS ANALYTIQUES SUR LES FAMILLES ENCHAINEES FINIES 

PROLONGEMENT ANALYTIQUE UNIFORME 

8. 1. - Nous dirons que la classe (Bc(l est régulière si 

i) Les couronnes : r < |x-a|< r ' (0^ r ^ r ' ^ + » , aÇK) appartiennent 

à © . 

ii) Si A et B appartiennent à (B , AflB appartient à G 

iii) Si A et B appartiennent à (B , AHB^ 0 alors AlJB appartient 

à (B . 

Commentaires : 

Nous voulons que les fonctions (B -analytiques contiennent les sommes 

convergentes de séries de Laurent d'où la condition i . D'autre part, c'est parce 

que l'intersection de deux ensembles analytiques pouvait ne pas être analytique 

que nous avons pu construire le contre exemple de la proposition 7. 5. , d'où la 

condition ii . Enfin, rappelons que si Aç d , AflB / 0 alors AUB £ 0 . 

8. 2. - Si A et B appartiennent à (B ; A, B et AflB sont infraconnexes puis­

que ce sont des ensembles analytiques. D'autre part, les trous intérieurs de A 

et B sont contenus dans les trous intérieurs de AflB (puisque CAU CB =C(AflB)). 

On peut en fait préciser : 
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LEMME. - Si_ © est régulière et si A et_ B appartiennent à (B , A D B ^ 0 , 

on a 2 ^ fl B C ^A ^ ' Autrement dit, un trou intérieur de A H B est soit un  

trou intérieur de A soit un trou intérieur de B . 

Soit T un trou intérieur de A f!B . Si T est réduit à un point, alors il 

est évident que c'est soit un trou intérieur de A soit un trou intérieur de B . 

Soit alors T = D(a, r ) . Soient T. et T les trous intérieurs de A et B de 
A Jd 

centre a (si a ç A , resp. B , TA = 0 , resp. Tfî =. 0 ) . Soit T '=D(a, r '~) le 

plus grand des deux disques et ; T' = TAU Tfî . Comme T' c T on a 

r '^ r . Il faut prouver que r' = r . Or si r ' < r , soit p avec r' <p < r . Posons 

A = D(a, p") . Alors A D A ^ 0 , B 0 A ^ 0 (car r '<p) donc A U A et BUA appar­

tiennent à (B . Mais (AU A) H (B U A-) =(AflB) U A n'est pas infraconnexe (car 

p<r ) et donc n'appartient pas à Cfc . Il y a donc une contradiction avec les hypo­

thèses. || 

8. 3. - THEOREME. - Si la classe (B est régulière et si f est une fonction (B -

analytique sur la famille enchaînée finie (A. ) .^ .^ , alors f est, en fait, un 1—3 n i ' l < i S n — 
élément analytique sur l'ensemble A = U A. . 

i=l 1 

Il suffit de prouver le théorème pour n = 2 , le résultat général s'obtient 

alors par récurrence. 

Soient donc A^ ç (B , A^Ç© , A^ HA^ ^ 0 » f une fonction analytique 

sur Aj U A^ dont la restriction à A^ (resp. A^ ) est un élément analytique. 

Il résulte du lemme 8. 2. que l'on a : 

X° (AXUA2) U Ï ° ( A O A ) = X°(A ) U X°(A2) , 

X° (A1 U A 2 ) H X°(Al H A 2 ) = X° (A^ PI X° (A2) . 

Nous noterons f̂  , f2 , f̂ 2 , respectivement les restrictions de f sur 

Al • A2 ' A,nA2 • 
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Pour T£ Ï ^ A j UA2) fi 2°(Ai) , on pose fT = . Cette définition est 

bien cohérente, car si TÇÏ° (AjUA ) flï°(A )nï°(A ) , alors T çZ°(A () A ) , 

et donc f1T = f12T = f2T (corollaire 4. 8. ). 

Si Tçï°(A ) et T^X°(A1UA2), alors T ç ï ^ A ^ A ^ et T PlA2 } 0 

Posons 

gT 
T'çX ( A U A ) 

T ' C T 

fT« 
T'çX (A2) 

T 'cT 

f 
2T« 

Cette série converge uniformément dans C T , donc g £ H ( f T ) . De plus, 

sur A2 

V ^ T 
T'<£ T 

T'çX°(A2] 

f2T' 

cette série convergeant uniformément dans A^UT , ce qui prouve que grp=*i2T 

et donc gT= f1T . 

On voit d'autre part que 

Т£Х (А )ПХ (A UA^ T 'cT 
^T'çX^A^A^ 

T ' 
T»€X (A UA )fCX°(A ) 

T' 

On a donc sur A^ 

f1 
TgS'(A ) flT Т£Х (А )ПХ (A UA^ 

f!T 
TçX°(Ajn[l0(A UA 

flT 

Tçï (A1)nf(A1UA2) 
fT+ 

T'çï (A UA }rçï (Ar 
fT, 

Tçï (A UA ) 
fT 

cette série convergeant uniformément sur A^ . On voit de même que cette série 

converge uniformément sur A2 vers , donc converge uniformément sur 

A.UA2 vers f , ce qui prouve que f est un élément analytique sur A^ UA2 . | 
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8. 4. - COROLLAIRE. - Soit f une fonction (B -analytique sur A . Il existe une  

famille filtrante (A )̂ avec U A. = A , telle que la restriction de f à chaque A,, 

soit un élément analytique. 

En effet, supposons que f soit définie par la famille enchaînée ^pjgj ' 

Pour tout sous-ensemble fini I de J , tel que la famille (B.). _ soit enchaînée, 
J JÇJ 

f est un élément analytique sur A. = U B. . Soit 3" la famille de ces sous-en-
1 3€J J 

semblés. Il est clair que U A = A . Montrons que la famille (A ) _ est fil -
Iç «T 1 11Ç" 

trante. Soient I et I 'ç 3* , et soient ic i , jÇl ' : il existe Kç 3 tel que iÇK 
et jçK . Alors I" = IUI'UK appartient à et (A^A ) c A^, . || 

Remarque : Il est clair qu'une famille filtrante est enchaînée. 

Dorénavant, dans le cas des familles régulières, nous supposerons que 

les fonctions (B -analytiques ont été définies à partir de familles filtrantes. 

8. 5. - THEOREME : (principe du prolongement analytique uniforme) . - Supposons 

que (B soit régulière. Si (B )̂ , 1 —j— n , est une famille d'ensembles de (B tel-

le que B.flB. , i 0 , l^ j<n- l , B PIB. ¿0 et si f. est un élément analytique a j j+1 n i j 1—3 
sur B. tel que f. = f. , sur B.flB. , , l ^ j < n - l , alors f. = f sur B PIB, . 

J a— J j+1 J j+1 J 1 n n 1 

Le théorème est trivial pour n = 2 . Supposons alors la propriété dé-

montrée pour n - 1 . Posons A. = B. UB. , , , l ^ i ^ n - 1 . En vertu du théorème 
î i i + l 

8. 3. il existe ĝ  , élément analytique sur A^ , tel que ĝ  = f̂  sur B^ , 
g. = f., _ sur B . , . . g. et g. , . , éléments analytiques sur A. PIA. , coïncident i î+l î+l °i °i+l î i + l 
sur B . . .C A. PIA ; comme A. PI A. . est analytique (car (B régulière) et î+l i î+l î i + l J & ' 
B. , . est un ouvert non vide, g. et g.,, coïncident sur A. PIA. , tout entier, î+l °i &i+l î i + l 
donc d'après l'hypothèse de récurrence = §n j sur A^ ^A 1 * ma^s 

B, PIB c A PI A _ et dans B Pi B g, = f, et g . = f . || 1 n 1 n-1 1 n 61 1 &n-l n " 

8. 6. - Cette propriété est liée au fait que l'intersection de deux ensembles de (B 

est analytique. En effet on a la : 
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PROPOSITION. - Soient A et_ B deux ensembles analytiques tels que 

X°(AflB)c: X°(A) U £°(B) et tels que AflB ne soit pas analytique. Alors il existe  

un disque D c A f! B et deux éléments analytiques f jet f̂  sur A et̂  B tels  

que = f̂  sur D l'égalité n'ayant pourtant pas lieu partout dans AflB . 

En effet, soit f un élément analytique sur AflB , nul sur un disque D 

de AflB et non identiquement nul dans AflB ( f et D existent puisque AflB 

non analytique). On a alors f = S f_ , la série convergeant uniformément 
TfX (AflB) 

sur AflB. Comme sup If^x)! = sup [f (x)| on voit que si T ç X (A) (resp. 
xçAn E xg T 

2°(В)), sup |f (x)| = sup |f (x)| (resp. sup |f (x)| = sup |f_(x)|). 
xç J\ xÇAll B XEB xÇAll B 

Donc 

fA 
T<=X (A) fi X°(A0B) 

fT et fB 
TÉX (AflB)riX (B) 

т/аГ(А) 
convergent uniformément sur A et B respectivement donc définis sent des élé -

ments analytiques sur A et B et l'on a 

f - f = f sur A 0 B . A B 

8. 7. - COROLLAIRE. - Les fonctions Q -analytiques ne vérifient pas le principe  

du prolongement analytique uniforme. 

Avec les notations de la proposition 7. 5. nous voyons en effet que les 

ensembles A =P U D(a . , p ) et B =F[j D(a 0 , p ) satisfont aux hypothèses 
n n» * n n n, £ n 

de la proposition 8. 6. . Si l'on prend alors B^ = A , B^ = D , = B , f̂  = , 

f̂  = f. = f„ , f„ = f„ (notations du théorème 8. 5. ) on n'a pas f0 = f. sur 2 A B 3 B ' ^ 3 1 
BjO . Il 
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9 

SOMME DE FONCTIONS © - ANALYTIQUE 

CAS D'UNE FAMILLE © STABLE FAR INTERSECTION 

9. 1. - Ainsi que nous l'avons indiqué il est souhaitable que la somme de deux 

fonctions (B* analytique s soit (B-analytique. Indiquons une propriété liée à celle-

ci. 

PROPOSITION. - Si pour toute fonction f (B-analytique, la restriction de f à un  

ensemble B de_ (B contenu dans le support de f est une fonction (B -analytique, 

alors la somme de deux fonctions (B - analytiques du même support est une fonc­ 

tion (B -analytique. 

Soient f et g deux fonctions (B -analytiques de support B . 

Prenons d'abord le cas où f est un élément analytique sur B . Il existe 

une famille enchaînée B. d'ensembles de © telle que B = U B. et telle que g 
1 i6l 1 

soit un élément analytique sur B^ . Mais alors f + g est un élément analytique 

sur B^ donc f+g est une fonction analytique sur B . 

Si f est alors une fonction (B-analytique sur B , en vertu des hypothèses 

c'est aussi une fonction (B-analytique sur les B^ , donc d'après ce que l'on vient 

de voir f+g est une fonction (B -analytique sur B^ , en vertu de la proposition 7. 8 

f+g est donc une fonction (B-analytique sur B . || 

9.2. - Si © est une sous-famille de G contenant les couronnes, stable par 

intersection finie et par réunion de familles finies enchaînées, (B sera régulière. 
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Les résultats du paragraphe précédent sont donc valables, de plus on a : 

THEOREME. - Si la classe (B est stable par intersection finie, la somme de deux  

fonctions (B -analytiques est (B -analytique. 

On peut supposer que les fonctions f et g sont définies par des familles 
filtrantes (A.) et (B.) , avec A.Ç(B , B.ç(B et A = U A. , A = U B. . Mais alors 

i 3 1 J i 1 j J 
la famille formée des ensembles A. flB. non vides est une famille filtrante en-

1 J 
gendrant A et l'on a A.DB.É®. Sur un tel A.flB. il est clair que f+g est 
B 1 J 1 J 
un élément analytique, f+g est donc une fonction (B-analytique sur A . || 

Remarques : 

1) La famille des quasi-connexes [6] possède ces propriétés. 

2) Le théorème 9. 2. peut être encore vrai même si la famille n'est pas 

stable par intersection finie (cf. §. 11). 
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10 

DEVELOPPEMENT EN SERIE DE LAURENT 
DES FONCTIONS ANALYTIQUES 

10. 1. - Une fonction analytique dans une couronne est-elle somme d'une série de 
Laurent dans cette couronne ? Paradoxalement ce n'est pas le cas si le corps K 
n'est pas maximalement complet. 

K est dit maximalement complet [7] si toute famille emboîtée de disques 
non vides a une intersection non vide. 

Notons que , le complété topologique de la clôture algébrique de <D̂  , 
n'est pas maximalement complet. 

Cette propriété m'a été signalée par E. Motzkin. Comme je ne connais 
aucune référence pour la démonstration, je donne ici le schéma de celle-ci. 

PROPOSITION. - Si_ K est séparable et a une valuation dense dans 1R+ , K n'est  
pas maximalement complet. 

Notons d'abord que pour tout couple p et p' , 0< p < p' , il existe dans 
tout disque de rayon p' une infinité dénombrable de disques disjoints de rayons 
p (car la valuation est dense). 

Soit alors r^ une suite strictement décroissante de réels convergeant 
vers r>0 . Soit D , n Ç IN , une famille de disques disjoints de rayons r . . 

n j 1 1 
Construisons par récurrence sur k la famille de disques D n. ç DST : 

n l N 2 - n k 1 
les ^ sont, pour n^...n^ ^ fixés, des disques disjoints de rayons 
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r. contenus dans le disque D . Une suite (n_ ). __ d'entiers défi­
le n^n^... n^ j KKÇJN 

nit ainsi une famille de disques emboftés, soit D l'intersection des dis-
n r . . V . . 

ques de cette famille. Si D n'est pas vide c'est un disque de rayon r . 
n r - n k 

Si K est maximalement complet, aucun de ces disques n'est vide et on obtient 

une famille non dénombrable de disques disjoints de rayon r > 0 . Or K est 

séparable et on ne peut avoir qu'une infinité dénombrable de tels disques. K n'est 

donc pas maximalement complet. 

10. 2. - PROPOSITION. - jSi K n'est pas maximalement complet, il existe une  

fonction analytique dans K tout entier, tendant vers 0 à l'infini, non identique­ 

ment nulle et bornée. 

Puisque K n'est pas maximalement complet, il existe une suite de dis­
ques emboftés A tels que HA = 0 . Soit r le rayon de A , r forme 

m m m m m m 
une suite décroissante convergeant vers la limite p > 0 . 

Soit une suite de nombres > 1 tendant vers +00 quand n ». 

Soit v une suite de nombres tels que 0 < v ^ l , v = 1 , et n n o 

n>l 
u v < l / 2 (1) . n n 

Posons w 
n 

n-2 

k=0 
Vk n> 2 . 

On a 0< w ^ v ^ u . v , la série n n n n n=2 
w est donc convergente, soit n 

w sa somme. 

w/2 
Choisissons p tel que p < p < p e et posons, pour n > 2 

Pn P1 0 
fi. 

i n 

k=2 
Wk 

p est une suite strictement décroissante convergeant vers p . n 

Pour chaque n soit m l'entier tel que r , , < P — r , et soit D 
m+1 n m n 

l'unique disque ouvert de diamètre Pn contenant ^m+^ • On voit que les dis­
ques D sont emboîtés et que de plus H D = H A = 0 . 

n r. n ™ m r 
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Soit a f D . D = D(a , p " ) . n n+ l n n n 

Choisissons GCÇK tel que p̂  / e< |a| < p2/ /e 
pi 

e pi 

i 
w 

Nous allons construire par récurrence une suite de fractions rationnelles 
R telles que R ait un seul pôle en a et que R (x) •+ 0 quand x 00 . n n r n n 

On prend Rj(x) CL 
x-a 

Supposons alors construite . On pose sup 
xçPD 

n+1 

Rn(x) R 
n 

[p n 

Soit R (x' n k= 1 

oc 
k 

x-a n+1 

le développement en série de Laurent de la 

de la fraction rationnelle R dans D , . . 
n n+1 

On pose s 
n 

Log M + u n n 
Log Pn-L°gpn+1 

et Rn+1 

a 
k 

(x"an+l 

On a M 
n 

sup 
k 

la 
k 

Pn+1 

; il en résulte que 

R -R , n n+1 D 
n 

SUD 

n 
k M 

n 

• Pn+1 

Pn 

s 
n e 

u 
n (3) 

D'autre part 

M 
n+1 sup 

k S s 
n 

k 
0 i+Z 

M 
n 

P 
n+1. 

Pn+2 
M 

n 
(M 

n e 
u 

n (4) 

Montrons par récurrence que M < 1 pour tout m 

Pour m = 1 , on a Mi 
a 

p2 
1 d'après (2) 

umvm 
Si M < 1 pour m^ n , (4) donne M . ^ M e pour m^ n ; m ^ v ' m+1 m r 

et l'on a donc 

Mn+1* Ml 

n 

m=l 
e 

u v m m 
-e : 1 d'après (1) et (2) 

Finalement, comme u -» +00 il résulte de (3) que la suite R est une n \ / *i n 
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suite de Cauchy pour la norme uniforme dans Ç , donc converge uniformemem 
dans /*D . S a limite f est donc une fonction analytique dans U = K , elle v m m m 
tend vers 0 à l'infini puisque c'est le cas pour tous les , elle est majorée 

par 1 puisque les R sont majorées par 1 dans f D pour m^n , enfin elle 
n'est pas identiquement nulle car pour |x-a^ | = on a \ R ^ (x) a l /e 

donc pour tout n |Rn(x)| > l /e puisque e n< e , et donc | f (x) | > l /e . 

10. 3. - Commentaires : 

1) Cette fonction f ne peut pas être somme d'une série de Taylor dans 
tout disque D(0, r+) car on aurait alors pour r appartenant au groupe des 

valeurs, sup |f(x)| = sup |f(x)| et comme sup | f (x) | -> 0 quand r -+ 00 , 
|x|^ r |x | = r |x | = r 

on aurait f(x") = 0 Vx . 

2) La fonction construite est une fonction © -analytique, où (B est la 

famille des couronnes ce qui est le minimum que l'on puisse demander à la famil­

le © . Il n'y a donc pas moyen d'obvier à cette difficulté par un choix convenable 

de la famille © . 

3) Cette fonction ne vérifie pas le principe du maximum. 

10.4. - THEOREME. - Sî  K est maximalement complet, et si © est une famil­ 

le régulière une fonction ©-analytique sur une couronne définie par un système  

cohérent dénombrable d'éléments analytiques, est développable en série de Laurent  

dans cette couronne. 

Nous utiliserons le : 

10. 5. - LEMME. - Soit I un ensemble d'indices, filtrant à droite, et soit 

(E^ , cp̂  ^ un système projectif d'ensembles c'est-à-dire que pour 0Ĉ  |3 , 

<P n est une application En -+ E et que pour a Y on a cp = cp o cp a p " p a —a c H a y a p p Y 
On suppose de plus que les applications sont surjectives. Notons 
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10. 6. - Démonstration du théorème 10. 4. 

Notons A la couronne r •< |x-a| *< R . Soit f une fonction (B-analytique 

sur A et soit (B/) la famille d'ensembles de (B telle que A = LIB. et que f 

soit un élément analytique sur B. . Ainsi qu'on l'a vu (corollaire 8. 4. ) on peut 
1 1 

supposer la famille filtrante à droite. Nous noterons X (B/) la famille des trous 

T de B^ tels que la partie singulière f,̂  de l'élément analytique f sur B^ 

relative au trou T ne soit pas nulle. 

Soient B. et B. deux ensembles de notre famille avec B . c B , . Si T 
1 1 J 1 J 

appartient à X (B^ , on a TcjjB^cfB^ et donc T est contenu dans un trou T' 

de B. . Montrons que T' £ X^B.) . 

Notons g , = E (f|B.)T '* on a d'après le corollaire 4. 8. 
TfX (Bj) 
T C T 

UlBj/-pi= g-jM • Ur 8ji est un élément analytique sur a. U 1' qui est un ensem­

ble analytique (réunion enchaînée de deux ensembles analytiques), donc si 

(flBi)T. = 0 on a gT,= 0 sur fT' et par suite gT, = 0 sur B^UfT' . Or les 

trous intérieurs de B^UfT' sont précisément les TçX (B )̂ , T c: T' ; pour tous 

ces trous on a donc (g ,) = (f|B ) = 0 ce qui contredit l'hypothèse qu'il existe 
1 j 

T ç ï (B.) contenu dans T' . 

On a donc ainsi défini une application de X (B.) dans 2*(B.) . 

Montrons que cette application est surjective. Soit T 'ÇÏ^B.) . Appelons 

X l'ensemble (éventuellement vide) des trous de B. contenus dans T' . Il faut 

prouver que X f)Xl(B.) ^ 0 . Or XDX (B )̂ = 0 signifie que pour T ç ï , f se 

prolonge analytiquement sur T U B^ et donc f se prolonge analytiquement sur 

Bj U T) qui contient B. UT1 , ce qui singifie que f̂ ,, = 0 et ce dernier résul­

tat contredit l'hypothèse T'ç X 1 ^ ) . 

La famille (B )̂ , ordonnée par la relation c , est filtrante. 

A chaque B. on associe l'ensemble X*(B.) et pour B.CB. on a dé-
1 1 1 1 J 

fini une application X (B.) •+ X (B.) surjective. 

Considérons une famille cohérente de trous T. £ X*(B.) , c'est-à-dire 
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E = lim (E,a) la limite projective du système №a) . Alors si I possède un 

sous-ensemble dénombrable cofinal à I , pour tout a l'application canonique 

cp̂  : E -> E^ est surjective (et donc E n'est pas vide). Autrement dit quel que 

soit a et quel que soit x ç E , il existe une famille (x ) de points de E tels 
a p p 

que pour (3 ^ Y on ait cp̂  ^ (x^) = x^ et de plus x^ = x . On dira que la famil-

le (x 1 est une famille cohérente. 

Soit (a ) _ la famille cofinale à I ; c'est-à-dire que quel que soit v n'nçIN 
S fi , il existe n tel que {3—Ct . Puisque I est filtrant à droite on peut cons-

n 
truire par récurrence une suite (3̂  telle que (3̂  = a et telle que pour n> 1 et 
k^n on ait fil > B et ce-, ^ 8 . La suite (8 ) est alors cofinale à I et forme 

"K n K n Kn 
une chaîne. 

Prenons alors x = x, = x et choisissons par récurrence le point 

x £ E tel que Cp (x ) = x , ce qui est possible puisque l'application 
Pn Pn Pn-1 Pn Pn-1 

cp est surjective. 
Pn-lPn 

Pour g S g on prend alors x = <¥> (x ) . Cette définition est bien 
g ggn gn 

consistante puisque si g S g < g on a 

'g gn( V = e [ V b ( x g J ] = V ( V 
n n n n m m m m 

Enfin si B ^ Y - P , on a : n 

ФЭУ(ху) = фРуСФУЭпЧ)] = Ч Ч ) = ХР 

Comme d'autre part x^ = x , le lemme est démontré. | 
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telle que pour B.ciB. on ait T.<=T. . Alors pour deux ensembles B. et B. 
1 J J 1 1 J 

quelconques, il existe B avec B . c B et B . cB et donc T c T. et T e T., 
.K l x C J K . K l K J 

donc T. H T. / 0 . Les T. forment donc une famille emboîtée de disques non 
i j i 

vides, puisque K est maximalement complet, leur intersection T = 0 T. est un 
disque non vide. Or comme U B. = A , on a PlT.cfA. Soit x appartenant à T , 

i 1 i 1 
et T' le trou de A contenant x . Pour tout i , on a T'cjA c £b^ , et puisque 

X É T ' et X É T . , on a T'c T. , donc T'czT mais comme T est un disque conte -i i j 
nu dans A , T = T1 . Ceci signifie que l̂ m X (B.,) peut s'identifier avec une 

sous-famille de l'ensemble des trous de A . Or A n'a que deux trous : le trou 

|x -a | < r et le trou | x -a | > R . 

Comme la famille (B/) est dénombrable on peut appliquer le lemme 10. 5. 

Il en résulte que quel que soit i , il n'y a que deux trous au plus de B^ relative­

ment auxquels f a une partie singulière non nulle, à savoir les trous de B^ 

contenant les trous de A . 

Soient alors x^ et x^ deux points arbitraires de A avec 

r = |x -a | < |x - a | = r9 . Il existe un ensemble B. contenant x. et x~ . 

Comme les trous de B^ contenant les trous de A sont contenus dans les disques 

|x-a| < et |x-a| > r^ , en vertu de ce que l'on vient de voir, l'élément ana­

lytique f sur B^ se prolonge sur toute la couronne — |x~a| — r£ en un élé­

ment analytique qui coincide avec la fonction f . En vertu du théorème 5. 1. 

f se décompose donc dans cette couronne en série de Laurent absolument conver­

gente. 

On a donc prouvé que pour tout couple de points x^ et x^ de A , 

avec | x j - a | < |x2~a| , f est la somme d'une série de Laurent dans la couronne : 

|x j -a | ^ | x - a | ^ Ix -̂al ; en vertu de l'unicité du développement en série de 

Laurent dans une couronne il résulte que ce développement ne dépend pas du couple 

de points choisis, ce qui prouve que f est développable en série de Laurent dans 

la couronne A . || 
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10. 7. - COROLLAIRE. - Si K est maximalement complet, si (B est une famille  

régulière et si f est une fonction (B -analytique sur K , définie par une famille  

cohérente dénombrable d'éléments analytiques, et si de plus f tend vers 0 à 

l'infini, f est identiquement nulle. 

Pour la démonstration, considérez le commentaire 10. 3. 1. . 

10. 8. - Remarque : Si la famille d'indices I ne possède pas de partie cofinale 

dénombrable, les propriétés démontrées au lemme 10. 5. sont en défaut. On 

trouvera dans Bourbaki, livre I, chapitre 3, §.1, exercice 32, un exemple où la 

limite projective est vide. 

Si l'on considère une famille B^ ne possédant pas de partie cofinale dé­

nombrable, il peut a priori arriver que, comme dans l'exemple de la proposition 

10.2. les singularités de f deviennent "invisibles". Nous ne savons pas si en 

fait une telle situation peut se produire. 

Quoi qu'il en soit nous considérons que c'est une limitation "raisonnable1' 

de supposer que les fonctions analytiques sont définies par des familles cohérentes 

dénombrables (car c'est ce qui se passe lorsqu'on définit explicitement des fonc­

tions analytiques). Nous utiliserons le théorème 10.4. dans le paragraphe 11 , 

nous supposerons donc dans ce paragraphe que les fonctions analytiques consi­

dérées sont définies sur des familles cohérentes dénombrables. Dans les para­

graphes 12, 13 et 14, par contre, nous ne nous limiterons pas à ce cas. 
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11 

LIMITE UNIFORME DE FONCTIONS ANALYTIQUES 

11. 1. - Si K n'est pas maximalement complet, la limite uniforme d'une suite de 

fonctions (B -analytiques peut ne pas être une fonction ©-analytique. 

Si l'on désigne par <3 la classe des intersections finies de couronnes, 

nous allons construire une suite de fonctions C'-analytiques dont la limite n'est 

même pas (2 -analytique ce qui établira notre assertion. 

Considérons l'exemple construit à la proposition 10. 2. 

Soit (b^) une suite de points de K tels que lai"^nl f°rrne une suite 

monotone croissante convergeant vers une limite r , avec |a - b |> p et telle 
00 i l l 

que la série S (Log r-LogJb^-a^l ) diverge. 

Posons f = a f (x - b +a.) , où f est la fonction construite à la propo-n n n 1 r r 
sition 10.2. et est une suite convergeant vers 0 . 

Posons g^ 
n 

k=l 
g^ est une fonction (3-analytique dans K , puisque c'est la somme de fonctions 

C'-analytiques, (cf. §. 9). De plus on a g -g = f et donc 
n+1 n n+1 

sup 
xçK 

gn+1(x)-gn(x)|*|an+1 

Gette quantité tendant vers 0 avec n , la suite g^ converge uniformé­

ment sur K vers une fonction g . 

Or, comme f n'est un élément analytique que dans des ensembles 
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de la forme |x-8 1^ r avec Ifi -b |< p. et r > p , comme 2 f est un 1 n̂1 n 1 n n' 1 n rn n - m^n élément analytique sur A = Q (LD ) avec D = D(8 , r ) et comme A n mVn m m m m n 
contient D si tous les r sont pris < p, , on en déduit que g n'est un élé-n m v rl 
ment analytique que dans des ensembles de la forme ([UD ) . Or un tel ensem-

n n 

ble n'est pas analytique ( [8] , §. 5. , exemple 3, et annexe). Donc g n'est pas 

G -analytique sur K . 

11.2. - Nous supposerons donc que K est maximalement complet. 

Nous allons construire une classe $ assez vaste d'ensembles analytiques 

telle que les fonctions G-analytiques vérifient les propriétés algébriques et topo­

logiques indiquées dans l'introduction. (Comme nous l'avons indiqué au §. 10. , 

nous supposons que nos fonctions analytiques sont définies par des familles cohé­

rentes dénombrales). 

DEFINITION. - Soient A un ensemble ouvert, Xq un point de A . Soit (D/) la 

famille des disques intérieurs des cercles de centre x : c'est-à-dire que D. 
o n i 

est de la forme D. = D(a. , r. ) avec la. - x | = r. . On dira que D. est bien placé i v i i ' 1 i o' i ^ i — u— 
relativement à Xq . Soit A., le plus petit disque contenant D^H^A , et soit p̂  

son diamètre (on a P̂ — r^)- On dira que A appartient à 3 s'il vérifie la condi­

tion 

(S) 

VXqÇA , Vy£ A , quelle que soit la suite de disques ( D j bien 

placés relativement à x avec r < |x -y | , r formant une v o n 1 o 3 1 n 
suite monotone convergeant vers r ; pour N grand la série 

n = N 

Log r - Log r I 

Log r - Log p̂  
converge. 

11.3. - Remarques : 

1) Si Â  est vide ou réduit à un point, Log Pn = "00 et le terme corres­

pondant de la série est nul. On peut donc se limiter à un choix de pour les­

quels cette situation ne se produit pas. 

2) Si A = D , p = r et si r = r le terme correspondant sera pris ' n n n n n 
nul ; mais si r _ / r il est infini et en disant aue la série converse pour N 
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grand on exprime qu'il n'y a qu'un nombre fini de tels termes. 

3) Les ensembles quasi-connexes appartiennent à S . 

11.4. - Notation : 

Soit E un ensemble de S , et soient a et b deux points de E . On 

dira que y est bien situé par rapport à a si | y - a | < | b - a | et si, 

Djjx-a^| < |a^-a| étant le disque bien placé relativement à a auquel appartient y, 

y n'appartient pas à A., où Â  est le plus petit disque contenant fl̂ E . On 

notera ^ l'ensemble des points bien situés par rapport à a ou par rapport 

à b . Il est clair que E , est contenu dans E , que la famille des E . pour 
a, b ^ a, b 

(a,b)Ç Ex E est enchaînée et recouvre E . ^ est formé des deux disques 

| x - a | < | b - a | et |x-b|< |b-a| d'où l'on a enlevé les disques Â  qui s'y trouvent. 

Les trous de E , sont les A. , et A. est le seul trou situé dans le disque D. 
a, b i i n i 

bien situé par rapport à a ou b . 

11. 5. - LEMME. - E^ k est un ensemble analytique. 

En effet, soit Xq£ E^ ^ (on peut le supposer bien situé par rapport à a 

et soit T une suite convenable de trous de E , (pour la terminologie et les n a,b v̂  & 
conditions suffisantes d'analyticité, se reporter à l'annexe). Ces trous sont des 

disques A = D(a , p ) et sauf peut-être pour l'un d'entre eux (à savoir celui n n n 
qui se trouve dans le disque Dn , bien situé par rapport à a , auquel appartient 

x ) on aura | x - a | = | a - a | = r . A cause de l'hypothèse (#) la série o 1 o n1 1 n1 n 7if v / 

n=N 
lL°g lXo "aJ " Loß r l 

L°g l x 0 - a n l - L°ê Pn 

converge pour N grand ce qui prouve l'analyticité de E^ ^ . (Annexe, exemple 1). 

11. 6. - PROPOSITION. - Les ensembles de S sont analytiques. 
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Si E£# , c'est la réunion de la famille enchaînée E , (a,b)£E*E . 
a, b 

La proposition résulte alors du lemme 11.5. et du corollaire 7. 3. (on pourrait 

aussi le prouver directement à l'aide de la condition (*)). || 

11.7. - LEMME. - Soient E et_ F appartenant à <$ d'intersection non vide. 

Soient a _et b appartenant à EflF . Alors E^ j - ^ F ^ ^ est analytique. 

On voit sans peine que les trous de E , fl F , sont, soit des trous de 
a,b a,b 

E . , soit des trous de F . . Si l'on a une suite convenable de trous de a,b a,b 
E . H F , soit (T ) , on peut construire deux sous-suites (n. ) et (m.) telle a, b a, b n k j 
que (n, )U(m.) = IN , T est un trou de E . et T . est un trou de F , . k j nk a,b mj a,b 
Les suites (T ) et (T ) forment des suites convenables de trous de E . et 

m / a, b 

F , respectivement. On aura alors : a, b 

n=N 

Log r - Log r 

Log rn- Log pn nk>N 

Log rn^" ^og 1 

Log r - Log p 

m=>N 

Log r - Log r 

Los r - Log p 
s m. s m. 

J J 

et ainsi qu'on l'a vu au lemme 11. 5., ces deux séries convergent pour k et j 

grands. Donc la série initiale converge pour N grand et ^fl ^ est ana 

lytique. Il 

11. 8. - PROPOSITION. - La réunion E = U E. d'une famille enchaînée (E.) 
— ; — 1 1 1 

d'ensembles de S , appartient à <$. 

Prouvons le d'abord dans le cas d'une famille à deux éléments. Soient 

donc Ejf lE / (( , E1 e <$ , E2£ S , E = E ̂  U E^ . Soit Xq£ E , on peut supposer 

que Xq£ E^ , et soit yç E . 

Soit une suite de disques D bien placés relativement à x avec 
n ^ o 

r < |x -y | , r formant une suite monotone convergeant vers r . Si r est n 1 o 71 n & n 
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croissante (resp décroissante), l'une des deux situations suivantes se produit 

a) Il existe zÇEj avec | x Q - z | > r (resp. | x Q - z | > r ) 

b) Il existe zÇ avec |xQ-z|<r (resp. |XQ-Z| ^ r ) 

car H E^ est non vide. 

Notons A , A , A les plus petits disques contenant D PlC E , n n n ^ 2 n 
D OLE, , D flLE^ respectivement et soient p , p et p leurs diamètres, n v 1 n u 2 n n n 

Si le cas a) se produit pour n assez grand, on a r^< |Z-Xq| et comme 

D (1 Ce CD hCe, on a A c A 1 et donc p < p1 . n n i n n n n 

La condition (#) étant vérifiée pour E^ relativement au couple (x^, z) 

est donc vérifiée a fortiori pour E puisque l'on a : 

n=N 

Log r - Log r 

Log rn- Log pn n=N 

Log r - Log r 

Log rn- Log p^ 

Maintenant si a; n'est pas vermee, alors y appartient nécessairement 
à E^ , d'autre part on a b) et pour n grand on a r n > l x Q " z l • Alors la suite 
(D ) bien placée relativement à x est une suite bien placée relativement à z 

car la - z | = sup ( la -x I , |x - z I ) = r , et comme A c A on a p ^ p^ ' n ' r N 1 n o1 1 o 1 n n n n n 
et donc la condition (S) est vérifiée pour E puisqu'elle est vérifiée pour E^ 

relativement au couple (z,y) . 

Par récurrence on en déduit que la propriété annoncée est vraie pour 

toute famille enchaînée finie. 

Soit maintenant une famille enchaînée quelconque (E^) et soient Xq et 

y appartenant à E ; UE. . On peut alors trouver une sous-famille finie (E.) 
i 1 J 

1S j< n avec EjH E / 0 , 1 < j ^ n - 1 , et XqÇ EJ , y ç . Alors 

F = U E. appartient à S ainsi qu'on vient de le prouver. Si D est une suite 

relative à (Xq, y) et si Â  et A^ sont les plus petits disques contenant D^D E 

et D fl F , de rayons p et p' on a A c A' et p ^ p' , donc E vérifie la n n n n n n n 
condition (<$) relativement au couple (x , y) puisque F vérifie cette condition. || 
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11.9. - PROPOSITION. - La famille <$ est régulière. 

Il est évident que les couronnes appartiennent à <$ . 

D'autre part il résulte de la proposition 11.8. que les réunions de famil­

les enchaînées finies d'ensembles de <$ appartiennent à S . 

Il reste à prouver que si E et F appartiennent à <$ , G = EflF ^ 0 

alors G = EflF est analytique. Mais G= U E .PIF , . D'après le / , > ^ ^ a, b a, b (a,b)çGxG 
lemme 11. 7. les ensembles E . PIF , sont analytiques, comme la famille 

a,b a,b 

(E^ b^-^a ^ » (a»D)€ GxG , est enchaînée, l'ensemble G est analytique d'après 

le corollaire 7. 3. || 

Les résultats du paragraphe 8 s'appliquent donc à la famille S . On 

notera que la famille 3 n'est pas stable par intersection. Donnons un critère 

assurant que l'intersection de deux éléments de # appartiennent à <$ . 

11. 10. - LEMME. - Soient E e_t_ F appartenant à <$ , et soit G = E fi F f 0 
leur intersection. Si pour tout couple (a.blçGxG , G , = E , HF alors a, o a, b a, b 
G appartient à $ . 

Cette condition signifie que si le disque D est un disque bien» placé rela-
E F G 

tivement à a situé entre a et b , A , A et A étant les plus petits disques 
contenant D O C E , D H C F , D nÇG , alors si AE / 0 et AF / 0 on a AE H 0 ; 

A G A E ,, A F ce qui implique A = A U A 

Alors si on a la suite de disques Dn bien placés relativement à a entre 

a et b , on peut la partager en deux sous-suites (D ) et (D ) telle que 
n k m i 

AG A E . G . F J A = A et A = A . On a donc n. n m. m. 

n>N 

Log t - Log r 

G 
Log rn-Log pn 

k>K 

Log r - Log r 
nk 

E 
Log r - Log p 

NK nk 

J>J 

Log rm - Log r I 
i 

Log rm - Log p Fm 
j 
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et ces deux séries convergent pour K et J grands d'après (#) . || 

11.11.- THEOREME. - Soient E _et F 6 S , F CE . Soit f une fonction S -ana­ 

lytique sur E , alors f est $ -analytique sur F . Sî  f et_ g sont deux fonctions 

S -analytiques sur E , f+g est S -analytique. 

Ainsi qu'il résulte de la proposition 9. 1. la deuxième partie du théorème 

est une conséquence de la première partie. Nous utiliserons le : 

11. 12. - LEMME. - Soit f une fonction S -analytique sur E £ S . Il existe une 

famille filtrante (E/) d'éléments de S telle que U E. =E , que f soit un élé -

ment analytique sur E^ et que de plus, pour tout couple de points (XQ > y) ¿2. , 
tout disque D , bien placé relativement à x , entre x et y et contenu dans a c o o — 7 
E , soit contenu dans E. . 

1 1 i 

On sait déjà que, puisque la famille S est régulière, f peut être définie 

sur une famille filtrante (F^) (corollaire 8.4.). 

(Puisqu'on suppose que la base est dénombrable on pourrait même sup­

poser que la famille F. est une suite croissante). 

Soit X. la famille des trous de F. . On a sur F. 
i i l 

f 
T6X. 

fT 

la série convergeant uniformément sur 
f ¿0 
T 

T' 

Or soient Xq et y deux points de F^ , et soit D un disque, bien 

placé relativement à Xq , entre Xq et y , tel que D soit contenu dans E . Si 

T est un trou de F^ contenu dans D , comme f se prolonge dans T en une 

fonction S -analytique, et comme K est maximalement complet, il résulte du 

théorème 10. 4. et de ses conséquences que l'on a f̂ , = 0 . Enfin il est clair que 

F. U D vérifie la condition (S) si F. la vérifie. 
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Si alors l'on considère la famille (D.) des disques bien placés entre 

deux points de F^ , E^ = F^ U ( UD.) = U (F.̂  U D.) appartient à S puisque c'est 

la réunion d'une famille enchaînée d'éléments de <$ (proposition 11. 8. ). De plus 

la série E f converge uniformément sur E. , comme la somme de cette 
TçXi T 1 

série coïncide avec f sur , elle coïncide avec f sur E^ , donc f est un 

élément analytique sur E^ . 

Les E. vérifient bien les conditions de l'énoncé. 
i " 

11. 13. - Démonstration du théorème 11. 11. 

Soit f une fonction S -analytique sur E et soit E^ la famille définie 

au lemme 11.12.. Soit enfin Fç<$ , F c E . 

Alors la famille formée des intersections E . D F non vides est filtrante, 
i 

sa réunion est F , et f est un élément analytique sur chaque E.flF . Il reste 

à prouver que les E.f lF appartiennent à S , ce qui va résulter du lemme 11. 10. 
a et b étant deux points de E . PIF , soit D un disque bien placé entre 

j£ E^ p> 1 
a et b . A , A et A étant les plus petits disques contenant Dfl^E , 

DHCE. , D O O , si à ? 0 on a A c A , d'autre part les conditions du lem-
E . g j£ ^* 

me 11. 12. signifient que si A x^0 alors on a A ^ 0 et A c A 1 . Donc si 

A V # et AF £ 0 , on a A 1fl AF A*V 0 et le lemme 11. 10. s'applique. || 

11. 14. - THEOREME. - Soit E £ $ , soit f une suite de fonctions â -analytiques  

convergeant uniformément sur E vers une limite f . Alors f est une fonction 

S -analytique sur E . 

Remarquons d'abord qu'il suffit de démontrer le théorème dans le cas 

où les f̂  sont bornées sur E . En effet, on peut trouver N tel que pour n> N 

on ait If (x) -f__(x)| ^ 1 sur E . Posons alors g = f -f_. . g converge uni-1 n N " 6n n N 6n 5 
formément sur E vers une limite g et les g^ sont bornées sur E . Si on a 

prouvé que g est une fonction #-analytique sur E , alors f = f^+ g en sera une 

aussi d'après le théorème 11. 11. . 
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Nous allons prouver qu'il existe une famille enchaînée fixe (E.) de sous-
ensembles de E , appartenant à S et engendrant E telle que toute fonction 
#-analytique bornée sur E soit un élément analytique sur chaque E^ . 

Admettons provisoirement ce résultat. Alors les g^ sont des éléments 
analytiques sur E^ , donc leur limite uniforme g aussi (proposition 6. 1.), et 
donc g est une fonction S -analytique sur E . 

Soient a et b deux points de E . Appelons et les disques 
D = |x-a | < |b-a| et D : |x-b|< |b-a| . Soit (Da) (resp. (D^)) les familles a b i j 
des disques bien placés par rapport à a , (resp. b ) et situés dans D (resp. D ). 

a b a b a Soit A. (resp. A.) le plus petit disque contenant D. HE (resp. D. DE) . Nous 
^ ^ a b nous limiterons à la famille d'indices pour lesquels A., (resp. A. ) n'est pas 

vide. Aa est le disque : |x-a^|< pf , avec | a -aJ = rf" ; Â  est le disque : 
|x-b. |< p̂  , avec |b-b.| = r^ . 

Posons p̂  a a et b' b b 
J J 

et notons 1 le disque 

| x - a . | < p a et A. le disque | x -b . |<pk . 
1 i J J J 

Soit E , a, b (d n c u O ( D KnCU AT* 
je J 

On voit sans peine 

que l'on a E . A E , c E et que d'autre part E ç <$ car pour toute suite a, b a, b a, b 
a 

r ^ convergeant vers r on a : 

I Log r a - Log r, 

Log ra - Log pa n n 
2 

a 
Log - Log r 

T A T A Log rn - Log pn 
< + 00 

b 
et pour toute suite r ^ convergeant vers r ' on a 

|Log r^ - Log r1 
b T b Log r - Log p n n 

2 
(Log r ^ - Log r ' 

b _ b Log r n- Log pn 
< + co 

Enfin il est évident que la famille (E . ), . A _ _ est enchaînée et 
a , b ( a , b ; ç E x E 

que l'on a 
(a, b)çEyE Ea,b E . 
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Soit h une fonction <$ -analytique bornée sur E . Prouvons que h est 

un élément analytique sur E* , . 
a, b 

Remarquons d'abord que h est une fonction S -analytique sur E 
a, b 

d'après le théorème 11. 11. 

On peut trouver F£ S , avec F c E ^ ^ , açF , bÇF et tel que h soit 

un élément analytique sur F . 

Soit X la famille des trous de F . X se partage en deux familles : 

X.. est la famille des trous T de F qui contiennent des trous A de E ; 
1 a, b 

X_ est la famille des trous T de F contenus dans E . . 
2 a, b 

Un trou T de X. est pris en sandwich entre un Df (resp. D^) et un 1 , i i a b a b a a a A. (resp. A.) on notera ce trou T. (resp. T. ) ; on a A. czT.czD. (resp. i * j ' i x ^ j ' i i i v ^ 
. b „,b _ ^ b л 
Д . с T . C D . ) 

J J J 

On a sur F : h = S h , la série convergeant uniformément sur 
T É X T 

W O 
T Pour T^X^ ; on a hT = 0 car h se prolonge en une fonction ana­

lytique dans TUF , et K est maximalement complet (conséquence du théorème 

10. 4. ). On a donc sur F : h = 2 h,̂ , , la série convergeant uniformément sur 
[ ( U T ) . T e ï i 

Notons que pour T ç X ̂  : 

sup |h (x)| = sup |hT(x)|< sup |h(x)| ^ sup | h(x) | . 
x£CT x £ F x^F x£E , 

a, b 
On remarque d'autre part que h a (resp. h u) ne dépend que de A a , 

Tj Ti 

c'est-à-dire que pour un autre F'£# , F 'CE^ ^ , aÇF1 , b £ F ' tel que h soit 

un élément analytique sur F ' , si T'a est le trou des F ' contenant A a , 
h a ~ h a = h a • T«. T A. i i 

On peut trouver une suite F telle que H Ta = A.a et donc 
n ^ i, n 1 

SUP h a(x) 
l. 
1 

sup sup 
n xçfT.a 0 î.n 

h (x) 
1 

sup |h(x) = m . 
a, b 
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Mais d'autre part a s. i sup 
x€CDa 

h a 
'i 

(x) sup 
x€CTa H|Ьда(х)i 

sup 
x£F 

|Ьда(х) 

et s. -> 0 
i 

puisque la série 
TçX. T converge uniformément sur F 

Le polygone de valuation de h^a (x) relatif au point â  (centre de A?") 

. a étant convexe pour r> , on a 

Log|h a| (pa ) 1 
2 Log|h |a (pa)+Log|h ala.(V>) 

nL i i i 
n a, m+s. i ' 

et donc 
a1 s. i h al (p* A. 1 i 

sup « .a 
x€CDa 

fh a i. 
i 

[x ' a m s. i 

Donc 
a s. i O on voit de même que ss b 

j 
sup 

x€CDa 
l\t>(*) 
A 3 

converge vers 

0 , ce qui prouve que la série £ h converge uniformément sur E , . Com-
TçX, T a ' b 

me la somme de cette série coïncide avec h sur F , elle coïncide avec h sur 

E* k ce ÇRi prouve que h est un élément analytique sur E* ^ . || 
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12 

INVERSE D'UNE FONCTION ANALYTIQUE 

PRODUIT DE FONCTIONS ANALYTIQUES 

12. 1. - La donnée d'un point a de K et d'un nombre réel p définit une partition 

de K par les disques intérieurs du disque |x-a| ^ p (il n'y en a qu'un si p n'ap­

partient pas au groupe des valeurs) et le disque extérieur de centre 00 : |x-a |>p . 

La réunion d'un nombre quelconque de ces disques définit un ensemble analytique. 

On appellera la classe des intersections finies d'ensembles du type 

précédent. 

On voit sans peine qu'un ensemble de est analytique et même quasi-

connexe puisque c'est l'intersection d'un nombre fini de quasi-connexes ; il en 

résulte donc que l'intersection d'un ensemble analytique A avec un ensemble R 

de & est un ensemble analytique (annexe, exemple 4). 

La classe régulière (B sera dite complètement régulière si quel que soit 

l'ensemble B de (B et quel que soit l'ensemble R de B , B PIR appartient 

à (B . (En particulier ftc(B si KçCB ce qu'on peut toujours supposer). 

12. 2. - Dans ce paragraphe nous considérons une classe (B complètement régu­

lière. On ne perd rien en faisant cette supposition car plus la classe est vaste, 

plus la classe des fonctions (B analytiques est vaste et d'autre part on a la 

PROPOSITION. - Sî  (B est une classe régulière, il existe une classe (B* complè-

tement régulière contenant (B. 
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Notons (B' la classe formée des ensembles du type B flR où Bç(B et 

R£ ft et des réunions de familles enchaînées finies d'ensembles de ce type. 

Comme K£ B , on a (B c ©' . De plus d'après ce qu'on vient de voir, 

les B flR (B £ (B , Rçfô) appartiennent à G , donc les réunions de familles en­

chaînées finies aussi, donc (B'cG . Il est évident que les couronnes appartiennent 

à (B* et que les réunions enchaînées finies d'ensembles de (B1 appartiennent à (B' . 

Enfin si (A. D R."). (A.e®, R.çft) et (B. H Q.). (B.çCB, Q.çfô) v i i'i£ I ic j i jç J i 
sont deux familles enchaînées finies, il faut prouver que 

i€I 
[A. flR.) i i [B.n Q. 

J J (i. j)€lxJ 
A. OR. OB. D Q. 

1 1 J J 

est analytique. Or notons que pour ( i , j )£lxJ , A^nR^nB^nQ^ appartient à 
G puisque A. f lB^ û (©régulière) et R.flQ.çft. Si la famille 

(A.flR.n B.n Q.),. .A T est enchaînée, alors la propriété est démontrée. 
1 1 J J l1» JJÇlx J 

Malheureusement, ce cas favorable peut ne pas se produire, et il nous faut éta­

blir quelques lemmes supplémentaires pour démontrer cette propriété. 

12. 3. - Si A et B sont deux ensembles analytiques d'intersection non vide, 

leur réunion est analytique (corollaire 7. 3. ). Nous allons chercher, plus géné­

ralement, à quelle condition la réunion de deux ensembles analytiques est analy­

tique. 

DEFINITION. - A étant un sous-ensemble de K , nous noterons A le plus 

petit disque (ouvert ou fermé) contenant A . Nous dirons que les ensembles ana­

lytiques non vides A et B sont faiblement enchaînés si l'un des cas suivants 

se produit : 

a) AA fl B t 0 et AB fl A ^ 0 

A A 
b) A est un trou (ou un trou intérieur) de B et A U B ainsi que 

AuCA sont analytiques 
B B 

c) A est un trou (ou un trou intérieur) de A et A U A ainsi que 
B U CA sont analytiques. 
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Remarques : 

1) Indiquons un cas simple dans lequel le critère b ou le critère c 

est vérifié. Soit T = D(a, r ) un trou de A analytique. Si le cercle C(a, r) n'est 

pas vide (et alors AflC(a,r) -f 0 car sinon T ne serait pas un trou de A ) , 

TUA est analytique. 

En effet, les trous de A UT sont les trous de A à l'exception du trou T. 

Soit x çA UT et T . une suite convenable de trous de A U T . Si x f A la o nj ov 
condition (-X-) (cf. annexe) est vérifiée puisqu'elle est vérifiée pour A ; si XQÇ T , 

soit x' çC(a,r)HA alors la condition (•*) relative à x et à la suite T . est la o o nj 
même que la condition (#) relative à x' et à la suite T . et elle est donc vérifiée 

o nj 
puisque A est analytique. A UT est donc analytique. 

2) Soit T = D(a, r+) un trou de A analytique et T' le trou intérieur 

T ' = D ( a , r " ) . Alors si T'UA = (T UA) H Cc(a, r) , si TUA est analytique, son 

intersection avec Cc(a,r)ç ^ l'est aussi. La réciproque résulte de la remar­

que 1). En effet, si C(a, r) ^ 0 (c'est le seul cas intéressant car autrement 

T = T' ), les disques intérieurs T^ de C(a, r) , T^ = D(a^ , r ) sont des trous 

de T'U A , et donc pour chaque i d'après la remarque précédente T.UT'U A 

est analytique, et alors ( g T.)UT'UA = TUA est analytique. Ces résultats se 
i 1 

conservent si T est un trou de centre 00 . 

12. 4. - LEMME. - Soient A ET_ B appartenant à G . Pour que AUB 8oit ana-

lytique il faut et il suffit que A et_ B soient faiblement enchaînés. 

Soient A et B faiblement enchaînés. Supposons qu'ils vérifient la con­
dition b . Alors les trous de AUB sont formés de la réunion des trous de 

A #» A 

A UB et de ceux de AUbA . Soit x fAUB et (T .) une suite convenable de 
o nj 

trous de AUB . Soit d'abord x £ A . Si la suite des distances d(x , T .) n'est 
o nj' 

pas constante à partir d'un certain rang, on voit alors que, sauf un nombre fini, 
les trous T . forment ou une suite convenable de trous de AUCA"^ ou une suite 

NJ A 
convenable de trous de BU A (car la suite des distances d(x , T .) est mono-

* A ° NJ A tone quand n croit, et, pour Tnj€^ (AUlA ) , d(xQ, T^.) ^ diamètre de A - 164 -
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n A A et, pour T .£% (BUbA ) , d(x , T .) > diamètre de A ). La condition (-*) 
nJ A nJ A 

est alors vérifiée puisque A U CA et BUA sont analytiques. On démontre de 

même que la condition (•*) est encore vérifiée si x^ç B . Finalement la condi­

tion (-*•) étant toujours vérifiée AUB est analytique. 

Si A et B vérifient la condition c , B et A vérifient la condition b 

et donc AUB est analytique. 

B A Supposons alors que A et B vérifient açAfl A et b £ B H A 

Posons A' = A DD(a, | a - b | " ) , B' = B DD(b, | a -b |~) . Alors A' et A sont analy-
A ' 

tiques ainsi qu'on l'a remarqué plus haut. D'autre part A = D(a, | a -b | ) car 
A B ' -

D(à, |a-b| )c: A et A est infraconnexe. De même A = D(b, | a -b | ) . La condi­
tion b est donc réalisée pour A' et B' . En vertu de ce que l'on vient de prou­
ver A 'UB' est analytique. Mais comme A H A' ^ 0 et BflB'^jtf , 
AU(A'UB')U B = AU B est analytique. 

Pour démontrer la réciproque, remarquons d'abord que si A (resp. 

A ) de diamètre r est contenu dans un trou T de B (resp. A ) de diamètre 

p avec r<p , alors AUB n'est pas infraconnexe et donc n'est pas analytique. 

A B 
Si A (resp. A ) est un trou (ou un trou intérieur) de B (resp. A) 

et si AUB est analytique, alors on a Ç A "̂ H B ^ 0 , (resp. (/ AB H A) ^ 0 ) et donc 

A U = (AUB) u(?AA et AAU B = AA U (A U B) (resp. BUCAB et A U AB) sont 

analytiques. || 

12. 5. - On dira que la famille (A^)^ ^ d'ensembles analytiques est faiblement 

enchaînée si pour tous i et j ç l on peut trouver i ... i £ I tels que A. = A. ; 
N 1O 1 

A. = A. et que A. et A. soient faiblement enchafnés pour O^k^n-1 . 

COROLLAIRE. - Si la famille (A^). ^ d'ensembles analytiques est faiblement  

enchaînée U A. est analytique. 

En effet, d'après le lemme 12. 4. , pour toute sous famille finie (A/). ^^ 

faiblement enchafnée, U A. est analytique. Mais ces ensembles U A. forment 
ic J 1 ic.T 1 
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une famille enchaînée (et même filtrante) et leur réunion, égale à U A. , est 
il 1 

donc analytique. || 

12. 6. - LEMME. - Soit (B une classe régulière. Soient A £ , B ç (B et a g K . 

Alors : 

si_ Pra(AflB) ^ 0 on a Pr (AflB) = Fr (A)riFr (B) ; 

si Im^(A H B) est réduit à un point, on a Ima(A ^ B) = Ima(A) HIm^(B) ; 

s_i_ A flB = 0 , Pra(A) D Prb(B) est vide ou réduit à un point. 

La démonstration est calquée sur celle du lemme 8. 2. 

Notons que l'on a Im^A f!B) c IrnjA) 0 Irn^B) et donc 

Pr (AflB)cPr (A) D Pr (B) , et par suite, si Pr (Af lB) / ) ) , Pr (A)flPr (B) a a a a a d 
est un intervalle ni vide ni réduit à un point. Tout revient donc à prouver que s 

Pr^(A) H Pr^(B) est un intervalle ni vide ni réduit à un point, on a 

Ima (A H B) Fra(A)n Pra(B) . 

Soit alors Pra(A) = [a , a ' ] et Pr^B) = [p , £'] avec 

sup(oc , g) < inf(cc' , pf) . Supposons que Ima(A H B) = [y » Y1] soit non vide et soit 

strictement contenu dans Pra(A) H Pr^B) ; soit par exemple y> sup (oc, |3 ) . 

Il existe donc r avec sup((X , |3 ) < r< Y • On a donc D(a, r) HA -f 0 et 

D(a,r)flB^j2f et puisque Œ est régulière A' = D(a, r) U A et B' = D(a, r) U B 

appartiennent à (B , on a donc A1H B' analytique, mais 

Im (A' OB') a ' [0,r]U [Y. Y'] 

donc A1 OB' n'est pas infraconnexe. Il y a contradiction. Si on a Y' < inf(oc', (3') 

on considère les ensembles A' =()D(a,r)UA et B' =[D(a,r)U B avec 

Y1 < r < inf (a' , P') . Enfin, si Ima(AD B) = 0 (soit AflB = 0 ) on considère les 

ensembles A' =D(a, r) U A uCD(a» P ) et B' = D(a, r) U B U C^(a» P) avec 

sup(cc, p) < r < p < inf(a', 3'). Il 
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12. 7. - LEMME. - Si_ A = A' HR et_ B = B' fl Q où A' et̂  B' appartiennent à 

(B et_ R et_ Q appartiennent à , alors les conclusions du lemme 12. 6. subsis­ 

tent. 

On remarque d'abord qu'elles subsistent si A est infraconnexe et B 

appartient à B . En effet, Im^fA1 fl B') et Im^A") fl Im^B) coïncident sauf peut 

être pour un nombre fini de points. 

Dans le cas général on voit que si 

A H B = (A' D R) n(B'flQ) = (A' H B') D (R fl Q) ^ 0 

Im^AflB] Im (A' PIB') a ' Ima(R HQ) 

Im (A'] a Im (B') a Im (R) a Ima(Q) 

Im (A! fl R) a Ima(B»n Q) 

et que si Im^A) fl Im^fB) est un intervalle non réduit à un point, alors A H B 

est non vide. || 

12. 8. - LEMME. - Soient (A^ , l< i< n , et_ (B )̂ , l ^ j ^ m , deux familles 

d'ensembles de la forme A. = A-'flR. et B. = B'. H Q. où A', et B'. appartien-
" i 1 i — J 3 3 — i — 3 

nent à (B et_ R^ et_ Q̂ . appartiennent à & . Supposons que l'on ait A^ fl A^+^0 , 
l < i < n , B.flB , 1< j< m , A , fl B_ ^ 0 ; A flB £ 0 et A. f) B, = 0 j j+1 1 1 n m — i j r 
dans tous les autres cas. Alors A. H B. et A D B sont faiblement enchaînés. l i — n m — 

Soit a £ Ajfl Bj et soit Pr^AjflBj) = [0,cc]. Nous allons montrer que 

Im (A HB )fl [o,a] ^ 0 a n m 

Si Im (A ' av n !0,a ou Im (B ) c [0, a ] , on a a m 

Im (A fl B a n m Im (A ) a n im (B ; 
a m 

'0, a et comme 

Im (A (1 B a m 0 on a Im (A OB a n m [ 0 , o ] * 0 
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Supposons alors que ni Im (A 1 ni Im (B 1 ne soient contenus dans rxr a n a n 
[0,a] . Nous allons prouver que Im^B^) contient le point a. 

D'après les hypothèses et le lemme 12. 7. on a 'Im ( A ^ n ImjBj ) , 

et pour (i,j) # (1,1) et ( i , j )^ (n ,m) Im (A.) H Im (B.) est vide ou réduit à 
a i a j 

un point. 

Si m = 1 , Im (B 5 (1 [0, a ] = Im (B )fì[0,a] = [ 0 , a ] ^ 0 . a m a l 

Si m > 1 , I = ( U Im (A.)) Il ( U Im (B.)) = U (Im (A.) film (B.)) . . . a i . a i . . a i a i l<i<n 1< j<m J l< i^n J 
l^ j<m 

est formé de la réunion de l'intervalle [0,a] et d'un nombre fini de points. 

Mais comme Im (A.) M Im (A. ) f 0 , U Im (A.) est un intervalle, a i a ii i , . a i 1^ î^n 
de même U Im (B.) est un intervalle, donc I est un intervalle et par consé-

l < j < m a J 
quent 

l^ i^n 
Im (A. av i 

l < j < m 
Ima(Bj) 0, a 

Comme Im {A J a n' n'est pas contenu dans [0,a] , alors 

l<i<n 
Im (A.), a i 0,cc avec a' > a , et donc d'après ce qu'on vient de voir 

im ( B ; 
a m-1 l^ i< m 

Im B. 
a i 

.0,a! comme Im (B ) fl Im (B ) ^ 0 , a m-1 a m 

on a Im (B )H [0,cc] f 0 . Comme Im (B ) est un intervalle non contenu dans a m a m 
[0,a ] , il doit contenir le point a . 

Comme les A^ et les B^ jouent des rôles symétriques, on prouve de 

même que Im^A^) contient le point a . Alors 

Im (A fl B ) a n m Im (A ) a n Im (B ) a m 

contient le point a et a donc une intersection non vide avec [0,a j . 

Prouvons enfin que A, CÏB, et A H B sont faiblement enchaînés. 1 1 n m 

Si 
Al Bl A 

n 
B * m ¿0 et 

A I n B 
m AlflBl1 ¿0 la proposition 
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A10B1 
est démontrée. Supposons alors par exemple que A P^A^PI B^) = 0 (si 
c'est l'autre cas qui se produit, on se ramène à ce cas en inversant les numéro­
tations des A. et des B.) . Alors nécessairement Im (A Pl B ) Pl [ 0 , a ] est 

i j a n m 
réduit au point a . Si Im (A H B ) = [a , B] , avec 8>(X ; on voit que A n ^ a n m 
A!nB! ^ 

A est un trou (ou un trou intérieur) de A 0 B . S i Im (A 0 B ) est 
n m a n m AinBi 

réduit au point a , alors nécessairement A = D(a,a ) . Soit alors 

b£A flB , on a Im, (A D B ) = [0, y] , avec Ŷ CC , I m j A ^ B j est réduit n m b n m b 1 1 

au point a . Mais le raisonnement fait ci-dessus prouvait que 

Im, (A, fl B.) H [0, y ] ^ ^ ce qui entraîne que a= Y> et on voit donc que dans ce b 1 1 

V B i 
cas aussi A est un trou intérieur de A H B 

Montrons que A U (A PIB ) est analytique. Si a Ç Im(A PIB ) 
A10B1 n t n n m 

alors A = D(a,a ) est un trou de A Pi B et d'après la remarque 12. 3. 1 
» *\ _ _ n m 

A i n B l + A U (A PI B ) est analytique. Si a i Im(A PI B ) , alors T = D(a,a ) n m n m 
est un trou de A PI B . Mais on a vu que TPIB /0 (car [ 0 , a ] P l I m B /0) n m n m 
et pour les mêmes raisons T H A ^ 0 . On a en particulier T PlA' / 0 , 

n n 
T n B ' ^ 0 , R PIR ^ 0 , T f)Q / 0. Comme A' et B' appartiennent à (B , m n m n m 
TUA' et TUB' appartiennent aussi à (B et donc (T U A' ) Pl (T U B ' ) est n m n n7 
analytique. TUR et T UQ appartiennent à et donc n m 
TU(A PIB )=[(TUA' )n(TUB' ) ] Pl (TUR )H(TU Q ) est analytique, n m n m n m 

AinBi 
Comme A est soit T soit un disque intérieur de T , il résulte 

AinBi 
de la remarque 12.3.2. que A U (A Pl B ) est analytique. Un raisonne-n m 

V B i 
ment analogue prouve que (A^PIB^U A est analytique. (Comme étape 
intermédiaire on prouve que (XÇlm (A ) et a ç lm (B ). ) || 

a l a l 
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12. 9. - Fin de la démonstration de la proposition 12. 2. 

Il résulte du lemme 12. 8. que la famille formée de A. H R. fl B. H Q. 
1 1 J J 

non vides est faiblement enchaînée. La proposition résulte alors du corollaire 

12.5. . Il 

12. 10. - PROPOSITION. - Soit (B une famille complètement régulière. Soient 

Bç(B et_ f un élément analytique sur B . Notons B° l'ensemble des xf B pour  

lesquels f(x) / 0 . Alors l/f(x) est une fonction (B -analytique sur B . 

Soient y et z deux points de B . Considérons le polygone de valuation 

f relatif à y . Puisque f(y) / 0 , pour 0 < r < | y - z | , on a | f | ^ ( r )>cc>0 . 

Soit R(x) une fraction rationnelle approchant f à moins que a /2 , c'est-à-dire 

que sup |f(x)-R(x)| ^ a /2 . Pour 0< r ^ |y-z| on a alors |R | (r) = | f |y(r) . 

Comme R n'a qu'un nombre fini de zéros et de pôles, sauf pour un nombre fini 

de valeurs r1»---»rn on a pour |x-y| = r , 0 < r < | y - z | , |R(x)| = |R | (r) > a 

et donc |f(x)| > a . Le même raisonnement relatif au point z , montre qu'il 

existe (3> 0 , 0< r'^< r ' ^< . . .< r'm< W~z\ tels ÇLue Pour lx_zl = r > 

0< r< |y-z | , r / r ' . ( l<j< m) on a | f ( x ) | > p . 

Notons Q l'ensemble des xÇ K tels que l'on ait soit | x -y |< |y -z | 

et | x -y | ^ r i ( l < i < n ) , soit | x -z |< |y -z | et | x - z | ^ r ' ( l < j ^ m ) . Il est 

clair que R . Puisque (B est complètement régulière il en résulte que 

B f!Q appartient à (B . D'après ce qu'on vient de voir on a inf |f(x)|>0. 
Y,Z xçBOQ 

y, z 
Il résulte alors de la proposition 6. 7. que l/f est un élément analytique sur 
B HQ . Comme il est clair que la famille (B fl Q ), > ^0 „Q est enchaî-y, z n y, z (y, z)çB x B° 
née et engendre B° , il en résulte que f est une fonction (B -analytique sur B° . || 

12. 11. - COROLLAIRE. - Soient $ une famille complètement régulière et f une  

fonction (B-analytique sur B . jSi_ B° désigne l'ensemble des points x de B 

pour lesquels f(x) 0 , l/f est une fonction (B -analytique sur B° . 
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En effet si (B.). _ est une famille enchafnée d'éléments de (B telle que i ici 
U B. = B et que f soit un élément analytique sur B. , alors U B.° = B° et 

ici 1 _ ^ 1 ^ ici 1 
la famille (B!) est enchaînée (car les zéros de f sont isolés). Comme l/f est 

une fonction (B-analytique sur B^ , c'est une fonction (B-analytique sur B (pro­

position 7. 8. ). 

12. 12. - PROPOSITION. - Soient (B une famille complètement régulière, f une  

fonction (B-analytique sur B et_ g un élément analytique sur B , alors fg est  

une fonction (B-analytique sur B . 

Considérons d'abord le cas où f et g sont tous deux des éléments ana­

lytiques sur BÇ(B . Pour prouver que fg est une fonction (B-analytique sur B , 

en vertu de la remarque faite au paragraphe 6. 3. , il suffit de prouver que le pro­

duit d'un élément analytique borné h sur B et de la fonction ^ ^ , avec a^B 

a adhérent à B, est une fonction (B-analytique sur B . Or comme (B est complè 

tement régulière B fl D(a, r) appartient à (B . Mais pour r> 0 , —-— est bor-
h(x) x - a 

née sur B fl D(a, r) et donc — e s t un élément analytique sur B H D(a, r) . 
v»f "\ x-a 
^ ^ est donc une fonction (B -analytique sur B . 

Si maintenant f est une fonction (B-analytique sur B , f est un élément 

analytique sur B. , où les B.É (B et U B. = B . fg est donc une fonction (B-ana i i i b 
lytique sur B. ; c'est donc une fonction (B -analytique sur B . || 

12. 13. - COROLLAIRE. - Si_ (B est complètement régulière et si pour toute  

fonction f (B-analytique, la restriction de f à un ensemble B de (B contenu  

dans le support de f est une fonction (B -analytique, alors le produit de deux  

fonctions (B -analytiques de même support est une fonction (B-analytique. 

Ce sera en particulier le cas si (B est stable par intersection ou encore 

le cas de la famille <$ . 
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13 

FONCTIONS MEROMORPHES 

13. 1. - Deux méthodes nous permettent de définir les fonctions (B -méromorphes. 

( (B désigne une sous famille de CI *). 

Première méthode : 

On procède comme dans le cas complexe. Soit f une fonction (B -analy­

tique sur B . Soit a un point isolé de B . Si f se développe en série de Laurent 

au voisinage de a (ce qui sera toujours le cas si K est maximalement complet 

et f définie par une famille cohérente dénombrable au voisinage de a : théorème 

10. 4. ) et si tous les coefficients des termes d'exposant négatif sont nuls, f se 

prolonge en une fonction analytique dans B U [a} ; si tous les coefficients sauf 

un nombre fini de termes d'exposant négatif sont nuls, sans être tous nuls, on 

dit que f a un pôle au point a . L'exposant le plus petit des termes à coefficient 

non nul, changé de signe, sera appelé l'ordre du pôle. 

DEFINITION . - Si f est une fonction ©-analytique sur B privé d'une famil 

le discrète de points â  et si pour chaque i , f a un pôle en â  , on dit que f 

est une fonction (B -méromorphe dans B . 

Deuxième méthode : 

On ajoute à K le point à l'infini, soit K = K U {°° ) ; K est muni dune 

topologie qui sur K coïncide avec celle de K , une base de voisinages du point 

00 est formée des ensembles |x| > r , r£]R+ . On définit sur K une structure 
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uniforme compatible avec sa topologie : un système fondamental d'entourages est 

formé des 

Va=((x,y)6KxK : (|x-y|<(X) ou ( | x | > - et |y|> - ) } 

pour 0<a< 1 . 

(on pose |«>| = » ) . Si (x,y)çVa nous dirons que x et y sont voisins d'ordre a. 

Pour cette structure uniforme K est complet (puisque K est complet pour la 

valuation | | ). 

Enfin il est bien connu qu'une fraction rationnelle R(x) se prolonge sur 

K tout entier en une fonction à valeurs dans K uniformément continue. 

DEFINITION M^. - Soit A un ensemble analytique contenu dans K . Une limite 

uniforme sur A L̂U sens de K) de fractions rationnelles sera appelée un élément  

méromorphe sur A . Soit (B.) une famille enchaînée d'éléments de la classe (B , 

B = U B. , si la restriction de f sur chaque B^ est un élément méromorphe on 

dira que f est une fonction (B -méromorphe sur B . 

13.2. - LEMME. - Soit (B une famille régulière. Alors une fonction (B -méro-

morphe au sens M^ est (B-méromorphe au sens M^ . 

Soit donc f une fonction 05 -analytique au sens de M^ sur B . Soit B' 

l'ensemble B privé des pôles â  . Pour chaque i il existe un disque D̂  de 

centre a., contenu dans B tel que dans D^ \ {a^) f se développe en série de 

Laurent n'ayant qu'un nombre fini de termes d'exposants négatifs, f est donc un 

élément méromorphe dans D̂  . Donc sur B' U ( U D.) = B , f est une fonction 

méromorphe. || 

13. 3. - Nous verrons par la suite (proposition 13. 16.) qu'une fonction ©-méro­

morphe au sens M9 l'est aussi au sens M. . L'avantage de la définition M 

est qu'elle nous permet de raisonner sur les fonctions méromorphe s comme nous 

l'avons fait sur les fonctions analytiques moyennant quelques adaptations. En 
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particulier, nous obtiendrons un théorème sur la répartition des pôles analogue 

à celui établi pour les zéros d'une fonction analytique. Auparavant, nous allons 

établir que certaines assertions valables pour les fonctions analytiques restent 

vraies pour les fonctions méromorphes. Dorénavant les fonctions considérées 

sont méromorphes au sens . 

La fonction de valuation et le polygone de valuation d'un élément méro-

morphe (et donc d'une fonction méromorphe) se définissent comme dans le cas des 

fonctions analytiques. 

13.4. - PROPOSITION. - Les fonctions Q -méromorphes vérifient le principe du  

prolongement analytique. 

Il suffit évidemment de le démontrer pour les éléments méromorphes. 

La démonstration est calquée sur celle de [8] théorème 1. Nous ne refaisons pas 

la démonstration complètement, mais indiquerons seulement les modifications à 

apporter. 

Soit donc un élément méromorphe f sur l'ensemble A analytique, tel 

que f soit identiquement nul dans un ouvert contenu dans A et non identiquement 

nul dans A . Puisque A est analytique, A vérifie la condition (-X-) . 

On voit comme dans la démonstration du théorème 1 de [8] qu'il existe 

un point Xq de A tel que le polygone de valuation de f relatif à x^ atteigne la 

valeur -» en un point r de Im(A) , mais ne soit pas confondu avec la droite 

d'ordonnée -00. Pour ce faire, ce polygone a une infinité de changement de pentes 

en des points r^, ... , r^, ... formant une suite monotone convergeant vers r , 

que nous supposerons croissante pour simplifier. Nous pouvons aussi supposer 

que x = 0 . n o 

On peut donc trouver r '<r tel que pour r '<p<r , on ait |f|(p)<^- . Alors 
1 V 

si R est une fonction méromorphe approximant f à — près, on peut trouver 

r" , r ' < r " < r, tel que R n'ait aucun pôle dans la couronne C : r"< p< r , 

et donc f n'aura aucun pôle dans A H C . f est donc un élément analytique dans 

A H C , c'est-à-dire la limite uniforme dans ADC de fractions rationnelles sans - 174 -
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pôles dans AD C . Or précisément ce que l'on a démontré dans le théorème 1 

de [8] c'est que si A vérifie la condition (•#) il n'existe pas d'élément analytiqi 

dans A flC tel que | f | ( p ) ^ 0 pour r " < p < r et |f | (r) = 0 . Il y a donc une 

contradiction, ce qui achève la démonstration. || 

13. 5. - Nous allons étudier maintenant comment sont répartis les zéros et les 

pôles des éléments méromorphes. 

Soit Q(x) une fraction rationnelle, soit A un sous-ensemble de K , 

nous noterons Z (̂Q) (ou Z(Q) ou z^ s'il n'y a pas d'ambiguité) et p^ (Q) (ou 

p(Q) ou p^ ) respectivement le nombre de zéros et le nombre de pôles de Q 

situés dans A . 

Prenons pour A le disque ouvert D(a, r ) , alors la pente du polygone 

de valuation de Q relatif à a à gauche du point d'abscisse Log r représente 

z^(Q) - p^(Q) . Si alors la fraction rationnelle R(x) approxime Q sur A à a 

près avec CC< | Q|a(r)< l/cc , les polygones de R et de Q coïncident au voisi­

nage gauche du point d'abscisse Log r , et on a donc 

zA(Q) - PA(Q) = zA(R) - pA(R) . 

On obtient le même résultat pour le disque fermé A= D(a, r+) en raison­

nant séparément sur chacun des disques intérieurs de A et en remarquant que 

quel que soit le point b de A on a alors 

|Q|b(r) = |Q|a(r) . 

Si A est la couronne ouverte r< |x-a | < r ' , la différence des pentes 

du polygone de Q à gauche de Log r' et à droite de Log r nous donne 

zA(Q) -pA(Q) . Si donc R approxime Q sur A à a près avec 

a < i n f ( | Q | (r) , |Q| (r ' ) )S max (|Q| (r) , |Ql (r')) 
a a a a 

1 
a 

on voit que les polygones de Q et R coïncident au voisinage droit de Log r et 

au voisinage gauche de Log r et donc Z^(Q) - P^(Q) = ZA ( r ) " P (R) On 
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obtient un résultat analogue sur les couronnes fermées ou semi-fermées en raison­

nant séparément sur la couronne ouverte "intérieure" et les disques intérieurs 

des cercles "frontière". Nous allons améliorer ces résultats. 

13. 6. - LEMME. - Soient Q une fraction rationnelle, A le disque D(a, r) 

(resp. la couronne : r < |x-a| < r ' ), soit R une fraction rationnelle approximant  

uniformément Q sur A à a près avec a < |Q|a(r) < l /a (resp. 

a < inf ( |Q | (r) , | Q | (r')) < max (|Q| (r) , |Q | (r '))< l / a ) , on a alors 
zA(Q) = zA(R) , pA(Q) = pA(R) . 

On sait déjà que z^Q) - PA(Q) = z^R) -pA(R) . 

Nous allons raisonner par récurrence sur le nombre zA(Q) + pA(Q) de 

pôles et de zéros de Q dans A . 

Remarquons d'abord que si PA(Q) = 0 , sup Q(x) = Q (r) pour le disque 
ù xç A a 

(resp. sup |Q(x)| = max( |Q| (r) , |Q | (r ')) pour la couronne) . Il en résulte 
xç A a a 

que l'on a sup |R(x)| = sup |Q(x)| ^ l /a , donc PA(R) = 0 et alors 
xç A xç A A 

z (Q) = z (R) . De même si z (Q) = 0 , 

inf |Q(x)| =|Q| (r) (resp. inf | Q(x) | = inf (|Q| (r), |Q | (r'))) 
x£A a xçA a a 

et donc inf |R(x)| = inf |Q(x)|>a 
ve A ycA 

donc z.(R) = 0 et alors 

PA(Q) = PA(R) 

La propriété est donc prouvée pour Z^(Q) » P/^Q) = 0 et donc en parti­

culier pour zA(Q) + p.(Q) = 0 ou 1 . 

Supposons alors la propriété prouvée pour zA(Q) + P^(Q) — n (et ce pour 

toute fraction rationnelle et tout disque ou couronne), et soient A et Q avec 

zA(Q) + P^(Q) = n+1 . D'après ce qu'on vient de voir on peut supposer que Q a 

au moins un zéro et au moins un pôle dans A . 
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Soit d'abord A = D(a, r ) et supposons pA(Q)>zA(Q) . Soit b un zéro 

de Q dans A . Comme |Q|b(0) = 0 , 

étant donné p avec a< p< |Q |fe(r) = |Q |a(r) , 

il existe s avec 0<s< r tel que 

|Q Ii-/8) = P ' C°mme d'autre part, 

le polygone de Q a une pente né -

gative ou nulle à gauche du point r 

il doit avoir un changement de pent€ 

entre s et r . Dans le disque 

A1 = D(b, s ) Q a donc au moins 

un zéro (à savoir b ) et dans la 

couronne A" : s ^ | x - b | < r , 

Q a au moins un pôle. Comme 

zA,(Q) + PA'(Q) + zA„(Q) + pA„(Q) = zA(Q) + pA(Q) on a z^.fQ) + p^.fQ) < n et 

zAi.(Q) + pA,,(Q) < n . Comme d'autre part a < | Q |b(s) < | Q | fe(r) < l/a , d'après 

l'hypothèse de récurrence 

zA,(R) = zA,(Q) , pA,(R) = pA,(Q) , z^(R) = zA,(Q) , pA„(R) = pA„(Q) , 

et donc zA(R) = zA(Q) et pA(R) = Pa(Q) . 

Dans le cas où P^(Q) < zA(Q) on raisonne de même en considérant un 

pôle b de Q et en prenant l/a> P> |Q|a(r) . 

Si A = D(a, r+) on raisonne séparément sur chacun des disques intérieurs 

A. de A où l'on a bien sûr 

ZA (Q) + PA (Q) S ZA(Q) + PA(Q) = n+1 • i i 

Supposons alors que A est la couronne r < |x-a|< r ' . Soit 

p = inf(|Q|a(r) , |Q|a(r')), g- = max (|Q|a(r) , |Q|a(r')). 

On peut trouver un nombre fini de nombres r = r . < r0<. . .< r = r ' 
1 2 n 

tels que |Q| (r.)= p ou et que dans l'intervalle ] r. , r. [ on ait toujours a i 1 1 + I 
|Qla(p)>P' ou toujours |Q|a(p)<p ou toujours g^ |Q|a(p)^pf 

- Log a 

Log s -v Log r 

Log J 

Log a 

Polygone de Q relatif à b 
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On peut alors partager la 

couronne A en les couronnes 

A.r. < |x-a| < r., . et les cercles 11 1 1 î+l 
C^(a, r,) . On a bien 

z A (Q) + pA (Q) S z A(Q) + pA(Q) = n+1 
i i 

ZC (Q) + pc (Q)< zA(Q) + pA(Q) = n+1 
i i 

pour ce qui est des cercles on 

raisonne sur chacun des disques 

intérieurs séparément et la pro­

priété résulte de ce qu'on vient 

de voir ci-dessus. Il reste donc 

à étudier les trois cas : 

• Dans la couronne A : r< |x-a|< r ' , pour r < p < r1 on a 

a<inf(|Q| (r) , |Q| (r'))£ |Q| (p)< sup (|Q| (r), |Q| (r-)) 
a a a a a 

1 
a 

Si tous les zéros et les pôles de Q ne sont pas situés sur un même 

cercle de centre a , on peut trouver r" , avec r< r"< r ' tel que dans la couron­

ne A" , r "< |x-a| < r ' . Si C est le cercle C(a, r") , on voit que 

zA,(Q) + pA,(Q)^ n , zc(Q) + pc(Q)< n et zA„(Q) + p „(Q) £ n , comme d'autre 

part cc<|Q|a(r")< 1/a , on a zA,(R) = zA,(Q) , PA,(R) = PA«(Q) > ... et donc 

ZA(R) = Z^(Q) et P^^-) = ^A^"^ ' tous les zéros et pôles de Q sont sur le 

cercle C = C(a, r") , alors zA(Q) = pA,(Q) = ZAM(Q) = PAn(Q) = 0 et il en est donc 

de même pour R . Pour le cercle, on obtient z^(Q) = z_(R) et p^(Q) = p^(R) 

en raisonnant sur les disques intérieurs ainsi qu'on l'a déjà dit. D'où encore 

zA(Q) = zA(R) et pA(Q) = pA(R) . 

- Dans la couronne A : r < | x - a | < r ' , pour r< p< r1 on a |Q|a(p)<P 

et | Ql̂ 1̂"̂  = 1̂ 1 a(r') = P • Alors le polygone de valuation de Q relatif à a a 

nécessairement une pente négative à droite de Log r et une pente positive à gau­

che de Log r ' donc plis de zéros que de pôles : zA(Q)> P^(Q) • Soit b un pôle 

de Q dans A (s'il n'y en a pas on a déjà résolu le problème). 

- Log a 

- Log p' 

Log g 

. Log a 

ri R 2 R 3 R 4 R 5 R 6 R 7 

Polygone de Q relatif à a 
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Comme |Q|b(0) = + » , que 

|Q|b(p)< P < P pour 

|b-a| < p< r1 , il existe s , 

0 < s < |b -a | , tel que 

|Q|b(p) = P et |Q|b(p)<a 

pour s<p< r1 et 

|Q|b(p)> g au voisinage 

gauche de s . 

Le polygone de Q Polygone de Q relatif a b 

relatif à b a alors une pente 

négative ou nulle à gauche de 

Log s et donc dans le disque D = D(b, s ) , p^(Q) > z^(Q) et donc 

PD(Q) + zD(Q) < pA (Q) + z^ (Q) , donc PD(Q) + ZD(Q) - n • Comme d'autre part 

CC< |Q|b(s) = |3< l /a , on a donc P-q(Q) = Ppj)^) • ^n raisonnant de même avec 
les autres pôles de Q situés dans A on trouve un nombre fini de cercles 
D. , ... ,D (qui peuvent coïncider pour des pôles différents) et pour lesquels on 1 m 
a p^ (Q) = p^ (R) . D'autre part pour x£ A , x^ D^ , 1 ^ i^ m , on a 

i i 
|Q(x)| < p ; en effet, si 

0< |Q(x )| < + » comme au 

voisinage de x^ , |Q(x)| 

reste constant, et que 

|Q|X (|xQ-a|) = |Q |a( |xo-a | )<p 
O 

le polygone doit avoir un change­

ment de pente négatif au-dessus 

de la droite d'ordonnée Log p , 

donc Q a un pôle en b tel que 

|Q|X ( |b-xo|)> p , donc 
O 

|Q|b (|b-xQ|)> p ce qui prouve 

que Xq appartient au disque D(b, s ] 
Puisque sup |Q(x)|:<(3< l/a , on a aussi sup |R(x)| ^ (3 , 

xeAnftUD) xçAnftljD.) 
i « i 1 

donc R n'a pas de pôles dans AH (̂ U D.) . Donc : 

Log p 

- Log a 

Log s i 
Log |b-a| 

Log ] 

_Log |Q(x )| 

• Log 0 

Log |b -x | Log\x -a | Log r » 

Polygone de Q relatif à x 
o 
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PA(R) = S pD (R) = E pD (Q) = pA(Q) 
i i i i 

et puisque z^(Q) - P^(Q) = zA(R) - pA(R) on a aussi z^(Q) = z (R) . 

Dans la couronne A : r< | x-a| < r ' , pour r < p< r ' on a |Q | (p) > ¡3' 

et |Q|a(r) = |Q|a(r') = ¡3' 

Le même raisonnement que dans le cas précédent, où on permute le 

rôle des zéros et des pôles, nous prouve que la propriété annoncée est encore 

vérifiée. 

Enfin si A est une couronne semi-fermée ou fermée, la propriété se 

démontre en considérant séparément la couronne ouverte et les disques intérieurs 

des cercles extrémaux. 

13. 7. - THEOREME. - Soit f un élément méromorphe non identiquement nul  

ou infini sur un disque ou une couronne A . Il existe une fraction rationnelle Q 

et un élément méromorphe g sur A sans pôles ni zéros dans A , tel que f = Qg . 

De plus, si la fraction rationnelle R approxime f suffisamment sur A , 

R et_ f ont même nombre de pôles et de zéros et si la suite converge uni­

formément sur A vers f , les pôles et les zéros de f sont les limites des pôles 

et zéros des R . n 

Soit A le disque D(0,r) (resp. la couronne r '< |x|< r) , et soit 

une suite de fractions rationnelles convergeant vers f uniformément sur A 

(au sens de K) . Remarquons d'abord qu'il résulte de la démonstration de la pro­

position 13.4. que l'on a 0<|f | ( r )<+« (resp. 0< inf (|f|(p))< sup (|f|(p))<+• , 
r '< p < r r '< p < r 

sauf éventuellement si r ' = 0 mais alors f se prolonge dans tout le disque D(0, r) 

en un élément méromorphe et on est ramené au cas précédent). 

Soit alors a tel que a < | f | ( r ) < l / a 

(resp. a < inf (|f|(p))< sup ( If I (p)) < l/a) . Soit R une fraction rationnelle 
r '<p<r r'<psr 
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approximant f uniformément sur A à a près. Comme alors pour p tel que 

a < |f | (p) < l /a on a |f|(p)= | R | ( p ) , R vérifie la condition précédente. Si R1 

approxime aussi f à a près, R' approxime R à a près et en vertu du lem­

me 13. 6. on voit que R et R1 ont le même nombre z de zéros et le même nom­

bre p de pôles dans A . 

Posons |3 = |f|(r) (resp. p = inf |f | (p)). Soit a un zéro de R et censi­
r e p<r 

dérons le polygone de valuation de R relatif à a . 

- Cas où A est un disque. 

Alors pour p<r , le poly­

gone a une pente toujours inférieure 

ou égale à z , et donc le polygone 

de R est situé au-dessus de la 

droite de pente z passant par le 

point de coordonnées (Log r , Log |3). 

On a donc pour 0<p< r 

|R|a(p)^ß(f)Z 

/2(X,l/z 
et donc pour p = r(—) , on a 

P 
|R | (p)2> 2a > a . 

2a 1/z Donc il existe r\ ^ r(—) tel que a < |R | (r\) < l/a . S a 

Si R' approxime aussi f (et donc R ) à a près sur A il résulte du 

lemme 13. 6. que R et R' ont autant de zéros dans le disque D(a, r\) . En raisor 

nant ainsi pour tous les zéros de R , on voit qu'on peut trouver un nombre fini 

2a */z 
de disques de diamètres inférieurs à r(—) , contenus dans A , dans lesquels 

P 
R et R' ont exactement le même nombre de zéros, et qui contiennent tous les 
zéros de R (et R ' ) . On peut donc numéroter les zéros de R et R' , à savoir 
a., ... , a , a'.,... , a' de telle sorte que 1 z 1 z 

' a k - a k l • <W/Z l < k < z . 

Log p 

pente z 

Log a 

Polygone de R relatif à a 
(cas du disque) 
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- Cas où A est une couronne. 

Alors pour p< |a | le polygone de R relatif à a est situé au-dessus 

de la droite de pente z passant par le point (Log |a | , Log |R | ( |a|)) , il est 

donc au-dessus de la droite de pente z passant par le point (Log r , Log |3 ) 

puisque L o g r > L o g | a | et Log|R| ( | a | ) > L o g 0 donc |R |a(p ) > £ (̂ )Z , et 

il existe 

r\ ^ inf r 
2a 
ß 

1/z 
a 

tel que a < |R | Ol) < • 

Le disque D(a, T|) est alors 

contenu dans A et le raison­

nement se termine comme 

dans le cas du disque. 

On démontre de la 

même façon que l'on peut 

numéroter les p pôles de 

R et R ' , à savoir 

b. , ...,b , b' ... ,b' , de 1 p 1 p 
telle sorte que 

Ib.-b'.l < r(2ap')1^P avec 
3 y 

P' = |f| (r) (resp. f3' = sup |f|(p)). 
r'^p< r 

Soit alors (a ) une suite de nombres tendant vers 0 en décroissant, n 
et soit (Rn(x)) une suite de fractions rationnelles telles que Rn approche f à 

a près sur A . D'après ce qu'on vient de voir à partir d'un certain rang N tous n 
les Rn ont le même nombre de zéros et de pôles, et on peut numéroter les zéros 

et les pôles de R soit, a,n , ... , a n , bn , ... , b n , de sorte que l'on ait ^ n i z 1 p 

i n n+1 a. - a. 1 i i r 2 
a 
n ß 

1/z 
l < i < z 

|bn-bn+1 
3 3 r 2a ß1 n 

1/p 
l ^ P 

-Log p 

pente z 

Log |a | Log r 

Polygone de R relatif à a 

(cas de la couronne) 
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Les suites (a.) et (b.) forment donc des suites de Cauchy puisque K i n j n 
est complet, ces suites convergent vers des limites a., et b̂ . ; A étant fermé 

a. et b. appartiennent à A . 
i 3 

D'autre part puisque Rn converge uniformément vers f sur A , on a 

f(a.) = lim R (an) = 0 , f(b.) = lim R (b?) = «> , ce qui montre que les a. et 
i n->«> n 1 3 n-> « n j i 

les b. sont des zéros et des pôles de f respectivement et donc que 

inf a . -b . > 0 . 
• . 1 3 

Posons alors 

Qn(x) B 
rx-a n 

i 

j 
x-b. 

J 

Q(x) i 
x-a. i 

j 
x-b. 

J 

Nous montrerons plus loin (lemme 13. 8. ) que converge uniformément 

sur K de Q . Ecrivons R (x) = Q (x) P (x) . P (x) n'a ni zéros ni pôles dans A . 
n n n n 

On a donc si A est un disque 

sup 
xÇ A 

FNM-Fn+1(x) P - P , n n+1 (r) : 
R 

n Q 
n 

R , 
n+1 

Qn+1 
[r) 

R -R 
n n+1 Q 

n 

R n + l ( Q n + r Q J 
Q Q , 

n n-1 

(r) 

max 
lRn-Rn+1l^ 
Q J (r) 

lRn+llW 

QnIW|Qn+1IW QnIW|Qn+1IW 

et cette dernière quantité tend vers 0 quand n -• 00 puisque RP et QPconver­

gent uniformément sur A quand n •+ » , et que l̂ -nl (r) e* l/|Qnl(r) sont 

bornés. 

Dans le cas de la couronne on a 

sup 
xç A 

lPnW-Pn+l(x) max P -P , 
n n+1 

(r») If -p , 
1 n n+1 

(r) 

et le même calcul montre que cette dernière quantité tend vers 0 quand n -> » , 

Il en résulte que la fraction rationnelle P^ converge uniformément sur 

A vers un élément méromorphe g . On a d'autre part pour tout x É A 
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|P (x)| =|P |(r) et donc |g(x)| = lim |P (x)| = lim |P | (r) ^ 0 , ^ • , g n'a 
n n n-> oo n n-+ oo n 

donc ni zéro ni pôle dans A . 

On a bien f = lim R = lim Q P = lim Q lim P = Q g . Il 
n n n n n n n n n 

13. 8. - Prouvons le lemme annoncé. 

LEMME. - Si Ton a z+p suites (an) _ 1 < i< z , et (b?) ^ , 1 < j < p 
convergeant vers les limites â  _et_ b̂ . (différentes de l'infini) telles que 
inf la.-b.l 4 0 , la suite de fractions rationnelles 
i.i 1 r 

Qn(x) 

Z 

i=l 
x-a. ) i 

j = l 
x-b. ) 

.1 
converge uniformément sur K vers la limite 

QW i (x-a.l 

j 
(x-b.) 

(Remarquons que si a11 -• a et bn-> a n 
x-a x-bn 

ne converge pas unifor­

mément vers 1 sauf si a11 = bn pour tout n assez grand). 

Donnons-nous cc< 1 , il faut prouver qu'il existe N tel que pour n> N , 
et pour tout xÇK , Qn(x) e* Q(x) soient voisins d'ordre a . 

Soit y> | a j , Y > I b . I pour tous i et j . On peut trouver N tel que 
pour n> N on ait Y>|a? | et Y > |b?| pour tous i et j , alors pour |x | > Y 
on aura 

|Qn(x)| = |Q(x) I = |x|Z"P 

Si z> p , on aura pour |x | > max (Y 1 
a 

1/z-p 
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|Qn(x) 1 
a 

et | Q W | 
i 
a 

donc Q (x) et Q(x) sont voisins d'ordre a n 

Si z< p , on aura pour | x |> max Y , 
D 

a' 

l/p-z. 

|Q (x)|<a et |Q(x)|<a 

donc |Q (x)-Q(x)| < a , Q (x) et Q(x) sont voisins d'ordre a . 

Si z = p , Q - Q = P est une fraction rationnelle dont le numérateur a n n 
un degré inférieur à celui du dénominateur, qui n'a pas de pôles dans la couronne 

|x |> y > et telle que |Pn|(y) — 1 » le polygone de Pn étant convexe pour r> Y > 

on aura P (r) n 
Y 

r 
et 

donc pour | x Y 
a 

|Pn(x)| = |Pn | ( |x | ) : Y 

x 
a 

En résumé, on peut trouver N et p tels que n>N et |x|> ¡3 impli­

quent que Q (x) et Q(x) soient voisins d'ordre a . 

Voyons ce qui se passe pour x^ (3 . 

Soient ô< inf |a, .-b. | , \ - max ( sup l2^"3^! » SUP lD'~kpJ ) 
i . j _ 1 3 i, k 1 \,L 3 

\1 = inf ô, a 
H"1 a 

6Z 
<p-1 

v) et soit N*> N tel que pour n> N' 

an- a. I < |i, |bn-b. I < |i . 
i 1 J J 

Alors on a |a.- bn|> ô et |b . -an |> 6 
1 J J i pour tous 

i et j , n> N' ; et pour tous i jk£ et n> N' 

I a f - 4 n | < * K 1 - O < x • 

Dn a donc pour |x-aj < |i 

| Q W | < u 
vz-1 

6P 
a et |Qn(x)| < a 

Log Y 
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donc |Q(x)-Q^(x) | < a , et on a pour |x-b^ | <C p. 

|Q(x)l 
6 Z 

u vp-1 
1 
a 

et Qn(x) 
òz 

u vp-1 
1 
a 

Donc dans D = ( U D(a., , |a~)) U ( U D(bj» I-1") » pour n> N1 , Qn(x) approxime 

Q(x) uniformément à a près. 

Il reste à voir ce qui se passe dans D(0, p+) PiCd . 

Soient S , S les numérateurs de Q , Q et T , T les dénominateurs n n n _ _ _ n , n , n , , n . , de Q , Q . Posons a. = a. + e. , b. = b. + e . . Alors n i i i i i z+i 

Qn(x) - Q(x) 
S (x) T(x) - S(x) T (x) n n 

Sn(x) S(x) 

, n n » 
v 1 z+p; 
Sn(x) S(x) 

où P est un polynôme en £.n ,... , e*1 sans terme constant et à coefficients 

fonctions polynômes de x . On a, pour x£ D(0, p ) H ^D et n> N1 , 

|Sn(x)| = |S(x)| > \J? . Comme |x| < p , les coefficients de P sont bornés uni­

formément en x , et pour I e^ I assez petit, l < k ^ z+p , ou encore n> N" > N' ; 

on aura 

I -r̂/ n n A a 
2p 

et donc 

|Qn(x)-Q(x)| < a 

Finalement pour n> N" , Q (x) approxime Q(x) à a près dans K . | 

13. 9. - COROLLAIRE. - _Si f est un élément méromorphe sur un disque ou une  

couronne f est le quotient de deux éléments analytiques. 

En effet, il résulte de la démonstration que g est un élément analytique 

(on a la convergence uniforme de vers g au sens ordinaire). Donc 

f = < P A avec 9 = g 
z 

i=l 
x-a. i 

P 

j=1 
x-b.) 
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13. 10. - COROLLAIRE (Théorème de factorisation) - Soit f un élément analy­ 

tique sur un ensemble A . Si le cercle C(y, r) est contenu dans A et si r est  

un point intérieur de Pr^(A) , s_i_ m est le changement de pente du polygone de  

valuation f relatif à y au point d'abscisse Log r ( m peut être nul), f a exacte­ 

ment m zéros (éventuellement confondus) dans ce cercle. Si (a^) sont ces zéros  

on peut décomposer f sous la forme 

f(x) = (x-ax) ... (x-am) g(x) 

où g est un élément analytique sur A ne s'annulant pas sur le cercle C(y, i 

En effet un élément analytique est un élément méromorphe (la convergence 

uniforme au sens ordinaire entraînant la convergence uniforme au sens de K ). 

De plus f n'a pas de pôles. Or si R approxime f suffisamment, au voisinage 

du point d'abscisse Log r son polygone de valuation relatif à y coïncidera avec 

celui de f , et le changement de pente m prouve que R a m zéros sur le cer­

cle C(y, r) donc f aussi. Nous savons aussi que f se décompose sur ce cercle 

sous la forme f(x) = Q(x) g(x) , où Q(x) = (x-a^),... , (x-a^) et g(x) est un élé­

ment analytique sur C(y, r) , il faut vérifier que cette décomposition est vraie 

sur tout A . 

Or si l'on considère la suite de fractions rationnelles sans pôles dans A , 
telle que sup |R (X) - f (x) | = a , a tendant vers 0 , et si l'on écrit 

X /- A n n n 
^ n n n R = Q P , Q (x) = (x-a.), ... , (x-a ) , (a. ) étant les zéros de R situé dans n n n n 1 m K n 

le cercle C(y, r) on a vu que P^ convergeait uniformément vers g sur C(y, r ) , 
montrons que P converge uniformément sur A vers un élément analytique g . 

n 1 1 Or dans Ç C(y, r) —— converge uniformément vers — . Donc dans A D C(y, r) 
n 

on a 

sup 
x Ç A n f C f y , R 

P N M - F N + 1 M | * 

sup 
xçAnCc(y,r 

R ( x ) Rn+lW' 
1 

Qn(x) Rn+1« 
1 

Qn(x) 
1 

'Qn+1« 

et ceci tend vers 0 quand n -> » , donc la suite converge uniformément sur 

An[c(y , r ) , donc converge uniformément sur A vers l'élément analytique g . | 
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Habituellement ce théorème est démontré pour les éléments analytiques, 

dans les couronnes en utilisant des techniques de séries entières [6] . 

13. 11. - PROPOSITION (Continuité des zéros et des pôles). - Soit f un élément 

méromorphe sur A , non identiquement nul ou infini, où A est le disque D(0,r) 

(resp. la couronne 0< r1 < |x | <r) . Posons p = p1 = |f | (r) (resp. 

p= inf |f|(p) et, p '= sup |f | (p) (on a 0<p<p«<+co). 
r ' ^ p ^ r r ' ^ p ^ r 

Soit a avec 0 < a < p ^ p ' < l / a . Si_g est un élément méromorphe sur 

A qui approche f uniformément sur A à ce près, g a le même nombre z 

de zéros et le même nombre p de pôles que f dans A . On peut faire corres­ 

pondre les zéros â  _et a'̂  et les pôles b^ et_ B*. de f et_ g respectivement de  

sorte que l'on ait : 

la. - a'. I < r 
1 i i' 

(2 a 
3 

1/z 1< i < Z 

lb. -b' . I < r 
J J 

(2ap; 
1/z 

1^ P 

Cette proposition résulte directement de la démonstration du théorème 

13. 7. . Si et sont des fractions rationnelles qui approchent f et g res­

pectivement à a près sur A , alors Rn et sont proches d'ordre a et 

les estimations précédentes ont été établies en 13. 7. pour les zéros et les pôles 

de R et Q . Si R et Q convergent uniformément sur A vers f et g n n n n 6 & 
respectivement les estimations restent vraies à la limite pour les zéros et les 

pôles de f et g qui sont limites des zéros et pôles de Rn et . || 

13. 12. - PROPOSITION. - La limite uniforme sur A d'une suite d'éléments mé­ 

romorphes sur A est un élément méromorphe sur A . 

On applique le procédé diagonal. || 
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13. 13. - PROPOSITION. - Soit f un élément méromorphe sur A prenant ses  

valeurs dans B c K , et soit g un élément méromorphe sur B . Alors g ° f est  

un élément méromorphe sur A . 

On voit d'abord que si g est une fraction rationnelle Q , et si la suite 
de fractions rationnelles R converge uniformément sur A vers f , comme Q 

n 
est uniformément continue, Q o R converge uniformément vers Q ° f qui est un 

n 
élément méromorphe sur A . Si alors la suite (Qn) converge uniformément sur 
B vers g , Q ° f , qui est un élément méromorphe, converge uniformément sur n 
A vers g o f qui est donc un élément méromorphe sur A . || 

13. 14. - COROLLAIRE. - L'inverse d'un élément méromorphe  

méromorphe. 

13. 15. - Comme l'addition et la multiplication ne se prolongent pas par continuité 

partout dans KxK (l'addition n'est pas continue au point (00 , » ) et la multi­

plication n'est pas continue aux points (0 , <») et (œ , 0), la somme et le produit 

de d eux éléments méromorphes peuvent ne pas être des éléments méromorphes, 

même dans des bons cas (par exemple si A est quasi-connexe). 

Exemple : Soit (a^) une suite de points convergeant vers 0 et soit A l'ensem­

ble des x -f 0 tels que |x | / a pour tout n ( A est quasi-connexe). Soit a un 
n an 

point de K tel que |a |> 1 . Posons f(x) = a + 2 . On voit sans peine que 

n x-an 

cette série converge pour xçA , et que si xÇA , |f(x)|= |a | , mais cette série 

ne converge pas uniformément sur A . Si cependant f était un élément méro­

morphe sur A , ce serait un élément analytique (puisque uniformément borné 

sur A ) et donc d'après le théorème 4. 7. la somme uniforme de ses parties sin­

gulières, donc la somme de la série ci-dessus. Par contre la série converge 

uniformément pour |x | > e > 0 . 
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La fonction g(x) = f(x) +— est un élément méromorphe sur A étan 
1 1 X 1 donné a < - j — p , pour |x| < — on a |g(x) | > — , et pour tout 

1 
x 

a 
n 

k=l X-ak 
1 
a 

et on peut trouver N tel que pour n> N et |x 1 
a 

g(x)- 1 
X a 

n 
k=l 

ak 

X V 
a 

donc ( g(x) 1 
X a 

n 
k=l 

ak 
X"ak 

ç V pour n> N ce qui démontre notre assertion. 

Par contre g(x) 1 
x 

n'est pas un élément méromorphe ainsi qu'on vient 

de le voir. 

De même h(x) 
f(x) 
x 

est un élément méromorphe sur A , mais x h(x) 

n'en est pas un. 

Par contre, lorsqu'il s'agit des fonctions méromorphes tous les résultats 

établis pour les fonctions analytiques se généralisent au cas des fonctions méro­

morphes. Pour le prouver nous nous ramenons au cas des fonctions analytiques 

en démontrant la réciproque du lemme 13. 2. . 

13. 16. - PROPOSITION. - Soit (B une famille complètement régulière. Une  

fonction (B méromorphe au sens M1 est (B-méromorphe au sens M2 et réci­

proquement. 

La partie directe a été prouvée (lemme 13. 2. ). Pour prouver la réci­

proque il suffit de montrer qu'un élément méromorphe f sur B £ (B (au sens ) 

est une fonction (B -méromorphe sur (B . 

Soient a et b deux points de B tels que f(a) / <» , f(b) / » . Alors 

les fonctions dévaluation |f|a(r) et |f|^(r) sont majorées par un nombre M 

pour r ^ |b-a | • Soit R une fraction rationnelle approximant f à a près avec 
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a < ~ - . Alors |R |a(r )^M et |R|b(r)^M pour r ^ |b-a | . D'autre part R 

n'a qu'un nombre fini de zéros a^,... , a^ dans le disque D(b, |b-a | ) et un nom­

bre fini de pôles b^, . . . , b^ dans le disque D(b, |b-a| ) . Donc pour |x -a |< |b-a | 

et | x - a | ^ | x - a | , 1 ^ i ^ k , on a |f (x) | ̂  |f |^(r) ^ M . De même pour 

| x - b | < | b - a | , | x - b | ^ | x - b | , l ^ j ^ £ , ona |f(x) | < |f |b(r) £ M . 

Notons B^b l'ensemble des xçB tels que |x-a|< |b-a | et 

|x-a| / |x-a.| l < i < k , ou tels que | x -b |< |b -a | et | x - b | ^ | x - b . | l < j < £ . 

Sur B^b f est un élément méromorphe borné donc un élément analytique. 

D'autre part, puisque la classe (B est complètement régulière B^^Ç (B . Enfin 

si B° représente l'ensemble des points de B où f n'est pas infini, on voit que 

la famille (B . "), . •» _a „Q est enchaînée et que U (B . ) = B° . 
a.b'(a.b)€B-*B- fc,b)€B%B'a'b 

Enfin si f(a) = 00 , il résulte du théorème 13.7. que a est bien un pôle de f 

au sens de . (On peut aussi le voir en remarquant que l/f(x) est un élé­

ment analytique au voisinage de a ). || 
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14 

COMPOSEE DE DEUX FONCTIONS ANALYTIQUES 

Les résultats de ce paragraphe découlent immédiatement du paragraphe 

précédent. 

THEOREME. - Soit (B une famille complètement régulière. Soient f une fonction 

(B-analytique sur B , et_ g un élément analytique sur A 3 f(B) . Alors g o f est  

une fonction (B-analytique sur B . 

Supposons d'abord que f soit un élément analytique sur Bç(B. Alors f 

et g sont des éléments méromorphes et en vertu de la proposition 13. 13, g o f 

est un élément méromorphe. Comme d'après la proposition 13. 16 g o f est une 

fonction (B -méromorphe au sens M^ et que de plus g o f n'a pas de pôles dans 

B (puisque ni f ni g n'en ont) g o f est une fonction -analytique. 

Supposons maintenant que f soit une fonction (B -analytique définie par 

la famille cohérente f d'éléments analytiques sur B^ç© . 

D'après ce qu'on vient de voir g 0 est une fonction (B -analytique pour 

tout n , or (g o f ) est une famille cohérente définissant g o f , et donc d'après n 

la proposition 7, 8, g o f est une fonction (B -analytique. || 

Remarques : 

1) Un cas particulier du théorème précédent est celui où f ne s'annule 

pas dans B et g(x) = ^ . Il résulte donc de l'étude du paragraphe 12 sur l'in­

verse d'une fonction analytique qu'il faut supposer la famille (B complètement 

régulière. 
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2) Le composé de deux éléments analytiques peut ne pas être un élément 

analytique. Prenons le cas particulier g(x) = l/x ; on a déjà vu que l'inverse 

d'un élément analytique ne s'annulant pas pouvait ne pas être un élément analytique. 
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15 

PROLONGEMENT ANALYTIQUE 

15. 1. - Soit une fonction analytique définie au voisinage d'un point a , par exem­

ple par sa série de Taylor. Soit b un autre point de K . On se demande si f 

est prolongeable analytiquement au point b , c'est-à-dire s'il existe un ensemble 

analytique A contenant a et b et un élément analytique g sur A coïncidant 

avec f au voisinage de a , ou plus généralement s'il existe une suite finie 

A . , . . . , A d'ensembles analytiques avec a f A. , b Ç A , A. HA. . 4 0 , l n y ^ ^ 1 ' ^ n 1 1 + 1 R ^ 
l ^ i < n , et des éléments analytiques f. sur A. tels que f. = f. , sur 

i i ^ i i + l 
A. D A. , et que f, coïncide avec f au voisinage de a . i i+1 M 1 6 

On a vu que la valeur du prolongement de f en b pouvait dépendre de 

l'ensemble considéré A (car G n'est pas stable par intersection) ou de la suite 

A^ choisie (proposition 8. 6. ). Par contre, si on précise que A (ou les A^) 

doit appartenir à une famille ffi régulière, le deuxième cas se ramène au premier 

cas (théorème 8. 3. ) et le prolongement de f en b ne dépend pas de l'ensemble 

considéré (principe du prolongement uniforme, théorème 8. 5. ). 

Pour simplifier nous supposerons que f est donnée au voisinage de 0 . 

En la développant en série de Taylor à l'origine, on peut la prolonger dans tout le 

disque de convergence de sa série de Taylor D = D(0, r) . Si 

f(x) n a x , r n 
1 

lim H a 
n 

Si |a I rn-»0 quand n » , D = D(0, r ) et 

f est un élément analytique sur D . Si lanlr ne tend pas vers 0 quand n », 

D = D(0,r ) . Pour que f se prolonge en dehors de D nous obtenons le premier 

critère : 
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15. 2. - PROPOSITION. - Si f se prolonge en dehors de son disque de convergen­

ce, f est un élément analytique sur son disque de convergence D . 

Si le disque de convergence D est fermé, il n'y a rien à prouver, puis-

qu'alors la série entière converge uniformément sur D , et définit donc un élé­

ment analytique. 

Supposons alors que D = D( 0, r ) . Soient y£K , |y | > r , A un en­

semble analytique contenant 0 et y , g un élément analytique sur A coïncidant 

avec f au voisinage de 0 . Soit T un trou intérieur de A contenu dans D . Il 

existe alors p < r tel que T soit contenu dans D(0, p+) . Sur l'ensemble analy­

tique AflD(0, p+) , f et g sont deux éléments analytiques coïncidant au voisi­

nage de 0 , donc coïncidant partout. Comme d'autre part f est un élément ana­

lytique sur (APID(0, p+))UT , on a gm = 0 . On a donc 

g 
TçX (A 

gT 
TÉX°(A] 

Tf)D = 0 

gT 

et cette dernière série converge uniformément sur D vers un élément analy­

tique sur D qui coïncide avec f . || 

15. 3. - Nous donnerons plus loin des conditions sur les coefficients de Taylor de 

f pour que f soit un élément analytique dans son disque de convergence. 

Soit alors f un élément analytique sur D . D'après le théorème 4. 7. , 

f se décompose suivant ses parties singulières. Mais que sont les trous intérieurs 

de D ? 

15 .3 .1 . - Si D est fermé, D = D(0,r+), D n'a qu'un trou TQ qui est le trou 

de centre infini. On a f = f̂  , où est un élément analytique sur f,T^ = D . 

On le savait déjà .' ® ^ 

Remarque : Si l'on cherche un prolongement de f sur un quasi-connexe A , 

et si le disque de convergence D- est fermé, on sait ( [5]) qu'il n'existe pas de 
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tel prolongement. La situation est différente lorsqu'on cherche un prolongement 

de f sur un ensemble analytique A . Donnons l'exemple d'un élément analytique 

f dont la série de Taylor à l'origine a un disque de convergence fermé D(0, r+) 

et qui se prolonge sur un ensemble analytique A contenant le disque de conver­

gence. 

Soit an une suite de points de K , telle que |a^| forme une suite stric­

tement décroissante convergeant vers r . Soit une suite de nombres réels, 

avec 0< p < la | . Soit A l'ensemble des x de K , tels que |x-a |> p . Si n 1 n1 n 1 n1 rn 

00 

n=l 

log lanl " L°g r 

log |an| - Log pn 
< +00 

Aç-<S , donc est analytique. Nous supposerons cette condition réalisée. Soit b^ 

une suite de points de K , telle que | b - a | / 0 pour tout n , et telle que 
d - a n n 

Pn 
0 quand n » . Alors le produit infini 

n=l 

x-b 

x-a 
n 

n=l 
1 

a -b n n 
x - a 

n 
converge uniformément sur A vers un élément analytique f(x) , puisque 

SUT] 
xç A 

x - b 
n i x - a 
n 

a -b 
' n n1 0 quand n » 

On voit que f est un élément analytique dans D(0, r ) , mais n'est un 

élément analytique dans aucun disque plus grand. Le disque de convergence de sa 

série de Taylor en 0 est donc D(0, r+) . 

Nous ne connaissons pas de critère permettant de dire si une série 

entière, dont le disque de convergence est fermé, se prolonge ou non en dehors 

de son disque de convergence. 

15. 3. 2. - Si D est ouvert, D = D(0, r ) , et si r n'appartient pas au groupe des 

valeurs, D n'a qu'un trou intérieur T^ qui est le trou de centre 00 . On a 

f = f , où f est un élément analytique sur T = D(0, r+) , ce qui signifie que 

le disque de convergence de f doit être D(0,r ) . Il y a contradiction. D'où la 
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proposition suivante. 

PROPOSITION. - Si le rayon de convergence r de la série entière 

f(x) 
n>0 

n 
a x n 

n'appartient pas au groupe des valeurs, et si 

lim 
n-> oo 

a 
n 

la fonction f (x) ne se prolonge pas analytiquement en dehors de son disque de  

convergence. 

15. 3. 3. - Si D est ouvert, D = D(0, r ) , et si r appartient au groupe des 

valeurs, les trous intérieurs de D sont d'une part le trou de centre infini 

TQ = {x | |x | > r } , d'autre part les trous = D(ai , r ) avec | a j = r , 

|cc -oc | = r , i / j . 

Comme on a alors, pour TçX (D) , 

f fT 
T'pZ(D) 
T'f T 

fT 

et que 
T'çX°(D] 

T '^T 

fT est un élément analytique sur D U T , pour savoir si f se 

prolonge dans T , il suffit d'étudier si f se prolonge dans T . 

Mais se développe en série de Taylor autour de U si T est le trou 

TQ de centre 00 , et en série de Laurent autour de OL n'ayant que des termes 

d'exposant négatif si T est le trou T., = D(cl , r ) . 

On peut alors recommencer le même raisonnement pour f̂ , (tout ce que 

l'on a dit sur les séries entières, s'applique, moyennant des changements évi­

dents, aux séries de Laurent). 

Si l'on s'intéresse au prolongement sur un quasi-connexe, le processus 

s'arrête lorsque la série entière ou la série de Laurent n'est pas un élément ana­

lytique dans son domaine de convergence, ou a un domaine de convergence fermé. 
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Si f se prolonge au point y sur un quasi-connexe, ce prolongement est 

obtenu en un nombre fini d'étapes. 

15.4. - Cherchons des critères assurant que f est un élément analytique dans 

son disque de convergence. Comme on l'a vu, il suffit de considérer le cas où 

le disque est ouvert, et où le rayon de convergence appartient au groupe des 

valeurs. Par homothétie, on peut se ramener au cas où r = 1 . Soit donc 

D = D(0, 1 ) . Si f est un élément analytique sur D , | f (x) | est borné et donc 

les coefficients de Taylor de f sont bornés. 

Soit S l'espace vectoriel des suites bornées d'éléments de K . Pour 

a = (a ) , on pose ||a|| = sup |a | . S est alors un espace de Banach ultramétri-
n n n 

que [10]. Muni de la norme ||f||= IUIID » H(D) est un espace de Banach ultra -

métrique. Considérons l'application linéaire de H(D) dans S , qui à f associe 

la suite de ses coefficients de Taylor à l'origine a(f) . Notons S H l'image de 

cette application. Il est bien connu que ||f|| = ||a(f)||. SH est donc un sous-es­

pace fermé de S . Si E est un espace de Banach ultramétrique, nous dirons que 
la famille (e.). _ est une base orthonormale de E [10] si tout élément x de n g l 
E se décompose de façon unique sous la forme x = S X. e. , avec 

i^I 1 1 
||x|| = sup |X.| , et X. 0 quand i «> (c'est-à-dire suivant le filtre des 

i 1 1 
complémentaires des parties finies de I ). 

Notons t le corps de restes de K , x x l'application canonique de 

D(0, 1+) dans ï . Pour tout aç t' = t - {0} , choisissons un relèvement a de 

cette application; on a donc a = a . Doit D = D(a , 1 ) . Alors 

f = f n + 2 f 
0 ae! a 

où fQ€ H(D(0, 1+)) et fa€H(tD) 

et de plus 

||f||= sup (||f H, sup | | f J ) et ||f H-» 0 quand a-»-, u a a a 

D'autre part, il est bien connu que 

fo 
œ 

i=0 L1XI avec V sup |X.| et |X.| -»0 quand i-» » 
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et que 

fa 
j=0 

vja 
j-1 

(a-x) j-1 

avec llfall="fa»CD °a 
sup 
J 

vjaI e X. j 0 quand i -* 00 . 

Donc 

f 
i=0 

X.x1 i 
oçt' j=0 

a j-1 

(S-x)J-1 

avec 
llfl sup 

i» J» ex 
(|X.| , |X. | ) V| i' 1 i a1 

et 
|X. | -+0 quand i -> « , |X. | -+ 0 quand (j, a) •+ œ . 

Ceci prouve que les fonctions 

e,.(x) = x1 , iç IN et e. (x) ~ a ^ 

(S-x^"1 
jçIN , açï1 

forment une base orthonormale de H(D) . Notons s. et s. les suites des coef-
1 j C C 

ficients de Taylor en 0 de ces fonctions. 

PROPOSITION. - L'espace SH est l'espace vectoriel fermé engendré par les  

suites 

s.=(&. ) ^T et s. =((n+j)a"n) mT , i£]N , jçIN , ccçt' i v in'nÉlN — ja j 7n£lN J^ c 

On notera que s. et s. forment une base orthonormale de SH 

Nous allons établir quelques propriétés des éléments de SH . 

15. 5. - LEMME. - Soient p un entier > 0 ET_ j un entier ^ 0 . L'application 

n. de IN dans Z / p Z : n -+ ("j*"̂ ) mod p , est périodique, de période P3 . _Si 

p est premier et j ^ pm- 1 , cette application est périodique, de période pm . 
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Notons d'abord que 

1 
(1-X)J n=0 

TT.(n) Xn . 

Alors n.(n) périodique mod p , de période N , signifie que 

TT,(n+sN) = TL(n) mod p pour tous n et s 

ce qui équivaut à 

n=0 j 
(n)Xn 

N-1 

n=U s=0 j n __n+s N mod p 

soit 

1 
(1-X)J 

N-1 

n=0 j 
(n)Xn 

1 -xN 
• mod p 

Donc TT.(n) périodique mod. p , de période N , équivaut donc à dire 

que 
i-xN 
(1-X)J 

est, modulo p , un polynôme de degré inférieur à N . 

Si p est premier on a 

m 
1 -xp 

m 
(1-X)P mod. p 

et donc pour j ^ pm- 1 
m 

1-XP 
(1-X)j 

m 
(i-x)p -J mod. p 

est donc bien, modulo p , identique à un polynôme de degré inférieur à pm ce 

qui prouve la deuxième partie du lemme. 

Soit maintenant p un entier quelconque. Posons 1 - X = Y . Alors 

i-xN 

(1-X)j 

1-(1-YÌN 
Yj 

1 
N 

i=0 
N 
i 

i1 

Yj 

1 
.1-1 

i=0 
N. 
i 

-Y' i 

+ Q(Y) 
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où Q(Y) est un polynôme en Y de degré N-j et donc Q(l-X) est un polynôme 

en X de degré N-i . 

La première somme est 

j-1 

i=l 
-1 N, 

i 
Y* 

Yj 

Pour montrer que TT.(n) est de période N , mod p , il suffit donc de 
N 3 montrer que ( ) = 0 mod p pour l < i < j - l . 

Mais pour i> 0 
N 
i 

N 
i et pour avoir 

N 
i 

= 0 mod p , il suffit 

que le nombre rationnel N 
i .' mis sous forme irréductible ait son numérateur di­

visible par p . Ceci a lieu si, pour tout premier q divisant p on a 

ord N - ord (i.1) — ora P • 
q q q 

Or pour l < i < j - l on a ord^(i .') ̂  j -1 . Si on prend alors N = p3 on a 

ord N = i ord p et on vérifie bien que pour l < i ^ j - 1 , 
q q 

ord p** - ord ( i . ' )>jord p - ( j - l ) > ord p 
q q q q 

car (j-l) (ord p - l )>0 puisque ord^p^ 1 . Ceci achève la démonstration du 

lemme. 

(Cette démonstration, due à M. Dwork, remplace la démonstration pri­

mitive moins élégante). 

15.6. - LEMME. - Soient NML trois entiers, soient (x . )_^ .^_ , , M varia-i O^i^M-1 
bles indépendantes. Posons 

n 
m 

N) 
N+n+k 

k 
n+N x. i 

avec 

m = i L+k , 0<k^L- l , 0<iSM-l , 0<n<ML-l , 0 < m< M L -1 

On a 

det n 
m 

M-l 

i=0 

L-l 

k=0 

iL+k 
k 

M-l 

i=0 
x. i 

LN- L(L-l) 
2 

0<j<i<M-l 
x. - x. 

i .1 
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Pour m / iL retranchons la ligne m-1 de la ligne m , on obtient la 

nouvelle matrice ((ju,n(N)) avec m 

n 
" i L 1 (N) 

N+n 
0 x. 

i 

n+N x. i 
n 
iL 

(N-1) 

n 
œ i L + k 

N' n 
iL+k 

N] n 
iL+k-1 

:N) N+n+k 
k x 

i 

n 

N+n+k-1 
k-1 

n N-l+n+k 
k 

n 
i iL+k 

[N-1) 

Donc 

det(uün (N)) = det (ш* (N)) m m i 
X. det(uun (N-l)) i m 

det(u)" (0)) m 
NL X. i 

Nous considérons alors le cas N = 0 , u)11 = uu11 (0) 
m m 

Démontrons la formule 

(1) (п£к) = ф + s (-i)k-s+1 (ks)(ns+s) 

Soit X une indéterminée, on a 

n>0 
n 
к 

xn Xk 
m>0 

m+k 
к 

xm xk 
(i-x)k+1 

1 
1-Х 

1 
1 -X 1 

1 
1-Х s=0 

к 
s 

k-s 1 
(1-Х!8 

s=0 
к 
s 

'-1 k-s 1 
( i -x f+1 n>0 

к 
s=0 

-1 к 
s 

r s + n 
s 

xn 

En identifiant les coefficients de Xn on obtient la formule (1) 

Posons n 
iL+k 

n 
k 

n-k 
X. 
1 

(rappelons que п. 
к' 0 pour n< к 

Il résulte de la formule (1) que 

к _n 
i îL+k 

- n Uü • îL+k 
k-1 

s=0 
(-l)k-s k 

s 
nUü 
• îL+k 
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et par suite 

det n 
m 

fi det n 
m i 

x. i 

L(L-n 
2 

Q 

Posons alors x = x. + h , on obtient o 1 

n 
0+k 

n 
k 

n-k 

s=0 1 
n-k-s hS n-k 

s 
n-k 

s=0 

n-k-s, s Xj h k+s 
s 

n 
k+s 

n 

t=k 
n 
Q Xl 

n-t t 
t -k ' 

t-k 

Posons 

OKn n 

t=L 
n 
t 

t 
t-k Xl 

n-t t-L 

il 

n > L > k 

n 
k 

0 

Ci 

n^ L-l , k<L-l 

n Q 
m 

n 
m 

m> L 

o 

On a 

n 
k 

L-l 

t=k 

t 
t-k h t-k n 

L+t h Q L-k n 
k 

k<L-l 

Donc 

det( n 
m 

n 
L(L+n 

2 Q det n 
m 

Q Développons les L premières lignes de det n 
m' 

on obtient 

o det n. 
m 

L-l 

k=0 

ML-1 

tk=L t 
o 

0 

t 
L-l 

où 
t 
o 

t L-l 

Q 1 

est le déterminant de la matrice ( Q " N ) avec 
m 

n 
k 

n. 
o 

V 
k I 

n-t k h 
tk=L 

)<k<L- l 

Q 
m 

n 
m m >L 
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On voit que si t. = les lignes j et k sont proportionnelles et donc 
A est nul. De plus dans la ligne k on peut mettre en facteur, t » ... » t_ , 

donc dans A on peut mettre h k(tk-L) et par suite dans 
o ' L-l 

det n 
m tj#tk t 

o 
L61 on peut mettre 

L-l 
k 

hk=0 = h 

L(L-l) 
2 

en facteur. 

L 
Il en résulte que dans d e t ( Q ) on peut mettre (x -x . ) en facteur et m o 1 

par raison de symétrie (x.-x.) , pour i ^ j , se met aussi en facteur dans 

det(t fM . 3 m 

En résumé nous avons montré que le polynôme en x , ... ,x_ _ , 
o M-l 

det(uu (0)) est divisible par le polynôme m 

Q ( V - ' x m - i i 

L(L-U 
2 

x. 
i i>j 

[x. - X. 
1 J 

L2 

Comme ces deux polynômes sont tous deux des polynômes homogènes de 

degré M2L2-ML 
2 

, c'est que l'on a det(ujn (0)) = C Q(x , . . . , x_ . Pour 
m o M-l 

déterminer la constante C il suffit de déterminer le coefficient du terme 

XM-1 
:m-ul2 

M-2 
'M-2ÌL2 

x 
L 
1 

dans le polynôme det(n^) -, or ce terme s'obtien 

en faisant le produit des éléments diagonaux. On trouve donc 

C 
M-l 

i=0 

L-l 

k=0 

,iL+k. 
k 

15. 7. - Dorénavant, si ! est de caractéristique nulle, p désignera un entier 

arbitraire, et sinon la caractéristique de ï . 

Notons l'espace des suites d'éléments de t . Pour açS , || a.|| ^ 1 

posons à = (a ) f n - 2 0 4 -
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LEMME. - Soit a = S T7 s. , où a ç 2 , X . f t , et où les Y[ ne sont pas 
finie Ja J<* Ja Ja — 

tous nuls. Soit J le sous-ensemble de IN formé des n tels que a^ ^ 0 . Il  

existe T tel que, quel que soit N ç IN , J H (N , N + T) ^ 0 . 

On peut supposer que 

a 
0<j<p^l 0<i<M-l 

X. 
ja. s. 

où |içIN . Prenons T = Mp^l . S'il existe N tel que JH[N,N+t] = 0 , on a 

pour N<n<N+Mp^-1 , a" = 0 , c'est-à-dire 

0<j<pM-l 0<i< M-1 
к. 
ja. 

N+n+i, 
j 

a. i 
;N+n 0<n<MpM-l 

л = 

Le déterminant de ce système linéaire en X a été calculé au lemme 

1 5. 6. , il vaut 

P^l 

j=0 

M-1 

i=0 

IPU+j 
j 

M-1 

i=0 
a. 

i 

pM-N pMfpM-n 
2 

0<k< i^ M-1 
ce - a 1 i k 

2 
P 

Il faut distinguer deux cas : 

a) ï est de caractéristique 0 , alors le facteur constant n'est pas nul 

et, puisque ou ̂  » pour i ^ k , on a A ^ 0 . 

b) t est de caractéristique p . En vertu du lemme 15. 5. on a alors 

u 
f XP + J ï j 

j 1 mod p 

le facteur constant n'est donc pas nul et A n'est pas nul. 

Il en résulte dans tous les cas que l'on doit avoir 

X. 0 0<j<pM-l 0 < i < M-1 

ce qui contredit l'hypothèse. 
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15.8. - LEMME. - Soit af SH . Alors lim |a | = sup | X. (a)| . 
n-> co n j,a Ja 

Si sup |X. (a)| = 0 
i, a Ja 

a X.(a) s. i i et a = X (a) , donc lim a = 0 . n n ' n1 
n-> co 

Si sup \\ (a)| = |X (a) | = \f 0 posons b = a - S X. s. , et 

et c b 

J0 0 

On a, pour n> n , b = a et c = 1 . On a X.(c) < 1 , 0 n' 1 n1 i 

et donc c 
finie 

X. c s. 
J0i jcc 

avec 
V o 

(c) t 0 D'après le lemme 15. 7. il 

existe T tel que, dans tout intervalle [ N, N+T J , il existe un n avec c f- 0 , 
n 

et donc le 1 = 1 , ou encore |b |= X . On a donc lim la | = lim |b I = X . Il 1 n 1 n1 . _ 1 n1 ^ . m 1 n1 
n-* 00 n-> » 

15.9. - DEFINITION. - Le sous-ensemble J de IN est dit lacunaire, si, quel 

que soit Tç IN , il existe N£ HNT tel que J H [ N , N+T 1=0. 

15. 10. - THEOREME. - Soit a£S telle que lim la I = X^ 0 . Soit J (resp. I) 
n-> œ n —«— — 

l'ensemble des n tels que lanl= X (resp. |an| > X) . Si_ J est lacunaire, ou si 

I n'est pas borné, a n'appartient pas à SH . 

Soit a£SH. Il résulte du lemme 15.8. que I est borné. Construisons 

la suite c , comme au lemme 15. 8. . Soit J l'ensemble des n tels que |an| = X, 

et J' l'ensemble des n tels que |cn| = 1 . Il résulte de la démonstration du 

lemme 15. 8. que J' n'est pas lacunaire. Or 

J»n [n oo ] = J n [n , oo ] 

et donc J n'est pas lacunaire. 
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15. 11. - COROLLAIRE. - Soit r le rayon de convergence de la série entière 

f (x) = E a xn , n 

et supposons que 
lim I a j RN = \ / 0 . 

Soit J (resp. I ) l'ensemble des n tels que |a | r = \ 

(resp. | a j r n > \ ) 

Si J est lacunaire, ou si I n'est pas borné, f ne se prolonge pas  

analytiquement en dehors de son disque de convergence. 

15. 12. - Exemples : 

1) J = 0 , cela se produit s'il existe N et une suite croissante n, telle 
n nk 

que l'on ait pour n< n^, lanl r < la I r 
n n^ 

Cela se produit aussi s'il existe une suite croissante n^ telle que l'on 

n nk \ ait pour n> il ,|a | r < |a | r et lim |a | r / 0 . 
k n nk n-» » nk 

n 2n 2) Les fonctions f(x) = S x et g(x) = E x ne se prolongent pas 
n n 

en dehors du disque unité D(0, 1 ") . 

3) Soit K de caractéristique 0 et t de caractéristique p . Consi­

dérons la fonction exp(x) = n 
n 

Le rayon de convergence de cette série 

est P 

1 
p-1 On trouve X = lim 1 

n P 

n 
p-1 

p 

1 
p-1 Four n = p on a 

1 
k 

P 

P - 1 
pp-1 et donc 

1 
1 k 
P 

_P__ 

a 
p-i p 

i 
p-i L'ensemble J est l'ensemble 

{p ^ . Cet ensemble est lacunaire. L'exponentielle n'est pas un élément 

analytique dans son disque de convergence. 

4) Soit toujours K de caractéristique 0 et I de caractéristique p ^ 2 . 
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1/2 
Considérons la fonction 1 - (1 -x) 

1 
X 

1/2 . 1/2 
2 

2 
On a 

a 
n 

(2ni : 
2n(n.')2 

Le rayon de convergence de la série est 1 . De plus la I n' 
,2n. 
n 

Il résulte du lemme 15. 5. que pour n = pm |a | = 1 et pour 
m 

P -1 2 
n pm-l,|a I < 1 

r 1 n' 
On a donc \ = 1 et on voit que J est lacunaire 

puisque pour tout m l'intervalle 
pm+ 1 

2 m 
P 

• 1 J = 0 

15. 13. - Nous allons améliorer nos résultats moyennant des hypothèses supplé­

mentaire sur K . Nous supposerons que ï est de caractéristique p et que dans 

ï tout élément est une racine de l'unité. Ces conditions sont réalisées dans le 

cas de , la clôture algébrique de . On sait [6] qu'on peut construire une 

extension maximalement complète de qui ne change pas le corps de 

restes. 0 vérifie donc nos hypothèses. 

LEMME. - Quels que soient le nombre réel positif e et l'élément |3 de 

avec |p | = 1 ; il existe M tel que 11 < e . 

On sait que dans le corps de restes ! de Q tout élément est une 
P 

racine primitive de l'unité, donc qu'il existe un entier [X tel que 6 - 1 < 1 . 
Mais alors 

| ^ P - l | = |(l+f3M-l)P-l|=|p(f3M-l- p(p-l" 
B 

(B^i)2 + .. .+(6M-np| 

B«p(|{K-l|P BW-1 
p 

n 
H p 

et donc (3 - M O quand n -+ » . On peut donc trouver un entier V tel que 
V 

| p|Jp - 11 < e . On pose alors M = japV . || 
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15. 14. - THEOREME. - Soient K = Q , açSH , X un nombre réel positif. Il 
p 

existe deux entiers n et m tels que pour n> n on-ait la , - a | < X . o — ^ c o n+m n1 

Par homothétie , on peut se ramener au cas où ||a|| ^ 1 et 0 <X< 1 . 

Soit 
a = L X. s. + 2 X. s. 

i 1 1 j J<* jcc 
On a |X.| < 1 , | X. | < 1 Posons 

1 i' 1 jcc! 

b = 2 X. s. 
|X. |>X >a ^ 
1 ICC1 (c'est une somme finie). 

Soit 
n = sup i 

° |X. |*X 

Pour n>nrt , on a |b -a | < X. 0 ' n n 

Soit |-l tel que 1 
P 

<X . Alors, d'après le lemme 15. 5. on a, 

pour N = p , k £ IN 

| ^ n + K N + j ̂  _ ^ n + | 1 
P1 < X 

D'autre part il résulte du lemme 15. 13. qu'il existe M(oc) £ ]N tel que 

|cc"M - 11 < X , et donc pour k Ç IN | a~kM- 11 < X . 

Si on pose 

m 
X. >x 
1 ja1 

PMj M(a) 

il résulte de ce qu'on vient de montrer que 

|b - b |<X , et donc la , -a | < X . || n+m n' 1 n+m n' 

On déduit de ce théorème le résultat suivant de F. Bertrandias [3] : 
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Soit f(x) = 2 a x11 une fraction rationnelle ; supposons que les coef-n n 
ficients soient rationnels et soit p le rayon de convergence de cette série 

entière. Notons | | la valuation p-adique. Alors il existe k^ tel que, si pour 

k> k^ a^ ^ 0 , il existe M et tels que pour n = k + Mn'>n^ (n1 Ç IN) on 

ait 
pn la I = Cte n'p 

Comme ci-des sus on en déduit un critère assurant qu'une série de Taylor 

n'est pas prolongeable en dehors de son disque de convergence. 

15. 15. - Soit a£ SH . Nous allons donner une méthode "explicite" de calcul des 

coefficients de a relatifs à la base (s. , s. ) dans le cas où ï est dénombrable _ i ja' 
(c'est le cas de Q ) . 

P 

LEMME. - Munissons K de la norme || a || = sup |a | . Pour que 
0<n<N-l n 

N N e„, . . . , e_ , de K forment une base orthonormale de K , il faut et il suffit 0 N-1 — 
que l'on ait || e. || = 1 , O^i^ N-1 et que les images ¥7 des e. , dans l'application 

1 N N 1 1 N 
canonique de la boule unité B de K dans ! , forment une base de ï 

La condition sur la norme des e. est évidemment nécessaire. Si alors 
i 

a£ B , on a a = 2 X. e. avec |X. | ^ 1 et donc a = 2T."ë~. ce qui prouve que les 
N 1 1 N 1 1 1 

e. engendrent ! , comme î est de dimension N les e. forment une base 

de IN. 
Maintenant si N vecteurs (e.) vérifient || e J| = 1 , mais ne forment pas 

une base orthonormale de K , c'est qu'il existe a , avec ||a||< 1 tel que 

a = 2 X. e. et sup |X. | = 1 . On aura alors 0 = 2 T. "êT où les T. ne sont pas i i ^ ' i 1 i l i ^ 
tous nuls. Les ~ë\ ne forment donc pas une base de 1 ^ . || 
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15. 16. - Puisque ï est supposé dénombrable, numérotons ses éléments non nuls, 
00 

soit a. ï a si k / m et t \ {0} = U fa ) . Nous poserons s = s . 
k m k=0 K Jak JK 

Comme convenu en 13. 7. si t est de caractéristique nulle p désigne 

un entier fixe > 2 , sinon la caractéristique de ! . 

Si aç S , nous noterons ou a s'il n'y a pas de confusion avec le 

vecteur de de composantes (aQ,... , a^ ^ ). 

Les vecteurs s. , 0 ^ i ^ p n - l , et s.. , 0<i^pn- 1 , 0<k ^ pn- 1 , i jk 
n+ 2n 

forment une base de ï . En effet si a = Ç X. s. + E X., s = 0 les co-
i 1 1 j , k Jk Jk 

ordonnées de a d'indice m avec pn^ m ^ p n + pn- 1 ne font pas intervenir les 
X. , il résulte alors de la démonstration du lemme 13. 7. que tous les X., sont i _ Jk 
nuls, on a alors a". =~X". = 0 . 

i i 

Il résulte alors du lemme 13. 15. que les vecteurs s\ , O^i^ pR - 1 et 

s .^ , 0 ^ j ^ p n - l 0 ^ k ^ p n - l , forment une base orthonormale de Kp+P 

Pour i ^pn- 1 , pn- 1 , k^ pn- 1 , nous noterons X (̂a) et ^ j k ^ 

respectivement les coordonnées de â relativement à la base s. s., de 
o 1 Jk n 2n J 

P +P ^ n . ̂  n , . n " v n / A ^ « v n / > / % 
K . Pour i > p ou j > p ou k > p nous poserons A., (a) = 0 , X (a) = 0 

i jk 

15. 17. - PROPOSITION. - £iï a£SH , Xn(a) et_ X? (a) convergent, lorsque n ^ oo 
1 Jk 

vers les coordonnées X.(a) et_ X., (a) de a relatives à la base orthonormale 
1 Jk 

(s. , s., ) de SH . i jk — 

Il est clair que X."(a) et X." (a) sont des formes linéaires sur S puis-i jk 
que ce sont les composées de l'application linéaire a -» â et d'une forme linéaire. 

De plus on a || X.n || ^ 1 et llX*!, Il —1 pour tous ni j et k , car l'application 
1 jk 

de restriction a -» â est de norme 1 et que les formes coordonnées sont de 
n+ 2n 

norme 1 puisque la base (s^ , s.^) de KP ^ est orthonormale. 
- 211 -



P H I L I P P E ROBBA 

De plus il est évident que lim X^fs.,) = \.(s.,) = Ò... 
n-юо 1 1 1 1 1 1 

lim \?(8П) = X.(s..) = 0 , lim \n„ (s.) = X., (s.) = 0 , et 

Hm Xjk(s.lkl) = Xjk(s.lk,)=ô..,ôkkl 

Comme les vecteurs (s. , s., ) forment une famille totale de SH 

(proposition 13. 4. ) il résulte d'un théorème classique sur les espaces normes 

que pour tout aç SH lim \f(a) = X.(a) et lim (a) = \n,, (a) . 

15. 18. - Remarques : 

1) Le calcul des formes X? et njk relève du calcul matriciel. 

2) Cette méthode permet de voir si un élément de S appartient à SH . 

Soit açS , considérons les suites X^a) et X? (a) . Si pour un i ou un couple 

(j,k) l'une de ces suites ne converge pas c'est que a^ SH . Si ces suites conver 

gent toutes vers des limites X.(a) et X., (a) respectivement et si la famille 

(X.(a) , X (a)) ne tend pas vers 0 à l'infini, c'est que a^ SH . Enfin si la famil-
1 Jk 

le (X.(a) , X., (a)) tend vers 0 à l'infini, mais si l'on a alors 
1 Jk 

a ^ S X.(a) s. + S X (a) s , c'est que a^ SH . 
i 1 1 île Jk Jk 

Il semble cependant que ce critère ne soit guère utilisable en pratique. 

15. 19. - Rappelons les résultats déjà obtenus dans ce domaine. 

Dans sa thèse [9] , W. Schöbe donne un critère pour que la fonction ana­

lytique f(x) définie par sa série de Taylor dans le disque unité D(0, 1 ) se pro­

longe dans le complémentaire du disque D(l, 1 ),A = C D(l, 1 ) . Sa méthode 

consiste à faire une inversion cp qui conserve le disque D(0, 1 ) et envoie D(l, 1 ) 

dans le complémentaire du disque unité fermé à savoir l'ensemble des x tels 

que | x | > 1 . Alors la série de Tavlor de f o cp * doit converser dans le disque 
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D(l, 1+) , donc ses coefficients doivent tendre vers 0 . On peut ainsi calculer les 

coefficients du développement de Laurent de f autour du point 1 . W. Schöbe don­

ne aussi un critère pour que f se développe en série de Laurent dans une couron­

ne de centre 1 et donne des formules permettant de calculer les coefficients de 

cette série de Laurent à partir des coefficients de la série de Taylor de f autour 

de 0 . 

Plus récemment Y. Amice [2] , remarquant que les fonctions n -+ C^^) 

sont les polynômes d'interpolation de la suite très bien répartie u = -k [ l ] , 

a montré que la fonction analytique dans D(0, 1 ) f(x) = 2 a x11 se prolongeait 
n 

dans ()d(1, 1 ) si et seulement si la fonction n -> était uniformément continue 

pour IN muni de la valuation p-adique (on suppose K = Q ) . Le coefficient du 

développement de Laurent de f autour du point 1 s'obtient à partir des coeffi­

cients grâce aux formules d'interpolations [ l ] . Elle généralise ce critère au 

cas où f se prolonge dans le complémentaire de la réunion d'un nombre fini de 

disques intérieurs du cercle unité. 
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ANNEXE 

Pour la commodité de l'exposition nous rappelons ici la caractérisation 

géométrique des ensembles analytiques. 

Soit A un sous-ensemble ouvert de K . Etant donné un couple de points 

(x , y) de A on dira que la suite de trous disjoints D . = D(a . , p .) , n£lN , o y/ H J n, j Mnj7 c 
l ^ j ^ J , est convenable si l'on a : n 

la . - x I = r pour l ^ i < J , 1 nj o1 n r J n 

la . - a , I = sup (r , r ) pour n / rr 1 ni mk1 n m7 r 1 

et 
|a . - a , I < r pour j 4 k , 1 nj nk1 n * j r » 

si la suite (rn) forme une suite monotone convergeant vers une limite r et si 

r ^ x -y pour tout n . n o 

(*) 

THEOREME. - Pour que l'ensemble ouvert A soit analytique, il faut et il suffit  

que la condition suivante soit réalisée. 

Pour tout couple de points (x^ , y) de_ A , pour toute suite convenable de 
trous D . et pour toute suite d'entiers > 0 (p .) , la suite nj c nj 

n-1 

m-l 
m Log r - Log r 6 n 6 m sup p .(log r - log p . Fniv 6 n &Hnj 

Jn 

k=l 
p , (log r -log la , - a .1)] *nkv 5 n 5 1 nk nj17 

où m 
Jm 

j=1 p . 
mj 

ne tend pas vers + 00 quand n -* °° . 
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La suffisance de la condition (#-) a été démontrée dans [8] . Dans [8] 

on donnait une condition nécessaire plus faible moyennant des hypothèses supplé­

mentaires sur le corps de restes. La nécessité de la condition (•*) a été prouvée 

de façon tout à fait générale par A. Escassut, [5]. 

Exemples : 

Dans [8] on donne de nombreux exemples. Nous utilisons dans cet ar t i ­

cle les exemples suivants : 

1) Les disques D(a, p ) et D(b, r) sont dits indiscernables si |a-b| = p=r . 

L'ensemble ouvert A est analytique si la condition suivante est réalisée. 

(*) 

Pour tout couple (Xq, y) de points de A , pour toute suite de trous dis­

cernables de A , D(a , p ) , telle que |x -a I < |x -y | pour tout n et que 
n n ' o n 1 1 © 1 ' 

la suite Ix^-a^l forme une suite monotone convergeant vers la limite r , la 

série 

n = N 

Log r - Log |xo-aJ 

Log |xo-aJ - Log pn 

converge pour N assez grand. 

2) Soit A un ouvert tel que ÇA soit la réunion d'une suite de disques 

D(a , p ) , où la I est une suite monotone convergeant vers r , avec : n n 1 n1 6 » 

Log pn^ Log |an 
n-1 

k= 1 
Log faj - Log |ak| | + c 

00 
où c est une constante arbitraire vérifiant c< 2 | Log r - Log |a , | | . Alors A 

k=l k 
est analytique. 

3) S'il existe un couple de points (Xq, y) de A et une suite de trous 

D(an, pn) de A tels que lan~x0l^ lxQ"yl pour tout n , que 

|a -a I = sup (|a -x I , |a -x | ) pour tout m ^ n , que |x -a | forme une n xii n o m o oo o n 
suite monotone convergeant vers r , que la série 2 Log r - Log |a | soit di-

n=l n 
vergente et que 
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Log pn> Log |xQ-an| 
n-1 

X 
k=l 

Log|xo-an| - Log|xo-ak| 

avec X< 1 , A n'est pas analytique. 

En effet, la suite D(a , p ) est convenable (avec J =1 , Vn) et en x n rn' x n ' 
prenant pn = 1 , on voit que : 

n-1 

m=l 
Log x - a 6 1 o n Log |x -a 

o m 
Log |xQ-an| - Log p^ 

(i-x) 
m=l 

log I x - a - loglx - a s 1 o n1 &l o m1 

qui tend vers + œ quand n + » , donc (•)(•) n'est pas vérifié. 

4) Si A est analytique et B est quasi-connexe, alors AflB est ana­

lytique (si A flB / $ ). 

En effet, si et y appartiennent à A H B , ils appartiennent à A ; 

d'autre part, si la suite de trous D . de AflB est convenable, les D . sont 

des trous de A sauf pour un nombre fini d'indices n et la condition (•*) est 

vérifiée pour AflB puisqu'elle l'est pour A . 
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