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Systemes fortement hyperboliques 4 x 4,
dimension réduite et symétrie

JEAN VAILLANT

Abstract. a is a matrix valued 4 x 4 strongly hyperbolic operator ; we state the
following result : if the reduced dimension of a is superior or equal to 8, a is
symmetric in a convenient basis.

Mathematics Subject Classification (2000): 35L40.

On considére un opérateur différentiel matriciel linéaire du lo ordre a
coefficients réels a(D) = IDg+ a(D’). 11 est bien connu que la symétrie de la
matrice (aj': (D)) implique I’hyperbolicité forte de I’opérateur. Nous nous posons
le probléme réciproque. P.D. Lax [2] donne un exemple d’opérateur fortement
hyperbolique 3 x 3 tel qu’il n’existe pas de matrice 7 a coefficients constants
telle que : T"(a}f ()T soit symétrique, pour tout £. G. Strang [7] a montré que
tout opérateur 2 x 2 fortement hyperbolique est symétrisable par une matrice T
convenable. J. Vaillant [9] montre que tout opérateur m x m diagonalisable peut
étre symétrisé dans ce sens, nous dirons est présymétrique, si sa dimension
réduite [9] (la dimension de I’espace vectoriel de matrices engendré par les
matrices (I, a1, 3k, a,)) est maximum, c’est-a-dire est égale a ﬂ"élll, et si une
hypothése naturelle, mais inutile, comme le montrera Nishitani [3], est vérifiée.
T. Nishitani [3] montre que tout opérateur m xm diagonalisable est présymétrique
si sa dimension réduite est supérieure ou égale & : ﬂ';ﬂz — 1. D’autre part,
Oshime [6] avait complétement classifié les opérateurs 3 x 3 diagonalisables et
uniformément diagonalisables ; en particulier, il avait montré qu’il existe des
opérateurs 3 x 3, de dimension réduite M;iﬂ — 2 =4, non présymétriques.

Nous conjecturons que, si m > 4 et si la dimension réduite est supérieure ou
égale a : ﬂf—"éill—Z, les opérateurs fortement hyperboliques sont présymétriques.
Les démonstrations de [9], [3] s’appuient fortement sur le cas m = 3. 11 parait
donc naturel d’examiner d’abord le cas m = 4. Nous obtenons que, dans ce cas,
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840 JEAN VAILLANT

la conjecture est vérifi€e : tout opérateur 4 x 4, de dimension réduite supérieure
ou égale a 8 est présymétrique.

L’intérét des résultats a coefficients constants est d’une part, qu’ils ont
une extension naturelle au cas des coefficients réguliers ; en effet dans [5],
T. Nishitani et J. Vaillant montrent, dans le cas m x m, m > 3, que, si pour
chaque x, I’opérateur a (x, D) est diagonalisable et si sa dimension réduite d
est supérieure ou égale a : "—’1—”5—4'3 —1, alors il est régulierement symétrisable au
sens précédent (T (x) est réguliere) ; pour m =2 on suppose : d > 3. D’autre
part, ils présentent un intérét en semi-linéaire ol ils permettent de remplacer
I’hypothése usuelle de symétrie de la partie principale par celle d’hyperbolicité
forte.

0. — Définitions, notations, rappels et résultats

E et F sont des espaces vectoriels réels de dimensions n+ 1 et m. a est
une application linéaire de E dans I’espace vectoriel des applications linéaires
de F dans F.

DErINITION 0.1. On appelle dimension réduite de a le rang de a :
d =ranga.

On notera : £ un élément de E ; la valeur de a pour § est : a(§).

DErINITION 0.2. Soit N € E ; on dit que N n’est pas caractéristique pour
a si et seulement si : déta(N) # 0.

Posons : a* = a~!(N)a ; la dimension réduite de a* est encore d et 1’on
a: a*(N) = 1. On supposera plus simplement dans la suite que a est de
dimension réduite d et telle que : a(N) = 1.

Si on choisit une base de E de 1° vecteur N, on a :

a@) =&+ Y ak ==&l +aE);

1<k<n

d est la dimension du sous espace des applications linéaires de F dans F
engendré par {(1,a1,...,3an,...,3)} ; si {({,a1,...,3a4-1} est une base de
cet espace, on a évidemment :

a@)=&l+ Y, ak

1<k<d-1

et a est de dimension réduite d — 1.
Si on choisit une base dans F, on a les matrices :

al@) =&+ Y ahk.

1<k<n



SYSTEMES FORTEMENT HYPERBOLIQUES 4 X 4, DIMENSION REDUITE ET SYMETRIE 841

d est la dimension du sous espace vectoriel engendré par les matrices
),...,(k),...) ; d est aussi la dimension réduite du sous espace vectoriel
engendré par les formes linéaires :

£ aj(§),
lorsque i et j varient.

DErINITION 0.3. a est diagonalisable (dans le réel) par rapport 2 N si et
seulement si :
i) les zéros en v de : dét[t] + a(§)] =0, sont tous réels, quelque soit &
ii) lorsque t(£) est un zéro, la dimension du noyau de : t(§)I + a(§) est
égale a la multiplicité du zéro z(§).

Choisissons une base de E de 1° vecteur N, cette définition équivaut a
dire que :
i) les valeurs propres de a(§’) sont toutes réelles, V&’
ii) la dimension du sous espace propre correspondant a une valeur propre est
égale a la multiplicité de la valeur propre.

Dans ces conditions, on notera A(¢') un diagonalisateur de la matrice a(¢’) :
AT'EN@ENAE) = DED;
D(&’) diagonale.
DEérFNITION 0.4. a est uniformément diagonalisable par rapport 2 N si et
seulement si :
i) a est diagonalisable par rapport 8 N
ii) il existe un diagonalisateur A et un ¢ > 0 tels que :
VE A0  AG)I =1,dét|AE)] > &,
cette définition ne dépend pas évidemment du choix de la base de E de premier
vecteur N, ni du choix de la base de F.

REMARQUE 0.5. Le théoreme de Kasahara - Yamaguti (Mem. Coll. Sc.
Univ. Kyoto 33 Ser A (1960) p. 1-23) montre que ’'uniforme diagonalisabilité
de a par rapport a N équivaut a I’hyperbolicité forte par rapport 2 N de
I’opérateur différentiel : a(D).

DEFINITION 0.6. a est présymétrique par rapport 2 N, si et seulement si :

il existe une base de E de premier vecteur N et une base de F telles que, dans
ces bases, les matrices :

(al':(é)) soit symétriques V&.
Cette définition équivaut a dire que les matrices (a} (&) sont symétriques
V§&'. Autrement dit, si on a une base de E de premier vecteur N et une

base de F dans lesquelles la matrice de a est aj-(&’), il existe une matrice de
changement de base T réelle telle que :

T~'(aj(§"))T soit symétrique V&'.
~La symétrie est évidemment ensuite conservé dans les changements de base
orthonormaux de F. On démontre dans ce papier le théoréme suivant :
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THEOREME. Si a(D) est fortement hyperbolique par rapport a N, sim = 4, si
d> M‘.z*ﬂl — 2 =8, alors a est présymétrique par rapport a N.

La démonstration utilise d’abord deux lemmes.

LemME 0.7 [1]. Si a est diagonalisable par rapport a N, sim = 4,d > 8,
alors il existe un &' # O tels que la plus grande valeur propre de a(£') soit de
multiplicité 3.

La variété caractéristique de a : déta(§) = 0 a donc un point triple différent
de I’origine.

LemME 0.8 [11]. E est de dimension 3. F est de dimension 4. On suppose
que :

i) a(D) est fortement hyperbolique par rapport a N

ii) il existe un &' # O tel que a(§’) ait une valeur propre de multiplicité 3.

Alors :

i) on peut choisir une base de E de premier vecteur N et une base de F
telles que :

1

@E)=&l+| © £+
0 0
0

ol C est une matrice 3 x 3 diagonalisable (dans le réel)

ii) on diagonalise C ; (a}({-‘)) s’écrit dans la nouvelle base de F :

1 0 by by bs
i 0 b4 (3] 0
(a; () =&l + 0 & + & .
J 5 a2
0 0
0 b6 0 a3

On convient que : signb; = signb;, si : b;bj >0 ou b; =b; =0 ; on a alors :
1. si a1, az, a3 sont différents deux a deux

signb; =signby; signb, =signbs; signbs = signbg
2.siap=arF a3 :
[(blb4 + b2b5 >0 ou (by=bs=b= b5 = O)]

et signb3 = signbg
3. si Q] =0 =03

biby + bybs + b3sbg > 0 ou (b) = by = by = bs = b3 = bg =0)
iii) on peut symétriser (a]’:(‘g‘)) : il existe une base de F telle que dans

cette base : by = by, by = bs, bz = bg.
Un résumé de la preuve du théoréme avait été donné dans [10].
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1. - On notera souvent, abusivement, la matrice :
(a}(é)) =a(f).

Comme il résulte du lemme 0.7 qu’il existe un &’ # 0, soit £ tel que a(£")
ait une valeur propre triple, en choisissant a(£{’) comme matrice élément d’une
base de I’espace des matrices, et en remarquant qu’elle est diagonalisable, on
obtient :

a(§) = &l + ey + b(E");

0
e=| O ;€"=(&2,...,&7); b est une matrice de formes linéaires en £”;

0

bl(§") = 0 ; on a remarqué que si la dimension réduite de a est strictement
supérieure a 8 , elle est présymétrique [3] et qu’il suffit donc de considérer le
cas d = 8.

On notera :

b% bi") baE") b3(E")

"o 4( ”)

PED =1 s CE"
be(¢")

b est de dimension réduite 6.
On remplace &” par u&”, u € R. Pour tout £”, la matrice :

a(&r, u) = e& +ub(g"),

considérée, comme matrice de formes linéaires en (£, u) est uniformément
diagonalisable.
Le lemme 0.8 implique :
i) pour tout &”, C(§") est diagonalisable ;
ii) soit U(£") inversible telle que :

DE"Y =U'ECENUE")

soit diagonale.

On note : _
UE") = UiE"), 1<i,j<3.
On pose : Lo 0 0
ven - | 0
0
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et on transforme a par V(¢”), on obtient :

0 x * *
em(; p&) )
*

La premiere ligne de la matrice b transformée s’écrit :

(o, > bEUIEN, Y biEUL, Y bi(s")ug'(s”)) :

1<i<3 1<i<3 1<i<3

La premiére colonne s’écrit :

(0, W™HIEBE" + UH3EBsE", UTH3Eb6E .
U HIEbaE") + (UH3bsE") + (UH3b6(E")
W E"baE") + U3bsE") + U6 E")

VE” tel que les éléments de D(£”) sont distincts, on a :

sign(b;UDE") + (b2UDE") + (03U (E")

1.1
.1 = sign (((U“)}b4) E") + (UN3bs)E") + (U “)ébs)(é”))

et brievement :

12 sign (b1U} + boU3 + b3U3) (")
' = sign [(U™")2bs + (U™)3bs + (U™)}bs] (¢")
sign (b1U} + bU} + b3U3) (£")

1.3
a3 — sign [(U™)3bs + (U~")3bs + (U)3b6) 6.

Notons D(¢”) = diag (D] (§")D3(§"), D3(£")) ;
VE” tel que D? (§”) = D3(¢"), D}(&") # D3(¢"), on a la condition (1.1). On
a, de plus :

(1.4) Y bUIE"Y = ) biUiE") =0

1<i<3 1<i<3
implique :

(U"Y3bs+ (U ~")3bs + (U ™)2bs(t") = (U)3ba+ U )3bs+ (U )3bs(¢") = 0
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V& tel que D{(¢") = D2(¢") = D3(§"), on a :

Y. bUiEY = Y bUE) = Y bUIE) =0

1<i<3 1<i<3 1<i<3
implique :

(U™HIbaE”) + (UHIbsE") + (U)ibe(E")
(1.5) = U )ba(E") + U H)2bs(E) + (U 1)3bs(E")
= (U™)iba") + U™)3bs(E") + (U™)3b6(E") = 0.

REMARQUE 1.1. Si C(£§") est symétrique, alors U(£”) est orthogonale et
UHE) ="UE").

REMARQUE 1.2. C(£¢”) est nécessairement de dimension réduite > 3. En
effet si C est de dimension réduite 2, comme b(¢”) est de dimension réduite
6, par un changement de base dans E, on peut choisir deux formes de C(§")
et 4 formes de la lere ligne et de la lere colonne de b(£”), comme formes
linéaires de base ; on peut donc écrire, par exemple :

0 m ns N6

C(m,

*

En posant 7, =93 =0, 74 =0, n5s =n6 =0, n7 = 1 et en appliquant
le 0.8 lorsque les valeurs propres de C(72,73) sont égales, on obtient une
impossibilité. On raisonne de méme si C est de dimension O ou 1.

C(&") est diagonalisable ; on en déduit aisément [9] que sa dimension
réduite est inférieure ou égale a 3"—(;"'—11 — 1 = 5. Nous allons examiner les
différents cas possibles selon la dimension réduite de C(§”).

2. — Cas ol C(¢") est de dimension réduite égale a 3

C(£¢") est une matrice 3 x 3 diagonalisable ; il résulte de [6], que ’on
peut choisir un &” # 0 pour lequel C(£”) a une valeur propre double ; plus
précisément Oshime [6] donne les formes réduites possibles de C(£”), ce qui
revient a choisir des bases convenables dans E et F.

On pose :
1 00
e = (0 0 0) .
0 00
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I - La premiére forme réduite est ([6], p. 950) :
010 0 a 1
0 0O 1 00

O<a<let:

& bi¢")  b(E") b3(E")
by (") & E+aty &
bs(§") & —ak 0 0
be(£") & 0 0

Comme la dimension réduite de b(£”) est 6, on peut prendre 3 des formes
b;(¢”) comme formes de base. Distinguons les cas possibles

ag) =

a) bi(&"), by(&"), b3(£") peuvent étre prises comme formes de base ; sans
changer de notation, on a :

&1 &s &6 &
by(§") & &+abs &
bs(") & —ak 0 0
be(£") &4 0 0

notons : b;(§") = }° PBiukr, i €{4,5,6) ; posons : &3 =& =0, & #0; il
2<k<7
résulte de (1.4) que :

aE) =

Bas >0,  Barkr + Pasks + Parks =0,
soit : ﬁ42 = ﬁ46 = ﬂ47 =0.

Bs262 + Bssés =0,  Berba + Besés =0

soit :
Bs2 = Bss = Pe2 = Pes = 0.
On a donc :
& & &6 &7
aE’) = Ba3€3 + Baaba + Pasés £ &Btabs &
Bs3&s + Bsaba + Psebe + Ps1&1 &3 —aks 0 0
Be3&3 + Beaka + Besse + Por&7 &4 0 0

Nous allons, pour £” convenablement choisi, diagonaliser C(§”) et écrire les
conditions du type (1.1), (1.2), (1.3)
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i)On pose : £ =0, & =1 —52)V1—-0a2, & =35, s € R,
On diagonalise la matrice :

A-sHV1—0a? as s
C(s) = —as 0 0
s 0 0

Les opposés des valeurs propres sont les valeurs distinctes :
(szx/l —a2,—V/1 —aZ,O).
On détermine les vecteurs propres correspondants. On peut choisir :
sv/l—a?2 J1—a2 0

U(s) = o —as -1

-1 s o

dét U(s) = (1 4+ s2)(1 —a?)?? =s58(s) # 0, 8(s) > 0.

J1 — o2 _ -1
— sl —a o
U—l(S)=W V1—a? as s
0 —(14s5?) —al+s?)

(U7ICU)(s) est diagonale a valeurs propres distinctes.

847

On suppose d’abord & = &6 = & = 0 et on écrit les conditions (1.1), (1.2),

(1.3) ; on obtient :
U™ Bas+ U™Bsa + (UBes = 0,

d’otr :
Baa = Psa = Bea =0.

&s, &6, &7 sont maintenant quelconques. La condition (1.1) s’écrit : V&s, &, &7,

s#0:
sign (sxfl_——azés + age — €7)
= sign (s V1 — a?Busts — (@Bss + Bso)bs — (@Ps1 + Pon)é ) -
On a donc :

2.1 Bas > 0; aPse + Pes = —aPas; aPs7 + Ber = Pas,

iil) On pose : &, =& =0; & #0 .
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On diagonalise la matrice :
010
C= (1 0 O) &.
000
Les valeurs propres sont : (0, £&3)

0 1 1 L/0 0 2
U=<0 -1 1) U-l=_(1 -1 o)
1 0 0 2\1 1 o0

U~ICU est diagonale a valeurs propres distinctes.
On suppose d’abord : & = & = & = 0 et on écrit les conditions (L.1),
(1.2), (1.3) ; on obtient :

U™)iBas + (U553 + (U™ )ipes =0,

d’ou :
Baz = Bs3 = Be3 =0.
On suppose & = 0 ; on écrit la condition (1.1) :

Besbs = 0;
d’ou :
2.2) Bes = 0.

On suppose &s, &, £&7 quelconques ; on écrit la condition 12):

sign(§s — &) = sign(Busés — Pseks — Psr&7) ;
on en déduit :
Bs1=0
Bas = Bss
d’olt a I'aide des formules (2.1), 2.2), 2.3):
)sia#0:85=0, Bss >0
ce cas est impossible
2)sia=0:P66=Ps1=0; Pas = Pss = Pe1 > 0
&1 & & &
Basks & & &
Basks & 0 0
PasEr & 0 0

(2.3)

a@) =
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On voit aisément que a est présymétrique en la transformant par :
T = diag ((1, V/ Bas, \/ Bss, \/ﬂ4s)

b) Les formes (&2, &3, &, bi(§"), b2(€"), b3(¢")) ne sont pas linéairement indé-
pendantes, et 1’ensemble :

(62, &5, &4, b1(E"), b2(£"), b3(8"))  est de rang 5

b1) (&, &, &, bs(E") ou bs(€”), by(&”), bs(£”)) sont linéairement indépen-
dantes ; (par exemple, on choisit bs(§”), I’autre cas étant analogue) ; on les
choisit comme élément d’une base

0 c.lin. (&, &, &4, &, &7) &6 &
bE") forr(;iggl 'dgegase % Sede G
Bl £s £ — aks 0
c.lin. des &

formes de base

On fait &, =& =& =8 =& =0; & =1 du lemme 2, on déduit que
ce cas est impossible.

bz) On n’a pas ’hypothése de b)) et :
(62, &3, &4, ba(&"), b2(£"), b3(¢")) sont linéairement indépendantes ;

on a:
0 clin.(&, &3, &4, &6, §7) &6 &
" &s & E3+abs &
bE") = .
c'lln'(621 §37 E4v 567 §7) §3 - a§4 0 0
c'lin-(‘EZ, 537 ‘S4s 569 57) §4 0 0

On fait : &, =& =8 =8 =& =0; § =1 le lemme 2 implique une
impossibilité.

b3) (&2, &3, &4, D2(E"), b3(£§”)) ne sont pas linéairement indépendantes ;
(&2, &3, &4, b1 (E"), b3(£")) sont linéairement indépendantes. On a donc :

§2,&3,€4,b1(8"), b3(§") et une des formes (ba(§"), bs(§"), be(£")) sont
linéairement indépendantes. On a par exemple :

0 &s clin.(§2, &3, &4, §6) &6
* & &+ ady &
& & —abs 0 0
* €4 0 0

bE") =
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Onfait: &, =& =8 =& =& =0; & =1 ; compte tenu du lemme 2 on a
une impossibilité.

bs) (&2, &3, &4, D2(E"), b3(E")) ne sont pas linéairement indépendants ;
(&2, &3, &4, b1(E”), b2(§")) sont linéairement indépendants.
Ce cas est analogue au précédent.

c) {&, 83,8, b1(8"), b2(§"), b3(£")} est de rang < 4. Par transposition, on se
rameéne aux cas a) et b).
Les seuls cas possibles sont ceux ol a est présymétrique par rapport a3 N.
II - La deuxieme forme réduite est : ([6], p. 953)
0 ¢ o 0 d &
C(E”):ehfz-l-(cl 1 0 )§3+(d1 0 0)54
ca 0 -1 d 0 0

3 by (§") by(§") b3(§")

a’) = ba(§") 1) cifs+dids 283+ dobs
T b)) bt diks & 0
be(E") 23+ drky 0 —&;

II-1) Si d; # 0, on peut, par un changement de base de E, remplacer c;&;+d>&4
par &. On suppose donc dans le II-1) : ¢;=0,dr =1
a)  b1(&"), by(&"), b3(§") peuvent étre pris comme formes de base. On a :

&1 &s &6 &
, ba(€") & afz+dibs &
a¢) = "
bs(E") ci&+dids & 0
bs(£") &4 0 —&3

bi" = Y Puk.4<i<6.
2<k<7

Comme au début de I a), on se rameéne 2 :

&1 &s &6 &
2y = Ba3s + Paabs + Pasés & cifs+dibs &
T | BssEs + Bsaka + Bscks + Bsitr i3 +dids & 0
Be3&z + Beaba + Bese + Berér &4 0 —&3
a)) c#0

i)Onpose: & =0;&E=s+ci(1—s%) ;& =s5;s5 R
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On diagonalise la matrice :

s+(1—-5%c; cs
C(s) = Cc1§ s 0
0 0 -s.

Les opposés des valeurs propres sont :
2 .
(=s+c1s°,—s —c1,8);

elles sont distinctes si : s # % ets # "—,_fl On détermine les vecteurs propres
correspondant et on pose :

1 —-s O
U(s)=(s 1 0>;detU(s)=l+s2;

0 0 1
U~l(s) = ! tU(s).
1+ s2

(U7ICU)(s) est diagonale a valeurs propres distinctes. On suppose d’abord :
& =& = & =0 et on écrit les conditions (1.1), (1.2), (1.3) on obtient :

Paz = Ps3 = Pe3 = 0.
On suppose : & =0 ; la condition (1.3) donne :
Bes =0.
On suppose &s, &, &7 quelconques ; la condition (1.1) s’écrit :
sign(§s + s&6) = sign(Bas + sPse€e + sPs787) ;

on en déduit :
Bs1=0; Bas = Bs¢ > 0

ii) On pose & =& =0 ; & #0.
On diagonalise la matrice :

0 4 1
C=§4<d1 0 0) .
1 0 O
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Les valeurs propres sont :
O, £4/1+d&);
Ji+d (J1+d o
= —d; dy -11:
-1 1 dy

U

1
-1 t
=—_ 7.
2(d? + 1)

U~1CU est diagonale a valeurs propres distinctes. On suppose d’abord :
& =& = & =0 ; on écrit les conditions (1.1), (1.2), (1.3) on obtient :

Baa = Psa = Bea =0.
On suppose &s, &, &7 quelconques ; on écrit la condition (1.3) :
sign(—&s + d1&7) = sign(—Pseks + Ps1d1£7) -

- Sid;#0,0na: Bs¢=Pe ;
on en déduit aisément que a est présymétrique par rapport 4 N.

— Si d; =0, on écrit la condition (1) :

sign(&s — &7) = sign(Basés — Pert1) ,
d’ou : Bss = Ber
et on a le méme résultat.

az) Ccl = 0.
Si& =0

&L 0 0
C=<O 53 0),
0 0 -&

on en déduit :
Baz = Bs3 = Be3 = Bs71 = Pe6 = 0;

Bais >0, PBss>0, Peg>0.
Si comme au a;) ii) précédent, on pose : & =& =0 ; & # 0, on obtient de
méme
Bas = Bsa = Bea = 0 et 4 I’aide des conditions (1.3) et (1.1) :
si di#0, Pas=Pse=Per

et a est présymétrique ;
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si di=0,o0na: B4 = Ber.
s & & &
BisEs & 0 &
Bscés 0 & 0
Biskr &4 0 —&

on pose : T = diag(l, /Bas, v/Bs6, +/Pas) et en transformant a(¢’) par T, on
obtient une matrice symétrique.

aEh =

b) ¢) On procede comme dans les cas I b) c) lorsque les formes &;, &3, &4,
b1(&"), by(¢"), b3(£”) ne sont pas linéairement indépendantes et on obtient que
ces cas sont impossibles ou présymétriques.

I-2) d,=0
dy # 0 sinon la dimension réduite de C(£”) serait 2. Par changement de
coordonnées dans E, on se raméne 2 :

& bi(E") bE") b3(E")
bi(E") & &4 cé3
bs¢") & & 0
be(") & 0 —&

aE) =

a) (&, &, &, b(E"), by(§"), b3(£")) sont linéairement indépendantes. Avec les
notations précédentes on a, comme avant

& & & &
Ba3&3 + Pasks + Pasés & & c&
Bs3&3 + Bsaba + Psebe + Ps1&1 & &1 O
Be3&3 + Peada + Pecks + Bers1 k3 0 —&3

aE) =

a)) c#0
Onpose & =0 ; & =5 ; & =5 ; & =—s+c(1—52) ;s e R~

- 1 0
U(s) = ( 0 o l).
1 00
Par un calcul analogue a celui du II 1, a; i), on obtient :

Baz = Bs3 = Bez = Bs1 = B = 0;  Pas = P71 > 0.

On pose : & =& =0 ; & # 0 ; on obtient comme au II 1 a;) ii) :

Bas = Psa =Pssa =0; Pas = PBse -
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On a la présymétrie de a, comme 2 la fin du I a)

a2) c=0.
En posant & = 0, on obtient :

Baz = PBs3 = Pe3 = Ps1=Pe6c =0; Pas >0, Bss >, 67 > 0.
En posant & =&3=0; & #0, (cf. I a) ii)) :
Bas = Psa = Pea = 0;  Pus = Pss -
On transforme a(§’) par :

T = diag (1, v/Bas» v/Bas» /Be7 )

et on obtient la présymétrie.

b) (&, &3, &4, b1(8"), b2 (§”), b3(§")) sont linéairement dépendantes, on obtient
comme avant dans ces cas, ou bien une impossibilité ou bien la présymétrie
de a.

III - La troisitme forme réduite [6] (p. 954) comporte 2 cas

I,
0 c 0 0 d da

C(§/,)=e'§2+ (Cl 1 0 )§3+ (51 0 1 )54,
0 0 -1 5 1 0

2 2
avec : ¢; >0 ; dy > %(c1+§{~) ; 82 > %(c1+%).
On remarque que les hypothéses impliquent :

82 —82>(c1—8)*=>0

a) (&,83,&4,b1(8"), by (E"), b3(§")) sont linéairement indépendantes.
On a, comme au début du I a) :

&1 &s &6 &

aE) = B33 + Paada + Pasés & bz +difs dobs
Bs3&3 + PBsaba + Bseks + Ps1&1 183 + didy &3 &4

Be3&3 + Boaks + Bece + o1& 5264 &4 —&

i) On pose : & =s+c;(1—52); & =0; & =5 € R*, C et U sont les formes
du II 1a); i). On en déduit de méme, comme c; # 0 :

(2.4) Baz = Bs3 = Be3 = Bs1 = Bes =0;  Pas = Ps¢ > 0
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ii) On pose £&3=0; & =5 #0

& dis days
CE,s)=|&s O s
62s N 0

L’équation caractéristique s’écrit :
o+ £ — 5P +o5° — Y5’ =0,
qﬁ I'on a posé : ¢ =d16; + dab; ; ¥ = di18;1 + dy5; ; elle a une racine nulle
si :
fr=¢s;
on note alors : C(gs, s) = C’'(s), les autres racines vérifient alors :

£2 + gsky — s2(1+9) =0;

le discriminant vaut :
A = [p* +4(1 + ¥)]s%.

Comme C’(s) est diagonalisable dans le réel, on a :
A>0;

on pose :
P +4(1+y)=p%, p=0;

ii;) Les 3 racines sont distinctes, si :

p>0 et Y#-1.

Elles valent :

(—¢+ps _t+p) 0)
2 k] 2 b .
On détermine les vecteurs propres correspondants et :

(-9 | (+e)
4 4

U(s) = 32+(p—_2_-£-5| 82+¥31 -8 |

1 1

- +
0Py 5 4 LEP

8 + & =4
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2 _s2v(n2_ 2
détU(s) = 2220 _ 55y 20

U(s) = —x

3(s)

o (eia)f o12)] (e22) ] (22) ]
(s ()] (R

2_¢2
) —p(pd2+81)+

p81(p*—9?) }

\ @) pedi+8)—pd (p 2

On fait & = & = & = 0 et on écrit les conditions (1.1), (1.2), (1.3) ; on
obtient comme précédemment

Bas = Bsa = Bea = 0.
La condition (1.3) s’écrit :
sign(§s — 886 — 817) = sign [(U™)}Bests + (U™ Bssfis + (U™)3Bert -
On fait d’abord & = 0 et on obtient, (comme §; # 0) et compte tenu de (2.4) :
U H+WU =0
soit :

s> —¢H | _
woos]

&5 —8Dd + [«ps; +82) —
et en explicitant ¢ et ¥, compte tenu que 85 — 87 # 0, on obtient :
2.5) &h=d.

On fait £ = 0 et on obtient, si §; # 0 :
81(U3Bas + (U)3Bs1 =0
d’out en explicitant :
(2.6) 81B4s — d1Be1 =

On voit que si §; = 0, ce résultat est encore vrai.
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La condition (1.1) s’écrit pour & =0 :
sign [(62 + ‘”—;—’ial) ks + (31 +432 32) 57]

= sign [(U™)}Bsetis + (U™H}Berty] -

La condition (1.2) s’écrit pour & =0 :
. + +
sign {(52 +2 3 p31) & + (51 +2 5 p32) 3;'7]

= sign [(U")3Bsbs + (U )}Berty] -

Supposons d’abord :

- - +
p—p p—p <p2951¢0’ 514+

S+ 81#0, &+ 5 #0, &+

Les conditions ci-dessus donnent :

UL Bss (51 +2° 52) — (U (32 +222 81) -
.7

- - - +
U355 (1 + £5 28 ) = U (8 + L5281 ) =0,

Considérons les comme un systtme en (Bs¢, B67). Si le déterminant de ce
systéme était non nul, on aurait (cf. aussi i) :

Bas = Bse = Pe1 =0,

ce qui est impossible.
On a donc :

U DU (81 + (i’i—;—’i) 32) (32 + (-"’—}‘—’) 61)
e (52)8) o (£22)5) e

soit en explicitant, et simplifiant :

o (252) o] oo (2]
o (252)s] oo (052) <o
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27) e e (37)]
[ ( )32] [32+51 (2;:)]%

p@E3—8)=0

On a donc, soit :

b (*

qui s’écrit :

et est donc impossible ; soit :

o (55%) v e (55°)

- gtp $—r
e (532) ) [+ (232))]
qui s’écrit aussi :

W} [81 +5 (“’ 3 i )] =W} [32 +8 (“’;’” )]

et la condition (2.7) donne :

2.8) Bse = Be1

En considérant (2.4), (2.6), (2.8), on obtient : J, = d, §; = d; et a est
présymétrique par transformation par T = (1, \/Bss, v/Bas» ~/Pss)-

Ensuite, on remarque que si : & + %528, =0, on a : & + &£8, # 0,
(sinon, on aurait : 87 —§3 = 0, ce qui est exclu par les hypothéses du cas III).
La condition (1.1) donne alors :

) (go-;p) +8 =0,

d’ol : 8; =382 =0, ce qui est exclu par les mémes hypotheses.

De méme, on ne peut avoir §; + 4528 = 0 ou & + 5"—2'381 = 0 ou
81 + %232 =0.

iiz) On suppose : p =0
C’(s) a une valeur propre double : §p = —£ ; comme elle est diagona-
lisable, les mineurs d’ordre 2 de l; I + C’(s) sont tous nuls ; on a donc :

(di8+dr81)P —4=0,  (didr+dr81)* +4d28, =0,

d’ou : dpd; = —1, qui est exclu par les hypotheses.
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iii3) On suppose p >0 et : ¥ = —1

& = 0 est au moins valeur propre double de C(s) ; comme la matrice
C(s) est diagonalisable, tous les mineurs d’ordre 2 de C’(s) sont nuls, ce qui
est impossible.
b) (&2, &3, &4, b1(£"), b2(E”), b3(£”)) sont linéairement dépendantes ; on obtient,
comme avant, dans ce cas, ou bien une impossibilit€ ou bien la présymétrie
de a.

111, C(&") est symétrique ([6], p. 954) :
0 a O 0 d a
CE"=¢€&+ (Cl 1 0 )§3+ (d] 0 1 >§4
0 0 -1 d 1 0

a) (&, &, E4,b1(E"), ba(E"), b3(£")) sont linéairement indépendantes. On a,
comme dans le cas III; :

& &s &6 &

aE’) = Ba3&3 + Baska + Pasés & cié3+difs dabs
Bs3&3 + Bsaa + Bsebe + Ps1&1 183 + dida & &

Be3&3 + Beaks + Pesbe + Perb dr¥s & —&3

i) On pose & = 0. Si ¢; # 0, comme au III; a) i), on pose : & = s+ca(1—s2);
& =15 ; s € R* ; on obtient de méme :

Baz = Bss = Pe3 = Bes = P51 =0; Bas = Ps¢ > 0.
Si ¢; =0, on a directement :

Bas = Bs3 = P63 = Pe6 = P5s1=0; Pas >0, 56 > 0, B57 > 0.

ii) Comme au III; a) ii), avec les mémes notations, on pose : §&3 =0, & == ;

seER*; & =95 :
p d &
C(s)=(d1 0 l)s.
d 1 0

L’équation caractéristique de C a une racine nulle ; les autres racines

vérifient :
£3 + psto— s*(1+¥) =0.

Le discriminant A vaut :
A= pzsz;
Pr=* +4(1+y) =4(d}d} + 1 +d? +d}) > 0

et les trois racines caractéristiques sont distinctes.
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ii}) On obtient comme précédemment, si d? — d #0
Bas = Pss = Bea =0; Pas = Pss = Pe1 > 0

et a est présymétrique.
i) Sidl—dZ=0o0na: d=¢d, e ==l ; ¢ =2¢d?

(e—Ddi (e+Dd; 1
U(s) = ( 1 1 —ed) ) s
-1 1 —d;

détU(s) = 2(2d? + 1).
On obtient a I’aide des conditions (1.1), (1.2), (1.3) :

Baa =PBsa =Pea =0; PBss=Pe1; si di #0, Bas = Ps¢ = Pe7;

et a est présymétrique dans tous les cas.

b) (&2, &3, &4, b1(§"), b2(§”), b3(£")) sont linéairement dépendantes ; on obtient,
comme avant, ou bien une impossibilité ou bien la présymétrie de a.

IV - La quatritme forme réduite ([6], p. 959) est :

010 0 4 —dy
C(%'")=e'$2+(1 0 1)§3+(d1(1—5) 1 0 )&
0 0O —28 0o -1

2
avec : 0<d<1,dy> ¢

a) (62,83, 84, b5(8"), b2(£”), b3(£")) sont linéairement indépendants. On a,
comme au début du I a :

&1 &s &6 &7
aE) = Ba3&3 + Baaka + Pasks & & +di&y —doky
Bs3&3 + Bsaka + Bsebe + Ps151 &3 +di(1 — 8)&, 2 &
Be3&3 + Beaks + Poss + Ber&7 —2884 0 —&

Onpose: &=0;&=1—s5%;&=s,s€R*; on a alors :
s s 1
U(s)=(s2—1 -1 s)
—s 0 O

En écrivant la condition 1-1, on a une impossibilité.

b) En raisonnant comme dans le cas b) précédent, on voit que ce cas est
impossible.



SYSTEMES FORTEMENT HYPERBOLIQUES 4 X 4, DIMENSION REDUITE ET SYMETRIE 861
3. — Cas o C(£”) est de dimension réduite 4

11 résulte de [6] que C(£”) est présymétrique ; on se rameéne donc aisément
au cas ou C(£¢") est symétrique

I ([6], p- 963-4) donne une premiére forme réduite :

& abs+di&s+ fiks c1&3 + daks + frks
CE" = (6‘153 +di&s + fi&s & 0 )
263 + doks + foés 0 —&
Comme la dimension réduite de C est 4, on peut écrire :
& & &
CE" = (54 & 0 )
& 0 —&

et

& bhiE") b(E") biE")
by(t") & 2 &s
bs(") & & 0
be(E") & 0 —&
a) On suppose que (&2, &3, &4, &5, b1(§"), b2(§"), b3(§")) est de rang 6
a1) (&, &3, &4, &5, b1 ("), b2(§")) sont linéairement indépendants. On peut écrire :
& & &1 PBnbat Pk + Pasba + Pisks + Paske + Barbr

aEh =

2’y = bi(§") & & &
T s & & 0
be(€") & O —&

SH = (&21 §3v §49 ESv €6v 67) .
Onpose: & =& =0; & #0, & #0, & # &3 ; il résulte du lemme 0.8,
que :
ba(§") = Baaka + Pasks + Pasks, Pas > 0

bs(§") = Bsaka + Pssks + Bs1Er, Ps1 >0
et :

be(§") = k(B32&2 + P33&s + Pasks + Parkr) + Peaba + Besés, k> 0.

i) Posons & =0 ; & =5 ; & = £3+52—1, s € R* ; on diagonalise la matrice :

&+s2—-1 s 0
C(§3,S)=( s & 0)-

0 0 —-&
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Les opposées des valeurs propres sont :
(~&+1,—&— 5% &);

.. . 2
elles sont distinctes si : & # 1 et & # —%.
On détermine les vecteurs propres correspondants et on pose :

1 s O
U(s) = (—s 1 0) ;
0 01
l t

Uls) =
(s) T332

U(s).

U~'CU(s) est diagonale 2 valeurs propres distinctes.
La condition (1.1) s’écrit :

sign(gs — s&7) = sign [(Bus + Bastis — 5 (Bsas + Bs7&))

£6 =& =0 implique : Bay — Ps4s =0, A0l : Pag = Bs4 =0 ; on a aussi :
Bas = Bs1 > 0.
La condition (1.3) s’écrit :
sign [Baa(8s + 52 — 1) + Bk + Bus + Baskis + Bk

= sign [k(Baa(&s + 52 — 1) + Braks + Bsks + Bor€n) + Poas|

o Si B3+ Bi3 #0, ou Psg £ 0 ou P37 # 0, on en déduit :
KBa(s® — 1) + Boss = K[ Bsa(s® — 1) + Baas]

d’ou :
Bes = kB34 .

o Sip=P37=Pn+pP3=0,0ona:

sign [ﬂ32(s2 D+ ﬂ34s] — sign [kﬂ32(s2 —1)+ ﬁms] , VseR*,.

e Si B3, # 0, en prenant pour s une racine non nulle du ler membre, on obtient

encore
Bes = kP34 .
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e Si B35 =0,
b3(£") = Baaka + Basks;  be(E") = Beaks + Pesks ;
la condition (1.3) donne : sign Bg4 = sign B34 ; on pose donc encore :

Besa=kPsa  k>0.

ii) Posons & =0 ; & =5 ; & = —&3+ 52— 1, s € R* ; on diagonalise la
matrice : 421 0 s
C(,5) = 0 & 0 |;
s 0 —-&
s 1 0
U(s) = (0 0 1) .
1 -s O

U~!CU(s) est diagonale a valeurs propres distincts, pour &3 = —%, & # %
La condition (1.3) donne : Bss = 0. La condition (1.1) s’écrit :

sign [556 + Bsa(—&3 + 5% — 1) + B33&s + Pass + Paes + ﬂ37§7]

= sign [s(Buss +Base) Kk (Bra(—Es-+s” — 1)+Bysks+Basbs-+ Bk +Poss) |-
Si B3¢ # 0, comme on doit avoir :
sign(s + B3e) = sign(sBas + kBss) »

on obtient :
Bas =k;

d’od : Bess + Pass? = kBass et :
Bes =kPss, Pas=0.
Si B3s =0, comme Bu6 # 0, on a, si B37#0, ou B33 — P32 #0 :
Bas =k,

d’ou encore :
Bes =kBss, Pas=0.

Si B3 =P37=0, B33 — P32 =0, 0n a, si B3 #0:
Bass=k; Pais=0, Pes==kBss.
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Dans tous ces cas, on a aisément la présymétrie de a.
iii) Si B3 = P33 =P =P37=0,0n a:
Bas =0, Bes = Pashss;
~ on a donc dans ce cas :
& & &1 Paba + Basés
Basts & & &s
Back7 & & 0
kB3a&s + BacP3sés & O —&

a¢) =

Si B34 =0, on obtient la présymétrie de a.
Si B #0,0onpose: & =§=§=0855=5=1,

Bss (ﬁ35 )2
=-2, gH=|(Z) -1],
s B3 2 B3
alors O est valeur propre double de a(¢’), on en déduit que les mineurs d’ordre

3 sont nuls, d’ot :
(Bss — k)B3s = 0.

Si B35 # 0, on obtient B46 = k et la présymétrie.
Si B35 =0, on pose : & =& =0 ; & = & # 0, on diagonalise C(&;), on
écrit la condition (1.1) et on obtient :
B =k
et la présymétrie de a.

ay) (61,6, &, 84,85, b1(8"), b2(€§")) sont linéairement dépendantes.

(1,52, &3, £4, &5, b1(£”)) sont linéairement indépendantes, on a donc aussi :
&1, &2, &3, &4, &5, b1(§"), b3(§')) sont linéairement indépendantes, et on peut
écrire :

&1 & Bk + Brsbs + Prubs+ PrsEs + Bsbs &7

a@’) = by(§") & 7 &
GO B 0
be(t") & 0 &

E" = (52,83, &4, &5, &6, &7, £8).

En échangeant les deux dernicres lignes et les deux derniéres colonnes de
la matrice en échangeant & et &, en changeant & en —&; on se raméne au
a;) ; de méme les seuls cas possibles sont ceux ol a est présymétrique.
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a3) (&1, &, &3, &4, &5, b1(£”)) sont linéairement dépendantes
& Bubr+...+Bisks & &

) by(E") & & &
2= e & & 0
be(£") & 0 —&

Ell = (E2’ 839 §4’ &59 E6v §7’ 58)'

On procéde comme au a;). On a d’abord :

bs(¢") = Bsaks + Pss&s + Pses » Bss > 0
be(£") = Peaks + Pesés + Berér Be1 >0
ba(E") = k(B12&2 + P13€3) + Pasks + Pasks, k> 0.

En posant & =0, £ = s, & =& + 52 — 1, s € R*, on obtient comme au
ay) i) : ,
Bsa = Pea =0, Paa=PBs¢Pu, k= Pss.-

En posant & =0, & = s, & = —&; + s> — 1, s € R*, on obtient comme au a;)
ii) :

si P12 # P13 ou si iz = P13 # 0, k = Pe1, Pss = Pes = 0, Pas = BsePis et la
présymétrie de a :

si ﬁ12=ﬁ13=0, on a:

&1 Braés+ Bisés &6 &
, Bs6Braés + Be1iss & & &
a¢) =
Bsebe &4 & 0
Ber&7 &s 0 -&

Si Bis#0 onpose: E1=8=4§=0;&=F5=1;&=—"F4e
& est choisi de sorte que & = 0 soit valeur propre double ; on obtient :

Bra(Bs6 — Be7) = 0.
e Si B4 #0, on a la présymétrie de a.

e Si B14 =0, comme 2 la fin du a;), on pose : & =& =0, &4 =& =1, on
obtient : Bs¢ = Pe¢7 et la présymétrie.

Si Bis = 0, on procéde exactement comme pour Bj4 = O et on obtient la
présymétrie.
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b) (62,83, &, &5, b1(E"), b2(€"), b3(§")) est de rang 5. On peut choisir une
des formes b;, by, b3 comme forme de base, soit & ; une des formes by, bs, bg
est aussi choisie comme forme de base soit ;.

On pose : & =& =0 ; le cas ou & et & sont en position symétrique par
rapport a la diagonale est évidemment impossible (poser & = —&7 = 1) ; les
autres cas se traitent tous de la méme fagon ; soit par exemple, b;(§") = & ;

bs(") =& :
& & Pnbr+...+Pxks Bnbr+ ...+ B

2’y = by(§") & 0 0 .
|l & o0 ) 0 ’
bs(€") O 0 —&

on doit avoir :
sign &7 = sign(Bn&: + B23&3 + Psks)

ce qui est évidemment impossible.

c) Si b1(§"), b2(£"), b3(§") dépendent linéairement de (£2, €3, &4, &5), &2, &3, €4, &5
et deux des formes by, bs, bg sont linéairement indépendantes ; par symétrie
autour de la lére diagonale ce cas se traite comme le a) .

II - La deuxie¢me forme réduite pour C(£”) est ([6], p. 964) :

& &3 +di&s+ fi&s 283+ drks + fobs
CE") = | a&+di&s+ fiés & &
263 + drks + f26s & —&

Si f1 # 0, on peut aussi bien écrire, par changement de base dans E, et comme
la dimension réduite de C est 4

& &  p&3+oby+Tés
CE"= &s & &
p&3+0obs+ 185 & —&3

Si fi =0, f, #0, on remplace de méme &3 + doés + f>&5 par & ; ensuite
par échange des deux dernieres colonnes et des deux derni¢res lignes, et en
échangeant &3 et —&3, on se ramene au cas précédent (avec t =0).

Le cas fi = f» = 0 est impossible, compte tenu de I’hypothese sur la
dimension réduite de C.

On considére donc C sous la forme (3.1) et :

& bi(E") by (§") by (&")
) ba(§") & & phs+ o+ 1és
a@¢) = "
bs(§") &s &3 &

bs(t") p&+o&+tEs & —&3
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g// = (82’ €3v §4a €57 §6a €7)-
a) On suppose que (&2, &3, &4, &5, b1(§"), b2(£"), b3(§")) est de rang 6 .

ay) (&2, &3, &4, &5, b1(E"), b2(£")) sont linéairement indépendantes.
On a, par un changement de base :

&1 &6 & Bnb+...+ Bk
, ba(§") & £ pb3+ o0&+ tés
a¢) = Y
bs(§") &s & &4
be(t") p&3+obs+1Es & —&3

On pose : & =& =& =0, & # 0, on obtient :
Bu=PBs=0, Pss>0.
En posant de plus &7 = 0, on déduit du lemme 0.8 que :
be(£") = k(B32k2 + Basks) + Besks + Beaka + Bosks + Perkr, k> 0.

On distingue les cas

Dp#0

i) Posons : & =& =0;&=—s+p(1—s5%) ;& =5 ;s R C alaforme
du § 2 IT 2 a;). On obtient U et les conditions (1.3) et (1.1) donnent :

Paz=0; Psa=PBs3=Psc=0; Ps7>0;
Bos = BacBPs3, Be1=PasP31; si P ou P #0, k=P >0.
On a donc dans tous les cas :
ba(§") = Pasks + Basés + Pask, Pac > 0
bs(£") = Bsaba + PBssés + Ps1&7,  PBs1 >0

bs(€') = Bas [ﬂ32§2 + B33€3 + Bass + ﬁ37§7] + Beaba + BesEs

ii) Posons & =0, & = —%s, & =5, & = —%’s +1—52% s eR*

2t
—;—s+1+s2 s 0

C(s) = s “Is o
P T
0 0 -
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Les opposées des valeurs propres sont :

T T T
(—-—s, —s+s52, -5 — l)
p P p

s 10
U(s) = (—l s O)
0 01

détU(s) =s*+1#£0.
On diagonalise C(s) ; la condition (1.1) donne :

Bas=Pss =0; Pag=Ps71>0.

La condition (1.3) donne si : B3, ou B35 ou B37 #0 :

Bess = BasB3s
iii) Posons & =0, & = —%s, E&4=s5,5€R*
&L 0 0
o
C(s) = 0 —;s s
0 s s

>|Q

Les opposées des valeurs propres sont :
[ 2
(_52 ’ +s54/1 + %2')
1

Ul =

mum=21+§¢u

On diagonalise C(s) ; la condition (1.1) donne : B44 = 0. Les conditions
(1.2) et (1.3), apres quelques calculs donnent si : B3 # 0 ou si : B3 #0 :

Bsa =0, Pes = PasP3as.
Si B3 # 0 ou si B3 # 0, il résulte du ii) et du iii) que :
Bas = Psa = Pas = Pss =0;  Boas = PasP34;  Bes = PasP3s
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et on obtient que a est présymétrique.
Il reste donc 2 étudier les cas B3 = P36 =0

ivyOnpose : £ =§&=§&=0;&=s5,s€R

01 <t
C(s)=(1 0 O)S
t 00

Ji+12 V1472 0
v=| -1 1 —t|.d&U #0

-7 T 1

1
U!l=———>"U.
2(1 +72?)

On diagonalise C(s) ; la condition (1.1) donne :

7(Bes — BacP3s) =0

donc si T #0, on a : Bgs = PasPss-

v) On pose &, =& =& =0;& =5, seR*

0 0 o
Cis)=]10 0 1]|s
o 1 0
1 o o
U= —0 1 1

0 —/1+02 J1+0?
détU # 0.
Les conditions (1.1) et (1.2) impliquent, si 0 # 0 :

Bsa =0, Pes = PacP3s.

e Si o0 =0, on obtient :

si Ba7 # 1, Bsa — (Boa — BasB3s) =0 ;
si Ba7 # 1, Bsa + Bos — PasB3a = 0.

869

On obtient donc que, si T # 0 et [0 # 0 ou (0 =0et B375# x1)],0on a:

Bos = PasB3s. Psa =0, Pos = PacP3a
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a est donc présymétrique.
Il reste si T # 0, & examiner le cas o0 =0, B3 = %1.

vi) On pose alors : & = —2s, & = 25, & = (s2— Dy/1+ % £s = -2,
s € R*.

—2s

2ps 2
C(s) = —% 2s (s? - 1)\/1+%
2
0 -yf1+5 ~2s
T

Les opposées des valeurs propres de C(s) sont :

2 2
E+Di1+ 2%, —+m11+2,
T 72

et sont génériquement distinctes.

2
( 2ps 2ps 1+ p_2 \

s*=1)

UGs) = | (52 +1)‘/1+—-—-—2s (s? +1)\/1+-———2s 0
\ - —1)‘/1+—— (s —1)\/1+% Zf-s- )

détU(s) #0.
On écrit la condition (1.3) :

sign(s® — 1)\/ 54656 + 2—p{{ﬁ46 [2ﬂ333 - 2—-1935 + 1337*37}

2
+ Bes(s2 = 1) 1+£2-}
T

/ 2s [ 2
=sign(s>—1)4/1 §6+2ﬂ{2533-9— ';Eﬁ35+ﬂ37$7+ﬁ34(32 -1 1+£—}

d’otr

Bos = BasP34
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et d’aprés la fin du V :
Psa =0,

a est donc présymétrique.

vii) On considére maintenant le cas T = 0. Il résulte du i), ii), iii) que :

& &6 & B + Baaba + Bssks + Bardr
Basks & &s &3 +aés
AE) = | Bsabs+ Pasky 5 & &4
Bas(B33és + Par&r) pé&s+oés &4 —&3
+Boa€a + Posés

Si 0 #0, on a de plus : Bsq4 =0, Bes = PasP3a-

2
Onpose: =25 &=~k ; &a=25; 55=1/1+ 5" - 1), seR;
na: pé§&3+o&=0et:

[ (s*—1) 1+g— (s2—1) 1+5"—2 \

U(s) = 0 —(s2+1)1/ +——2%s (s2+1)\/ +——2——-s
\(s —1)‘/1+— 2s 2s }

détU(s) # 0 ; la condition (1.1) implique :
Bes = BasPss

et la présymétrie.

viii) Si 0 =0, on pose d’abord : & =0; & =& =s52—1; & =25y/14+p?;
on obtient

2s/1+ p? p(s—1) p(s?—1)
Uis)=| o1 —5?) 25y/1 + p? 2sy/1+ p?
0 2+ DVI+p2+1 — 52 (24 D1+ p2 +1 — 52

On en déduit de (1.1) et (1.3) :
Bsa =0;  Pes = PacP3a
Si B37#0, on a vu que : Bgs = PacB3s et la présymétrie est obtenue. Il reste

lecas: B33 =0. On pose & =0 ; & =& ; & = &(1 — p?)

1 *x =
U(s) = <—l * *) ;on en déduit :
P E
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Bes = BasB3s ; d’ou la présymétrie est obtenue.

2) p=0
On pose : & =& =0 ; on en déduit que :

Baz = Ps2 = Ps3 = Ps¢ =0; Ps71>0
et que :
b6(§") = k(B32&2 + B33&3 + Baske + P31&7) + Peaks + Besés, k>0
i) On pose & =0
L=&=?-1)V14+02, &=2s, secR*;on obtient :
1 o so
UG)=| —0o 1 s s

0 —s1+4+02 /1402

la condition (1.1) implique :

sign [2Bus + Busts — 7 (2Bsas + srkr)| = signés — oty ;
.d’olt : By —0Bss =0 et :
0(Bas — Bs1) =05 Pag > 0;

la condition (1.2) implique :
sign{ (@ — sV1+02B0)8s + (1 —sV1+ 2Bty
— sVT+02[(Bss + B)(s> — DV + 07 +2834s] }
= sign { (oBas — sV/1+ 07kfs) s + (Bsy — sV/1+ o2kBsr )&
— sV 02[k(Bss + Bo)(s? — DV1+ 07 + 2Beas| +2(0Bas + Bsa)s }

d’ou si B3 #0, 0(Bss—k) =0etsi: Bsy#0:Bs57=k. Ona:si: o#0
et (B3g # 0 ou 37 #0) :

Bas =PBs1=k; Baua=Psa=0; Pos=PasP;
sior;éOet,B36=ﬁ37=O:
Bas = P51, Paa=Psa =0, Pes = PacP3s; si, de plus :
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ona: B33+ P #0,0naaussi: fig=k;
sio=0et (B#0ou P #0):

Bsi1=k, Paa=Psa=0; Pes=Ps1834;

sio=P=P37=0: Pas=Psa =0, Bea = Ps1B3 ;
si de plus, on a : B33+ B3 #0, 0ona: Bs;=k.

ii) On pose : & =63=§=0; & =s,0na:

0 s s
Cis)=| s 0 0],
Ts

J1+12 J14712 0
U= -1 1 —1 | ;détU > 0.
-7 T 1

Les conditions (1.1), (1.2), (1.3) s’écrivent :

sign (V1 + 12 — tP36)&6 — (1 + TB37)E7 — Th3ss
G.1) = sign (V1 + t2Bus — TkP3s)Es — (B37 + ThB31)E7
+ (V14 12B45 — Bss — hs5)s »

sign (V1 + 12 + tB36)€6 + (1 + TP37)E7 + Th3ss
(3.2) = sign (V1 + t2Bus + TkP3s) &6 + (B37 + ThB37)E7
+ (V14 t2B4s5 + Bss + thes)s »

sign Basks + (B31 — T)é71 + Pass
= signkBse&s + (kP37 — TP57)67 + (—TBs5 + Bes)s -

(3.3)

On doit distinguer des cas :
il t#0,
i)’ B3e #O.
On obtient de (3.3) :
k= pBs1,
34 —1Ps5 + Bes — Ps1P3s =0

873
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ii;.1)" Si de plus : 837 # 1.
On déduit de (3.1) que : B4 = Bs7 et que :

V1412845 — Bss — t(Bes — Pachss) =0,

il résulte de (3.2) que :

V14 12845 + Bss + t(Bes — Pach3s) =0 :

on a donc :
Bas = Bss = Bes — PasP3s = 0.

iij2)  thyy=-1
Si 1+ 12 3 +1B36, on déduit de (3.1), (3.2) et (3.4) que :

7B36Bss + Bas =0,

et que :
T(Bss — BasB3s) + thasP3e + Bss = 0.

Si v/1+ 12 = e1B36, € = %1, on déduit de (3.1) et (3.2) que :
Baws =k

et que :

V147215 + 8 [Bss + 1 (Bes — usPs)| =0

ii) Px=0 ‘
On déduit de (3.1) et (3.2) que :
Bs7 — Bag + tB37(k — Bag) =0
Bas =0, PBss+ t(Bes — PasP3s) =0..

De (3.3) on déduit :
si T # B37: B371(Bss — kB3s) — t(Bes — Bs1B35) — thss(B37 — ) =0,

sitT=pBy:P57=k.

i)’ =0
Il résulte de (3.1), (3.2) que : Bss = Bs7, Pas = Pss = 0 et de (3.3) que :

si P36 ou B37 # 0, Bes = kPBss.
En récapitulant les résultats obtenus en i) et ii), on obtient la présymétrie

de a(&) excepté dans les cas suivants
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A o#0ett#0

Ai B #0, 13 =—1, V1+ 12 = 1B

Ay B3s=0,T=PB3#0

Az P36 = P31 = P32 + B33 = 0.
B o=0ett#0

Bi B #0, 1B37 = —1

By B36=0, fzr =71

B; B3 =0, th37 =—1

B4 B3s = P31 = B2+ P33 =0.

C ©=0, B36=pP3=0.

Pour traiter le cas A, on considére, comme 7 # 0, le cas iii).

ifi) On pose : & =~ = —(> = Dy/1+ %, & =25, &5 = — 25, s € R*

2
2
(—(sz—l)\/l—i-% -Zs 0 )
T T
20 0'2
C@s) = —— 62— /1+ = 2s
T T
2 o?
0 2s —(s2=1) 1+?}
o g
T T
— 2 2
Ues) = \ﬂ+°—2 \/1+%s 0
T T
—s 1 a

Dans les cas A; et Aj, on sait que : P = Bs7 =k,

Bas = Bsa = Bea — PasP3a =0.
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La condition (1.1) donne :

[ 2
sign (% - .336) s& + ( 1+ % - ﬂ37s) &
o? , 20
- [533 - ﬂsz)v 1+ ;2—(S — 1) + 2345 — 713353J
. (el o? o?, o o?
= sign fys (— —ﬂ36) s§6+ |\ 1+ —7B315) Back1—2Bas—5 5" — 2Bss—4 [ 1+ =5
T T T T T
2
— 5Pas [(.333 - ﬂ32)\/ 1+ %(s2 -+ 2ﬂ34sJ - 2ﬂss%s2

d’ou :
o o?
Bas—s + Pss{[ 1+ — + (Bes — BusBs)s = 0

(2
Bss =0, ,345;+ﬂ65 — BasB3s =0;

et

du ii)’, on déduit : Bas = Bss = Pes — BasPss =0 et la présymétrie.
Dans le cas A3z, on considere la condition (1.3)

o? o
signtés + o [—2/332(52 - l)v 1+ = + 2345 — 235 ?S}
. ) o2 o
= sign fustés + ok | 26526 = 114+ 5 | +oBug [2ﬂ34s - 2ﬂ35;s]

on obtient, si B3y # 0, k = B4s et la présymétrie ; si B3, = 0, on a évidemment
aussi la présymétrie.
Pour traiter le cas B, on pose :

iv) &=0,&E=0-1)s, & =(=5
a-» 1 =
C(s) = 1 1 0 |s.
T 0 -1
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On note : 8§ = /(1 +t2)2+ 8 ; on remarque que : 72 —3—38 #0 ;

1 24146 241-6
2 2
U=1] 1 -1 -1 ,
—t(?+148) —t(@*+1-9)
24+6-3 2-6§-3

détU > 0.

Dans les cas B1,B;,B3 on a : Bs7; =k ; la condition (1.2) donne :
Bas = Bsa = Bea — Bs1P34a =0

s'nT2+1+8§‘ £ T(r2+1+9)
'8 6T T T3

> [B22(1=2)s -+ Bsas-+Bsss+ B+ Bk |

241

. +8
= sign ———— [ﬂ4ss + 1946‘56] — (Bsss + Bs1&7)
t(t2+1+496)
1246-3
la condition (1.1) donne :

{ﬂsz [(1 = ©%)s + Ba3s + Basks + Byrér] + ﬂssS}

sign s — & + T [ Baa(1— )5+ Bass+Bass + Basbio+ Bt
= sign Buss + Pasbe — Psss — Bs167

+ 857 [.332(1 — 12)s + B35 + Backs + ,33757] + 7Bess -

Dans le cas By, on utilise d’abord la condition (1.2) ; comme t83; = —1, le
: : .1 T24e4l . N
coefficient de &; dans le premier membre est : —1+ 453 # 0 ; on considere

les coefficients de & et on en déduit :
Bas = Bs1;
si +/1+ 12 # et il résulte des résultats précédents que I'on a :

—1tBss+PBes—PacP3s =0, th36Pss5+Pas =0, t(Bes—PasPss)+TPasPas+Pss =0
d’ou la présymétrie.

Si+/1+12=2¢1B3,0na:
—1Bss + Bes — PacB3s =0;  Pas +eV1+ 12655 =0,
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la condition (1.1) donne, comme 7835 # —1

Bas — Bss + 1 (Bss — PasP3s) = 0.

Si v2 # 3, on obtient : B4s = Bss = Pes — PasB3s = 0 et la présymétrie.
Si t2 =3, la condition (1.2) donne la présymétrie.
Dans le cas B, on sait que : B4 = Bs7 =k et que :

Bas =0, Bss+ t(Bes — PasP3s) =0,
la condition (1.1) donne :
—Bss + t(Bes — BasP3s) =0

et la présymétrie.

Dans le cas B3, on sait que : Bs7 =k et que : B45 =0
Bes — Bs1P3s — thss = 0
T(Bes — PasP3s) + Bss = 0;

la condition (1.2) donne : B4 = Ps7 et la présymétrie.

Dans le cas B4, on sait que : fis = Bs7, Pas = Bsa = Pes — PasPza = 0,
Bas = Bss = Bes — PasP3s = 0 ; la condition (1.1) donne :

sign&s — & + t(—7*B3 + P3s)s = sign Pas(Es — &) + T(—T°kBs2 + PasPss)s ,

d’ol : B3a(k— Pag) =0 ;

si B32 #0, on a : k= By et la présymétrie

si B33 =0, la présymétrie résulte directement des calculs précédents.
Dans le cas C, distinguons 2 cas :

Ci:Bn+pBi3#0,0na:
Bis = PBs1 =k; PBas = Psa = Boa — PasBP3a =0; Pas=Pss=0

Cy: By+pB3=0,0na:
Bas = Bs1;  Baa = Bsa = Bea — PasBP3a =0; P45 = P55 =0.

Posons : £ =0, & =&+s2—1, & =5, 5 €R, &3 # 3, §3¢‘T‘2 comme au

Iai) { s 0
U(@s) = (—-s 1 0) .
0 01
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Dans le cas C;, on obtient par la formule (1.3)
sign B32(s® — 1) + (a2 + B33)és + Pass

= sign Bas | B(s” — 1) + (B + Bo)a] + Boss,
d’olt : Bes = PasP3s et la présymétrie.
Dans le cas C,, on obtient de méme
Bss = kBss ;

il reste 2 montrer que : Bss = k.

Supposons d’abord o # 0.

On pose : & = 20253, &3 =1+ 52, & =s(1 +52), & = os(1 + 52).

On obtient C(s) ; la 1re colonne de U(s) est : [14+s%, —os(s+1), —os(s—1)].
La condition (1.1) donne :

sign&g(1 + s2) —os(s+1)s7—0os(s—1)
x [B@0%s® = 1= 52 + Bus(l +5) + Psors (1 + %)
= sign Basks(1 + 5%) — Basos(s + 1)&7 —as(s — 1)

x {k[B@0%® = 1 = 5% + Bisrs (1 +57)] + BasBuas(1 + 1) }

(k = Bus) [Bo(20%5> = 1= %) + Brsos(1 +57)] =0, Vs.

Si B3 ou B3s #0, on a la présymétrie car k = s
Si B33 = B3s =0, on I’a directement.

Supposons o = 0.

Onpose : & =—kE=s—1, &s=&, & =225, s €R.
La premiere colonne de U(s) est : (s2 — 1,0, 24/25).

La condition (1.1) donne :

sign(s® — 1 + 225 (23 + Bau) (1 — s7) + 23525
= sign fas(s? — Dfis + 2v/2s{k[2822(1 - 57) + 283525 + BusPua(1 — 59}

d’ou :
(k = Pas) [Bra(1 = s)) + B1s/2s] =0, V.
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On obtient la présymétrie.

) (&, &, 84,85, b1(E7), b3(£")) sont linéairement indépendants ; b, est com-
binaison linéaire de &, &3, &, & et bi(§”).
Pour un changement de base dans E, on a :

&1 &6 by (") &
) by & &  p&+oéi+1és
a¢) =
bs &s & &
be p&+o&3+tEs & —&

by ne dépend pas de &;.
Par un changement de base dans F et un changement de notations :

&1 &6 & b3(")
2y = bs(¢") & p&3t+obs+tés &
bs(£") p& + ok +tés & &4
be(£") &s &4 —&

Si t # 0, un changement de base dans E de la forme 15 = p&; + 0&4 + tés,
(les autres coordonnées inchangées), ramene le cas a;) au cas aj).

Si =0, on pose : &3 =&4 =& =0 ; on en déduit :
Baz = P47 =0.
Si de plus, on pose : & =0, on en déduit :
be(£") = k(B3262 + Baebs) + Bs3ks + Peaba + Bosés + Per&r, k> 0.

On distingue ensuite :
i) p#0.Onpose & =&=0;&E=s+p(—s>+1), & =5,5€R* ;on

a: 1 =5 0
U@s) = (s 1 0) .
0 0 1
La condition (1.3) donne :

sign B3, [s +p(1— 52)] + B33s + Bsebs

= Signk{ﬂsz [S +po(1 - SZ)J + ﬂ36§6} + Be3s + Beré7

Bs1=0;
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et si: Big# 0 ou B3 #0 ; Bes = kP33 ; si B3g = B3 = 0, on peut poser :
Bes = kP33, k > 0.

La condition (1.1) donne :
sign&e + s&7 = sign Bazs + Packs + s {ﬂsz [S +po(1— S2)] + Bs3s + Bsebs + ﬂs7€7}

d’ou :
Bss =0, Pas=Pe1; BPs2=Ps3=Pa3=0.
On pose maintenant &3 = 0 ; & = 4o's, £ = 1 —s2, £ = 2s. On obtient :

o(s?+1)=2svo2+1 o2+ 1) +2sv/o2+1 s2—1
U(s) = (2= DVoZ2+1 (1 =sHVoZ2+1 2s
s24+1 s241 o(l —s?)

La condition (1.3) donne : Bss = 0. La condition (1.1) donne alors : (k —
Bas)B3s = 0, Pas = Bsa = Pes — PasP3s = 0 ; Pas = 0, 20B32(k — Bas) + Bes —
BasB3s = 0.

Si B36 # 0, on a la présymétrie ; si f36 =0, onpose: & =& =0; & = s2—1,

=5 s 1.0
U(s)=(0 0 1);
1 —s O

de la condition (1.1), on déduit :
B32(k — Bas) = 0;

si B3 # 0, on a la présymétrie.

Si B3¢ = P32 =0, on a seulement : Pes — PasBf3s =0 ; on pose £&4 =0 ; & =3,

&= (p*—1s, & =5.
La 1ére colonne de U(s) est : (1, —p, 1) ; la condition (1.1) donne :

(k — Bag)P33 = 0;
dans tous les cas, on a la présymétrie
ii) p=0. On pose : & =& =0 ; on obtient :
Baz = Bs2 = Ps3 = Ps6 = Pe1 =0;  Po3 = kP33

Comme avant, on pose : & =0 ; & =4os ; E=1—5%; & = 2s.

La condition (1.3) donne :

Bs1 — Bas +0(k — Bs71)B3s =0; Bss =0.
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La condition (1.1) donne, d’abord :
0 (Bs7 — Pas) — (k — Bs71)B36 =0,

d’olt : Bs7 = Bag et : (k — Bag)B3s = 0.
On a aussi :

Ba = Bsa = Pea — PasP3a =0; Pas =0,
2(k — Bas)B320 + Bes — BaP3s =0.

Si B3¢ # 0, on a la présymétrie ; si B3 =0, on pose :
£4=0,& =—&+s5*—1, & =5 ; comme on I’a déja vu (I a) ii)) :

s 1 0
U(s) = (0 0 l> .
1 —s O
La condition (1.1) donne :
(k— Bag)B2 =0, (k—Pss)B33 =0, Pes — PasP3s =0,

d’ou dans tous les cas la présymétrie.

a3) b1 (") est combinaison linéaire de &, &3, &1, &s ; &1, £2.63, §4.85,b2(6"),b3(£")

sont linéairement indépendants.
Par un changement de base de E, on a :

a@) =
& Br2&z + B13&3 + Braks + 61565 &6 &
Bukr + ...+ Bur&r & & p&3+oby + 1és
Bs2b2 + ... + Bsré7 &s & &
Be2b2 + ... + Berér €3 +0by + &5 &4 —&

On pose : & =& =& =0 ; on obtient :
Bas = Pa1 =0; signBs = sign B2
Bs2 = P2 =0.

On distingue des cas
)p#0

i]) On pose & =&5=0; & =5+ p(—s?+1), & =5, s € R* (cf. § 2-1I-2al)

-s 1 0
U(s)=(0 0 1).
1 s O
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La condition (1.3) donne :

Bsz3=PBs1=0, Ps¢>0.

La condition (1.1) donne :
Bss =0; Par=Pe1P12; Pe3=0; Pa3=PsiP13; Pe1>0.
iz) On pose :
T 2t 2 .
£4=0;, &H=——5; &=5; Hr=——s5+1-5"; seR
o o
(cf. § 3-II 3a;) (1) ii), on a le méme U (s)).

La condition (1.3) donne : Bgs = 0.
La condition (1.1) donne :
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Bss =0; P12(Bs1 — Bss) =0, —%(ﬁm — Bs6)B13 + Bas — BssP15 = 0.

i3) On pose :
o
& =0; E3=—;S: &4=s, seR*

(cf. § 3-II a;) (1) iii), on a le méme U(s).
Les conditions (1.2) et (1.3) donnent :

Bse = Be1:  Bsa = Pea =0.
La condition (1.1) donne :
si B12#0 ou oB;3#0, alors :By = BssPia.

On conclut donc que si 12 # 0 ou 0B;3 # 0, on a la présymétrie.

iy) Dans le cas, ot Bi2 =13 =0, o # 0, on pose :
b=&8=8=0; &=s; seR* (cf § 31 a) (1) V).
On a le méme U(s) ; on obtient :

Bu = BsePra,

d’oi la présymétrie.
is) Dans le cas oll 81 = o =0, on doit distinguer.
is)y Ona 7 #0.
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Onpose : & = —25 ; & =25, & = (s> — 1) 1+"§ ; &5 = =25 ;
s € R* (cf. § 3-II a; (1) IV).
On a le méme U(s) et on obtient la présymétrie.

is)” Ona 7 =0.

Onpose: & =86=0; & =2s5; & = s2 — 1 (comme dans la fin du § 3
II a; (1) avec o =0).

On a le méme U(s) et on obtient la présymétrie.

On obtient d’abord en posant : & = &5 =0 :

Bs3 = Bs1 = P63 = Bos = 0; B2 + Busés = k(Pr2b2 + P13&3), k> 0;
(on a obtenu avant :
Bas = Pa1 = P52 = Pe2 = 0).
On pose ensuite & = 0 et comme au § 3 II a;) (2), on pose :
tr=t=6"-DV1+02, &=25, seR" e

1 o so
U@)=| —0 1 s
0 —sv/1+02 /1402

La condition (1.1) implique :
Bas — BssBra —0Psa =0

et si B2+ P13 # 0: k = Bse.
La condition (1.2) implique alors :
Bss = Be1;  PBsa = Pea =0; Pas = PscPra; Pesa =0.

Onpose : &, =& =§6=0; & =5. Comme au § 31 a;) (1) IV :

J1+12 J1+12 0
U = —1 1 -7

-T T 1
On déduit de (1) (2) (3) :

Bss = Bes =0;  Pas = BsePis -
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Si B2 + Bi13 # 0, la présymétrie est obtenue.
Si B2+ B13 =0, on doit distinguer les cas 7 # 0 et 7 = 0.

Si t #0, comme au § 3, II a;) (1) iii), on pose :

o? 2
£2=—s3=—(s2—1)\/1+t—2; £4=72s; §5=——;—7-s; s € R*.

U(s) a la méme valeur ; on déduit de la condition (3) la présymétrie lorsque
o #0.
Lorsque 0 =0, comme au § 3 II a;) (2) IV, on pose :

§4=0; §2=(1—1'2)S, §3=§5=S.

U(s) a la méme valeur ; on déduit de la condition (1) la présymétrie.

Sit=0,onpose: & =0, E=E+s52—1;&=s.

Comme au I a) i) on obtient U(s) et de la condition (1.1), on déduit la
présymétrie.

b) On suppose que : (&1, &, &3, &4, &5, b1(§"), b2(£"), b3(§")) est de rang 6.

b)) (&1, &2, &3, &4, &5, by (")) sont linéairement indépendants. Par un change-
ment de base on peut se ramener 2 b;(§") = &.

Si (&1, &2, &3, &4, &5, £6, ba(£”)) sont linéairement indépendants ; on peut se ra-
mener i by(§") = &;.
On pose & =& = & =0 ; il résulte de (1.1)

sign&; = sign &g, d’ou une impossibilité.

On a donc : ou bien (&1, &, &3, &4, &s, &, bs(£")) sont linéairement indépendants,
ou bien (&1, &, &3, &4, &s, &6, bg(£")) sont linéairement indépendants.

(1) Dans le ler cas, on se ramene a bs(§") = &

a¢) =
& &6 Burbat...+Bnb1  Bnéat+...+Bnér
Baba+. . .+ Pk & &s pE3 +té4 + 785
&7 &s &3 &
Be2ba+. . .+Be1&71  pE3t+obattés &4 —&

e Si By7 # 0, par un changement de base, on peut se ramener 2a :

BE =&, PBsE")=PB2kr+...+ Bsikr;
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c’est le cas étudi€ au a;) du § 3 II. On en déduit la présymétrie.

e Si B37 #0, on se raméne de méme au cas a;) et on obtient la présymétrie.
On suppose donc By7 = B37 =0.

On pose & = & =& =& = & = 0 ; & = 1, il résulte de (1.5) une
impossibilité.

Dans le 2¢me cas, on se raméne 2 : bg(§”) = & et on procéde de méme
qu’au cas (1) ; ce cas est impossible.

b2) by (S,) dépend linéairement de (&2’ §3v §41 §5)- (gl ’ 627 §3v 54’ §57 b2(§”)) sont
linéairement indépendants [le cas (&, &, &3, &4, &5, b3(§”)) linéairement indé-
pendants se raméne au précédent par échange de lignes et colonnes convenables].
On se raméne a : by(§") =&.

o Si (&1, &, &3, &4, &5, &6, bs(£")) son linéairement indépendants, on peut se ra-
mener a bs(§") = &;.

e Si B37 # 0, on se rameéne au cas as) précédent et on obtient la présymétrie.

e SifByy=0,0onpose: & =& =& =6 =& =0 ; & =1 il résulte de
(1.5), une impossibilité.

On a donc ou bien (&1, &2, &3, &4, &s, &, ba(§”)) sont linéairement indépendants,
ou bien (&1, &, &3, &4, &s, &6, bs(£”)) sont linéairement indépendants.

Dans le ler cas, on se raméne a by(§") = &;.

e Si B37 # 0, on se ramene au cas az) et on obtient la présymétrie. Si B37 =0,
on a un cas impossible.

Dans le 2éme cas on se rameéne 2 : bg(§”) = &; et on proceéde de méme

¢) On suppose que (§1, &2, &3, &4, &5, b1(§"), ba(§"), b3(£")) est de rang 5. On
a alors (§1, &2, &3, &4, &5, ba(E"), bs(£"), be(£")) est de rang 7.
Ce cas se ramene au cas a) par transposition.

4. — Cas ou C(£”) est de dimension réduite 5

C est présymétrique ((6), p. 964) ; on se ramene donc a C sypmétrique ;
on peut donc écrire :

& & &
CE=|& & &
& & —&
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et

& biE") b(E") b3(E")
bi€") & &s &6
bs(§") & & &4
be(§") & &4 —&3

a) =

a) On suppose que (£, &3, &4, &s, &6, D2(£")) est de rang 6 .
Par un changement de base, on peut supposer que b;(§”) = &. En posant :
&4 =& =&, =0, la condition (1.1) donne : B4 = P43 =0; P47 >0 ;
Bs2&2 + Bs3&s + BsrE7 = k(Bréar + B23€s + Bnér), k> 0;
Be262 + Be3&s + Be1&1 = £(B32b2 + B33€s + B3r&7), £>0.
On pose ensuite : &5 =& =0; & =s52—1;&=2s;5€R
1 0 O
U@s) = (0 s —l) ;
01 s

La condition (1.1) implique : B44 = 0, B47 > 0. La condition (2) s’écrit :
sign | (sKkBar+ 885761+ (kB +EB32)a-+ (ks -+833) (s~ 1) +2B345> +2Biss
=sign [(5527 +B31)E7+(sBr+ Bn)Er+(sBa+Ba) (s — 1) + 2ﬁ2452+2ﬂ34$]-

On a donc :
sign(skpBz7 + £B37) = sign(sBa7 + B37)

i) Si B27 #0, 3770, on a :
@4.1) k=4£; PBsa=kBu; Peos=kP3a
ii) Si B7 # 0, B37 =0, on distingue :

il])) P32 #0 ou B33 #0, on a encore : (4.1)

ii) Bip=P3=0;0na:

4.2) Bsa = kP Bea = kB3

iii) Si B7 =0, B37 # 0, on distingue :
iiij) B #0 ou B3#0,0n a: (4.1)
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ilig) Bpn=pP3=0;0na:

4.3) Bss =€  Pes =B
iv) Si By7 = B37 = 0, on distingue :

ivi) Bn#0, Bz #0 ; on a encore (4.1)

iv2) Bn#0, f32=0
SifB33#0,ona: (41);sif33=0,0na: (42)

ivs3) Bn=0, Bn#0
SiBy3#0,0ona: (41);sifz=0,ona: (43).

Onpose: &4 =8=0;8=s;&=£8+s2—1;s€eR*
1 s 0
U(s) = (—s 1 0) .
0 01
La condition (1.3) donne : si f37 #0 :
Bes = £B3s .
La condition (1.1) donne si 37 # 0 ou B»n + f23#0 ou B #0 :
k=Ba1; PBais=0; Pss=Papos;
si Brr=Pn=p3=0,o0na:
Bss =0;  Pss = ParPas.
Onpose: &=£8=0;&6E=—&+s—1;&=s, seR*
s 1 0
U(s) = (O 0 1) .
1 —s O
La condition (1.3) donne si : f27 #0 :
Bse = kpac -
La condition (1.1) donne si B37 7 0 ou B3y # B33 ou B3 # 0 :
€=Pur; PBw=0; Bes=PsP3s
si B37 = B2 = B33 =0, on a seulement :

Bas =0; Bes = BarBs6 -
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Onpose: & =6 =E6=0;& =25, &=s5*—1,s€R
2s 1—-s2 s2—-1
U(s) = 0 1452 14¢?
1—s* =2 2s

La condition (1.1) donne si B37 = 0: Bes = Pa1B34, Pes = P41Ps3s.
La condition (1.2) donne si 7 = B37=0:

Bsa = Ba1Boa -
Onpose: & =E=£=0;& =25, §=1—52 s€R
0 5241 s2+1
Uis)=|s2-1 =25 2s
2s s2—1 1—52

La condition (1.2) donne si 8y; =0,

Bs6 = Ba1Bs -

On vérifie qu’on obtient la présymétrie dans tous les cas

b) b; est combinaison linéaire de (&;,..., %) ; (& ,..., &, b2 (")) ou
&1, ..., &, b3(£")) sont indépendants.
Les 2 cas étant semblables, traitons le 1° : on se raméne a by(§") = &;

& bhiE") & biE")
by(§") & & &
bs(¢") & & &
be(") & &1 &

Par échange de lignes et de colonnes, on se raméne a :

&1 & b(E") biyE")
biE") & & &
bs(¢") & —& &6
bs(") & & &

Par un changement de base conservant N, on se raméne au cas du a).

a@) =

a@E) =

c) by, by, b3 sont des combinaisons linéaires de (&1, ..., &). Alors une des
formes by, bs, bg est linéairement indépendante de (&, ..., &) ; par transpo-
sition on se raméne au cas précédent.
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