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Quelques resultats de division
dans A>(Q)

MICHEL HICKEL

Introduction

Le travail qui suit a pour but d’apporter des éléments de réponse aux
problémes suivants:
Soient 2 un ouvert pseudo-convexe de C", € a bord lisse C* (ou bien )
est un produit de tels ouverts i.e. I = ; X3 X - - X1, avec {); pseudo-convexe
. m
a bord lisse C*® de #*, )  p; = n) et des fonctions uy, -, u; holomorphes
i=1
dans un voisinage V de 1 quand peut-on affirmer que:

1) L’idéal u3A°(Q) + - + up A (Q) est fermé dans ’anneau A% (Q2), ou
A>(Q) est I’anneau des fonctions holomorphes dans 2 et C* jusqu’au
bord de (1.

2) Soit X={2€V tq ui(2) = = un(z) = 0}. Soit F € A~(Q) nulle sur
X NQ alors il existe me N tel que F™ € u; A®(Q) + - + up A% (0).

Contrairement aux situations envisagées dans [1] [4] et [10] (th 2.4 p.
146) on autorise ici X a avoir des singularités (en particulier au voisinage de
o).

Depuis A. Nagel, R. Gay et A. Sebbar ([21] [22] [14]) on sait que pour
répondre par l’affirmative a 1) il suffit essentiellement de savoir que 1’idéal
u C®(Q) + - +up C®(Q) est fermé dans C* (1), ol C* () est I’anneau des
fonctions C*™ au sens de Whitney sur f).

On est donc conduit a étudier le probléme suivant:

3)  “Sous quelles conditions” I'idéal u;C*(Q) + - - + u,C>(Q) est-il fermé
dans I’anneau C* (€2) munit de sa topologie usuelle d’espace de Fréchet.

Lorsque 912 est analytique 3) a toujours une réponse positive. Dans le cas
général le probleme 3) a été étudié par E. Amar d’une part et E. Bierstone et
P.D. Milman d’autre part ([3] [8] [9]).

Pervenuto alla Redazione il 23 Marzo 1987.
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Ces auteurs construisent une filtration localement finie de X par des
ensembles analytiques X = XD X; DX, telle que si V2 X; et 0 sont

réguliérement situés alors 3) a une réponse positive.

Nous allons proposer, lorsque X est au voisinage de XNdf) une intersection
complete locale localement irréductible, une condition d’une nature différente
et qui se veut “proche de la seule condition X et Q sont réguliérement situés”.

Précisément soit 1 = {z € C™ p(z) < 0} un ouvert a bord lisse; dire que
X et Q1 sont régulierement situés équivaut a:

(R.S) VK compact, 3¢, a > 0 tels que Yz € K N X\Q p(z) > ¢ d(z, X N Q)°

i.e. avec les notations de [25] p vérifie £(X NQ, X\Q).

Ecrivons maintenant X comme !’image par un morphisme analytique
propre d’une variété lisse i.e. soit (X,II) avec ¥ variété analytique lisse et
II: ¥ — V 1I analytique propre et II(X) = X (par commodité nous appelerons
un tel couple une paramétrisation de X). Nous dirons que (F.R.S.) est vérifiée
si:

(F.R.S.) poll vérifie L(I™YXnNQ), I7}(X\Q))
ou ce qui est équivalent p o Il vérifie
LI~ Y (X naq), I71(x\Q))

(Les notations sont rappelées au §0 et la définition précise est donnée au §1 def
2).
Obtient alors le résultat suivant:

THEOREME 1: Soient Q un ouvert de C™ a bord lisse et I le sousfaisceau
d’idéaux de O, engendré par les u;. Supposons que I, est un idéal premier
de 0y, pour tout z dans un vosinage de X N30 et que Vz € X N3N I,
peut étre engendré par p éléments de O, , o p = codim,X. Alors si pour
une paramétrisation (3,11) de X (F.R.S.) est vérifiée, I'idéal u;C®(Q)+ -+
upC®(Q) est fermé dans C*=(Q).

Ce résultat permet de construire facilement des exemples simples ou les
conditions suffisantes proposées dans [3] [8] [9] sont en défaut et ou 1’on peut
néanmoins conclure a la fermeture de 1’idéal (cf. §1).

Le fait que pour une paramétrisation (X,II) de X (F.R.S.) soit vérifiée
entraine toujours que X et 2 sont réguliérement situés, nous ignorons en général
quel est le lien exact entre ces deux conditions cependant pour des ensembles
analytiques admettant de “bonnes paramétrisations” ces deux conditions sont
équivalentes (cf. lemme 4 §1). On en déduit:

COROLLAIRE 1.1: Soient Q un ouvert a bord lisse de C™ et I le sous-
faisceau d’idéaux de O, engendré par les u;. Supposons que:



QUELQUES RESULTATS DE DIVISION DANS A®(Q) 37

i)  Vz dans un voisinage de X N 91 I, est un idéal premier.de Ov,z-

ii) Vz € XNnaN I, peut étre engendré par p éléments de 0, , avec
p = codim, X.

iii) Vz € XN 30 la normalisation X, du germe X, est une variété lisse.
Alors les suivantes sont équivalentes

1) X et Q sont réguliérement situés.
2) Lidéal u1C®(Q) + -+ u,C>®(Q) est fermé dans C>(0Q).

Les conditions i) ii) iii) de ce corollaire bien que restrictives autorisent
néanmoins X a posséder des singularités au voisinage de 8Q (cf. §1 remarques
9.3); il en résulte que le genre de conditions envisagées dans [3] [8] [9] n' est
pas toujours optimal.

Les techniques de [1] [14] [21] [22] permettent alors d’obtenir des résultats
similaires dans A*(12).

THEOREME 2: Soit 1 un ouvert pseudo-convexe de C™ a bord lisse C*.
Supposons que I, soit un idéal premier de 0, , pour tout = dans un voisinage
de XN 3O et que Yz € XN AN I, puisse étre engendré par p éléments de 0, ,
avec p = codim  X.

Alors si pour une paramétrisation (X,1I) de X (F.R.S.) est vérifiée I'idéal
u A%®(Q) + - + up, A®(Q) est fermé dans A®(Q).

On en déduit dans A*(Q) un résultat semblable au corollaire:1.1.

On peut ensuite retrouver les résultats de J.M. Ortega [23] [23 bis] et de
Jacobzack [17] sur le probleme de Gleason dans A% ((2).

THEOREME 3: Soit §1 un ouvert pseudo-convexe de C™ () borné ou non)
ou bien produit de tels ouverts. Alors:
i) Lidéal Y, (2 —w;) A®(Q x Q) est toujours fermé dans A (£l x Q)
1<i<n
i) Vfe A®(Q) il existe gi € A*(Qx0) 1 <1< n tels que

flz) = flw) = Z (20 —wi) gi (2,w)

1<i<n

Ce résultat est une conséquence facile du travail fait dans [23] et du fait
que dans ce cas X et 2 x Q sont toujours régulierement situés.

En ce qui concerne le probleme n° 2 nous apportons la réponse partielle
suivante:

THEOREME 4: Soient Q un ouvert pseudo-convexe borné de C™ a
bord lisse; wuy, - -,upn des fonctions holomorphes dans un voisinage V de
Q, X={2€V tel que uy(z) = = up(z) = 0}.

Supposons que X soit au voisinage de X N 81 une intersection compléte
locale localement irréductible et que Yz € X N 30 la normalisation X, du
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germe X, soit une variété lisse. Alors si XN = XNQ et X et Q sont
régulierement situés pour toute F € A% (Q) nulle X N Q il existe m € N tel
que F™ e Y. u;A%(Q).
1<i<h
Enfin, dans un dernier temps, on cherchera & prouver 1’existence
“d’opérateurs linéaires continus de division”. On répondra lorsque {2 est pseudo-
convexe borné dont le bord possede la propriété (P) de D. Catlin [11].

Précisément:

THEOREME 5: Soit Q un ouvert pseudo-convexe borné a bord lisse dont
le bord satisfait la propriété (P) de [11] ou bien § produit de tels ouverts et
soient uy,- -, up holomorphes dans un voisinage V de .

Alors si lidéal u1 A®(Q) + - + up A% (Q) est fermé dans A*(Q) il
existe un opérateur linéaire continu de division i.e. il existe L linéaire continu:
L Y uA®(Q) — A=(N)h

1<i<h
f— L(f) = (Li(f))1<i<n

tel que f= 3 Li(f)u.
1<i<h

COROLLAIRE 5.1: Soit Q un ouvert pseudo-convexe borné a bord lisse C*®
dont le bord satisfait (P) (ou bien produit de tels ouverts).
1l existe alors un opérateur linéaire continu L

A°(Q) — A°(Q x Q)"
f— L(f) = (Li(f))1<i<n tel que

f2) = fw) = 3 (s —wi) Li(f)(2w).

Signalons que tous les ouverts psuedo-convexes de type fini au sens de
[12] ont la priorité (P) d’apres [11].

Notre étude est organisée comme suit: le paragraphe 0 précise les notations
et énonce un résultat de fonctions composées différentiables de E. Bierstone et
P.D. Milman qui est 'outil essentiel du §1.

Le §1 étude la division dans C*(Q), on y démontre le Théoréme 1 ainsi
que quelques “variantes” de ce résultat. Les outils utilisés sont les résultats
classiques sur les idéaux de fonctions différentiables tels qu’ils sont exposés
dans le livre de J.C. Tourgeron [25] ainsi qu’un théoré¢me de fonctions-composées
différentiables de [6]. Le §2 donne la preuve des Théorémes 2 et 3 a I’aide des
résultats de [14] [21] [22] [23]. Le §3 démontre le Théoréme 4. Le §4 démontre
le Théoréme 5 et son corollaire a 1’aide des résultats de [11] et des Théoremes
de Vogt-Wagner sur les sous-espaces et les quotients de S (S espace des suites
a décroissance rapide).
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0. - Notations et énoncé d’un résultat de E. Bierstone et P.D. Milman
Notations: Nous noterons par

- 0, le faisceau des germes de fonctions holomorphes sur un ouvert V' de
cn.

- A°ﬁ° le faisceau de base 1 des germes de fonctions holomorphes dans
et C* jusqu’au bord de €.

- &g et €27 respectivement les faisceaux des fonctions C*° jusqu’au bord
de 0 et des (p,q) formes différentielles a coefficients C* jusqu’au bord
de Q.

- I'(A, ) I’espace des sections sur un ensemble A d’un faisceau ¥, la fibre
en un point z du faisceau 7 sera notée %,.

- Si f est une fonction C* nous noterons par T, f sa série de Taylor au
point z et par V(f) I’ensemble de ses zéros.

Nous rappelons maintenant deux définitions.

DEFINITION 1: Soient A, B deux fermés d’un ouvert U de R*: on dit que
A et B sont réguliérement situés en un point p € AN B si l'une des deux
conditions suivantes équivalentes est réalisée:

x) 3V, voisinage de p et des constantes c,a > 0 tels que
Vz € V, d(z, A) + d(2, B) > cd(2, AN B)®
x+) 3V, voisinage de p et des constantes c,a > 0 tels que

Vz € V,N A d(z, B) > cd(z, AN B)*

Si A et B sont régulierement situés en tout point on dit que A et B sont
réguliérement situés.

DEFINITION 2: Soit f : U — C une fonction définie dans un ouvert
U C RP a valeurs dans C, et soit A, B deux fermés de U on dit que f vérifie
L(B, A) si la condition suivante est satisfaite:

V K compact C A, 3 ¢,a > 0 tels que
VzeK |f(2)|>c d(z B)*

Notre étude est basée sur le résultat suivant de E. Bierstone et P.D. Milman.

THEOREME (THEOREME 0.2 de [6]): Soient M et N deux variétés analy-
tiques réelles. Soit W : M — N un morphisme réel analytique propre. Si
V(M) est Nash sous-analytique, alors I'algébre W*C*(N) est une sous algébre
fermée de C™(M). Ainsi si f € C®(M) et f € (¥(C®(N)Y alors il existe
F € C*®(N) telle que f = F o ¥; (¥(C®(N))) désignant comme d’ habitude
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les éléments f € C®(M) tq V y € ¥(M) il existe F, € C°(N) tq f — Fy0 V¥
soit plat sur ¥~1(y).

Nous utiliserons ce résultat lorsque (M) sera un ensemble analytique.

1. - Sur les idéaux de C* (Q7) engéndrés par des fonctions analytiques au
voisinage de ()

Soit A un fermé d’un ouvert U de RP (ou C"), on désignera par C*(A)
ou £(A) l'anneau des fonctions C*° au sens de Whitney sur A muni de sa
topologie usuelle d’espace de Fréchet (topologie quotient de C*°(U) par I’idéal
des fonctions plates sur A). Soit maintenant 2 un ouvert de R? (ou C™) nous
ferons la définition suivante.

DEFINITION 1: Soit O} [l'anneau des germes de fonctions analytiques
réelles au voisinage de = (Resp O, anneau des germes de fonctions holomorphes
au voisinage de z). Soit alors I un idéal de O} (Resp O,) nous dirons que
I1&; . est fermé dans &g, si la condition suivante est satisfaite:

~ Soit I un sous-faisceau didéaux de type fini de O}, (Resp 0,), tel que
I, = I, il existe un voisinage ouvert V, de z tel que L(QnV,, I&) soit un
idéal fermé de E(QNVy).

En fait si T(QANV,, 1&F) est fermé alors pour tout ouvert WcV, T(Qn
W, I&g) est fermé comme on peut le constater en utilisant le lemme 6.1 p.
113 de [25].

Ainsi étant donné un ouvert {1 et a;, --,ap des fonctions analytiques
réelles dans un voisinage V de Q et I le sous-faisceau d’idéaux de Of engendré
par les a;. ’

On a compte tenu de la définition 1 et du théoréme de division de
Malgrange.

@1¢®(Q) + - + ape®(0) fermé dans C*(Q) < Vz € 90 L&, est
fermé dans £ . Rappelons maintenant un lemme: '

LEMME 1: Soit O} I'anneau des germes de fonctions analytiques réelles
au voisinage de z (Resp Og). Alors €5 _ est un OF module fidélement plat.
(Resp &, est O, fidélement plat). ' .

PREUVE: ce résultat est prouvé dans [22] pour (., c’est en fait une
conséquence facile de la proposition 2.3, p. 93 de [25] et du théoreme de
division de Malgrange.

Voici maintenant un lemme qui permet de faire quelques réductions.

LEMME 2:

1) Soient Py,---,P, des idéaux de O} (Resp 0,) tels que si ¢ # j, il
existe f; € P, non diviseur de zéro dans O/P; alors les suivantes sont
équivalentes:
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DN P &g, est fermé dans &5 ,

1<i<

i) V1 <i <m P&g, est fermé dans &5,
2)  Soit I un idéal de O, (Resp OR) et soit = () g une décomposition

1<i<m
primaire réduite de I, P; = \/q; alors si I& , est fermé alors V1 <1 <
m P;€5 , est fermé dans &5 .

PREUVE
2) Les P; sont les premiers associés a 0, /1, il existe donc a; € O, tel que si &,
L. e . . b,
désigne la multiplication par a; on ait une suite exacte 0 — P, — 0,—0,/1,

si P; et I représentent P; et I on a donc par cohérence une suite exacte dans
un voisinage W de z:

0— P — 0250/1

et appliquant le foncteur ®o g qui est exact on obtient la suite exacte

0 — Pg — €5224645/1&; ainsi pour tout voisinage V, de & V, ¢ W
on a une suite exacte

— = & (VenQ)
0 I(V.NnQ,Pés &~ (Ve.nQ a_tv=z
— ( n)—‘" 0(“ )_.F(Vznﬂ,]'fﬁ)
Ve Dﬁ

_ N1, Ifﬁ) :
est un espace topologique séparé donc g, 1(0) = T(V, N, P;&g) est un idéal
fermé de &5(Q2NV;), ce qui prouve 2).

mais 1&g, est fermé implique que pour V,, suffisamment petit —€1£_1 W
x

1) ii)=> i) on a facilement par le lemme 1

n (k&)= (KQm R)é5,

1<i<m

ii)=i) en résulte. i)=>ii) Soit 33 € {1, ---,m} fixé, par hypothese il existe

f€ (N P; f non diviseur de zéro dans O,/P;, ainsi si les P, représentent les
1%,

P; il suit par platitude que pour tout voisinage V, de z suffisamment petit f

n’est pas diviseur de zéro dans -F— (ﬁ ﬂﬂvﬂ ‘;z &)’
. xy [ay 7

Mais si ( [ P)&g, est fermé il suit que pour tout voisinage de
1<i<m ’

z V, petit, on a f T(QANV,, P, &) c T(ANnVz, ( N P)é) et donc
1<i<m

f TNV, P é5) € T(QANV,, Py &) et donc T(ANV,, P &) ¢ T(@Nn
Va, Pi €g) cqfd.

Le 1) du lemme 2 raméne 1’étude des idéaux réduits a celle des idéaux
premiers, le 2) a pour conséquence.
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PROPOSITION 1: Soit Q un ouvert de RP (Resp C") et soient ay, -, on
des fonctions analytiques réelles dans un voisinage V de Q1 (Resp holomorphes
dans un voisinage V de Q) et I le sous-faisceau de OF engendré par les o;
(Resp le sous-faisceau de 0,). Alors si a1c®(Q) + -+ apc™(Q) est fermé la
condition suivante est réalisée:

Vz € 99, soient (P;)1<i<m les premiers associés a I, et (X;)i<i<m
des sous-ensemble analytiques dont les germes en z induisent les V (P;) alors
X; et Q sont réguliérement situés en .

PREUVE: Il est connu que si (a;)1<i<n sont des fonctions (analytiques)
dans un ouvert U de RP la fermeture de I'idéal Y a; C° (02N U) implique
1<i<h
que X = {z€ U tq a;(2) =0} et QN U sont régulierement situés.
(La preuve est analogue a celle de 3)=>1) dans la proposition 4.3, p. 102
de [25]). La proposition 1 résulte de ce fait, et du 2) du lemme 2.

EXEMPLE 1: On se place dans R® (variables z,y,z) et on considére
Q= {(z,y,2) —y+ e~ <0} et soit Iidéal de C*(f1) engendré par (z2, zy).
Une décomposition primaire réduite (a 1’origine) est (z2, zy) = (z) N (=2, y) ainsi
le premiers associés a (z2,zy) sont (z) et (z,y), or X = {z = 0} et QI sont
régulierement situés et Y = {z = y = 0} et 0 sont non réguliérement situés,
donc par la proposition 1 z2C*(Q1) + zyC*(Q) n’est pas fermé. En effet soit
f(2,y,2) = ze~+2 par le théoréme spectral de Whitney f € (zz,xyl)C“ (Q),

— — ~12

cependant 2, C°°(11) car sinon e~ 32 € (z,y) C®(Q) or ~&—— n’est
p f & (2 zy) C=(Q) ¢ (2,y) C=() or iy

méme pas borné au voisinage de 1’origine sur la courbe (z = 0 y = ¢~ *%) C 300,

REMARQUE 1: Curieusement, cette condition nécessaire pour la “division”
ne semble pas apparaitre directement dans les conditions suffisantes proposées
par E. Bierstone et P.D. Milman dans [8] ou [9].

Nous tentons maintenant de donner une condition suffisante pour la
division.

Pour la commodité de 1’exposé nous utiliserons la terminologie suivante:

TERMINOLOGIE: Soit X un sous-ensemble analytique réel d’un ouvert V
de RP; on appellera paramétrisation de X, un morphisme analytique propre II
d’une variété ¥ analytique réelle II : £ — V tel que II(X) = X.

Bien entendu tout ensemble analytique admet une paramétrisation comme
le montre les résultats de désingularisation de Hironaka [16].

DEFINITION 2: Soient Q un ouvert a bord lisse de RP (ie. 1 = {z €
RP tq p(z) < 0} ont p € ¢ (RP) dp # 0 sur 39), X un sous-ensemble analytique
réel d’un voisinage V de Q, et soit (X,11) une paramétrisation de X nous
dirons que (FR.S.) est vérifiée si:

Pour tout y € ¥ et toute carte (U, p) de X en y la condition suivante est
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satisfaite:
pollop™t: p(U) — R vérifie L(V(poIlop™?),B)
ou B={z € p(U) tel que pollop1(z)>0}
ie. B=o(II"! (X\Q)NU)
i.e. pom vérifie L(r~ (X NaN), =~} (X/0))
REMARQUE 2:

i) Lorsque X est au départ une variété lisse dire que (F.R.S.) est vérifiée
avec la paramétrisation cononique X ——V 1 injection cononique ne signifie
rien d’autre que X et ) régulierement situés.

ii)  On peut vérifier que si pour une paramétrisation (X,II) de X (F.R.S.) est
vérifiée alors X et Q sont régulierement situés. Nous ignorons quels sont
les ensembles analytiques pour lesquels on peut trouver une paramétrisation
(X, 1) telle que:

X et Q1 régulierement situés <= (F.R.S.) est vérifiée (avec (Z,II) comme
paramétrisation).

Nous donnerons cependant une classe d’ensembles analytiques simples
pour lesquels il existe de telles paramétrisations.

PROPOSITION 2: Soient ay,- -, ap des fonctions analytiques réelles dans

un voisinage V de Q1 et X ={z €V tel que a1(z) = - = an(z) = 0}.
On suppose en outre que X est cohérent en tout point de X N 3§l et que
ay, - ,ap engendrent dans un voisinage de X N30 le faisceau des fonctions

analytiques réelles nulles sur X. Alors si pour une paramétrisation (Z,11) de
X (FR.S.) est vérifiée alors a;C®(Q) +- -+ anC>®(Q) est fermé dans C*= ().

PREUVE: Soit (X,II) II : ¥ — V une paramétrisation de X telle que
(F.R.S.) soit vérifiée. Soit F € a;C°(Q) + -+ apC™® (Q) et F une extension
C* quelconque de F dans V. Soit alors p € X N Q; par le théoréme spectral

. h

de Whitney on a F = ) a;a; + R, avec a;, R, € C®(V) et R, plate en p
i=1

par suite F oIl = Ry o1l est plate sur II~*(p) ceci pour tout p € X N donc

F ol est plate sur II7!(X N (). Soit maintenant m € N* et soit la fonction

gm € C=(E\V(peIl)) gm = Ifo—"nnw, comme FolI est plate sur II=1(XNQ) il
est facile de voir utilisant le lemme d’Hesténes ([25]) et les inégalités fournies
par (F.R.S.) que g,, se prolonge en une fonction C* sur ¥ plate sur II~!(XNQ)
que 1’on notera encore g,,. Maintenant g, € (II(C*° (X))}, le Théoréme de E.
Bierstone et P.D. Milman cité plus haut permet donc d’affirmer qu’il existe

G € C*(V) telle que g, = G oI, ainsi pour tout m € N* on a une égalité:

(1) Foll=Gpoll (poIl)™ avec G,, € C®(V)
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mais TI(X) = X, par suitt F — G, p™ est C* dans V nulle sur X,
comme X est analytique réel cohérent dans un voisinage W de 340 un
théoreme de B. Malgrange affirme que dans un voisinage W de 60 on a

Fry = ), aa; + Gpp™ avec a* € C®(W), comme par le théoreme de
1<i<h
division de Malgrange classique on a Fjq = ), b a; avec b* € C*(f) on
1<i<h

obtient par partition de 1’unité:

) F= )" cloi+Gup™ avec ", G € C=(V')
1<i<m

ol V' est un voisinage ouvert de .

Ainsi pour tout m € N* on sait écrirc F' = 3 oy + R, avec
1<i<m
c™, Rp € C*®(V') et R,, m.plate sur 311, la proposition 2.8, p. 96 de [25]

4 9

permet alors d’écrire :

(3) F= )" aa;+Ravec a;, Re C™(V')
1<i<h

et R plate sur 3€). Soit maintenant la fonction R’ définit par
R=Rsur1 R =0 sur V\Q

comme R est plate sur 312, le lemme d’Hesténes dit que R' € C*(V'), mais

maintenant pour z € X T,R' € (Trai)1<i<h, en effet pour z € V'\Q2 c’est
immédiat et pour z € X N Q ceci est donné par (3), ainsi le le théoréme

de division de Malgrange classique donne R’ = ) c¢;a; avec ¢; € C®(V')
1<i<h
et par suite restreignant 1’égalité (3) 2 Q1 on on obtient F = ) b;0; avec
1<i<h

b € C°(Q) c.q.fd.

EXEMPLE: Placcons-nous dans R® (variables (t,z,y)) et soit la fonction
U(t, z,y) = y° — z® alors X = {(¢, z,y) tels que ¥(¢,z,y) = 0} est un ensemble
analytique réel cohérent et ¥(t, z,y) engendre 1’idéal des fonctions analytiques
réelles nulles sur X. Soit alors la pramétrisation II

Im:R?* — R
(u,v) — (u,v3,¢%) I(R?) = X

on a [|M(u,v) — I(u,v')|| 2 clv — o[+ |v— o' )]
i Q= {p <0} est un ouvert a bord lisse de R3, utilisant (1) on peut
vérifier (cf. lemme 4) que:
X et Q régulidrement situés <= (F.R.S.) est vérifiée (avec II comme
paramétrisation).
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Ainsi la proposition précédente permet de dire que si X et 1 sont
régulidrement situés alors WO (1) est fermé dans C*(Q1), comme X et
régulierement situé est une condition nécessaire pour que ¥C* () soit fermé.
On obtient:

X et Q régulidrement situés <= ¥C>(Q) est fermé

Ainsi prenons 1'ouvert de R? Q = {(t,z,y) €R3 tqg —z+¢ 72 <0}

Alors X et 1 sont réguliérement situés donc ¥C> (Q1) est fermé. Cependant
sing (X) et Q sont non régulierement situés, on ne peut donc conclure ici a
I’aide des résultats de [3] [8] au [26]. (cet exemple est I’exemple non résolu
de [9] section 7, exemple 5).

REMARQUE 3:

i)  La proposition 2 admet la formulation locale suivante:
Soit p € X N30 si X est cohérent en p et si ay, -, ap engendrent en p
le faisceau des germes de fonctions réelles analytique nulles sur X. Alors
s’il existe un voisinage V,, de p et une paramétrisation (X,II) de X NV,
telle que (F.R.S.) soit vérifiée alors 1’idéal

a1€ﬁ.p + -+ ahé'ﬁ'p est fermé dans Eﬁ_p
ii)  Sous les hypotheéses de la remarque précédente supposons que 1’on puisse

trouver un voisinage ouvert V,, de p et une paramétrisation (X, IT) de XNV,
telle que (F.R.S.) soit vérifiée et

I HXNnAnV,)=TI"1(XNnAnV,) alors:

arég, + - +anfq, est I'idéal des éléments de & , nuls sur X NnaQ.

En effet soit F € Eﬁ.p nulle sur X N1, comme X est cohérent en p on
obtient un voisinage V, de p tel que

F/V’;ﬂﬂ€a10°°(V;ﬂﬂ)+~~-+ahC°°(V,fﬁQ)

et quitte a multiplier cette égalité par une fonction C* a support compact dans
V, et égale a 1 au voisinage de p on peut supposer que V, =V,, ainsi si F est
une extension de F dans V, on a F oIl est plate sur II"}(X N2 NV,), donc
plate sur I-1(XNQNV,) = NI"1(X N0 NV,). On conclue alors exactement
comme dans la preuve de la proposition 2.

Considérons maintenant {1 C C™ et X un sous-ensemble analytique
complexe dans un voisinage V de ; identifiant C™ 4 R2" on peut considérer
X comme un sous ensemble-analytique réel de V. On a alors

LEMME 3: Supposons que le germe X, de X en z soit irréductible et
soient uy, -, up des fonctions holomorphes au voisinage de z qui engendrent
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en z l'idéal des germes de fonctions holomorphes nulles sur X. Alors l'idéal
I*(X,) des germes de fonctions analytiques réelles nulles sur X, est engendré
par les parties réelles et imaginaires des u; 1 <1< h.

PREUVE: Il revient au méme de montrer que si IC(XE) est 1’idéal des
germes de fonctions analytiques réelles a valeurs complexes nulles sur X, alors
I®(X,) est engendré par uj, - yUn, U1, ,up. Considérons X, comme sous-
ensemble analytique réel de RZ" et soit X, son complexifié dans C 2" et Ic (X.)
I’idéal des germes de fonctions holomorphes dans (Cz" nulles sur X, on sait
[20] que

6} Ic(X,) = I*(X,) & C.

Maintenant 1’anneau des germes de fonctions réelles analytiques a valeurs
complexes de R?" — C s’identifie a l’anneau des germes de fonctions
holomorphes de C2" — C et via cette identification grice a (1) Ic (X,) s’identifie
a I°(X,).

Soit maintenant ¢ 1’isomorphisme de' C2" — C2n

Q: C2n _'P_’C 2n
(xls"'aznayla"'1yn) — (zla"')znasla"')sn)
avec z; = z; +1y; S; =z; —ty; on a alors

o(Xz) = Xo x Xo = {(2,5) €C tg z€ X, et S € X,}

L’idéal des fonctions holomorphes dans C™ nulles sur X, étant engendré

par uj,---,up on en déduit que I’idéal des germes de fonctions holomorphes
dans C" nulles sur X, est engendré par vy, -, vp
ol v;(8) = ) @S si ui(z) = Y ah2®
a€EN" a€EN"®

(on suppose z = 0). Le produit de deux espaces analytiques réduits étant encore
réduit on en déduit que I’idéal des germes de fonctions holomorphes dans C?2*
nulles sur X, x X, est engendré par

ui(z), -, un(2), v1(S), -, Va(S)

retournant & X, par I’isomorphisme . On obtient que I¢ ()Z'x) est engendré par

(> dh(z+iy)®, Y @ (z —19)*)1<i<n et donc via

aENn aENR

Iidentification de Ic(X,) et IC(X,) on obtient que I°(X,) est engendré par
les u;, w; 1<2<h cq.fd.
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REMARQUE 4: Si X, n’est pas irréductible, soit I I’idéal des germes

fonctions holomorphes nulles sur X,, I = [\ P; ou les P; sont les premiers
1<i<r
minimaux contenant I on a:

I°(X;)= N (P +P) et est donc en général différent de I+ 1T.
1<i<

PROPOSITION 3: Soient uy,---,un des fonctions holomorphes dans un
voisinage V de Q, X = {z € V tel que u1(2) = -+ = up(2) =0}, I le
sousfaisceau d’idéaux de O, engendré par les u;. On suppose que I, est
un idéal premier de O, , pour tout z dans un voisinage de X N 89. Alors
si pour une paramétrisation (X£,11) de X (F.R.S.) est vérifiée alors I'idéal
uC® Q)+ +upC®(Q) +8,C®(A) +- -+, C®(Q) est fermé dans C* ().

PREUVE: L’hypothese faite sur I implique que X est cohérent comme
ensemble analytique réel en tout point de X N 4N, la proposition 3 résulte alors
de la proposition 2 et du lemme 3.

REMARQUE 5:
i)  on a une formulation locale analogue a celle de la remarque 3 i)

ii) sous les hypothése analogues a celles de la remarque 3ii) on obtient que:
wulg, + - tunbg, +Ui1ég, + - +ung, est I'idéal des germes de
&g, nuls sur X N QL.

‘Nous rappelons maintenant une définition.

DEFINITION 3: Soit X un ensemble analytique complexe, z € X. On dit
que X est une intersection compléte locale en z, si I'idéal des germes de
fonctions holomorphes nulles sur X, peut étre engendré par p éléments de O,
avec p = codim X,.

THEOREME 1. Soient Q un ouvert a bord lisse de C™, wuy,---,up des
fonctions holomorphes dans un voisinage V de 1,

X={z€V tqui(z) = =up(z) =0}

et I le sous-faisceau de 0, engendré par les u;. Supposons que I, est
un idéal premier de 0, , pour tout z dans un voisinage de X N 89, et
que X est en tout point de X N N une intersection compléte locale. Alors
si pour une paramétrisation (X,II) de X (FR.S.) est vérifiée alors I'idéal
uC®(Q) + - + upC®(N) est fermé dans C* ().

PREUVE: Soit F € u;C®(f1)+ - u,C®(Q) pour conclure que F €
u1C®(0) + -+ + u,C>®(Q) il suffit de savoir établir pour tout r € N* une
égalité du type:
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(*), F = Z ai ru;i+ Z (” 1.. ﬁ;lh
1<i<h
. h
2

ou les a;, et les bf. i) sont dans Cw(ﬁ)-
. 1. dh

En effet si une telle égalité est prouvée pour tout r € N*, soit F' une
extension C*° quelconque de F a V on aura alors:

F =% & ,u; + R, avec &,, R, € C®(V)

et R, r plate sur X N, une technique classique développée dans [25] (prop.
2.8, p. 96) permet alors d’écrire

F= Z &;u; + R avec R plate sur X n 1.
1<i<h

Soit alors G le jet sur QU X : G = le jet de R sur Q, G = 0 sur
X; comme R est plate sur X N et X et {) sont régulierement situés (car
(F.R.S.) est vérifiée) G est C*™ sur 21U X notant g une extension a V de G on

ag= Y bu; par le théoreme de division de Malgrange clssique. Comme
1<i<h

g = R sur Q on obtient donc

Z (a,‘ + b,’)/ﬁ u; c.q.f.d.

1<i<h

Prouvons donc ( * ), par récurrence sur r. Pour r = 1 la proposition 3
donne le résultat.

Supposons donc avoir établi (* ), pour un r > 1 et établissons ( * )y41, il
suffit évidemment par partition de 1’unité de le faire au voisinage de tout point
2z € X N Q. Au voisinage d’un point z € X N c’est immédiat; Prenons donc
20 € XN AN et soient ¢y, -, ¢, des fonctions holomorphes dans un voisinage
V., de 2z engendrant I sur V,, p = codim X on a donc, par hypothése de
récurrence, sur {1 NV, une égalité:
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Soit z € XNQANYV,, fixé, par le théoréme spectral de Whitney

T.F = Z a; T, p; ou les o; sont des séries formelles.

1<i<p
On a donc
= > (Tuair — )T, <p.+ Z T, by To B0 TuBY
1<i<p

2:; _

Par le théoreme d’approximation de Artin, on peut trouver pour tout
v e N fies fonctions analyt@ques' réelles cf, -, c et .S'(".hm".’) telles que dans
un voisinage W, de z on ait

@ = Y dpit Z Slis iy PL B

1<i<p ($1,+4p)

p
2=
Jj=1

et telles que la série formelle de 87 iy €N Z (Resp celle de ¢} en z) interpolle
al'ordre v T, b(‘ i) (Resp Ta.,—a,)

Soit alors z' € Reg(X) N W, on peut alors considérer au voisinage de
z' les p; comme des coordonnées locales (car p = codim X); fixant alors un
indice (Jy,:--,Jp) et appliquant a (2) I’opérateur différentiel
3j1+"'+].l’
a—Jl ...3@{»
On obtient S(' Jyoeeedy) St nul au voisinage de z' dans X par suite S(' T dy)
est nul sur Reg(X)NW, donc sur X "W, et donc par le lemme 3

p

p
Slhyay) = Z a;pi + Z a'p; et donc

1=1 =1
Tz b(J ) € (T4, T20;) 1<i<p + mY ol m, est le maximal de I’anneau des

séries formelles en z, comme ceci peut étre fait pour tout » € N le théoréme
d’intersection de Krull donne

szfh.--uJ,,) € (T, i, T.p;) donc

gy € O @iC=@ANV,)+ Y. 5,0°((NV,,)

1<i<p 1<i<p
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et donc grace a la proposition 3 on a

?Jl,n-.J,,)e Z go;C“(ﬁﬂVzo)+ Z @C‘”(ﬁnvzo)

1<i<p 1<i<p

injectant cette égalité dans (* ), on obtient ( * ),,; et donc le Théoréeme 1.

REMARQUE 6: Placcons-nous dans les hypothéses des remarques 3ii) et
5ii) et soit F € .4%°z nul sur X NQ d’apres la remarque Sii)

F e Z u; €ﬁ=z+ Z U €ﬁ,z

1<i<h 1<i<h

ainsi dans un voisinage de z on a Vz € V, N Q T, F € (T,u;, T, %;) mais T, F
est formellement holomorphe donc T, F € (T,ui)1<i<hVz € V, N Q ainsi si
I’on suppose de plus que I, est intersection compléte le Théoréme 1 nous dit
F e Z U 55. 2

1<3<p '

REMARQUE 7: Soit I + I le sous-faisceau d’idéaux de OF engendré par
les u; et les w;. On peut remplacer dans le Théoréme 1 1’hypothése I, premier
pour tout z dans un voisinage de X N 3N et X intersection compléte locale
Vzo € X N 3N par I’hypothése un petit peu plus générale suivante:

Vz dans un voisinage de X N 801, I, est un idéal premier de 0, , et
Vz€ XNAN Va>0 (I + 1) est (I, + I;) primaire.

La preuve est sensiblement la méme que celle du Théoreme 1, il s’agit
de prouver par récurrence des égalités du type (%), voici comment I’on peut
passer de (* ), & (*),41. On a une égalité

h
F = Zai,r u;+ Z bz'-l_,...,;,l)a-'l' ek
=1

("l:"'f‘lh)

Posons

Soit 29 € X N 3Q, d’apreés [25] p. 33-36 on peut quitte a rénuméroter
les u;, trouver § holomorphe au voisinage de zo, § € I,,,6 € Jp(u1, -, up)
et §I,, C (u1, - ,up)Oy,z, p = codim, X. Pour conclure a ( *),4; il suffit
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de voir que R, € (I, + zzo)'“é'ﬁ’z() or grace au lemme 1 et a I’hypothese
(oo + T2o) 1 est (I, + I,,) primaire ceci équivaut a prouver que:

6" Ry € (Lo + Ta0) &g, (car 6 ¢ Ly + 1)

or 2 X .
r _ r =i —i
P Re = D iy, W

(il""ziv)
p
E ?;j =r
i=1

Utilisant le Théoréme d’approximation de Artin d’'une maniére semblable
a celle utilisée dans la preuve du Théoreme 1, on montre que dans un voisinage
v,, de 2o on a

V2E XNV, NA T, cfy, i) € (Towi, Toti)1<i<n

On conclue alors grace a la proposition 3 a:

c(il.m"-”) € Z uieﬁazo+ Z ﬁ;fﬁ.zo

1<i<h 1<i<h

et donc a (*)p41.

Nous essayons maintenant d’établir un lien entre la condition X et { sont
régulierement situés et le fait que pour paramétrisation (X,II) de X (F.R.S.)
soit vérifiée. On a le résultat élémentaire suivant:

LEMME 4: Soit X un sous-ensemble analytique réel d’un ouvert V de RP
(Resp un sous-ensemble analytique complexe d’un ouvert V. de C").
Supposons qu'il existe un ouvert U connexe de R® et une application
analytique propre:
II:U — V vérifiant:

D MU)=X
2) VK compact C X, VK' compact C U, il existe des constantes ¢, a > 0
telles que

Vze K, Vye K' |TI(y) — z| > cd(y, 17! (z))*

Alors pour ouvert Q a bord lisse, Q C V on a:
X et Q régulicrement situés <= (F.R.S.) est vérifiée (avec (II,U) comme
paramétrisation).

PREUVE: Le fait que pour une paramétrisation (F.R.S.) soit vérifiée im-
plique toujours que X et {) sont régulirement situés. Réciproquement, soit
1 = {p < 0} un ouvert a bord lisse & C V et supposons que X et {1 sont
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régulierement situés; il s’agit de voir que Vy, € II"1(X\Q) 3U,, voisinage
relativement compact de yo et des constantes ¢’, o' > 0 telles que:

Vz €Uy NII™HX\Q)  poli(z) > c'd(2,V (oo 1))

or par hypothése X et Q2 sont régulierement situés il existe donc des constantes
c¢1, a; > 0 tels que dans un voisinage W de II(U,,) on ait

Yz e W N X\Q d(z,Q) > cid(z, X N Q)** or d(z,Q) ~ p(z) donc

Vz € Uy, NII7H(X\Q) poll(z) > c1d(Il(z), X N0)** soit alors z € X N tel
que d(II(z), X N Q) = |TI(2) — z| on obtient alors compte-tenu de 1I’hypothese 2)

poll(z) > ¢} d(z, T (z))* > ¢} d(z, 1" (znQ))*
or comme polIl(z) >0 d(z,I71(X NQ)) = d(z,V(po1I))
et donc poTl(z) > ¢} d(z,V(poll))* cqfd.

EXEMPLES: Placcons nous dans R* (variables (s, t,z,y)) et soit
U(s,t,z,y) = y° — t2? et X = {¥(s,t,2,y) = 0}

¥ engendre 1’idéal des fonctions réelles analytiques nulles sur X.
Soit
M:R>—R*
(8, u,v) — (s,4°,v°, uv?)

II est propre II(R®) = X et Il vérifie les conditions du lemme 4; ainsi les
propositions 1 et 2 donnent V{1 ouvert a bord lisse ¢ R*:

VO™ (1) fermé dans C*(Q) <= X et 0 sont régulidrement situés

Dans [9] E. Bierstone et P.D. Milman proposent une série d’exemples
(section 7) ou leurs conditions suffisantes ne sont pas satisfaites et ol on peut
néanmoins conclure a la fermeture de 1’idéal. Signalons que pour tous ces
exemples la fermeture de 1’idéal est équivalente 2 X et {1 sont régulierement
situés ceci grace a la proposition 2 et au lemme 4.

REMARQUE 8: Soient X;,_ ., des ensembles analytiques X; c R
admettant des paramétrisations satisfaisant les conditions du lemme 4 alors
X;x--xX, c RFit+Pr admet une paramétrisation satisfaisant les conditions
du lemme 4.

COROLLAIRE 1.1. Soient €1 un ouvert a bord lisse de C™;Uy, -, Uy des
fonctions holomorphes dans un voisinage V de ;X ={z€V tqU; = - Uy =
0} et I le sous-faisceau d’idéaux de O, engendré par les U;; Supposons que:
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1) V z dans un voisinage de X N3N I, est un idéal premier de 0, ,.

ii) VzoeXnoN X est une intersection compléte locale en z,.

iii) V zo € X N3N la normalisation X, du germe X, est une variété lisse.
Alors les affirmations suivantes sont équivalentes:

1) X et Q sont reguliérement situés

2) U, C®°(Q)+ -+ UnC*®(Q) est fermé dans C*=(Q1).

PREUVE:
2) = 1) résulte de la proposition 1.

1) = 2) En vertu du théoréme 1 (version locale) il suffit de voir que
V zo € X N3N il éxiste un voisinage V,, et une parametrisation (X,II) de
X NV, telle que (FR.S.) soit vérifiée. Prenons donc z, € X N 81, grace
a i) on peut trouver un voisinage V,, de zo tel que V z € V,, le germe
X, soit irréductible. Maintenant quitte a reistreindre V,,, I’hypothese iii) nous
donne un morphisme II : U — V,, II(U) = X nV,, U ouvert connexe de
C? d = dim,,X et o II est le composé du morphisme de normalisation et
de I’injection canonique de X NV,  dans V, ; ainsi comme V z € X NV, le
germe X, est irréductible on a V z € XNV, cardll~!(z) = 1 (cf. [13] p. 114).
Soient IIy,---,II4 les composantes de II et soit f(t,¢') la fonction analytique
réelle f(t,t') =X |IL;(¢) — IL(t')|?.
Par le théoreme de Lojasiewicz, il éxiste ¢, > 0 tels que:

M SO ) - ()2 > ¢ d(6,¢), V()"

=1

Mais V(f) = {(u,v') € U x U' tq u = u'} donc d((¢,t');V(f)) =~ |t —¢'|
ainsi (1) peut se lire, Vt € U,V z€ X NV,,:

TI(¢) — z||2 > cd(t, T} (z))"

Par suite (U,II) vérifie les conditions du lemme 4, et donc X et Q
régulierement situés entraine que (F.R.S.) est vérifiée avec (U,II) comme
paramétrisation et par suite 1) = 2).

REMARQUES 9:

1) Le corollaire 1.1 contient évidemment le cas ou X est sans singularité au
voisinage de 80 et I est ’idéal des fonctions holomorphes nulles sur X.
Dans ce cas le résultat est immédiat et valable sans hypothése de régularité
sur la frontiére de aM.

2) Les hypotheses i) ii) iii) du corollaire 1.1 autorisent bien entendu X a
avoir des singularités au voisinage de 31Q;
Ainsi dans C2" = C2xC?2x---xC?2 considérons un ensemble analytique X
X=X;xXox --xX, avec X; ¢ C? de dimension 1 (localement irréductible)
et I le faisceau des fonctions holomorphes nulles X; Les hypothéses i) ii) iii)
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du corollaire 1.1 sont satisfaites on peut donc affirmer que pour tout ouvert {2
a bord lisse de C2n:
I'(Q, I&5) fermé dans C* (1) <= X et Q1 sont regulierement situés.
Cependant si chacun des X; a une singularité a l’origine on a dim
Sing(X) = n — 1 et dim Sing(Sing(X)) = n — 2 etc. ... on peut alors avoir
Sing(X) et 1 non régulierement, ainsi les résultas de [3] [8] ou [9] ne sont pas
applicables dans cette situation.

3) Dans le corollaire 1.1 on peut remplacer I’hypothese iii) par: iii)’
V zo € X N8N il éxiste un voisinage V,, et une paramétrisation (U, II)
de X NV,, satisfaisant les ‘conditions du lemme 4.
Ainsi dans C* (variables (21, 22, 23, 24)) soit I’hypersurface normale définie
par U(zi, 22, 23, 24) = 22 — 2923, elle admet pour paramétrisation

n:.c®—ct
(uyv,24) — (uv, u?, 02,24)

et II satisfait les conditions du lemme 4 donc:

U C*=(Q) fermé <= X et Q1 sont régulierement situés

Cependant Sing(X) = {Z € C* tel que z; = 2, = 23 = 0} on peut ainsi a
nouveau mettre en défaut les conditions suffisantes de [3] [8] [9].

4) Dans le corollaire 1.1 supprimons 1’hypothése ii) et conservons i) et iii)
ou bien i) et iii)’ alors:

h h
Z U;Cc*>(Q) + ZU,C“ () fermé <= X et N sont régulierement situés

i=1 i=1

Placcons nous par exemple dans C"*! x C (les n + 1 premiéres variables
sont notées X(; ;) 0<%,7 <n ¢+j=n la derniere Y). Soit I le sous faisceau
d’idéaux de Ocn+2 engendré par les polyndmes

X(21,51) X(32,22) — X(43,75) X(i4,7a)

(31, 51) + (32, 72) = (33, 3) + (%4, 7a)

et X = V(I), X est normale de dimension 3 Sing(X) = {0} x C et la
parametrisation

n:c®—crtlxc
(Z,w,Y) — (Z",Z"‘IW, . '-,ZW"‘l,W",Y)
satisfait les conditions du lemme 4, donc pour tout ouvert ) a bord lisse de
C"+2Z
I(Q,(I + T&3)) fermé <= X et Q sont régulierement situés.

La encore les conditions de [3] [8] ou [9] ne sont pas optimales.
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2. - Un Théoréme d’idéal fermé dans A>(Q)

Dans ce début de paragraphe ! sera un ouvert pseudo-convexe de
C™ a bord lisse C* ou bien € sera un produit de tels ouverts ie. 2 =

Q1 x Q2 %%, avec ; pseudo-convexe a bord lisse C* de C?* ) p; = n,
i=1

les ouverts intervenants ici sont bornés ou non bornés. Nous commencons par

quelques rappels et remarques sur la cohomologie des .4%° modules.

i) Si Q1 est pseudo-convexe a bord lisse C*® bomé ou non borné
H"(Q,A%°)=0 Vg > 1.

Ceci résulte de Théoreme de Kohn [18] dans le cas borné et des résultats
de Gay-Sebbar [14] dans le cas non borné.

i) Si=0Q; x - x0Q, avec Q; pseudo-convexe a bord lisse de CP* on a
alors:

o)  C®( % x0n) = C°(@1)8C® ()& SC® (Qrm)
ﬂ) Cf:.q) (ﬁl X o X ﬁm) = C(‘;’,q) (ﬁl)éo(o;-,q) (-ﬁZ)é B ‘éo(o;’q) (ﬁm)

) A (Qp X - X Q) = A (01)QA® (02)® - ®A™(Qn)
8) HQy X X 0m, 42) =0 V ¢>1

a)p)~)6) sont prouvées par J.M. Ortega dans [23] lorsque les ouverts {); sont
bornés, dans sa preuve de o) et B) le fait que les ouverts soient bornés
n’intervient pas, dans sa preuve de 4) et §) le fait que les ouverts soient bornés
n’intervient que par 1’utilisation du Théor¢eme de Kohn, comme ce résultat vaut
aussi pour les ouverts non bornés [14], 4) et §) sont encore valables dans ce
cas.

iii) Pour tout z € 81 (ou 2z € Q) la suite

00— A%’z — €ﬁﬁzi.€%0:) — _6_,6%0:) —0

est exacte (0 a bord lisse pc ou produit de tels ouverts). En effet ceci découle
de i) ou ii)§) et de I’existence des “voisinages admissibles arbitrairement fins”
de E. Amar [1].

iv) - &g, est un O, module fidélement plat.

- A%°z est un 0, module fidélement plat.

En effet £ est toujours O, fidelement plat ([25] ou [22]) ceci joint a
I’exactitude de la suite iii) entraine que A%°z est 0, fidélement plat.
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v)  Si 7 est un 0.module cohérent définit dans un voisinage de 1, et admettant
au voisinage de {1 une résolution de longueur au moins 2n + 1 par les
0.modules libres ie une suite exacte au voisinage de f1.

OFin+1 8L,9Pn __, . __,oP2®2n9Pr _ 7 _ g

alors H*((, F ®0 A2) =0 Vg1
En effet soit une telle résolution appliquant le foncteur ® AZ qui est
exacte par iv) on a une suite exacte

Pant+191@1 Pa Pa Py
feormr1018] oo s A2 F @0 AZ — 0

s A
Comme HI(Q, .4%°F') = 0 Vg > 1 d’aprés i) ii) §), on en déduit:
HI(Q,7 @0 AZ) = H>»te(Q, Ker p; ®1) ¢> 1.
Maintenant tout fermé de C™ est de dimension cohomologique < 2n ce
qui donne le résultat.

vi) Soient uy,---,u, des fonctions holomorphes dans un voisinage V de Q. J
le sous-faisceau d’idéaux de O, engendré par les ui, R le ss. 0, module
de OF des relations entre les u;, alors si 1 est borné alors

HY,1 @0 4Z) = HI(M, R ®0 42) =0 Vg2 1

En effet d’aprés v) il suffit de trouver des résolutions libres de I et R de
longueur au moins 2n + 1 au voisinage de €, or ceci est aisément fait comme
le remarque Gay-Sebbar [14], en se placcant dans I’enveloppe d’holomorphie
V de V et en considérant {1 comme un compact de la variété de Stein V (cf.
[14] preuve de la prop. 5.1).

vii) Soient toujours u;,---,up, J et R comme en Vi)

Alors si {1 est borné ou si J et R admettent au voisinage de 1 des résolutions
de longueur au moins (2n + 1) par des 0 modules libres alors:

(%) wC®@)+  +unC= (@) NA®(Q) = u; A®(Q) + - - + up A®(Q)

Ce résultat est démontré dans Gay-Sebbar ([14] prop. 5.1 et 5.2) lorsque
{1 est borné a bord lisse, leur preuve n’utilise que le fait que

HIQ,I®0 AZ) = H((,R®o AT) =0 Vg>1

et les pptés iii) et iv), les remarques v) et vi) permettent donc d’affirmer que
(*) est encore valable lorsque € est un produit d’ouverts bornés a bord lisse
pseudo-convexes ou si J et R ont des résolutions libres de longueur 2n + 1 au
moins au voisinage de (.

On peut a présent énoncer un résultat de fermeture dans A% ((2).
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THEOREME 2: Soit §) un ouvert pseudo-convexe borné de C™ a bord lisse
C*®, Uy, -,Uy des fonctions holomorphes dans un voisinage V de Qetl]le
sous faisceau d’idéaux de O, engendré par les Us.

Supposons que:
i) V z dans un voisinage de X N80 I, est un idéal premier de O, .

i) V zo € XNON I, peut étre engendré par p éléments de 0,.. avec
p = codim,, X.

iii) V 2o € XN AN, 3 un voisinage V,, de z¢ et une paramétrisation (,1I)
de X NV, tels que (FR.S.) soit vérifiée.

Alors l'idéal Ui A®(Q) + -+ UpA®(Q) est fermé dans A* ().

PREUVE: Elle résulte immédiatement du Théoréme 1 et de la remarque
vii) car

wW AR Q)+ -+ up A®(Q) C w3 C°(Q) + - + up C°(Q) N A% (Q)

et par le Théoreme 1 et vii)

un O (@) + -+ unC= () N A®(Q) = w A% () + -+ up A% (0)

COROLLAIRE 2.1: Soient ) un ouvert pseudo-convexe borné a bord lisse
C®, Uy, - ,Un,I et X comme dans ce qui precéde. Supposons que:
i) Y z dans un voisinage de X N8 I, est un idéal premier de O, 4.

i) V zo € XNAN I, peut étre engendré par p éléments de 0, , avec
p = codimg, z.
iii) V zo € XN 8N la normalisation Xmo du germe X, est une variété lisse.

Alors X et Q régulierement situés entraine que l'idéal UiA®(Q) + -
+Up A®(Q) est fermé dans A (Q).

REMARQUE 1:
i)  le Théoréeme 2 et son corollaire valent aussi lorsque 2 est psuedo-convexe
a bord lisse non borné en utilisant [14]

ii) On a un résultat analogue au corollaire 2.1 si ’on remplace iii) par iii)’
(remarque 9 3) du §1)

iii) 1’hypothése X et € régulierement situés semble étre I’hypothése
“minimale” pour obtenir un théoréme d’idéal fermé dans A* () du moins
lorsqu’on suppose de plus que dans le Théoréeme 2 X est sans singularité
au voisinage de 39 (cf. [2], [5], [15]).

Nous allons a présent voir que le probléme de Gleason pour A% () étudié
par J.M. Ortega et Jacobzack a toujours une réponse positive.

THEOREME 3: Soit ) un ouvert pseudo-convexe a bord lisse C*, ou bien
produit d’ ouverts a bord lisse pseudo-convexe () borné ou non borné) alors
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) lidéal (21— w1)A®(AX Q)+ -+ (20 — we) AP (Q X Q) est toujours fermé
dans A% (Q x Q).
ii) pour tour f € A®(Q); il existe g1, - -,gn € A®(Q x Q) tels que
fz) = f(w) = 1<Z:< (2i — wi)gi(2, w).
<i<n

PREUVE: Soient I le sous faisceau d’idéaux de 02" engendré par les
(2 —w;)1<¢<n, R le OZ" modules des relations entre les (z; — w;).
On dispose ici d’une suite exacte dans C2

0— oW _, ota-1) _, .. o@ L0 Ly g

Suite exacte qui n’est autre que le “complexe de Koszul [24]” vu en tant
que suite exacte de faisceau (R = Ker ;). Par suite J et R ont de maniére
évidente des résolutions libres de longueur aussi grande que I’on veut donc
d’apres la remarque vii) on a donc

D (a-&CT@xMNA®(Ax0) = )Y (- &)A®(Q x Q)

1<i<n 1<itn

Par suite pour obtenir i) et ii) il suffit de voir que Y. (z;—&)C>®(QxQ)
1<i<n

est toujours fermé. En effet si ceci est réalisé i) est immédiat et ii) sera obtenu
en constatant que pour

feEA®(Q) fl2) - f(&) € D (a— &)C=(Ax Q)

1<i<n

ce qui est immédiat par le Théoréme spectral de Whitney. En vertu de remarque

9, 1) du §1 pour conclure a la fermeture de I'idéal > (z; — &)C>(Qx Q) il
1<ikn

suffit de constater que X et 2 x {2 sont régulierement situés X = {(z, £) e C2"

tel que z = ¢}, or la réguliére situation de X et Q1 x Q est immédiate en effet
si (2,2) e X o L

d((z,2), 2 x Q) >~ d((2,2), XN QA x Q).
REMARQUE 2: Le Théoréme 3 a été obtenu pour les ouverts strictement
pseudo convexes bornés par Jacobzack [17], et pour les pseudo convexes bornés

a frontiere réelle analytique et pour “les ouverts bornés pour lesquels le probleme
de Gleason dans A*(2)” a une solution locale par J.M. Ortega [23].

3. - Un nulistellensatz pour certains idéaux de 4 (1)

Dans cette section, {1 sera un ouvert pseudo-convexe borné a bord lisse
C. Soient alors Uy, -, Uy des fonctions holomorphes dans un voisinage V
de 0.
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THEOREME 4: Soit ) un ouvert pseudo-convexe borné a bord lisse C*,
uy, -, up des fonctions holomorphes dans un voisinage V de Q, X = {z €V
tel que uj(2) = - - = up(2) = 0}.

On suppose de plus que X est au voisinage de X N 3) une intersection
compléte locale localement irréductible et que ¥ zo € X N 3N la normalisation
Xz du germe X, est une variété lisse. Alors si XN =X NQetsi Xet
sont régulierement situés alors pour toute F € A®(Q) nulle sur X NQ il existe
meN tg F™ € u1 A®(Q) + -+ up A®(Q).

PREUVE: Nous allons d’abord constater que le probléme est un probléeme
local.

Soit I le sous-faisceau d’idéaux de O, engendré par les u;, R le O,
module des relations entre les u;; on a par vi) du §2) H*(Q, R ®o AX)=0cet
donc T'(Q, TAZ) = u1 A~ (Q) + - + up A~ (). Autrement dit F € A%(Q) est
dans u; A% (Q) + - + up A%(0) si et seulement si V z € Q le germe F, de F
en z appartient a X u; ,4%°z. Par suite pour prouver le théoréme il suffit de voir
que:

V F € A°(Q) nulle sur X N, Vz € Q 3 un entier n, tel que:

Fre D whA2,

1<i<h

Pour un point z € 1 c’est immédiat par le nullstellensatz classique.

Soit 2o € X N3N et désignons par a;, - -,a, des fonctions holomorphes
dans un voisinage W, de 2o et qui engendrent dans W, le faisceau des germes
de fonctions holomorphes nulles sur X. Par le nullstellensatz classique il existe
un entier n,, tel que :

(D «l)™eC ), wls,

1<i<p 1<i<h

et donc

(> WAL ) C > uA®

1<i<p 1<i<h

Par suite le théoreme sera démontré si ’on prouve que le germe F,,
de F en 2z, est dans 1’idéal <Z< a; Aa‘-"zo. Or par hypothése il existe
1<3 '
un voisinage U de 0 dans C"~? _gt un morphisme Il : U — X NW,,
qui réalise la normalisation. Comme X N W, est localement irréductible en
tout point IT est un homéomorphisme et donc X N €l = X N (1 entraine que
I-(XnQnW,,) = I"}(XnQNW,,) d’autre part X et I régulierement
situés entraine ici que (F.R.S.) est vérifiée avec (U,II) comme paramétrisation.

On est donc dans les conditions d’application des remarques 3 ii) et 5
ii) et 6) du §1) par suite F, € (Zoy 83"20) N A%‘fZO; Mais d’aprés I’existence
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des voisinages admissibles arbitrairement fins de E. Amar et vii) du §2)
(B aibg,,)n AT, =T a;AF et donc le germe Fy, est dans T ;AL
c.q.f.d.

REMARQUE 1: _ _
i) Les hypothéses XN = XN et X et Q R.S. semblent étre minimales

pour obtenir le Théoréme 4. Leur nécessité est connue lorsque X est une
variété dans certains cas (cf. [2] [5] [14]).

ii) Dans le théoréme 4 on peut remplacer I’hypothése ¥V zo € X N30 la
normalisation X, du germe X, est une variété lisse par 1’éxistence d’une
paramétrisation satisfaisant les conditions du lemme 4 §1). (cf. remarque
9 3) du §1).

iii) Lorsque X est sans singularité au voisinage de 401 le théoréme 4 retrouve
les résultats de [1] et [4].

4. - Opérateurs linéaires continus de division

Nous rappelons d’abord une définition

DEFINITION 1 (D. Catlin [11]): Soit D un ouvert pseudo-convexe borné a
bord lisse C*, on dit que 8D satisfait la propriété (P), si V M > 0 il existe
A fonction plurisousharmonique

AeC®(D)0<A<1tgVz€dD
t,5=1

il résulte du travail fait dans [11] que I'on a

8%\ -
4> 2
82,07 () tit; > Mt

THEOREME (Catlin [11]): Soit D un ouvert pseudo-convexe borné a bord
lisse tq D satisfasse (P) alors le projecteur de Bergman P définit un opérateur
linéaire continu de C*(D) — A* (D).

D’aprés [11] tout ouvert D pseudo-convexe borné a bord lisse de type fini
au sens de [12] posséde la propriété (P).

Utilisant les résultats de Vogt et Wagner [25] sur les sous-espaces et les
quotiens de S (ou S désigne d’espace des suites a décroissance rapide); nous
allons prouver:

THEOREME 5: Soit D un ouvert pseudo-convexe borné a bord lisse
de Cm™ tel que 3D posséde la propriété (P) ou bien D est un produit
d’ouverts du type précédent. (ie. D = Dy X -+ x Dy, avec D; pseudo-
convexe borné a bord lisse de CP*3D; possédant la propriété (P)). Soient
alors uy,---,us des fonctions holomorphes dans un voisinage V de Q. Alors
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des que l'idéal u; A (D) + -+ upA® (D) est fermé dans A (D) il existe un
opérateur linéaire continu de division L i.e. une application linéaire continue
L:ujA®(D)+ -+ upA%® (D) —» A>(D)"

h — L(h) = (Li(h))1<i<n

tel que h= Y, L;(h) u; dans A*(D).
1<i<h
On obtient comme corollaire immédiat.

COROLLAIRE 5.1: Soient D un ouvert pseudo-convexe borné a bord lisse
dont le bord posséde la propriété (P) (ou bien produit de tels ouverts) il existe
alors un opérateur linéaire continu

L: A°°(D) — A% (D x D)n
f — L(f) = (L.‘(f))ls,'s,, tel que
f@) = fw) = Y Li(f)(zw) (a - w)

1<i<n

Notre preuve est basée sur la caractérisation des sous-espaces et des
quotient de S ainsi que leur propriétés; Nous utiliserons en particulier sans
les énoncer les éléments suivants de [26]: définition 1.1 et 1.2 p. 167, les
Théorémes 1.3 et 1.4 p. 168, le lemme 1.6 p. 168, le Théoreme 7.1 p. 180
ainsi que la proposition 8.2 p. 183 et la proposition 8.4 p. 185.

PREUVE DU THEOREME 5: Soit R le O, module des relations entre les u;,
en se placcant dans ’enveloppe d’holomorphie D de D on peut trouver une
suite exacte au voisinage de D.

OFam+s — OFants ... 0P 2,071 2L 1, ¢
avec P; = h Ker ¢; = R Ker g = Ry ainsi
(%) Vg¢>1HYD,R®0 AZ) = H'(D,R; ®0 AZ) =0
D’autre part les suites exactes

0— R-50MELT — 0

0— R—0P2 2542 — 0
tensorisées par ®o .4% et tenant compte de ( *) fournissent les suites exactes:
a) 0— I'(D,R®0 AZ) — A*(D)"ELT(D, T4%) —0

b) 0____,]:‘(_D_, Ra2®o0 A%) ——)AW(D)P’ —*F(ﬁ,k@o A%) — 0
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en particulier T'(D, TAZ)= > uA=(D).
1<i<h

Prouver le Théoréme 5 c’est trouver un inverse a droite linéaire continu
de ¢;, comme la suite a) est une suite exacte de Fréchet nucléaire ceci sera
fait, en vertu du Théoréme 7.1 de [26], si I’on prouve que I'(D,R ®o Ag)
posséde la propriété () et que > u;A®(D) posséde la propriété (D.N).

<i<h
Or Y u;A®(D) est un sous-espace fermé de A*(D) et grace a l’exacti-
1<i<h

tude de b) et par le Théoréme de I’application ouverte I'(D, R ®o 42) apparait
comme un quotient de A% (D), par suite en vertu du lemme 1.6 p. 168 de [25]
pour obtenir le Théoreme 5 il suffit de voir que A*(D) possede a la fois la
propriété () et la propriété (D.N). Maintenant D = D; x --- x D,, avec D;
pseudo-convexe borné a bord lisse C*° dont le bord posséde la propriété (P),
soit P; le projecteur de Bergman de C* (5,-)£»A°°(D,~) P; est continu d’aprés
[11]. On en déduit une application linéaire continue

C*®(D1)&C*>(D;) - &C® (D) — A®(D1)®A®(Dz) - 8A®(Dyy)

et P,®P, - ®P,, est évidlemment surjective; on a donc tenant compte des
identifications ii) du §2 une application linéaire continue surjective L :
C>®(D) — A>(D) ainsi par le Théoréme de l’application ouverte A* (D)
apparait comme un quotient de C* (D), d’autre part A*(D) est de maniére
naturelle un sous-espace fermé de C*°(D), a nouveau le lemme 1.6 p. 168 de
[26] nous dit que pour conclure il suffit de savoir que C*(D) posséde 2 la
fois la propriété (Q) et la propriété (D.N). Or C*(D) a toujours la propriété
(9) ([26] prop. 8.2 p. 183), le Théoréme d’extension de Seeley et la prop. 8.4
de [26] montrent que C*(D) a la propriété (D.N) (D variété a coin).

REMARQUE: Le Théoréme 5 dans le cas ou ’on suppose que D est un
seul ouvert a bord lisse dont le bord possede la propriété (P) a été obtenu
simultanément dans [9].

Le théoréme 5 est valable sous n’importe quelle hypothése sur le bord
des ouverts {); garantissant que P; : C*® (ﬁi) — A% (£);) est continue.
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