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Comportement semi-classique du spectre
des hamiltoniens quantiques hypoelliptiques.

B. HELFFER - D. ROBERT

On se propose ici d’étendre les résultats de J. CHAZARAIN [3] et de notre
travail [4] a des classes plus générales d’op6rateurs. Notre motivation

principale est de pouvoir 6tudier le comportement du spectre des op6ra-
teurs de Schrodinger dans Rn :

pour des potentiels V du type

et plus g6n6ralement pour des potentiels verifiant :

(*) Il existe m’ et C &#x3E; 0 tels que:

( * * ) 11 existe 0 tel que, pour tout multi indice a, il existe Ca &#x3E; 0
tel que

Le cas de l’oscillateur quartique : ne rentrait pas en ef-

fet dans les études faites auparavant ([3], [4]).

1. - Hypotheses preliminaires. Resultats.

Suivant [4], on se donne une paire de fonctions poids (T, Ø) au sens de
BEALS [2], telle que la m6trique associ6e vérifie les hypotheses de L. HOR-

Pervenuto alla Redazione il 17 Giugno 1981.
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MANDER [8]. On fait de plus les hypothèses suivantes :

(1.1) Il existe des constantes 0  6  -1, Co , 01&#x3E; 0, telles que:

pour tout

(1.4) I1 existe C~ &#x3E; 0 telle 

(Hypothèse simplificatrice que nous n’avions pas faite dans [4].)
Comme dans [4], on considere un op6rateur admissible d’ordre m
p(h, x, dont le symbole (usuel) admet le développement:

On fait de plus les hypotheses suivantes:

(1.6) 11 existe C3 &#x3E; 0 et m’ &#x3E; 0 tels que:

(1.7) Pour tout j et tous ot, f3, il existe 0 telle que:

(1.8) I1 existe un reel ~O E ]0, 2] tel que:

et pour tout j, 0153, fl, il existe 0 telle que Ilon ait:

Enfin

pour Â (x, ~) E R2n
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ou ~l est defini par:

REMARQUE 1.1. Si on pose :

OÙ p djsigne le symbole de W6J/1 d e p(h, hD) (Cf. [6] et [11]), on ac alors :

ou Zes vérifient des propriétés analogues à celles imposies aux p3 .
Cela resulte de la proposition (2.4) de [4].

On a montre dans [4] que llop6rateur:

ou

est d6fini par un symbole usuel admissible:

et on a en particulier
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On suppose d6sormais que:

On a alors la proposition suivante:

PROPOSITION 1.2. Pour tous j, a, p, il existe 0 telle que:

En particulier, pour + on a:

Cette proposition sera d6montr6e au § 2.
On suppose dor6navant que P(h) est sym6trique (en particulier po
est il est alors, pour h assez petit, essentiellement autoadjoint.
Q(h) est alors 6galement sym6trique pour h G ]0, ho] et il r6sulte

de (1.11), (1.13), (1.6) et (1.1) que:

(1.16) Il existe 05, m"&#x3E; 0 tels que:

ou

Comme dans [3] et [4], on pose:

Pour formuler nos résultats nous utilisons, comme dans [3], la notion
d’ensemble de fréquences, y due a Guillemin-Sternberg, concernant les famil-
leg de distributions dependant d’un param6tre. Soit Q un ouvert de R"



409

et h - Th une application de ]0, dans ~’ (Sd ) . L’ensemble de fr6quence:
c est défini par:

DÉFINITION. Un point (XO, E n’appartient pas a si et 8eule-

ment si it existe 0 E O(xO) 0, et un voisinage 9J de tels que:

uniformément pour E ’BJ.

On d6signe alors par C1" T E R, l’ensemble des périodes du champ hamil-
tonien d’6nergie - T et si I est un intervalle r6el on pose:

Dans ce cadre, les 6none6s des th6or6mes 2 a 5 de [4] sont encore valables :

THÉORÈME 1.3. On a :

0A

THÉORÈME 1.4. Suppo8ons qu’il existe 80 &#x3E; 0 tel 

et que qo n’ait pas de valeurs critiques dans [-ío-So, -ío+ 
Alors

pour E [7:0- 80’ 7:0 -~- ·

De plus 0(h2-n) est uniforme par rapport à 7: itant la densité 

manienne sur = - r).

THÉORÈME 1.5. On pose = card ( j, 
Soit Â. &#x3E; 0 non valeur critique de Po. On a alors :
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Ce théorème am6liore dans de nombreux cas les résultats de M. A. Su-
BIN [11] et L. HÖRMANDER [7]. Le th6or6me 5, de [4] est 6galement va-
lable, mais nous n’avons pas d’exemples nouveaux à presenter comme ap-
plication.

EXEMPLE 1.6. On considere

Les hypothèses precedentes sont pour:

EXEMPLE 1.7.

On prend alors :

EXEMPLE 1.8. Le cas étudié par J. CHAZARAIN [3].

oi~ se comporte comme Ixl2 à l’oo, correspond au choix :

Plus généralement si V(x) vérifie (*) et (**) on prend comme f onctions
poids :

oic N est un entier &#x3E; 0 tel qu’il existe C’ &#x3E; 0 vérifiant:

Pour réaliser (1.8)", on choisit e tel quel ~O  2 et et, pour realiser

(1.8)’, on impose : ~~(2~~)"B

EXEMPLE 1.9.
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ou les p; sont des symboles Coo vérifiant la propriety de quasi-homogénéité
suivante:

Il existe deux multi-indices f et k E (N*)n : f = ( f 1, ... , f n) ; k = (k1, ..., 
et un r6el M &#x3E; 0 tel que:

pour tout (x~ ~) tels que j~) -~- ixi &#x3E;= 1
et tout r &#x3E; 1 ;
et on fait llhypoth6se sur 2 et po que:

pour tout (x, ~) E R2n.
On pose :

On d6duit de (1.17) et (1.18) que:

et que

pour Ixl + et r~l.
On satisfait aux hypotheses précédentes, en choisissant

EXEMPLE 1.10.

ou f est une fonction C’ v6rifiant:
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On peut choisir:

REMARQUE 1.11. Le choix de (2 pour realiser la condition (1.8) et avoir
les conclusions des théorèmes (1.3) et (1.4) pour Q(h) = P(h)2Q n’est ividem-
ment pas canonique. Il est clair que si (2 convient, alors tout réel (21 E ]0, (2]
convient 

Comme dans [4], le théorème (1.5) se déduit du théorème (1.4). Posant:

,on établit d’abord que:

et on utilise la relation

Ce qui donne :

Il y a la une différence importante, au niveau de la mgthode, par rapport à
l’étude de pour h fix6 et Â --~ 00.

Supposons que nous ayons rgussi à (c f . [5] et remarque 8uivante)

On de (1.23) que:

Dans (1.26), pour n&#x3E;2, la puissance de 2 du reste dépend de e (ce qui
n’était pas le cas de la puissance de h dans (1.24)).

Dans ce cas, de la mjthode viendra du choix d’un e optimal.

REMARQUE 1.12. Comme dans [4], on peut dgduire du th6orame (1.5),
une estimation du reste de à h pour A - oo lorsqu’on a une pro-
pri6t6 d’ homogénéité.
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Soit par exemple po un polyno’me vérifiant les propri6tis de (1.9),
on suppose de plus que:

Soit (~,s)9~ ~ la suite des valeurs propres, comptées avec leur multiplioité,
de p, (x, Dx) et soit N(A) = card ( j; ~,~ c ~1).

On déduit du theorerne (1.5), le corollaire suivant :

( ITne clémonstration directe de ce résultat sera donn6e ailleurs.)
En particulier pour:

j entier ~ 1, on trouve

0~

(cf. [8]) où B disigne la fonotion classique 
.La f ormule (1.28) avec cette estimation du reste semble 

La méthode que nous utiliserons pour établir des théorèmes (1.3) et

(1.4) est celle de J. CHAZARAIN [3] que nous avions utilis6e dans [4] et qui
tonsiste à étudier l’approximation semi-classique de 1’6quation du type
Schr6dinger:

où q vérifie (1.14), (1.15), (1.16).

2. - Demonstration de la proposition 1-2.

La demonstration repose sur le lemme suivant:
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LEMME 2.1. Sous I’hypothe"se (1.7), le symbole qz(h, x, ~) de admet

un déveIoppement:

et l’on a :

avec pour z E C.

DÉMONSTRATION. D’après la demonstration du lemme 5.2 de [9J, on a
sous l’hypothèse (1.7) et pour 

ou les C?,~ sont des fonctions de z, et les y,,, v6rifient:

On déduit de (2.2), (2.3) et (2.4), l’inégalité (2.1) pour 
On passe au cas general, en remarquant que le compose de deux op6ra-

teurs admissibles Pl(h) et P2(h) dont les symboles v6rifient llhypoth6se
(1.7), a un symbole vérifiant (1.7), et en revenant à la définition de P(h)z
pour Re z &#x3E; 0 (cf. [4]).

Nous sommes maintenant en mesure de d6montrer la proposition 1.2.
Il r6sulte du lemme (2.1), en prenant z = 2e, que 1’ on a:

avec qo = 

Pour j ~ 2, (1.14) résulte de (2.5) et (1.8’).
Cas j = 0. La formule de Leibnitz donne:

Pour jocj + 111 = 1, (1.14) r6sulte de (2.6) (avec k = 1) et de (1.S)".
Pour Joel -~- ~)&#x3E;2y la demonstration est 16g6rement plus delicate.
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On doit majorer des termes du type:

avec

Quitte a r6ordonner les il existe I et I’ tels que

tels que:

On d6duit de (2.6), (1.8)", (1.6) et (1.4) que:

Si 2 + Z20132~~0y on a immediatement

car 

Si 2 + Z - 2Z’ &#x3E; 0, on utilise pour obtenir

Lorsque k &#x3E; 2, la majoration est évidente, car I k.
Si k = 1, on a nécessairement, compte-tenu de (2.7) et (2.9), y 1 = 0 et

par cons6quent 1 + ?/2 - k = 0.
Ceci termine la demonstration du cas: j = 0, + 
Cas i = 1. Compte tenu de ce qui precede et de ( 1.12 ) , il suffit de d6-

montrer que:
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avec

D’après la f ormule de Leibnitz, on a:

Le cas: Joel + = 0 se traite facilement en utilisant (1.7) et (1.8)’.
On suppose donc dorenavant : + et on doit montrer

Comme précédemment, on doit majorer des termes de la forme:

avec «’ -~- a" = a, ~’ + lal ~ ~~ ~ ~ 1.
Si -)- on majore facilement E par :

Le seul cas restant est done celui 011: + = 0, et done ou : a = a’,

Avec les notations du cas : j = 0 -E- on obtient que:

avec k~l, 
Si 1 + I - 21’ 0, la majoration est claire.
Si 1 0, (cas qui ne peut se produire qu’avec l = 1’=z 0), on a

immediatement : 
Ceci termine la demonstration de la proposition (1.2).

3. - Approximation semi-classique de l’iquation de Schrodinger. L’6quation
caractéristique.

Soit a etudier :
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La méthode de Hamilton-Jacobi nous am6ne a 6tudier le systeme :

(1.15) implique que la matrice:

est à coefficients bornés.

Comme dans [3] et [4] ( lemme 3.4), on obtient le :

LEMME 3.1. Pour 0, 1 it existe T’&#x3E; 0 tel que, pour t ~ T’, on ait _

En particulier, il existe T &#x3E; 0 tel que: y H x(t, y, 17) soit un C°° di fféo-
morphisme de Rn sur Rn pour tout t tel que It I  T et tout 77 E Rn.

On d6signe alors par x ----&#x3E; y(t, x, 77) l’application inverse de y - x(t, y, r~)i
qui est une fonction 000 de (t, x, 77). Le lemme (3.5) de [4] devient le:

LEMME 3.2. Il existe T &#x3E; 0 tel que, pour tout («, ~8) E Nn X Nn, tout p E 1’V‘
tel que lex I + ip -~- p &#x3E; 1, on ait :

DEMONSTRATION. Si p = 0 et lp = 1, alors (3.4) d6eoule immé-
diatement de (3.3).

Si p = 1, -}- = 1, on consid6re 1’equation aux variations:
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où

d’ou il r6snlte que:

pour + IPI = 1, et en d6rivant (3.5) par rapport a y ou n, pour tout

Si p = 1, la -~- 1#1 _ 0, on utilise (3.2) et (1.14) pour obtenir qu’il existe
C &#x3E; 0 telle que :

Utilisant la conservation de 1’6nergie, on obtient:

et de meme

Le cas: p = 0, -}- se d6duit de la derivation de (3.5) par rap-
port a (y, r¡).

Supposons maintenant la propriété demontree pour: tel

que Ipl -~- -~- avec 

D6rivant (3.2) po fois par rapport £ t et fois par rapport à (y, q),
on obtient le r6sultat au cran (po + 1 ) .

Le lemme (3.6) de[4] devient:

LEMME 3.3. Pour tout ( a, fl) E Nn et tout p tel que p + + on a :

01i l’on a pose: C(t, x, 27) = y(t, x, 1]), 1]) .

DEMONSTRATION. On part de l’identité:
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D[rivant (3.12) par rapport a t, y ou 77, on obtient:

Ces trois equations permettent (compte tenu de (3.3) et (3.4)) d’obtenir
(3.10) pour loci -~- ~~8 ~ -+- ip = 1. En les d6rivant par rapport a (t, x, q), on
obtient (3.10) dans le cas general grace a (3.4).

(3.11) se deduit de (3.10), (3.4) et de la definition de C(t, x, r~).
Les lemmes precedents suggerent qu’on doit remplacer les poids Â(y, r~)

et q) apparaissant dans les articles precedents ([3], [4]) par n) et

qi 0 (Y(ti x~ ~l)~ ~7)~
On pose donc :

La comparaison des deux poids peut se faire grace au lemme suivant

(cf. lemme 3.7 de [4]).

LEMME 3.4. I Z existe des constantes 01, C2 &#x3E; 0 telles que :

pour tout (t, x, 71) E] - T, T[ x R2n (m" est dgfini en 1.16).

DIIIMONSTRATION. On a l’égalité de conservation de 1’energie :

La minoration (3.17) se déduit immediatement de (3.16), (3.18) et (1.16).
Pour la majoration, on montre d’abord le lemme suivant qui sera utile

ult6rieurement.

LEMME 3.5.

pour I  T et (x, 17) E R2n.

DÉMONSTRATION DU LEMME 3.5. On v6rifie immédiatement que :
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(3.19) pour y(t, x, 77) s’en déduit immédiatement compte tenu de (3.10).
La d6monstration pour ~{t, x, q ) est analogue.

Terminons la d6monstration du lemme (3.4).
(1.15) implique l’existence de C’ &#x3E; 0 telle que:

La majoration r6sulte imm6diatement de ( 3.18 ) , (3.19) et (3.20).
D’apres la théorie de Hamilton-Jacobi, on sait que:

Le contr61e de la phase est l’objet du lemme suivant: (cf.
les points (7), (8) et (9) du 9 3.1 dans [4])

LEMME 3.6.

DÉMONSTRATION. (3.24) r6sulte de (3.11), (3.21), (3.18) et (3.16).
Compte tenu de (3.24), (3.23) n’est autre que (3.17).
(3.25) et (3.26) r6sultent de (3.21), (3.22) et (3.19).
Pour (3.27) r6sulte immediatement du lemme (3.3).
Consid6rons done le cas of -)- = 0 et p&#x3E;2. On a:

L’estimation r6sulte alors de (1.14 ) et (3.10).
En d6rivant (3.29) par rapport on obtient ais6ment le cas general.
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4. - Approximation semi-classique de l’équation de Schrodinger : equations
de transports.

On modifie les classes A’~~~ de J. Chazarain [3] (cf. d6f 3.1 de [4]) en
posant la d6finition suivante:

DEFINITION 4.1. Soient T et ho des réels &#x3E; 0 fix4s. Pour p, l E R, on dg-
signe par Ilespace des fonctions b(t, x, n, h) E COO(]- T, T[ X Rn x Rn X ]0,
ho]) telles que, pour tous cx, P E Nn, s E N, il existe telle 

, .

pour tout (t, x, 17, h) c- ) - T, 

De mame, on introduit la classe de symboles suivante :

DÉFINITION 4.2. Pour m, k E R, on par sm,k Ilespace des /one-
tions s E OOO(Rn X R" x ]0, ho]) telles que, pour tous il existe C,,,,6
telle que:

Soient maintenant 8 E sm,k (~ ~ 0~; ~ etant la phrase d6termin’e

au § 3, on pose, comme au § 3.1 de [4] :

On suit ici les calculs du § 3.1 de [4].
On a:

ou
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Le lemme ( 3.1 ) de [4] devient le :

LEMME 4.3. Sous les hypothèses 

DEMONSTRATION. Elle est identique a celle du lemme (3.1) de [4], en
rempla~ant le poids ~) qui intervenait par u(t, x, ~) et en remarquant
que si

alors:

Le lemme 3.2 de [4] devient le :

LEMME 4.4. Sous les hypothèses pour tout entier on a

DEMONSTRATION. On a:

Compte-tenu du lemme (4.3), il suffit d’6tablir la propriété pour 
avec ..M~ assez grand. La demonstration du lemme (3.2) [4] s’adapte (en
remplaçant 2(x,n) par sous reserve de demontrer le :

DÉMONSTRATION DU LEMME (4.5). Rappelons que

On a: o
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De (3.27), on déduit pour

On remarque maintenant que (compte-tenu de (3.24) et (3.27))

Par cons6quent:

De (4.11) et (4.12), on deduit :

Or : d’ou:

et pour

Or q - x, r¡).
De (4.12), on deduit :

De: o on tire :

De il vient: O O

Les cas (4.13) a (4.18) permettent d’obtenir (4.9) et (4.10).
Comme dans [3] et [4], on peut maintenant construire des approxima-

tions U(N)(t) du groupe unitaire: Uh(t) = exp [- ih-ltQ(h)] oiL:
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On cherche U(")(t) sous la forme:

avec aj(t, de sorte que l’on ait :

Compte-tenu des lemmes (4.3) et (4.4), on realise (4.20) en determinant
les a, par des equations de transport du type:

où f E hoE R.
La proposition 3.3 de [4] devient:

PROPOSITION 4.6. Sous les hypothèses précédentes (rappelons que Sp(q)
est r6el), si la solution b de (4.21) est dans A~°~o’.

Si on pose:

La solution de (4.21) s’ecrit :

La demonstration est, compte-tenu de ce qui a ete 6tabli précédemment,
analogue a celle de la proposition 3.3 de [4]. Elle se déduit ais6ment des

trois lemmes suivants. Le lemme (3.8) de [4] devient:
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LEMME 4.7. Soit g E 000([- T, T] X RZn) et g(t, y, 77) = get, x(t, y, 77) 2 ?I).
Alors g E .~4.~°~°~ si et seulement si g vérifie: pour tout ( a, P) E llrn X Nn, tout

lEN, it existe telle que, pour t E [- T, T], ( y, r~ ) E R2n :

Le lemme r6sulte des lemmes (3.2) et (3.3).

LEMME 4.8. Pour tout a E R, J(t, x, 

LEMME 4.9. Posons

Alors R vérijie (4.23).

DÉMONSTRATION. R est born6e car Sp(q) est réel.
On a ensuite :

D’ou dlapr6s (1.14):

On utilise cette fois-ci (1.14), la conservation de l’énergie et (3.4) pour
conclure.

On majore les autres d6riv6es de maniere analogue.

5. - Estimation de 1’erreur.

Pour f E S(Rn), on pose :
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On a:

ou est un op6rateur du meme type que 

Or il r6sulte du § 4 que aj c A(0,0) et 
Comme dans [3], [4], il r6sulte du th6or6me de continUit6 E2 de Asada-

Fujiwara [1] que l’on a les estimations suivantes:

6. - Etude asymptotiqne de la distribution ~S’h , y h - 0 et applications.

La plupart des demonstrations de [4] s’appliquant mot a mot, nous ne
d6taillons que les points nouveaux, renvoyant £ [4] sans le pr6ciser pour
les autres points.

Soit:

On suppose que: supp 0 E ]- T, T[, T &#x3E; 0 assez petit d6termin6 par
Ie 9 3.

On pose:

PROPOSITION 6.1 (cf. prop. 4.1 de [4]). Il existe deux entiers no et 

tels que, pour tout entier N ~ 1, il existe C(N) &#x3E; 0 telle que, pour tout

f E Co (]- T, T[) et tout h E ]0, ho[, on ait :
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DÉMONSTRATION. On a besoin du lemme :

LEMME 6.2 (cf. corollaire 2 § 2 de [4]). Il existe 0 tel que pour
to2ct k ~ 1~o il existe Ck &#x3E; 0 véri fiant :

De plus, si (~C~(h))~~1 dggigne la suite croissante des valeurs propres de~

Q(h), on a alors :

pour tout h E ]0, ho] et tout A &#x3E; 0 .

DÉMONSTRATION. On a : Q(h)-k = P(h)-2kQ. . Or il r6sulte de [4] (prop-
2.6) que

Donc si designe Ie symbole de Weyl de P(h)-2ke, alors il existe
C, &#x3E; 0 telle que:

Or on a:

(6.7), (6.8) et (1.1) entrainent alors (6.5). On a egalement :

et l’inégalité:

d’où l’on deduit (6.6).

Suite de la demonstration de la proposition 6.1.

On pose L1kN)(t) = 
On a :
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Il r6sulte de (6.5) qu’il existe un entier ko et un reel 0 tels que:

On obtient alors, compte tenu de (5.5)

Or on a:

D’après le lemme (4.3) it6r6 (ko- j -1) fois, on a:

pour tout u dans S(R") avec:

Pour conclure, on a besoin du:

LEMME 6.3. Soit

on a alors :

Admettons un instant ce lemme et terminons la demonstration de la

proposition 6.1. On fait 2 ( ko -1- j ) integrations par parties A l’aide de M
et on obtient:

D’f

Compte-tenu de (6.9), y la proposition se déduit de (6.11) et (6.16).
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DÉMONSTRATION DU LEMME 6.3. On a:

On conclut en utilisant (3.24), (3.27) et en d6rivant (6.17).

DEMONSTRATION DU THÉORÈME 1.3. Comme dans [4], on se restreint
au cas ou supp 0 E ~- T, T[.

D’après la proposition (6.1), il suffit, en choisissant N assez grand,
d’etudier Ilint6grale:

où l’on a posé: x, q, í) = S(t, x, q) - t-C

D’après (3.23), on a:

11 existe donc C &#x3E; 0 telle que ~,(x, r~) ~ C entraine:

pour tout

Or il est clair que llop6rateur M" = a, a la même propriété
que M dans la zone of r~) ~ C, i.e., envoie dans Par

des integrations par parties a 1’aide de M", on voit donc que la contribu-
tion de la zone: dans llint6grale (6.18) est 0(r). Le théo-
r6me de la phase non stationnaire implique alors le th6or6me 1.3.

DEMONSTRATION DU 1.4. Comme précédemment, on est ra-
mene a étudier la contribution de la zone:

Comme dans Chazarain [3j, le th80r8me de la phase stationnaire donne
le résultat.

DEMONSTRATION DU THÉORÈME 1.5. La preuve du th6or6me (1.5) est

analogue a celle donn6e dans [4], § 5, dans le cas elliptique.
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Il suffit d’6tablir le th6or6me pour Q(h). Soit alors 0 E a support
assez petit autour de 0 telle que 0(0) = 1, 0&#x3E;0y 0 est paire et 6 &#x3E; 0 sur

[2013 ~ bo], bo &#x3E; 0. On pose Oh(2) = (2~)-~(2013~-~).
On commence pour etudier Nh * Oh -

LEMME 6.4. Pour tout entier il existe 0 telle que:

DEMONSTRATION. On a:

D’autre part: pour tout M, il existe C~&#x3E;0 telle que:

On a l’in6galit6 elementaire :

D’après (6.5) on a alors:

On obtient (6.19) en choisissant ll et v tels que:

En procédant comme dans [4] on obtient alors :

PROPOSITION 6.5. Si ~, n’est pas critique de qo, on a alors :

On termine alors la demonstration du th6or6me (1.5) en comparant
et N7, * 0q~(A). Cela r6sulte du:
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LEMME 6.6. Supposons que lo ne soit pacs valeur critique de qo. Alors il
existe 0, 7 Co &#x3E; 0 et tels que

pour tout I E [Âo- Coy Âo + 8,,], h Ei ]0, ho] et 2 E R .

DEMONSTRATION. Elle est analogue a celle du lemme (5.2) de [4]. Pour

on utilise (6.6). 
_
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