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Comportement semi-classique du spectre
des hamiltoniens quantiques hypoelliptiques.

B. HELFFER - D. ROBERT

On se propose ici d’étendre les résultats de J. CHAZARAIN [3] et de notre
travail[4] & des classes plus générales d’opérateurs. Notre motivation
principale est de pouvoir étudier le comportement du spectre des opéra-
teurs de Schrodinger dans R»:

h2
P(h) = o) A+V
pour des potentiels ¥V du type
V(r)= |z|*+ 1, F entier >1,

et plus généralement pour des potentiels vérifiant:

(%) 11 existe m’ et C > 0 tels que:
Vi@)>C(1 + |a)™
(*%) Il existe g,> 0 tel que, pour tout multi indice «, il existe ¢, >0
tel que
|02V ()| < €, V{a-edels(g),
Le cas de l'oscillateur quartique: V(x) = |#|*-}- 1 ne rentrait pas en ef-
fet dans les études faites auparavant ([3], [4]).

1. — Hypothéses préliminaires. Résultats.

Suivant [4], on se donne une paire de fonctions poids (¢, @) au sens de
BEALS [2], telle que la métrique associée vérifie les hypothéses de L. HOR-

Pervenuto alla Redazione il 17 Giugno 1981.



406

B. HELFFER - D. ROBERT

MANDER [8]. On fait de plus les hypothéses suivantes:

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.8)'

(1.8)"

(1.9)

Il existe des constantes 0 < d<1, C,, 0, >0, telles que:
Co(l + [2[*+ [E[?)o<e(w, &) D(w, §) <CL(1 + |o[*+ [£?)

td(x, &) < D(tx, t£)
to(w, &) <g@(tz, t£)

pour tout (z, &) e R, te[0,1].
D(tw, 1&) p(tw, t&) < D(x, &) p(, £)

pour tout (z, &) e R, te[0,1].

Il existe C,> 0 telle que: D> 0C,, ¢p>C,.

(Hypothése simplificatrice que nous n’avions pas faite dans[4].)
Comme dans[4], on considére un opérateur admissible d’ordre m
p(h, %, hD,) dont le symbole (usuel) admet le développement:

p(h7 Z, 5) ~ z hjpj(m) f) .

i>0
On fait de plus les hypothéses suivantes:

Il existe 03> 0 et m'> 0 tels que:
|p.,|>03(<b-<p)’”' .

Pour tout j et tous «, B, il existe C;,,> 0 telle que:

105020;] < Claplpo|(P- @)~ @11~ 1P1

11 existe un réel p €10, 3] tel que:

| <C-2-¢

et pour tout j, «, f, il existe C’;’a’ﬁ> 0 telle que l'on ait:
105 05| < Ol 021 #16149)

Enfin

|Po— 4> Cs([po] + 121])
pour A€4, (z, &) € R2»
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ou A est défini par:

AIml

A//////,/

s

REMARQUE 1.1. 8¢ on pose:

NV
Y

Re 1

p(h, 2, hD) = p*(h, 2, hD)
ot P désigne le symbole de Weyl de p(h,x, hD) (Cf. [6] et[11]), on a alors:

ﬁ(hy z, 5) "’Po(“’; ‘S) + 2 hjﬁj($7 5)

iz1

o les Pj(x, &) vérifient des propriéiés analogues a celles imposées aux p;.
Cela résulte de la proposition (2.4) de [4].

On a montré dans [4] que 'opérateur:
Q(h) = P(h)* ouseR (P(h) = p(h,x, hD,))
est défini par un symbole usuel admissible:

(110)  gq(h, @, &) ~ > K gy, &)

i>0

et on a en particulier
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(1.11)

1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

B. HELFFER - D. ROBERT

Qo= Do

S - L3
p(q) = sps  Sp(p) Sp(p)=1’1‘ﬂzlam,a§, '
i<

On suppose désormais que:
s =2p.
On a alors la proposition suivante:

PROPOSITION 1.2. Pour tous j, «, B, il existe C;, ;> 0 telle que:

0704, O plgg [0 VPP

En particulier, pour |o| 4 |f|>2, on a:
050%¢,= 0(1) .

Cette proposition sera démontrée au § 2.

On suppose dorénavant que P(h) est symétrique (en particulier p,
est réel), il est alors, pour h assez petit, essentiellement autoadjoint.
Q(h) est alors également symétrique pour he€]0, k] et il résulte
de (1.11), (1.13), (1.6) et (1.1) que:

11 existe C;, m"> 0 tels que:

0(@, &) > O A™ (, &)

ou

A, £) = (L+ fo+ [

Comme dans 3] et [4], on pose:

8i(t) = Trace [exp[— th~1tQ(h)]]

I = (8u(t), 0(t) exp[—ih27t]); 0€ CP(R)
(4(h));50 1a suite des valeurs propres de P(h)
wi(h) = A(h)% .

Pour formuler nos résultats nous utilisons, comme dans [3], la notion
d’ensemble de fréquences, due & Guillemin-Sternberg, concernant les famil-
les de distributions dépendant d’un paramétre. Soit £ un ouvert de R®
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et h — T, une application de 10, h,] dans D'(2). L’ensemble de fréquence:
F[T,]c T*R est défini par:

DEFINITION. Un point (x°, &) € T*Q n’appartient pas & F[T,] si et seule-
ment si il existe 0 € CF(£2), 6(x°) +~ 0, et un voisinage V de £° tels que:

O(x)exp[—ih1-2-&l, Ty =0H), h—>0

unsformément pour &€ U.

On désigne alors par £, 7 € R, ’ensemble des périodes du champ hamil-
tonien H, , d’énergie —7 et si I est un intervalle réel on pose:

e,=UcE,.

rel

Dans ce cadre, les énoncés des théorémes 2 & 5 de [4] sont encore valables:

THEOREME 1.3. On a:

F[8]ct  on L=UL x{r}.

7eR

THEOREME 1.4. Supposons qu’il existe ¢,>> 0 tel que:
Supp O N E[r,——e,,trx—eo] = {0}

et que q, n'ait pas de valeurs critiques dans [— Ty— &5y — To+ &)-
Alors

as.
I.(h) = (27ch)" O(0 J‘ — T L O(hr h—0
@z, é)=—1
pour tout T €[To— &y To 1 &o)-

De plus O(h*—*) est uniforme par rapport & © (dS, étant la densité rie-
manienne sur (q(», &) =—1).

THEOREME 1.5. On pose Ni(4) = card {j, A;(h) <A}
Soit 2> 0 non valeur critique de p,. On a alors:

Na(A) = (2mh)—" f dz dE 4 O(h); h—>0.

po(@,6)<A
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Ce théoréme améliore dans de nombreux cas les résultats de M. A. Su-
BIN [11] et L. HORMANDER [7]. Le théoréeme 5, de[4] est également va-
lable, mais nous n’avons pas d’exemples nouveaux & présenter comme ap-
plication.

ExXEMPLE 1.6. On considére
h® d2

P(h)=— 5 - + ot +1.

Les hypothéses précédentes sont vérifides pour:
D@, &) =g, &) = (& +at 1)}, p=1, m=2.
ExEMPLE 1.7.
h? @z

P(h):——im-{-m‘i—kz-{-cosx.

On prend alors:
Dz, &) = (E2+ 2+ 1)}, o@,é) =10 =1, m=4.
ExEMPLE 1.8. Le cas étudié par J. CHAZARAIN [3].
P(h) =—h*4 + V()
o V(x) se comporte comme |x[* a4 Ioco, correspond au choix:
e=1%, O=Vidl|ep+[EE, ¢=1, m'=2.

Plus généralement si V(x) vérifie (x) et (%%) on prend comme fonctions
poids:

P(z,8) = (1 + |0+ EFM) T, gl §) =1
ot N est un entier > 0 tel qu’il existe C'> 0 vérifiant:
C'(1+ [#P)® < V(2) pour tout v R".

Pour réaliser (1.8)", on choisit p tel quel p<< i et o<p, €, pour réaliser
(1.8), on impose: o< (2mN)~.

ExeEmpPLE 1.9.
Ph)~ A+ zhjp,.

=0
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oll les p; sont des symboles C® vérifiant la propriété de quasi-homogénéité
suivante:

11 existe deux multi-indices fet ke (IN)*: f= (fuyeeey fa); & = (Fuy ooy k)
et un réel M > 0 tel que:

(1.17) Dy, oy e PE L PE) = M p (@, §)
pour tout (x,§&) tels que |£]+ |»|>1

et tout r>1;
et on fait ’hypothése sur A et p, que:

(1.18) A+ Polr, £) >0

pour tout («, &) € R2".
On pose:

MoZP'P'c'm{fn-“’fmku---’kn}7 fi=

On déduit de (1.17) et (1.18) que:

(L10) Oy(1-Jo, Mg 6 < po ot A< 1+ o [ [ )02

et que

(1.20) 3§9’§P,-(1‘f‘~’01, "" *E) = yM=oI=hh= ’p (@, &)

pour |z|+ |&|>1 et r>1.
On satisfait aux hypothéses précédentes, en choisissant

D(z, &) = p(, &) = (1 + lei Y L) ,,)1/4M.,,
1 L
Q——Mln(2 M) m—_M.
ExEMpLE 1.10.
Ph) =— (az N 0 + ot .y
"= oa? ay2) @ + gt +f(e, y)

ot f est une fonction C* vérifiant:

(i) f(z,y)>C, pour un C,>0;
(ii) 0*f = O(1) pour tout .
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On peut choisir:
P=Q0A+x+y 42+ 8%, =1, o=}, m=2.

REMARQUE 1.11. Le choix de o pour réaliser la condition (1.8) et avoir
les conclusions des théorémes (1.3) et (1.4) pour Q(h) = P(h)* nlest évidem-
ment pas canonique. Il est clair que si o convient, alors tout réel g,€]0, o]
convient aussi.

Comme dans [4], le théoréme (1.5) se déduit du théoréeme (1.4). Posant:

(1.21) M, (A) = Card {j, A78(h) <A}
on établit d’abord que:

(1.22) M, (2) = (27h)~" f dovdé 4 O(R)Y'™™; h—0

(2,6)<4

€t on wultilise la relation
(1.23) Ny(A) = M,(2%).
Ce qui donne:

(1.24) INA(A) = (2mh) f dw dE - O(h*"), h—>0.

@o(2,8)<A

Il y a la une différence importante, au niveau de la méthode, par rapport d
Détude de Ny(4), pour h fixé et A — oo.
Supposons que nous ayons réussi & établir: (of. [5] et remarque suivante)

(1.25) My(d) = poA* 4 O(A* 1), A —>oo0.
On déduit de (1.23) que:
(1.26) N,(A) = p A2 4+ 02" %), 1 -+ oo.

Dans (1.26), pour n>2, la puissance de A du reste dépend de o (ce qui
n'était pas le cas de la puissance de h dans (1.24)).
Dans ce cas, Vefficacité de la méthode viendra du choix d’un o optimal.

REMARQUE 1.12. Comme dans[4], on peut déduire du théoréme (1.5),
une estimation du reste de N4(A) d h fixé pour A — oo lorsquw’on a une pro-
priété d’homogénéité.
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Soit par exemple p, un polynéme vérifiant les propriétés de Vexemple (1.9),
on suppose de plus que:
fl :f2= eee =f”: d
k]_ T= oeee — g = g .
Soit (4;);5, la suite des valeurs propres, comptées avec leur multiplicité,

de po(x, D,) et soit N(1) = card (j; A;<A).
On déduit du théoréme (1.5), le corollaire suivant:

1.27) N(2) = @) 100 do Gg 4 00D+

Do(2,6)< 1

(Une démonstration directe de ce résultat sera donmée ailleurs.)
En particulier pour:

a: 23
po(xy Dz) Z—E{;; +
j entier >1, on trouve
(1.28) N(A) = p AT HE™ 1L 0(1)
on
. 11
— 1 —1 —_—
Yo=n"Yj + 1) B(2j,2)

(cf. [8]) od B désigne la fonction classique béta.
La formule (1.28) avee cette estimation du reste semble nowvelle.

La méthode que nous utiliserons pour établir des théorémes (1.3) et
(1.4) est celle de J. CHAZARAIN [3] que nous avions utilisée dans [4] et qui

A

congiste & étudier 1’approximation semi-classique de 1’équation du type
Schrodinger:

B O 4,0 = alh 2, D) 2),  P(0,0) = Fi@)

ou ¢ vérifie (1.14), (1.15), (1.16).

2. — Démonstration de la proposition 1-2.

La démonstration repose sur le lemme suivant:
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LeEMME 2.1. Sous Uhypothése (1.7), le symbole g,(h,x, &) de P(h)* admet
un développement:

q9,(h, @, &) ~ 2 h’.q,.’z(w, §)
i=0
et Pon a:

(2.1) 10059, .1 < C; 5100 | (Pep) I D~ 1A

avee g, ,= pg pour z€C.

DEMONSTRATION. D’aprés la démonstration du lemme 5.2 de [9], on a
sous ’hypothése (1.7) et pour Rez < 0:

(2.2) 9%,.= Ps
2j

(2.3) 9., =IZ R
=1

ou les C;, sont des fonctions de 2, et les y;, vérifient:

(2.4) |03 D2y, < O|p, [( Do)~ =l 1P1

On déduit de (2.2), (2.3) et (2.4), inégalité (2.1) pour Rez< 0.

On passe au cas général, en remarquant que le composé de deux opéra-
teurs admissibles P (k) et P,(h) dont les symboles vérifient I’hypothése
(1.7), a un symbole vérifiant (1.7), et en revenant 4 la définition de P(h)*
pour Rez >0 (cf.[4]).

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la proposition 1.2.
Il résulte du lemme (2.1), en prenant z = 2p, que ’on a:

(2.5) 0508 4;]< Cplg, | (Dep) ~ B~ 1*Igp= 1Pl

avec ¢, = pgl.
Cas j>2. Pour j>2, (1.14) résulte de (2.5) et (1.8').
Cas j = 0. La formule de Leibnitz donne:

& %13 e0es® % APy &k NPk 20—k

(2.6) 0 af(Pge) = 2 OF (0 4 Do) - (0 o7 Do) P° -
1<k o]+ 1Bl
Gyt top=a
Bt +Be=p

Pour |«| 4 |f| =1, (1.14) résulte de (2.6) (avec k = 1) et de (1.8)".
Pour |«| 4 |#]>2, la démonstration est légérement plus délicate.
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On doit majorer des termes du type:

B = (930%p,) ... (0F 05 py) pee™*
avec

(2.7) 1<k<|“|+|ﬂl’ z“i:“7 zﬁz‘:ﬂ’ I“l+ll3|>2'

Quitte & réordonner les («;, f;), il existe I et I’ tels que

0<I<l <k
tels que:
los| + |B:] =1 pour 1<i<l
1 -
(2.8) 2< Joes| + Iﬁ'KE pour I +1<i<]
1 ..
Z)<Ioc,-|—l—|,5.-[ pour ' < i<k.

On déduit de (2.6), (1.8)", (1.6) et (1.4) que:
[E!<C[p0l9(2+’“2")_k“'.
Si 2 4+ 1—2I'<0, on a immédiatement
|B|<C
car k>1.
8i 2 4 1—21'"> 0, on utilise que p<%, pour obtenir

|E1< ozlp0‘1+l/2—k .

Lorsque %k>2, la majoration |F|<C est évidente, car I<k.

415

Si k=1, on a nécessairement, compte-tenu de (2.7) et (2.9), I =10 et

par conséquent 1 4 1/2 —k = 0.
Ceci termine la démonstration du cas: j =0, ||+ |B|>2.

Cas j = 1. Compte tenu de ce qui précéde et de (1.12), il suffit de dé-

montrer que:

(2.9) 0% Pal< 0;’,% ﬁqgl—((lal +18]+1)/2)) +
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avec
1 02p,
j— 20~1 l4 12 — . - _—0___
G =20p87(p1) b pi=p—35 50,98,
D’aprés la formule de Leibnitz, on a:

(2.10) 0olg, = Y C2Forof(pi 0ol (py) .
&' +a"=n

B+p =8

Le cas: ||+ |f] = 0 se traite facilement en utilisant (1.7) et (1.8)".
On suppose donc dorénavant: ||+ |f|>1, et on doit montrer

(2.11) |0508q,|< C.
Comme précédemment, on doit majorer des termes de la forme:
= 05 0% (P3¢ 95 % (py)

avec o'+ o' = «a, f'+ f'= P, |«| + |B|>1.
Si |e"| 4+ |f"|>1, on majore facilement E par:

1] < o[y (01417100 < 0

Le seul cas restant est donce celui ou: |a"| + |f"| = 0, et donc ou: a = o/,
B=4#.

Avec les notations du cas: j =0 (Je| 4 |#|>2), on obtient que:

lEv]< Olpo lg(1+l—2l’)—k+l’

avee k>1, 0<I<l<k.

Si 14 1—21'<0, la majoration est claire.

Sil+41—20'> 0, (cas qui ne peut se produire qu'avec I =1'= 0), on a
immédiatement: |B|<C|p,} *<C.

Ceci termine la démonstration de la proposition (1.2).

3. — Approximation semi-classique de I’équation de Schridinger. L’équation
caractéristique.
Soit & étudier:

(3.1) 0,8(t, @, m) + go(@, %8(t, @, m)) =0,  8(0,7,9) =x7n.
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La méthode de Hamilton-Jacobi nous ameéne & étudier le systéme:

0(t, 4y m) = 9,90((t, 9, 1), £ Y, 1))
(3.2) até(ty Y, ) = — az%(w(t7 ¥, ), &t v, 77))
(0, Y, "7) =Y, E(O’ Y, "7) =7

(1.15) implique que la matrice:
Oredy  Oigly
A(t, Y, 77) = ( Z 2
ax,:cqo az,éqo
est & coefficients bornés.
Comme dans [3] et [4] (lemme 3.4), on obtient le:

LEMME 3.1. Pour tout ¢ > 0, il existe T'> 0 tel que, pour t<T', on ait:

0,2, ¥, ) — I|gmmy<e

" aq‘”“: Y, 77) ”iZ(Rn) <é&
(3.3)

” av &, y,m) "t(xn) <é€

10,8 4, m) — I|pmm<e-
En particulier, il existe T >0 tel que: y v x(t,y,n) soit un C° difféo-
morphisme de R® sur R* pour tout t tel que |t|<< T et tout n € R=.

On désigne alors par # — y(f, #, 1) 'application inverse de y — (¢, ¥, n)
qui est une fonction C® de (¢, #,7). Le lemme (3.5) de [4] devient le:

LEMME 3.2. Il ewiste T > 0 tel que, pour tout (a, ) € N* X N», tout pe N
tel que |oc| + |B] + p>1, on ait:
07 0, 02 (t y, m) = 0(ag(y, m))

(3.4) e ;
0705 0, &(t, y, m) = 0(q™(y, m)) -

DEMONSTRATION. Si p =0 et |«| | || =1, alors (3.4) découle immé-
diatement de (3.3).
Sip=1, |x|+ |f| =1, on considére I’équation aux variations:

(3.5) Z'(t) = A(t, y, ) Z(t)
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ol

2(t) =

(ayw(ti Y, M) a,,w(t’ Y, "7))

o,&t, y,m) 0,8t y,m)
d’ou il résulte que:

(3.6) 8,0, 0bw(t, y, ) = O(1)
(3.7) 9,07 0 &(t, y, 1) = O(1)

pour |x|+ |f| =1, et en dérivant (3.5) par rapport & y ou %, pour tout

loe| 4 18]>1.
Sip =1, ||} || = 0, on utilise (3.2) et (1.14) pour obtenir qu’il existe
0> 0 telle que:

[0,(t, y, n) | < Cgb(2(, y, ), &ty yy 1)) -

Utilisant la conservation de ’énergie, on obtient:

(3.8) [0,2(t, y, n)| < Cgd(y, n)

et de méme

(3.9) 19,£(¢, 9, )| < Cab(y, ) .

Le cas: p = 0, |a| 4 |8|>1, se déduit de la dérivation de (3.5) par rap-

port & (y, 7).
Supposons maintenant la propriété démontrée pour: p<p,, Vo, 8 tel

que [p|+ [e| + |B]>1, avee po>1.

Dérivant (3.2) p, fois par rapport & ¢ et («, f) fois par rapport & (y, %),
on obtient le résultat au cran (p,4 1).

Le lemme (3.6) de [4] devient:

LEMME 3.3. Pour tout («, ) € N* et tout p tel que p 4 |x| + |B|>1, on a:

(3.10) ooz oby(t, w, ) = O(45(y(t, @, m), 1)
(3.11) 5,”3;',‘555(% @, n) = O(lez(?/(t, @, 1), 1)

o Pon a posé: [(t,x,n) = &(t, y(t, %, n), n).

DEMONSTRATION. On part de Pidentité:

(3.12) w(t’ y(t, @, n), "7) =2a.



COMPORTEMENT SEMI-CLASSIQUE DU SPECTRE DES HAMILTONIENS ETC. 419

Dérivant (3.12) par rapport & ¢,y ou 7, on obtient:

(3.13) 0y(ty @y m) = — (ayx)—l(t, y(t, @, m), 1) - 0,2(t, y(t, 2, 1), 1)
(3.14) o.y(t, =, n) = (aya’)_l(t, y(&, @, 1), 7])
(3.15) aﬂ?/(t’ T,7m) = — (aym)_l aqm(t’ y(t, z,m), "7) .

Ces trois équations permettent (compte tenu de (3.3) et (3.4)) d’obtenir
(3.10) pour ||+ |8| -+ |p| =1. En les dérivant par rapport & (¢,2,7), on
obtient (3.10) dans le cas général grice & (3.4).

(3.11) se déduit de (3.10), (3.4) et de la définition de ((¢, z,n).

Les lemmes précédents suggérent qu’on doit remplacer les poids A(y, 1)
et A(z,n) apparaissant dans les articles précédents ([3], [4]) par g}(y, n) et

ady(t, 1), m).
On pose done:

(3.16) ulty 2, m) = Q%)(y(ty z,n), "7) .

La comparaison des deux poids peut se faire grace au lemme suivant
(cf. lemme 3.7 de [4]).

LeEMME 3.4. Il existe des constantes C;, Oy > 0 telles que:
(317 C, AP (@, ) < pu(t, @, 1) < Cy A, )
pour tout (t,x,n)€]— T, TLXR*™ (m" est défini en 1.16).

DEMONSTRATION. On a Dégalité de conservation de I’énergie:

(3.18) QO(?/(t: z,m), "7) = %(w: {(t, », "7)) .

La minoration (3.17) se déduit immédiatement de (3.16), (3.18) et (1.16).
Pour la majoration, on montre d’abord le lemme suivant qui sera utile
ultérieurement.

LEMME 3.5.
y(t, @, m) = 0()‘("”'7 "l))
(3.19)
L, 2, m) = 0(},(50, 7]))
pour |t|<T et (x,n) € R,
DEMONSTRATION DU LEMME 3.5. On vérifie immédiatement que:

ly(t, x, "7)‘< Sup !?/t 0)| +l(‘”7’7 Sup (lazyl + Iany!)

(:c n) eR"'
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(3.19) pour y(¢, #,7n) s’en déduit immédiatement compte tenu de (3.10).
La démonstration pour ((¢, «,7) est analogue.

Terminons la démonstration du lemme (3.4).

(1.15) implique P’existence de C'> 0 telle que:

(3.20) %o(®y 1) < C' 23w, m) .

La majoration résulte immédiatement de (3.18), (3.19) et (3.20).
D’apres la théorie de Hamilton-Jacobi, on sait que:

(3.21) 0.8(t, @y m) = {(t, 2, n)
(3.22) 0,8(t, @, m) = y(¢, @, 7) .

Le controle de la phase S(t,2,7) est Pobjet du lemme suivant: (cf.
les points (7), (8) et (9) du § 3.1 dans[4])

LEMME 3.6.

(3.23) Il existe Og> 0 telle que: |9,8(t, x,n)|> CgA™ (z,7) .

(3.24) 0,80, @, n) = —p(t, 2, ).

(3.28)  0.8(t, x,n) = O(A(=, 7)) .

(3.26) 9, 8(¢,»,7m) = O(A=, 7)) .

(3.27)  Pour p 4 |x| 4 |B]>2, on a: 070;058(¢, @, 9) = O(u*(t, @, 7)) .
DEMONSTRATION. (3.24) résulte de (3.11), (3.21), (3.18) et (3.16).
Compte tenu de (3.24), (3.23) n’est autre que (3.17).

(3.25) et (3.26) résultent de (3.21), (3.22) et (3.19).

Pour |a| 4 [B]>1, (3.27) résulte immédiatement du lemme (3.3).
Congidérons donc le cas ol |x| 4 |f| =10 et p>2. On a:

(3.28) 0,8(t, @, m) = — %, (y(t, =, 1), 77)
d’ou
(3.29) atzs = azflo(y(t7 x, 1), "7) at:’/ .

L’estimation résulte alors de (1.14) et (3.10).
En dérivant (3.29) par rapport & ¢, on obtient aisément le cas général.
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4. — Approximation semi-classique de I’équation de Schridinger: équations
de transports.

On modifie les classes A™? de J. Chazarain [3] (cf. déf 3.1 de [4]) en
posant la définition suivante:

DEFINITION 4.1. Soient T et h, des réels > 0 fixés. Pour p, l € R, on dé-
signe par A% Vespace des fonctions b(t, x,n, h) € C>(]— T, T[ x R*XR"x 0,
ko)) telles que, pour tous a, feN* se N, il existe C, 5, telle que:

(4.1) 10307 07b(t, @, 7, B) | < O, p W " *(t, @ 1)

t"n “x
pour tout (t,z,m, k)€ ]— T, T[ XR*X R*x]0, h[.
De méme, on introduit la classe de symboles suivante:

DEFINITION 4.2. Pour m, k€ R, on désigne par 8™* VUespace des fone-
tions s € C*(R*XR"x]0, hy]) telles que, pour tous o, i€ N*, il ewiste C,p
telle que:

(4.2) |0z 02 s(, £, B)| < C, ph*q{m 1= 1002, £)
Soient maintenant s € S™* a € A” (p>0); S étant la phrase déterminée
au § 3, on pose, comme au § 3.1 de[4]:
(4.3) b(t,z,m, h) =
= exp [— ik 8(t, , n)]8(w, hD,, h)[exp [¢h-28(t, -, n)]a(t, -, 0, h)] (a;) .

On suit ici les calculs du § 3.1 de [4].
On a:

(4.4) b(t, z,m, h) zl E b,(t, 2,7, k) -+ b(N)(ty Z,m, h)
a|<N

ou
(4.5) b, 2,7, b) = B*(a!)10F s(x, 0,8(t, @, 7), B) C, (¢, @, 7, k)
(4.6) O,z h) = D;’[GXP [ih‘-l y(t, @, m, h)a(t, y,n, h)] Iy:x

4.7 @,z y,n) = 8, y,n—8(t 2 4 {z—y, .80, z,n)>

1
(4.8) b(m(ty z,m, h) = h_Nf feXp [":h—l<x7 Y, E>](1 — )Vt

50

[ 2 E (aé )(my %‘g + O"E):I exp [th1y]-a(t, ¥, 7, h)dy dk do.

of=ya!
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Le lemme (3.1) de [4] devient le:
LeMME 4.3. Sous les hypothéses précédentes:

b, Alm—loDe o, ktlt|al2 st |a| est pair,

b, Am—lssto ket (al+0)2 o 1y est impair .

DEMONSTRATION. Elle est identique & celle du lemme (3.1) de [4], en
remplacant le poids A(x,#) qui intervenait par u(t,z,7) et en remarquant
que si

s(w, & h) e S™*  alors:  s(x, 0,8(t,@,7m), h) € A™F.
Le lemme 3.2 de [4] devient le:

LeMmME 4.4. Sous les hypothéses précédentes, pour tout entier N >1, on a

) g Am—N)s+p.k+1+N/2

DEMONSTRATION. On a:

M= 3 b, b,

N<|o|<M

Compte-tenu du lemme (4.3), il suffit d’établir la propriété pour b0
avec M assez grand. La démonstration du lemme (3.2)[4] s’adapte (en
remplagant A(z,n) par u(t,z,n)) sous réserve de démontrer le:

LEMME 4.5 (cf. lemme 3.3 de[4]). 8¢ &+ ||+ [§|+ & =1, on a:
(4.9) 103 007 0F < O ;.- oo — yl(ulty @, m) + |2 —y)E.
8 (& + 1B+ 17] + k>1, on a:
(410) |3 08070 p|< 0501 + | —y) (ulty 2, m) + |2 —y|)F.
DEMONSTRATION DU LEMME (4.5). Rappelons que
v(t, @, y, ) = 8(t, y, n) — 8, 2, n) + <w—y, %—i(t, , n)> .

On a:

o7 0F y = (07 0F8)(t, y, m) — (07 0F 8) (¢, @, m) + <& —y, 07 0§ 0, 8(t, =, 7)) .
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De (3.27), on déduit pour |7+ |[&|>1:

(4.11) 1050F yl < Ol — y(ut, 2, " + sup (utt, 7 n)F) .
z€lx,v.

On remarque maintenant que (compte-tenu de (3.24) et (3.27))

1 (0:9:8)(¢, #, 1)

o), 2, m) =—:- — 2 71— ()(1).
oty 2y 1) = — 3, = = O)
Par conséquent:
(4.12) Supl,u(t » & m) <O[u(t, @, n) + le—yl].
zelz,v.
De (4.11) et (4.12), on déduit:
(4.13) |05 0F | < o —y|(u(t, 2, m) + o —y)* .
0, = <0*8/(0x 0x,), x —y>, d’our:
(4.14) 10, 0% 0F | < Clor—y |u(t, , m)*
et pour |u|>2:
(4.15) |0z 07 8k p| < O(L + & — yl) ult, @, ) .
Or am'p aS/aw )(t, ¥, 1) — (08/02,) (¢, , ).
De (4.12), on déduit:
(4.16) 10,,07 0k p| < Clw — y|(u(t, @, m) + |» —y)F.
De: 0,0,y = — (028/(0x; 0x,)((t, x, ), on tire:
(4.17) |9, 8, 0% 08 07 0% p| < C (u(t, @, ) .
De 9,,9,, v = (028/(9x, 0x;)) (%, 9, m), il vient:
(4.18) 19,8, 05 8 67 0F y|< C(u(t, %, m) + |z —y)E.

Les cas (4.13) & (4.18) permettent d’obtenir (4.9) et (4.10).

423

Comme dans [3] et [4], on peut maintenant construire des approxima-

tions U(t) du groupe unitaire: U,(t) = exp [—h%Q(h)] ol:

Q(h) = Q(hy &, h’Dm)-
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On cherche UM(¢) sous la forme:

N
(4.19) U f(@) = b= [exp [ih(S(t, @, m) —y-0)]| 3 Kay(t,a,m)]| fy) dy an
i=0
avec a;(t, z,n) € A%, de sorte que l’on ait:
(4.20) exp[—1ih18(¢, 2,n)](¢ho,—Q(h)) exp [¢h—28(t, z,n)]-

N
( S Hat, e, 1])) cAON 2=
i=0

Compte-tenu des lemmes (4.3) et (4.4), on réalise (4.20) en déterminant
les a; par des équations de transport du type:

0,b(t, z,m) -+ 9,9(=», 0,8) 0,b(t, =, n) +
(4.21) + § (95: 90(w, 0,8)) - (07 ,8) (2, @, ) + igy(w, 0, 8) b(t, @, ) = f(¢, %, 1)
b(0, z, ) = b,
ou fe A% b,eR.
La proposition 3.3 de [4] devient:

PROPOSITION 4.6. Sous les hypothéses précédentes (rappelons que Sp(q)
est réel), si fe A" la solution b de (4.21) est dans A7,

Si on pose:
J(t, x, ) = det (3.y(t, z, 5))*

aQ(t, s, 2, n) =fSp(q)(w(o', y(t, z,m), "7)’ 5(0', y(t, 2, m), 7])) do .
0

La solution de (4.21) s’écrit:

(4.22)  b(t, 2, n) = J¥¢, 2, n) exp [—iG(t, t, z, n)]
t

: [bo + |exp[iG(t, 8, @, 17)](:7(8, y(t, 2, ), ﬂ))*f(s, (s, y(t, 7, ), "7)) ds] .

0

La démonstration est, compte-tenu de ce qui a été établi précédemment,
analogue & celle de la proposition 3.3 de[4]. Elle se déduit aisément des
trois lemmes suivants. Le lemme (3.8) de [4] devient:
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LEMME 4.7. Soit g€ O°([— T, TIXR*) et §(t,y,n) = g(¢, 2(, y,7), 7).

Alors g e A gi et seulement si g vérifie: pour tout (o, ) € N*X N*, tout
leN, il existe C, 5 telle que, pour te[— T, T], (y,7n) € R*:

(4.23) 19;05 05 (2, 4, m) | < Cy 0 p00°(Y5 M) -

Le lemme résulte des lemmes (3.2) et (3.3).
LeMME 4.8. Pour tout ¢ € R, J(t, z,n)°c A7,

LEMME 4.9. Posons

t

R(t, %, m) = exp [—i[Sp(a) (s, 9, m), &, 3, m) ds].

0

Alors R vérifie (4.23).

DEMONSTRATION. R est bornée car Sp(q) est réel.
On a ensuite:

o,R(t,y, n) = — iSp(9)(=(t,y,m), &¢, ¥, ) - B, 9, 1) -
D’ou d’apreés (1.14):

8, B(2, y, )| < Cqb((t, y, m), &(t, 9, n)) < Cdh(y, 1)
: ? ok
oz ] e
0y, R(t, y, n) = zof ((6 Sp(q) e +0¢8p(q) ay,) d8) R(t,y,7) .

On utilise cette fois-ci (1.14), la conservation de 1’énergie et (3.4) pour
conclure.
On majore les autres dérivées de maniére analogue.

5. — Estimation de P’erreur.

Pour fe S(R*), on pose:

N
(6.1) (UL)1) (@)= b [exp [h2(S(t, 2, m)—ym)]( 3 W, (ty3,m)) f(w) dy dn.
i=0
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On a:
52 (ih8,— QW) UM(1) = RM(t)
' UM(0)f = f

ot RM(t) est un opérateur du méme type que U(%).

(5.3) (B(0))(@) = [ [exp [h(8(t, @, m) — ya)Iry(t, @, m, W 1(y) dy dn .

Or il résulte du § 4 que a,e A? et rye AON+2-m,
Comme dans [3], [4], il résulte du théoréme de continuité L* de Asada-
Fujiwara [1] que ’on a les estimations suivantes:

(5.4) “SIBI; 1T @) le@s,zn = 0(1)
(5.5) a‘il; IBE (@) e,z = O(R™)

(5.6)  Sup | Uut) — UP@) s, o = O(R™)  pour h—>0, h> 0.

i<t

6. — Etude asymptotique de la distribution §,, » — 0 et applications.

La plupart des démonstrations de [4] s’appliquant mot & mot, nous ne
détaillons que les points nouveaux, renvoyant a [4] sans le préciser pour
les autres points.

Soit:
(6.1) 8,(t) = Trace (exp [— ih~11Q(h)])
(6.2) I,(h) = <8,(1), (1) exp[—ibiur]y, O eCP(R).

On suppose que: supp O €]— 7, T[, T >0 assez petit déterminé par
le § 3.
On pose:

(6.3) JM(h) = Tr ( f UM (t) (1) exp[— ik 17] dt) .

PRrOPOSITION 6.1 (cf. prop. 4.1 de [4]). Il ewiste deux entiers m, et ny,>1
tels que, pour tout entier N >1, il existe C(N)> 0 telle que, pour tout
feC(l— T, IT) et tout he]0, k[, on ait:

o0 || [ — vy o] | < oo s o).
te]\—’i?[
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DEMONSTRATION. On a besoin du lemme:

LeEMME 6.2 (cf. corollaire 2 § 2 de[4]). Il ewiste ko> 0 tel que pour
tout k>k, il existe C,> 0 vérifiant:

(6.5) Tr (Q(h)~ %) <C,k™"  pour tout he]0, hy].

De plus, si (u;(h));s, désigne la suite croissante des valeurs propres de
Q(h), on a alors:

(6.6) M,(2) = caxd {j, u;(h) <A} <C b~ " 2
pour tout hel0, hy] et tout 2> 0.

DEMONSTRATION. On a: Q(k)™*= P(h)~%*¢, Or il résulte de [4] (prop.
2.6) que

P(h) g £ 2kem",

Donc si p(_y,(h) désigne le symbole de Weyl de P(h)~%*, alors il existe
C.> 0 telle que:

(6.7) p(—zke)(hi &, &< (¢(p)~2k9m' .
Or on a:
(6.8) Trace (Q(A)™) = b= [p_oy(h, @, &) do d

(6.7), (6.8) et (1.1) entrainent alors (6.5). On a également:

+ oo
Trace (Q(h)™) = f dM(v) ’;(T)

T

et D'inégalité:

d’ott Pon déduit (6.6).
Suite de la démonstration de la proposition 6.1.

On pose AM(t) = U,(t) — UM (2).
On a:

(6.9) A(t) = Q(h) ™5k, AM() ——ng(h)_" ~H(ih0, R{(t) -

i=0
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11 résulte de (6.5) qu'il existe un entier k, et un réel ¢, >0 tels que:
(6.10) [Trace [Q(k)~*]|< C\ h™".

On obtient alors, compte tenu de (5.5)

(6.11) IQ(h)"“- f (iha»hA;.N’(t)f(t)dt’ < OpV+2+hen sup [fO()] .
Tr ot<J<<Tk°
Or on a:

612)  [m{oun = [(n0) B/ at)| <
<H QU || [@W-1o BT (®) 10 |

e/ BN
D’aprés le lemme (4.3) itéré (k,—j—1) fois, on a:
(6.13) (Q(h)k°‘5‘loR§,N)(t)) u(xr) =
= f f exp [ih=*(8(¢, @, ) — yn) r;(t, =, m, k) u(y) dy dn
pour tout # dans S(R") avec:

’ —1—j -
'I‘,-EAz(k" 1-j),N+2 "

Pour conclure, on a besoin du:

LEMME 6.3. Soit
M = h(i0,8)" 0,,

on a alors:

(6.14) ‘Mbe A™ 121 pour tout be A™? .

Admettons un instant ce lemme et terminons la démonstration de la
proposition 6.1. On fait 2(k,— 1 —j) intégrations par parties & P’aide de M
et on obtient:

(6.15) IlfQ(h)"o“f‘lR;‘N’(t)f(")(t)dt"<ChN+k+2("—1—5)‘” Sup |f"@)] .
r<2(ko—1)
i<t

Dol

(6.16)

e a2 (@m0 By w) 0 e | < Orvosstn=s=n Sup |jo).

r<2(ko—1)

Compte-tenu de (6.9), la proposition se déduit de (6.11) et (6.16).
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DEMONSTRATION DU LEMME 6.3. On a:
(6.17) *M(b) = — 4h[(9,b)(9,8)"— b7 8(0,8)~%].

On conclut en utilisant (3.24), (3.27) et en dérivant (6.17).

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.3. Comme dans[4], on se restreint
au cas ou supp O € ]— T, TT.

D’aprés la proposition (6.1), il suffit, en choisissant N assez grand,
d’étudier Pintégrale:

(618)  T(h) = [[exp[ib-y(t, 7, n, T)]OWalt, 2,7, B) t dn do

ou lon a posé: g(t, x,n,v) = 8(t,z,n) —an —t

N
a(t,w,m, b) = > Kayt, z,7) .
=0

]

D’aprés (3.23), on a:
— 0,8(t, 2, m) > Cy A™ (2, 7) .
I1 existe done C > 0 telle que A(x,7n)>C entraine:
19,8(t, ,m) —T'|>% pour tout T'€[r — ey, T + &] .

Or il est clair que Popérateur M, = h(i0,8 —7)~10, & la méme propriété
que M dans la zone ol A(x,n)>C, i.e., ‘M, envoie A”™ dans A?+1"~1 Par
des intégrations par parties & I'aide de M,, on voit donc que la contribu-
tion de la zone: A(w,7n)>C, |t|<T dans Pintégrale (6.18) est O(h). Le théo-
réme de la phase non stationnaire implique alors le théoréme 1.3.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.4. Comme précédemment, on est ra-
mené 3 étudier la contribution de la zone:

Mz, np)<C et |tI<T.

Comme dans Chazarain [3], le théoréme de la phase stationnaire donne
le résultat.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.5. La preuve du théoréme (1.5) est
analogue & celle donnée dans[4], § 5, dans le cas elliptique.
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11 suffit d’établir le théoréme pour Q(h). Soit alors O € C3°(R) & support
assez petit autour de O telle que O(0) =1, @>O, O est paire et & > 0 sur
[— 8o o]y 6> 0. On pose O,(A) = (27h)~1O(— h11).

On commence pour étudier N, % O,.

i
On a facilement: N, * 0,(4) = (2nh)—1fI_,(h) dr .
Soit y € C°(R), y =1 sur ]— oo, —2], y =0 sur ]—1, 4 oo[.

LEMME 6.4. Pour tout entier N>1 il ewiste Cyy > 0 telle que:
+ oo
(6.19) f 2(OVI_ (k) dr <Oy k¥ pour tout ke 10, ho] .

DEMONSTRATION. On a:
(6.20) I_ (k) = 3 O(h(us(h) — z)) )
i>1

D’autre part: pour tout M, il existe Cj > 0 telle que:
(6.21) 10 (A2 (u;(h) — 7) )| < O B gy(h) — o |72
Posons —7 = s 4 1, s>0. On a Pinégalité élémentaire:
(6.22) (us(h) + s + 1)71< (s + 1) *(us(h) + 1),  0<v<1.
D’apres (6.5) on a alors:

(6.23) > (pi(h) + 1)< Oy k™ pour vy M >k, .

izl

On obtient (6.19) en choisissant M et v tels que:
M>N-+n, vM>k, e (1—y»)M>1.

En procédant comme dans[4] on obtient alors:

PROPOSITION 6.5. 8¢ A n’est pas valeur critique de gq,, on a alors:

(6.24) N, % O,(1) = (2mh) f dw d€ + O(h—+1)  lorsque h —0 .

Q(2,6)< A

On termine alors la démonstration du théoréme (1.5) en comparant
N,(4) et N, % 0,(4). Cela résulte du:
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LEMME 6.6. Supposons que A, ne soit pas valewr critique de q,. Alors il
existe £,> 0, Cy,> 0 et k>1 tels que

{6.25) IN,(A 4 th) — N, (4)| < Cy(1 + [z|)*n"*!
pour tout A€[Ay— &9y Ao+ &], hE10, hy] 6t TER.

DEMONSTRATION. Elle est analogue & celle du lemme (5.2) de [4]. Pour
|th|>¢, on utilise (6.6).
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