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Cohomologie de SLn
et valeurs de fonctions zeta aux points entiers.

ARMAND BOREL (*)

dédié à Jean Leray

Cet article est un suite à [4] et est consacré principalement à l’étude
d’un problème concernant l’homomorphisme canonique

où 1~ est un sous-groupe arithmétique d’un Q-groupe semi-simple G et X.
l’espace symétrique « dual » de l’espace .X des sous-groupe compacts maxi-
maux du groupe G(R) des points réels de G. Cet homomorphisme est défini
à l’aide de formes différentielles invariantes (cf. 3.4) et est un isomorphisme
en basses dimensions [4]. Ces deux espaces vectoriels réels ont des Q-struc-
tures rationnelles naturelles, définies par la cohomologie rationnelle, et notre
but est d’étudier le comportement de ir par rapport à elles. Le résultat

principal de cet article concerne le cas où G = RklQSLn est obtenu par res-
triction des scalaires du corps de nombres k à Q, et met en jeu les valeurs
de la fonction zêta de Dedekind de k aux entiers positifs. Plus précisé-
ment, fixons un entier positif m et soit n un entier impair suffisamment
grand. Alors H*(Xu; Q) est une algèbre extérieure et la dimension de l’espace

Q) des éléments indécomposables de degré 2m + 1 de Q)
se trouve être égale à l’ordre dm du zéro de Ck(S) au point s = - m.
Soient Q) = Q) et définissons de même Lm(I; Q) à

partir de H*(r; Q). Alors jr induit un isomorphisme de Q) QQ R
sur Q ) QQ R et l’on montrera que l’on a

(*) The Institute for Advanced Study, Princeton, New Jersey.
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avec

où D est le discriminant et d le degré de k sur Q (6.2). On a supposé ici im-
plicitement dm =1= 0, ce qui est le cas sauf si m est impair et k totalement
réel. En fait, il n’y a pas lieu d’imposer cette condition dans la démonstra-
tion, qui redonne donc aussi le fait bien connu que le membre de droite
de (2) est un nombre rationnel lorsque ~k(- m) ~ 0 (6.3).

Multiplié par un facteur rationnel convenable, le nombre Rm est le

m-ième régulateur de k qui intervient dans les conjectures de S. Lichten-
baum en K-théorie algébrique [12]. L’égalité (2) montre que si l’on divise
par ndm le membre de gauche de l’égalité conjecturale de [12: §4], qui est
par définition li m + m) -dm, alors les deux membres de cette égalité

s-- - m

sont commensurables (6.4).
Nous résumons maintenant la marche de la démonstration. Soient K

(resp. Gu) le sous-groupe compact maximal standard de G(R) (resp. G(C)).
On a donc

où ri (resp. r2) est le nombre de places réelles (resp. complexes) de k. Comme n
est supposé impair, K est totalement non homologue à zéro dans Gu et
dans G(R)/T. Cela permet de remplacer l’étude de jr par celle de l’homo-
morphisme

défini par restriction de formes différentielles invariantes (3.4). Plus préci-
sément, on peut identifier naturellement l’algèbre de cohomologie H*(g ; C)
de l’algèbre de Lie g de G à l’algèbre des formes différentielles biinvariantes
sur G(C). Alors fl* = où

et

sont définis par restriction de formes différentielles. Cela nous ramène à

étudier l’effet de a* et fJ* sur H*(g(Q); Q). C’est aisé dans le cas de a*,
et conduit à la puissance de n et au facteur IDII de (2), (cf. 5.4). Soient

RW2i+l une forme biinvariante sur G(C) qui représente un élément de la
d-ième puissance extérieure de l’espace des éléments indécomposables de
degré 2j + 1 de H*(g(Q); Q), et qm le produit des RW2i+l (1 ç j  m). Pour
décrire l’effet de ~* sur la cohomologie rationnelle, on se ramène à prouver
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que l’on a

et, pour cela, à construire une variété compacte Zm dans G(R)IF, de dimen-
sion réelle d(m2 + 2m), sur laquelle l’intégrale de r¡m est, à un facteur ration-
nel non nul près, le coefficient numérique dans la relation (3). Dans ce but,
on part d’une algèbre à division D centrale sur k, de rang (m + 1 ) 2, triviale
à l’infini, on plonge le k-groupe algébrique H des éléments de norme réduite 1
de D Ok C dans G par la représentation régulière, et on prend pour Z,,
le quotient H(R)/(.h’r1 H). C’est une variété (si F est sans torsion, ce que
l’on peut supposer sans inconvénient), qui est compacte (théor. de Fr.

Hey), sur laquelle q»i définit une forme rationnelle invariante non nulle de

degré maximum. L’assertion sur son intégrale (cf. 5.5) résulte alors du fait

que le nombre de Tamagawa de .H est un nombre rationnel (2.4).
Pour pouvoir poser notre problème, nous avons admis que j,* est un

isomorphisme en basses dimensions. Mais en fait la construction précédente
fournit une autre démonstration de l’injectivité de j; qui, à l’encontre de
celle de [4], ne fait pas intervenir la compactification de en une variété

à coins (cf. 5.6).
Donnons pour terminer quelques indications sur les différents paragraphes.

Le § 1 fixe quelques notations et conventions, le § 2 est consacré aux algè-
bres à division. Les homomorphismes a*, sont définis au § 3 dans le
cas général; le §4 considère «* pour un groupe déployé. Les 99 5, 6 sont
consacrés au cas où G = le premier étudie ce* et le deuxième

démontre (1), (2) et discute leurs relations avec la X-théorie algébrique.
Enfin, le § 7 contient quelques remarques générales sur l’homomorphisme jr.

Le principal résultat de ce travail a été annoncé dans [5: §5].

1. - Notations et conventions.

Nous suivons en général celles de [4], avec une déviation notée en 1.2,
et adoptons en outre les suivantes.

1.1. - Si alors a - b signifie que alb E Q*.

1.2. - Si M est une variété différentielle (de classe 0(0), on note -A’(M)
(resp. C)) l’espace des formes différentielles extérieures de degré p
sur M, à valeurs réelles (resp. complexes) et A*(M) (resp. A*(M, C)) la

somme directe de ces espaces. Soient jMBy ~V12 deux variétés différentielles,
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ni la projection de 1Vl = x M2 sur Mi et a2 E C) (i = 1, 2). Alors

la forme différentielle sera simplement notée On adopte
une convention semblable pour un nombre quelconque de facteurs.

1.3. - Soit A une algèbre sur un corps F graduée par des sous-espaces
A’ (p c- N). Par abus de langage, on appelle espace des éléments indécompo-
sables de degré p de A le quotient de Ap par le sous-espace des éléments
décomposables, i.e. le sous-espace engendré par les produits d’éléments de
degrés  p.

1.4. - On note k un corps de nombres, o ( k ) l’anneau des entiers de k,
d le degré et D ou le discriminant de k sur Q, V ou Vk l’ensemble des
places de k, (resp. V~) celui des places archimédiennes (resp. ultra-

métriques) de k. Si alors kv est le complété de k en v, et, pour
v E Y f, 0’0 est l’anneau des entiers de kv . Comme d’habitude Ak, 1 ou sim-
plement A, est l’anneau des adèles de k et Af est l’anneau des adèles finies
de k, i.e. le produit restreint des kv(v E V,,).

L’ensemble des isomorphismes de k dans C est noté 27 et, suivant l’usage,
rI (resp. r2) est le nombre des places réelles (resp. complexes) de k. On a

donc ~==~i-(-2~? et rI est le nombre des J e 2h tels que 
Pour m E N, dm désigne l’ordre du zéro en - m de la fonction zêta de

Dedekind de k. Il résulte de l’équation fonctionnelle que do = rl + r2 - 1,
dm = rl + r2 si m est pair non nul et dm = r2 si m est impair.

1.5. - Soient G’ un k-groupe connexe, n la dimension de 6 et G = BKIQ Gf
le Q-groupe obtenu par restriction des scalaires à partir de G’ [15: 1]. Il

existe un isomorphisme canonique

où aG’ (~ E 2h) est le J(k)-groupe obtenu à partir de G par le changement
de base ~2013~(y(~). Soit q une q-forme différentielle algébrique sur G’, in-
variante à droite et définie sur k. Il lui correspond canoniquement par a
une forme "q sur aG’ invariante à droite et définie le produit
extérieur des "7j définit donc une forme invariante à droite sur le produit
des groupes W. On pose

C’est une forme de degré dq sur G invariante à droite et définie sur Q, qui
est aussi invariante à gauche si q l’est.
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1.6. - Si v E V, on pose G§ = G’(kv). C’est un groupe de Lie sur kv.

L’isomorphisme v induit un isomorphisme

Soit maintenant co une n-forme non nulle sur G’, invariante à droite et
définie sur k. Elle définit canoniquement une mesure de Haar à droite co,
sur G§ [15 : II]. Posons

Il résulte des définitions que l’on a

Supposons G’ semi-simple. Alors le produit de Woo par les Wv (v E Vt),
est absolument convergent et définit la mesure de Tamagawa de 

(loc. cit.). (En fait, la convergence de ce produit est démontrée dans [15]
pour les groupes classiques, ce qui nous suffit. Pour le cas général, voir
T. Ono, Annals of Math. (2) 82 (1965), 88-111.)

2. - Algèbres à division.

2.1. - On note Br. le groupe de Brauer d’un corps K. Si K est local,
on a un homomorphisme injectif canonique inv~ : qui est un

isomorphisme si .I~ est ultramétrique, et dont l’image est triviale si K = C,
d’ordre deux si K = R. Si K = kv, on écrira inv, pour inv~. Etant donné

a E Brk , 1 on note av l’image canonique de ac dans Brv et on pose invva =
= invv a~, . On sait que invv ac est nul pour presque tout v et que la somme

des invv a est nulle. Réciproquement, si l’on se donne pour tout v E V

un élément bv E Im (inv,), nul pour presque tout v, et si la somme des bv est
nulle, alors il existe a E Brk tel que bv = invv a pour tout v (voir par
exemple [16: XIII, Th. 4, p. 264]).

Le lemme suivant est bien connu. Ne pouvant fournir de référence,
nous en donnons brièvement la démonstration

2.2. - LEMME. Soit n un entier &#x3E; 1. Alors il existe une algèbre centrale
à division D sur k de dimension n2 sur k, qui est triviale à l’infini.

Soit S un ensemble de n places ultramétriques de k. Vu 2.1, il existe

cc e Brk tel que

(1) inv,, a = 0 et invv a = 1/n si v 
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Comme av = 0 si v E il suffit de montrer que a peut être représenté par
une algèbre à division de rang n2 sur k.

Il existe une extension L de k, cyclique de degré n, telle que [L,,: kvJ = n
quels que soient et prolongeant v [1: p. 105]. Pour v E S,
l’homomorphisme canonique se traduit par la multiplication
par n dans Q/Z [14: p. 202], donc annule av . Comme av est nul pour v 0 8
par hypothèse, il s’ensuit que a est décomposé par L2~ pour tout W EYL,
donc a est aussi décomposé par L [16: XI, Th. 2, p. 206]. Cela entraîne

que A peut être représenté par une algèbre A de dimension n2 sur k [14 : p. 106].
Il existe alors m divisant n et une algèbre à division centrale D sur k, de rang
d2 = sur k, tels que A = Mm(D). Mais cela entraîne que == 0

pour tout v, d’où, vu (1 ), d = n et m = 1.

2.3. - Soit D satisfaisant au conditions de 2.2. Soit H le k-groupe
algébrique tel que H(L) soit le groupe des éléments de norme réduite 1 de

quelle que soit l’extension L de k. Le quotient H(Ak)IH(k) est

compact [15: 3.1.1].
Pour v Í S, le groupe H est évidemment isomorphe à SSLn sur kv .

Cependant, nous avons besoin d’une assertion plus précise. H est une forme
intérieure de SLn , définie par un élément 0153 du premier ensemble de coho-
mologie galoisienne Hl(k, PSLn). Par suite, si l’on fixe une k-réalisa-

tion linéaire H GLm de H, on peut trouver une partie finie S’ de Y f
contenant telle que, pour v e S’, il existe un kv-isomorphisme fv de SLn
sur H, qui applique SLn Ov sur H(ov) = [Pour le voir,
on remarque que oc définit dans l’ensemble des lc-isomorphismes de SLn
sur Hune k-variété irréductible lisse X, qui est un k-espace homogène
principal sous SLn, et que X possède un ov-point pour presque tout v.]
Il s’ensuit en particulier que si Uv est un sous-groupe compact ouvert de Hv

égal à avec fini, contenant S’, alors

le produit U des Uv est un sous-groupe compact ouvert de H(A f).

2.4. - PROPOSITION, Soit mesure sur Hoo assoeiée à une forme dif-
férentielle rationnelle co non nulle invariante de degré maximum n2 - 1 définie
sur k (cf. 1.6). Soit T’ un sous-groupe arithmétique de H. Alors

Soient Uv (v EVv) et U comme ci-dessus. Le groupe jT’== x U) (1 H(F)
est un sous-groupe arithmétique de H, donc est commensurable et il

suint de montrer notre assertion pour En prenant U assez petit, on peut
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faire en sorte que soit sans torsion. Par approximation forte on a
= H(F). U. On en déduit que H(Ak)fH(F) est fibré principal de

groupe structural U, basè Par suite le nombre de Tamagawa r(H)
de H, i.e. le volume de lI(A)/H(F) pour la mesure de Tamagawa, est

produit de et du volume m( U) de U pour la mesure produit des
m, (v EV1). Comme i(H) = 1 ([15: Thm. 3.3.1)]), il suffirait du reste ici

de savoir que est rationnel), il reste à montrer:

Or

avec

Les nombres mv( Uv) sont tous rationnels [13: 4.2.5]. Vu la remarque finale
de 2.3, on est ramené à montrer (1) pour le groupe SLn, avec Uv = ,SLn(Dv)
pour tout Mais on a alors

où F, est le corps résiduel de c, et Nv le nombre d’éléments de F,~ [15: 2.2.5],
et d’autre part

d’où le résultat.

3. - Définition de quelques homomorphismes.

Le but de ce paragraphe est de définir les homomorphismes a*, ~* et jr
de l’introduction. Auparavant, nous rappelons quelques notions et faits

connus concernant la cohomologie des algèbres de Lie semi-simples et les
formes différentielles invariantes.

3.1. - Cohomologie d’algèbres de Lie et formes invariantes. Soient .F’ un

corps de caractéristique zéro, FI une extension de F, et g une algèbre de
Lie sur F. On note C* (g ; .F’ ) le complexe des cochaînes de g, à coefficients
dans .F’ et H*(g ; FI) l’espace de cohomologie correspondant [8; 9]. On a

donc, C* (g ; F’ ) = Homp(Ag, F’ ). Si g est semi-simple, alors H*(g ; F’ )
s’identifie à l’algèbre des invariants (au sens infinitésimal) de g, opérant
dans C*(g ; F’) par la représentation adjointe, et est une algèbre extérieure
[9: Thm. 10.2].
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Si F = R or C et F’ c C et si G est un groupe de Lie connexe sur F

d’algèbre de Lie g alors, en associant à ex E O*(g; F’) la forme invariante
à droite sur G égale à ce en l’élément neutre, on définit un isomorphisme de
0*(g; F’) sur l’espace des formes invariantes à droite sur G. Rappelons
que si F = R et si G est compact, connexe, cet isomorphisme induit un
isomorphisme de H*(g; .F") sur H*(G ; F’); ce dernier espace s’identifie donc
aussi dans ce cas à l’espace des formes biinvariantes sur G ; de plus, l’espace
des éléments indécomposables de degré 2j + 1 (j E N) de H*(G; F’) a un
représentant canonique dans H2i+l(G; F’), celui des éléments primitifs
de degré 2j + 1 de H*(G; .F" ) pour sa structure d’algèbre de Hopf naturelle
(Théorème de Samelson, cf. loc. cit.). On le notera F’ ) et on dési-
gnera aussi par p2i+l(g; FI) le sous-espace correspondant de H*(g ; F’). Tout
cela vaut aussi sur C pour un groupe connexe réductif complexe et son
algèbre de Lie.

3.2. - Cohomologie relative. Soit u une sous-algèbre de g. On note

C*(g ; u; F’ ) le complexe des cochaines relatives de g modulo u, à coefficients
dans .F" et .g*(g, u; F’) l’espace de cohomologie correspondant [8, 9]. En
particulier, C* (g, u; F’ ) est un sous-espace de C* (g ; F’ ), qui est canonique-
ment isomorphe à l’espace des invariants de u, opérant par la représentation
adjointe, dans F’).

Si .F’ = R, C et F’ c C, soit G comme plus haut et supposons que u soit
l’algèbre de Lie d’un sous-groupe fermé connexe U de G. On identifie g/u
à l’espace tangent à l’origine à Etant donné ex E C*(g, u; F’), il

existe alors une et une seule forme invariante sur U%G égale à ce à l’origine
et cette correspondance définit un isomorphisme de C*(g, u; F’) sur l’espace

des formes différentielles invariantes sur à valeurs

dans F’, d’où un isomorphisme canonique de H*(g, u; F’) sur F’).
On s’intéressera surtout au cas où F = R, g est semi-simple, u est l’en-

semble des points fixes d’un automorphisme involutif de g et ou bien g
est compacte, ou bien u est compacte maximale dans g, ou encore à la com-
plexification d’une telle situation. On sait qu’alors la différentielle exté-

rieure est identiquement nulle sur C*(g, u; F’) [9: p.101], donc C*(g, u; .F") =
= H*(g, u; F’). Si F = C, ou si F = R et G est compact, alors on a de
même, compte tenu du théorème de de Rham:

3.3. - Notations. Dans la suite de ce paragraphe, G est un groupe semi-
simple connexe défini sur Q, g son algèbre de Lie, ~’ un sous-groupe

compact maximal de G(R), 1 son algèbre de Lie et Gu un sous-groupe compact
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maximal de G(C) contenant .~’. On suppose, ce qui est loisible, que les
algèbres de Lie g(R) et gv de G(R) et Gu admettent les décompositions de
Cartan

avec

En particulier y Ï est l’ensemble des points fixes d’un automorphisme involutif
de g(R) (resp. Ou) qui laisse p (resp. stable et est donc égal à -Id. sur

cet espace. Soient encore

les projections naturelles, y et h un sous-groupe
discret de G(R).

3.4. - Les homomorphismes oc*, &#x26;«*, p., jr. Si a~ E 0*(g; C), on note
a(w) la forme invariante à droite sur Gu égale en l’élément neutre (3.1).
De même on associe à w une forme invariante à droite sur G(R), donc aussi
une forme P(co) sur G(R)IF, et C*(g, le; C), où fe=f QR C, on fait
correspondre une forme invariante à(q) sur G. et une forme invariante
sur X, donc une forme sur X/l’. En passant à la cohomologie, on
obtient un diagramme commutatif

où Â* est associé à l’inclusion C*(g, f,; C) -~ C*(g ; C). Comme on l’a rap-
pelé ci-dessus (3.1, 3.2), a* et â* sont des isomorphismes et H*(Gu; C) (resp.
H*(X«; C)) s’identifie à l’espace des formes biinvariantes (resp. invariantes)
sur Gu (resp. 

On peut aussi définir directement
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en associant à une forme invariante à droite w sur G,, (resp. une forme in-

variante ?y sur Xu) la forme invariante sur (resp. qui, à l’ori-
gine, a même extension que co (resp. 7y) à l’espace tangent complexe. L’homo-
morphisme il* associé en cohomologie à il est essentiellement celui qui nous
intéresse, mais il a l’inconvénient de ne pas envoyer la cohomologie réelle
en la cohomologie réelle, aussi voulons-nous en modifier légèrement la

définition. Vu 3.3 (2 ), il est clair que si une forme multilinéaire q de degré m
sur p 0 C a une restriction réelle à alors a une restriction réelle

sur En posant

on définit donc un isomorphisme de - 1 suer -

d’où l’homomorphisme canonique

3.5. - Nous voulons encore décrire une compatibilité qui sera utile

plus loin. On suppose 1~ sans torsion. Soient (Er) et (Er) les suites spec-
trales des fibrations définies par a~ et ~’, et (El) la suite spectrale de coho-
mologie relative de g mod f, [8, 9]. Cette dernière est définie à partir d’une
filtration de C*(g; C). On peut aussi définir et (Er) à partir d’une filtra-
tion de l’algèbre des formes différentielles (voir par exemple [3]). Il est

immédiat que a et # sont compatibles avec ces filtrations, donc induisent
des homomorphismes de suites spectrales. En particulier

satisfont à

où est l’isomorphisme canonique de 3.1.

4. - L’isomorphisme dans le cas déployé.

4.1. - Soient TT un espace vectoriel réel de dimension finie, L un réseau
de V et T = VIL le tore quotient. Alors H*(,T ; R) s’identifie canonique-
ment à l’algèbre des formes différentielles biinvariantes sur T, donc à 
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Etant donné soit c l’élément de correspondant. Il est

élémentaire qu’il existe un isomorphisme naturel de .L sur H1(11; Z)
tel que

4.2. - Soit G un groupe semi-simple simplement connexe défini et dé-

ployé sur R. On fixe un épinglage de l’algèbre de Lie g de G [7]. Soient 4
la sous-algèbre de Cartan donnée de g, .R le système de racines de g par
rapport à 1), S une base de R, hs (s E S), xa une base de Chevalley
de g associée à l’épinglage donné et gz la forme entière de g définie par cette
base. Si F est un sous-corps de C, on pose g (F) = g z@zF.

Soit g. la forme compacte standard de g associée aux données précédentes.
Elle est engendrée par t = ’ - 4R et les éléments u ~ xa-~- ~ ~ x_a (u E C; a E R)
et possède une forme entière sous-tendue par (
i(xa - (a ER). On note Gu et T les sous-groupes intégraux de G(C)
(vu comme groupe de Lie réel), d’algèbres de Lie gu et t.

L’algèbre est engendrée par les (a G R). On a

les décompositions de Cartan

avec

Les espaces H*(g(C); C) et H*(Gu; C) ont des Q-structures naturelles
définies par H*(g(Q); Q) et H*(Gu; Q). Nous nous proposons de déterminer
le comportement de l’isomorphisme 0153*: H*(g(C); C) --~ H* (Gu; C) de 3.3 par
rapport à elles. Chacune de ces algèbres est une algèbre extérieure sur un
espace d’éléments primitifs (3.1). Il suffit donc de connaître l’effet de a*

sur ces derniers.

4.3. - PROPOSITION. Soient
1

resp. l’espace des éléments primiti f s de degré 2m + 1 de

Alors a* applique
isomorphiquement sur L’injection cano-

nique - applique isomorphiquement sur

Si c E ~*, on note w, la forme invariante à droite nulle sur les xa et in-
duisant c sur 4. Soit wa la forme invariante à droite duale de xa, nulle sur 1).

On identifie t au revêtement universel de T par l’application exponentielle.
Le groupe fondamental de T s’identifie alors à 2ni. 1)z. Soit P le groupe
des poids. C’est donc la Z-forme de 4* duale de 1)z. L’isomorphisme de 4.1
induit un isomorphisme y de (2ni)-1.P sur H1 (T ; Z). On a (cf. [6 : Part I,
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et est un cocycle de C2(g, 4; C). L’application
ainsi définie est la transgression [9]. On a de même la transgression
Hi(T; C) - C) (cf. [2~) . L’isomorphisme a* commute évidem-
ment à la transgression donc, puisque y définit un isomorphisme de

Q) sur Q) on a

En particulier, a* définit un isomorphisme

Comme sont isomorphes et que ,.
est engendrée par ses éléments de degré deux [2: §26; 11], on voit que 0153*

induit des isomorphismes

De même, y et oc* définissent des isomorphismes

On considère les suites spectrales de g mod 1), y g,, mod t et Gu mod y.
Elles sont isomorphes. En particulier, au niveau des termes ~2 on a un
isomorphisme

et aussi, vu (5), (6)
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Soit (Er) la suite spectrale de Gu mod T. D’après J. Leray [11: p. 110], elle
se termine à et l’isomorphisme Gr H*(G.; Q) = E~ ~ Ea applique les
primitifs dans E3~1. On a alors une assertion similaire pour les deux autres
suites spectrales considérées ici, et la proposition résulte de (7), (8).

4.4. - Normalisation de mesures invariantes sur T-,G.. et Gu. On sait

que admet un nombre fini de structures complexes invariantes, y
chacune associée à un ordre sur les racines [6: Part l, 9 10]. Supposons
TBG,. muni de la structure complexe donnée par les racines positives. Alors

les classes de Chern entières c; de TBGu sont les fonctions symétriques
élémentaires en les (a &#x3E; 0) [6: Part 1~ §10.8]~ donc c, est

représentée par

où aj désigne la j-ème fonction symétrique élémentaire. On sait que c,/2
est aussi une classe entière et que (m = (dim T/Gu)/2) est (m!).P,
où F est la classe fondamentale [6: Part II, § 14.3]. Si r est la somme des

racines positives, y alors cl est représentée par la forme

donc

D’autre part, vu 4.1, TI Ws est la classe fondamentale de T multipliée par
sES

~ est la dimension de T. Par suite, à l’orientation près, la classe
fondamentale de Gu est représentée par la forme

Cette forme définit donc la mesure de Haar de Gu de volume total 1.

~. - Les homomorphismes x* et ~8 * pour SLn.

5.1. - Soient n E N, on pose Gn = SLn et on note gll l’algèbre de Lie
de On fixe un corps de nombres k et on pose Gn = On utilise

les notations du § 1. On envisage ici Gll comme un k-groupe, mais comme
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il est déjà défini sur Q, on a évidemment ’ 
(

pour tout o- E Z, et en
particulier

On pose

si v est réelle , y

si est complexe ,

et, y dans les deux cas, y

Si v est complexe, .Knv est identifié à la diagonale de
est donc isomorphe à K, en tant qu’espace homogène. Soient encore

où les produits sont pris sur l’ensemble Y~ des places archimédiennes de k.
Enfin, hn désigne un sous-groupe arithmétique de Gn. C’est donc un

sous-groupe de commensurable à l’image de par l’isomorphisme
canonique défini par la restriction des scalaires.

5.2. - Si v est complexe, est évidemment totalement non homologue
à zéro dans Si n est impair, il en est de même pour v réelle [2: § 30], y
donc K, est totalement non homologue à zéro dans et la suite spec-
trale (E) de Gnu ~ Nu dégénère. Il en est alors de même pour la suite

spectrale (Er) de gn modulo fnc (cf. 3.5), qui lui est isomorphe, et pour celle
de (I, sans torsion), vu 3.5.

Le fait que (Er) dégénère signifie qu’il existe un isomorphisme cano-
nique d’espaces vectoriels gradués entre E’2, gradué par le degré total, et

C), où Gr signifie l’espace gradué associé à une filtration con-
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venable de H*(Gnu; C). Mais ici on a en fait, toujours pour n impair, un
isomorphisme naturel d’algèbres graduées. En effet ces trois algèbres sont
des algèbres extérieures; C) est une algèbre extérieure sur un espace
d’éléments primitifs P. De plus P est somme directe de deux sous-espaces
Pl, P2 tels que a* applique H*(Xnu; C) isomorphiquement sur I1P1 et que la
restriction C) - H*(Kn; C) applique isomorphiquement sur

C) (l’assertion relative à c~* est un théorème de H. Samelson, cf. par
exemple [8: Théorème 13.2]). On a donc un diagramme commutatif

où les flèches verticales sont des isomorphismes. Si l’on se limite aux degrés
 (n -1 )/4, pour lesquels P* est un isomorphisme [4], alors ¡3* est un iso-
morphisme et on a de même un diagramme commutatif

5.3. - L’algèbre de cohomologie Q) est une algèbre extérieure
sur un espace d’éléments primitifs P’, et P’2m+1 est de dimension 1 si

1  m  n, zéro sinon. On fixe un générateur W2m+l de on note

aussi de la même manière la forme rationnelle biinvariante sur ,SLn(C) égale
à W2m+l à l’origine. De même, pour a E 1:, dénote la forme sur

OQ a(F) définie par W2mWl ou la forme biinvariante sur associée.

L’algèbre H*(g,,; C) est le produit tensoriel des algèbres C),
donc de d copies de C). Par suite l’espace P2-+l des éléments pri-
mitifs de H2-+’(g,; C) est de dimension d et admet les 

comme base. La forme

(cf. § 1 pour les notations) est une forme biinvariante sur Gn, définie sur Q,
dont la valeur à l’origine représente un générateur de

Soit
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5.4. - PROPOSITION. On a

En effet, oc* est le produit d’isomorphismes

donc en fait d’isomorphismes H*(g’; C), auquels on peut ap-
pliquer 4.3, ce qui entraîne la proposition.

5.5. - THÉORÈME. Soit m E N et supposons n -1 &#x3E; 4d(2m + 1). Posons

Yn = Soit Zm(l’n; Q) la d-ième puissance extérieure de l’espace des
éléments indécomposables de H2m+l(Yn; Q)..Alors

Si (1) est vraie pour un sous-groupe arithmétique de Gn, elle l’est pour
tous. D’autre part, soit q un entier ~ n. Le groupe est naturellement

plongé dans Ga . Si l’on choisit F. et ra tels que = f1 Gn , alors on
a un diagramme commutatif

où é, e’ sont les homomorphismes associés à la restriction, et sont donc com-
patibles avec le structures rationnelles. De plus gn est totalement non

homologue à zéro dans 9(1 donc ~o est surjective. Il en est alors de même

pour p’ en dimensions  (n -1 )/4. L’assertion (1) pour q implique donc (1)
pour n. Par conséquent, il suffit d’établir (1) pour n arbitrairement grand,
et un choix quelconque de l’n . On supposera n &#x3E; 4d(m + 1)2 impair et 
sans torsion.

Soit sj un nombre complexe tel que

Il est déterminé à un facteur rationnel près et nous devons montrer que l’on a
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Soient W2i+l, RW2i+l comme en 4.2 et

Les nombres -gi sont définis en calculant modulo les éléments décomposables,
i. e. , en considérant des quotients de la cohomologie. Mais nous voulons nous
placer dans la cohomologie elle-même; il faut alors avoir quelques renseigne-
ments sur les éléments décomposables ainsi introduits. Notons des

éléments de Q ) qui forment une base d’un supplémentaire dans
l’espace des éléments décomposables, donc qui, par passage

au quotient, définissent une base de l’espace des éléments indécomposables
de degré 2j + 1. On peut écrire

où d;,a est dans la sous-algèbre de H* ( Y~ ; C) engendrée par les ro~8+1,0’ avec
s  ~ T e 27. Par suite, si l’on pose

on a

avec

et e; dans l’idéal h engendré par les avec s  j. En passant au

quotient par les éléments décomposables on voit que

D’autre part 1; est aussi l’idéal engendré par les ~* (acv2$ + 1 ). Il est donc an-

nulé par ~*(~~_1), d’où

ou encore

Comme il suffit, pour établir (4) et le théorème, de montrer
l’existence d’une sous-variété compacte Zj de Yn, de dimension j2 + 2j,

41 - Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa
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telle que

m. Soit D une algèbre à division centrale sur k, de rang
( j + 1)2 et soit H’ le groupe algébrique semi-simple correspondant (2.3).
On plonge D dans l’algèbre des matrices carrées d’ordre n par la représenta-
tion régulière, d’où des plongements de H’ dans 6~ = SLn et de H = 
dans Gn . Le groupe est un sous-groupe arithmétique de H sans
torsion et le quotient

est donc une sous-variété compacte connexe orientable de Yn. La forme

(3(Rr¡j) est une forme rationnelle sur G , biinvariante et définie sur Q. Sa

restriction à H est une forme rationnelle biinvariante définie sur Q de degré
maximum j2 + 2j. Montrons qu’elle est non nutte. Avec nos conventions,

est une forme sur Yn, mais cette assertion est indépendante de 
Convenons de désigner aussi par @ l’application qui associe à une forme sur
l’algèbre de Lie la forme invariante à droite sur le groupe qui lui est égale à
l’origine. Nous devons donc montrer que la restriction de à H(R),
ou, ce qui revient au même, à H(C), est non nulle. Comme H(C) est le
produit des GH’ et que est, à un facteur numérique près, le produit
des Gr¡i (a E 27), il suffit de faire voir que la restriction de iîi à ~ est non nulle.

On a H(C) = Comme l’inclusion H’ - G§ provient de la repré-
sentation régulière de D on peut supposer, après conjugaison, que le plon-
gement de H(C) dans SLn(C) est le composé de l’application diagonale de
.H’(C) dans le produit de j + 1 copies B~ (1  s  j + 1) de et de

l’injection standard de ce produit dans SLn(C). On a des isomorphismes
naturels (1  s  j + 1) et les H$ sont conjugués au sous-groupe
standard de défini par les j + 1 premières coordonnées.
Les restrictions Ts de aux .gs sont des formes non nulles qui se corres-
pondent par les isomorphismes (1  s, t  j + 1). La restriction de

à H’ est donc égale à 
Ainsi a une restriction non nulle à H. L’égalité (11) résulte alors

de 1.6 (2) et 2.4.

5.6. - Remarque. Nous avons utilisé le fait que P* est un isomorphisme
dans les dimensions considérées, par exemple pour pouvoir établir 5.5 (10).
Mais la démonstration du fait que a une intégrale non nulle sur Zj
en est évidemment indépendante. Cela montre donc en particulier, sans
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utiliser [4], que 0. Vu la définition de cela entraîne que fl*
est injectif en degrés  2m + 1. Or on a le diagramme commutatif

et l’application ~,~‘ est injective si n est impair (cf. 5.2). Par suite j; est
injectif en dimensions 2m + 1. Cela donne donc une démonstration de

l’injectivité différente de celle de [4], tout au moins jusqu’à une dimension
qui est plus petite que (n -1)/4, mais au moins égale à (dn)t, et qui tend
donc aussi vers l’infini avec n, ce qui suffit pour les applications à la coho-
mologie stable.

6. - Les régulateurs supérieurs de k.

6.1. - On conserve les notations de ~.1, y 5.2. Soient m, y n E N et sup-

posons (n - 1) &#x3E; 4d(2rrz + 1). Soit l’espace
des éléments indécomposables de degré de

Il est donc de dimension dm (cf. [4: 11.4] et 1.4). Soit

6.2. - THÉORÈME. L’homomorphisme canonique (cf. 314) applique
avec j

Les homomorphismes considérés ici sont compatibles avec la restriction
Notre assertion pour n l’entraîne donc

pour q. Il suffit par suite de la démontrer pour n arbitrairement grand. En
particulier, on peut supposer n impair. Dans ce cas, y 5.2 (1), (2) donnent un
diagramme commutatif

avec
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Soit sm (resp. tm) un nombre complexe tel que

Soit. la (d - dm)-ième puissance extérieure de l’espace des élé-

ments primitifs de degré 2m + 1 de Q ) (qui est de dimension

d - dm). On a des isomorphismes canoniques

donc, vu (1),
D’après 5.4 et 5.5 on peut écrire

Mais, en dimension s, on a vu 3.4 (4), donc

Comme si m est pair non nul et dm si m est impair, y
l’exposant de i est toujours pair, ce qui établit le théorème.

6.3. - REMARQUE. Supposons k totalement réel et m impair. Alors

dm = 0 donc (cf. 6.2 (4)), on a des isomorphismes

et, vu les définitions, p* devient l’identité de Q). On a alors

sm =1, et 6.2 fournit donc une démonstration du fait bien connu que
est un nombre rationnel sous ces hypothèses.

6.4. - Zes régulateurs de k. Soient

(cf. [4: §§ 10, 11]). Définissons et comme

et . On a aussi, vu [4: ~ 11])
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Le nombre est défini à un facteur rationnel près. Nous voulons en fixer
une normalisation. On sait que s’identifie au dual de

et que de même s’identifie au dual de

Par suite

s’identifie au dual de

Soit xm (resp. ym) un générateur du dual de

On définit alors le nombre ..Rm par l’égalité

en supposant de plus Rm &#x3E; 0, ce qui est loisible, y quitte à remplacer 
par - xm . On obtient ainsi le m-ième régulateur de k (m &#x3E; 1) défini

dans [12: §4]. La conjecture de [12] impliquerait en particulier c.,
avec

Mais il résulte de l’équation fonctionnelle (cf. [15: VII, Thm. 3, p. 129])
que l’on a

Le théorème 6.2 montre que si l’on remplace dans cette égalité conjecturale
le membre de gauche par autrement dit par

alors le quotient des deux membres est en tout cas un nombre rationnel.

7. - Remarques générales sur l’homomorphisme jr.

7.1. - Nous revenons à la situation générale de 3.3 et notons Bx un espace
classifiant pour K [2]. La fibration principale est image réci-
proque de la fibration universelle par une application classifiante
~ : Xu --~- B~, définie à homotopie près. Supposons -P sans torsion. Alors
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est aussi une K-fibration principale. Soit

une application classifiante.

7.2. PROPOSITION. Le diagramme

est eommutatit.
Cela se voit facilement en utilisant l’interprétation de Q* et 9’* à l’aide

de l’homomorphisme de Chern-Weil. Indiquons brièvement comment.

Les décompositions de Cartan 3.3 (1) définissent des connexions sur Gu et
respectivement, dont les tenseurs de courbure sont donnés par la

relation R(X, Y) = ad[X, Y] (X, Y dans p, ou dans pu). Soit d’autre part IK
l’algèbre des polynomes sur t invariants par la représentation adjointe de K.
Il existe un isomorphisme canonique t5: R) tel que si 
alors e*(t5(P)) (resp. ~’*(~(P)) est représentée par la classe de cohomologie
de la forme fermée invariante par Gu (resp. G) donnée par (Xi ... X2m) ~

X2), ..., R(X2m-l, X2m)). Cela étant, la commutativité de (1) ré-
sulte de la définition même de j;.

7.3. - COROLLAIRE, Soit x E H*(Xu; Q). Si x est contenu dans l’image
de Q*, alors j(x) E H*(1-’; Q). Si G et K ont même rang, alors j*(H*(Xu; Q)) c
c H*(1~; Q).

Les homomorphismes Q* et Q’* proviennent d’applications continues,
donc envoient la cohomologie rationnelle dans la cohomologie rationnelle.
Vu 7.2, cela établit la première assertion. La deuxième résulte alors du fait
que ~* est surjectif si Gu et K sont de même rang [2 : § 26].

7.4. - Supposons G connexe. D’après [10], H*(Xu ; Q) = A Q B, où

A = Im e* est la sous-algèbre caractéristique et est formée d’éléments de
degrés pairs et B est une algèbre extérieure appliquée isomorphiquement
par o~* sur Im a*. Cette dernière est une algèbre extérieure engendrée par
des éléments primitifs, comme on l’a déjà rappelé (5.2). D’après 7.3, j*(A) c
c H*(F; Q). On a, pour m entier, J2m+I(Xu; Q) = 12-+’(B), donc aussi

Q ) = Lm(B). Le problème général dont nous avons discuté un cas
particulier plus haut est donc d’étudier les nombres réels Sm tels que
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lorsque j* est un isomorphisme en dimensions  2 m + 1. Dans certains cas
classiques, on retrouve en fait certains des régulateurs du § 6. Par exemple
Soit 6 = GKIQ Le plongement SL2n donne lieu a un diagramme
commutatif

où les flèches verticales sont les homomorphismes de restriction. La forme

compacte standard de SP2n(C) est le groupe unitaire quaternionnien USp.
à n variables quaternionniennes. Sa cohomologie est une algèbre extérieure
sur des générateurs de degrés 2m + 1, avec m impair  n. L’espace dual
de est sa cohomologie réelle est concentrée en
degrés pairs, et est égale à sa sous-algèbre caractéristique, puisque U(n)
et USpn ont même rang. On a, comme dans 3.4, une décomposition

donc,

et est de dimension r2 pour m impair, nulle pour m pair &#x3E; 0.
Par conséquent, on n’a à considérer Sm que pour m impair. Mais Uspn est
totalement non homologue à zéro dans [2: §30]. On en déduit immé-
diatement que v* induit un isomorphisme de sur

d’où 8m - Rm pour m impair. On a un résultat semblable si
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