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Inéquations quasi variationnelles dépendant d’un paramètre.

A. BENSOUSSAN (*) - J-L. LIONS (**)

dédié à Hans Lewy

Introduction.

Par « Inéquation Quasi Variationnelle » - en abrégé I.Q.V. - on en-
tend des problèmes du type suivant: soit V un espace de Hilbert sur R,

une famille d’ensembles convexes fermés non vides dépendant de
soit a(u, v) une forme bilinéaire continue sur V, coercive (ce qui

peut être affaibli dans les applications); on cherche alors u telle que

où v ~ (f, v) est une forme linéaire continue sur V.
Ces I.Q.V. ont été introduites dans Bensoussan-Lions [1] pour l’étude

de problèmes de contrôle impulsionnel. Si K(v) = .K ne dépend pas de v
on retrouve la notion d’Inéquaüon Yariationnette (I.V.) (cf. Stampacchia [1],
Lions-Stampacchia [1]).

Pour le cas où a(u, v) correspond à un opérateur elliptique du 2-ème ordre,
on connait (Bensoussan-Goursat-Lions [1], L. Tartar [1]) des résultats

généraux d’existenee de solution, un résultat d’unicité ayant été donné par
Th. Laetsch [1].

On n’a, pour l’instant, que des résultats partiels sur la régularité de la
solution (cf. en particulier Hanouzet-Joly [1]) (1) et, semble-t-il, aucun

résultat du type de ceux de Lewy-Stampacchia [1], Kinderlehrer [1] sur la

(*) Université Paris Dauphine.
(**) Collège de France.
(1) Pour la régularité dans le cas des I.V. cf. Brézis-Stampacchia [1], Brézis [1].
Pervenuto alla Redazione il 10 Giugno 1976.
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régularité de la surface libre liée aux I.Q.V. (les I.Q.V. correspondent en effet,
dans le cas des problèmes de contrôle impulsionnel, à des problèmes à fron-
tière libre et par àilleurs Baiocchi [1] a montré que certains problèmes à fron-
tière libre de l’hydraulique peuvent se transformer en I.Q.V.; cf. aussi un
problème de la physique des plasmas se ramenant à une I.Q.V. dans
J. Mossino [1]).

Nous abordons ici les problèmes suivants:

1) supposant que l’on ait une famille de formes bilinéaires a(Â; u, v)
dépendant continûment (dans un sens convenable) du paramètre ~,, et u(Â)
désignant la solution de l’I.Q.V, correspondante, u(Â) dépend-elle conti-

nûment de A?
Nous donnons au n. 1 une réponse positive dans le cas d’I.Q.V. corres-

pondant à des problèmes de contrôle impulsionnel (la démonstration ainsi
obtenue est donc indirecte) et au n. 2 nous donnons, pour un système par-
ticulier, une autre réponse positive, dans un problème où l’on a des résultats
de régularité;

2) nous considérons ensuite une famille d’opérateurs AB (ou j4.B si ~, = E)
convergents en un sens très faible (la G-convergence; cf. de Giorgi-Spa-
gnolo [1], Spagnolo [1], Sbordone [1]) vers A et nous montrons au n. 3 pour
le même système que celui considéré au n. 2, que la solution de 
relative à A’ converge vers la solution relative à ~. Pour le cas d’I.V. un

phénomène analogue avait été observé par Bensoussan-Lions-Papani-
colaou [1] [2], Boccardo et Capuzzo-Dolcetta [1], Boccardo-Marcellini [1],
Attouch et Konishi [1], Murat [1] et, pour d’autres propriétés dans ces direc-
tions, L. Carbone [1] ainsi que des résultats (non publiés) de L. Tartar. Nous
terminons par un problème général ouvert dans ces directions.

On peut donner, par l’usage des I.Q.V. d’évolution (cf. Bensoussan-
Lions [2], [3], [4], Mignot-Puel [1]) des extensions des résultats qui suivent
à des I.Q.V. d’évolution avec paramètre. On n’explicite pas cela ici - cf. Ben-
soussan-Lions [5].

1. - I.Q.V. du contrôle impulsionnel.

1.1. Hypothèses. Notations. Enoncés des résultats.

Soit 6 un ouvert borné de .Rn, de frontière .1~ régulière. On se donne des
fonctions où ~, E [o,1], vérifiant :

(1) La norme de Q~, est où tr = trace.
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On note

et on suppose que l’on a

On se donne aussi

On définit maintenant un problème de contrôle impulsionnel. Tout

d’abord à gA, Qx est associée une equation différentielle stochastique

où w(t) est un processus de Wiener dans normalisé, construit sur un espace
de probabilité (,5~, ~, P). On se donne une famille ’FI croissante de sous
a-algèbres de A, continue à droite pour laquelle w(t) est une Y’ martingale.

Un contrôle impulsionnel est un ensemble

où les 9’ forment une suite croissante de temps d’arrêt de e telle que

(1) Seules les valeurs sur 0 interviendront, de sorte que (1.2) n’est pas restrictif.
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A tout contrôle V correspond la trajectoire yi = 

On note -rx == T~,z le temps de sortie de de l’ouvert 6. On pose

et

On rappelle le résultat suivant (Bensoussan-Lions [4], [5]) :

avec les notations suivantes:

....

où l’on a posé

Notre but est de démontrer le

THÉORÈME 1.1. Sons tes hypothèses (1.1), (1.2), (1.3), (1.5), (1.6), (1.7), on a

(1.18) Â est continue de [o,1 ] - 00 (0).
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1.2. Démonstration du Théorème 1.1.

Nous allons utiliser la formule de représentation (1.13).
Soit T &#x3E; 0, qui sera choisi ultérieurement et c5 &#x3E; 0. Soit

On pose

Soit l’ensemble des contrôles impulsionnels vérifiant les propriétés
suivantes :

Soit la solution de

qui possède une solution régulière vérifiant en particulier

On va démontrer que l’on a
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où la constante C ne dépend ni de x, ni de Â, ni de ô, ni de T. Naturel-

lement, on a

Soit 9Y un contrôle impulsionnel quelconque; on va construire un contrôle

tel que

d’où l’on déduira aisément (1.28).
On peut sans perte de généralité supposer que le contrôle impulsionnel

satisfait (1.21).
En effet, si plusieurs impulsions ont lieu en même temps, on les remplace

par une seule impulsion dont l’intensité est la somme des intensités (c’est
loisible). La trajectoire est inchangée. On obtient un contrôle impulsionnel
dont le coût est plus bas, grâce à la sous linéarité de c et au fait que l’on
ne paye qu’un seul coût fixe.

Soit

Si sur un ensemble de mesure non nulle N = + oo , alors

et donc _ + On peut donc encore sans perte de généralité sup-
poser que la première partie de (1.22) est vraie.

A partir de 9-Y, on construit b de la manière suivante ( 1 ) :

(1) On omet d’écrire l’indice A.
(2) Lorsque 0, = + oo, 1, a une valeur arbitraire.
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Dans le dernier cas, on notera que si y(6i - 0) E 66 et 8z = At7, alors
il y a un saut en 8Z qui fait sortir le processus de °«5, donc il existe À; véri-
fiant (1.34). On définit bien par (1.31), ..., (1.34) un nouveau contrôle impul-
sionnel admissible. Remarquons que, au moins si (1.21) est vérifiée, alors

En effet (1.35) est évident si ia est un point de continuité de la trajec-
toire y. Si 2a est un point de discontinuité, alors 0 et la trajectoire
se comporte comme une diffusion pendant un petit intervalle de temps
après 7:6, et donc sort de 0, y ce qui fait que Ve on peut trouver 8 tel que
-c’5  s  -rd + e et d’où ~l~  s, et donc (1.35). La trajectoire

coïncide avec y(s) sur [0, de plus

En effet si Ad  T et si Aô est un point de continuité de la trajectoire y(s),
alors d’après (1.32), g(s) coïncide avec y(s) sur [0, et ia = Aô, donc,
d’après (1.33), évolue librement après Ad, d’où i6 = Aô. Si Aô est un
instant de saut de y(s), alors ou bien y(A6- 0) E ôOcJ et alors d’après (1.32)

0), ou bien 0) E 06 et alors A6 = iô et d’après (1.34)
y(A6) E ôOcJ. Donc encore tô = Si T, alors T, d’où (1.36).

On vérifie par ailleurs que satisfait (1.21), ... , (1.25). Comparons
et Comme de 9Y à fi5 on diminue éventuellement le nombre

d’impulsions et la taille des sauts, on a

Or

Comme on obtient (puisque f &#x3E; 0),
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Or

et

Par ailleurs

D’après (1.26) et la formule de Ito, on a

soit, puisque yx(i) E 86,

Comme 1p(~o) = 0, on obtient

On a bien démontré (1.30), d’où (1.28).
Soit un contrôle E On note YA la trajectoire correspondante,

et y~,~ la trajectoire correspondant au même contrôle mais avec les coef-

ficients gA’, v~~,, . On notera les quantités analogues à TA, if pour la
trajectoire y~,,~(t). Comme

on a donc
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d’où

D’où

Posons

D’après (1.3) on a

Donc

D’après l’inégalité de Gronwall, on voit que

Reprenant (1.38), on a

d’où
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On déduit de (1.43)

On peut toujours supposer x E 6 (car si x E alors
et en prenant Ô assez petit, que 

Pour un évènement co tel que

on a nécessairement

En effet pour s E [0, T[, on a E Ùô, donc, d’après (1.45)

et donc YA’A(S) c- 0 pour

Par conséquent, on a

Si alors !1~  T et  donc E 0. Comme
est le dernier instant éventuel de saut (cf. (1.23)), alors YA’Â est une diffusion
après donc

est une diffusion après

Posons

On utilise maintenant la fonction t) solution de
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On a, de manière analogue à (1.28)

où yT E ]o,1 [, et C(T) sont indépendants de ~,.

Or

Mais

d’où

Puis

et d’après (1.47) cette quantité est majorée par
Enfin, d’après (1.43)

Donc finalement

Alors
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On calcule alors

Sans perte de généralité, on peut supposer que f est uniformément con-
tinue et bornée sur si l’on pose

alors - 0 lorsque é -~ 0. Donc, puisque h est croissante et bornée

Puis

et d’après (1.53)

Donc finalement

On en déduit
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et d’après (1.28)

Mais échangeant les rôles de Â et ~,’, on obtient le même second membre.
Donc

En faisant tendre successivement ~,’-~ ~,, puis ô - 0, puis
en déduit

ce qui achève la démonstration du Théorème 1.1.

REMARQUE 1.1. Des résultats analogues peuvent s’établir dans les cas
non stationnaires, ou pour d’autres I.Q.V. susceptibles d’interprétation du
type contrôle impulsionnel.

2. - Un système d’LQ.V. avec paramètre. 

’

2.1. Enoncés des résultats.

Dans l’ouvert borné 0 de frontière régulière 7~ on considère l’opérateur
A (Â) donné par

pour chaque ~, E [0, 1], on suppose que
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On suppose que A(Â) dépend continûment de A au sens suivant

est continue de

faible étoile .

On se donne par ailleurs

Pour ~, fixé dans [0, 1] on considère le système d’I.Q.V. que voici - qui
correspond à un problème de contrôle impulsionnel (de tels systèmes ont
été introduits dans Bensoussan-Lions [3]) :

REMARQUE 2.1. Ce qui suit est valable, avec des changements mineurs,
si l’on remplace les conditions de Dirichlet (2.8) par celles de Neumann

On commencera par rappeler l’essentiel de la démonstration du résultat
suivant, pour A fixé:

THÉORÈME 2.1. On suppose que (2.2), (2.4), (2.5) ont lieu et que

Alors le problème (2.6), (2.7), (2.8) admet une solution unique telle que
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REMARQUE 2.2. On a également, sans l’hypothèse (2.10), existence et
unicité d’une solution faible.

On démontrera ensuite le résultat suivant, exprimant la dépendance
continue de la solution en A:

THÉORÈME 2.2. On suppose que (2.2), (2.3), (2.4), (2.5) ont lieu et que (com-
plément à (2.10)) Â -&#x3E;ail(-, Â) est continue de [0, 1] - C1(t). Alors, lorsque
Â -~~0) on a:

2.2. Démonstration de l’unicité dans le Théorème 2.1.

On va en fait démontrer l’unicité de ta solution faible, par une adaptation
de la méthode de Th. Laetsh [1]

Pour u, v posons (1)

alors la solution éventuelle du problème (2.6), (2.7), (2.8) satisfait à

D’après la théorie des I.Q.V. stationnaires (Bensoussan-Goursat-Lions [1],
L. Tartar [1]) on sait qu’il existe une solution maximum ui , u, i.e. telle que,
si wl , W2 est une autre solution éventuelle, on a:

Le théorème de Laetsch, loc. cit., donne l’unicité si

(1) On va supprimer l’indice ~, dans cette démonstration, ainsi qu’au point 2.3,
puisque A est fixé.
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L’adaptation suivante du raisonnement de Laetsch conduit à l’unicité sans
l’hypothèse (2.4), donc avec l’un des ki pouvant être nul. Nous ne restrei-
gnons pas la généralité en supposant que

Suit ai le plus grand réel &#x3E; 0 tel que

ai existe et d’après (2.15), 0~x~l.
Vérifions que l’on a nécessairement

On déduit de la 2-ème I.Q.V. (2.14) que

et par définition

Comparant ( 2 .19 ), (2.20), comme on en déduit que 
donc d’après la définition de 

Mais l’on peut échanger les rôles de ul et U2 (le raisonnement précédent
étant valable même si kl = 0 ), donc OC2:~-~- al donc on a (2.18).

Montrons maintenant que ce qui montre que 
Supposons par l’absurde que

On introduit alors P tel que

(ce qui est possible grâce au fait que ki &#x3E; 0).
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On a alors, d’après la 2-ème I.Q.V. (2.14):

et donc ~~c2 ~ ~,v2 donc ce qui contredit la définition de oea. Donc

2.3. Démonstration de t’ existence dans le Théorème 2.1.

En supprimant toujours l’indice ~, dans l’écriture - mais nous vérifie-
rons dans ce qui suit que les estimations a priori obtenues sont indépendantes
de Â - on introduit le problèmes pénatisé suivant: on désigne par wl,e, W2.
la solution de

où

et où, comme d’ordinaire, g~+ = sup (99, 0).
Le problème (2.22) admet une solution unique par application du principe

du maximum. On voit facilement que

où est la solution du problème de Dirichlet

On note maintenant que, grâce à (2.4),

On déduit de (2.22) que

et on multiplie scalairement (2.27) par
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Comme P’ = 0 au bord de 0, on en déduit

d’où, ,u désignant un nombre &#x3E; 0 quelconque

et l’on peut choisir p de façon que

comme , on déduit donc de (2.28) que

D’après (2.24) et (2.5), on a:

(indépendant de ~,)

et (2.29) donne donc

constante indépendente de E et de ~, .

Echangeant, ce qui est loisible, les rôles de W!8 et W28’ on a aussi

Mais alors (2.22) donne

Mais si Aw,,, E WiS = 0 sur 1~’ alors, d’après la théorie classique des
problèmes de Dirichlet dans on a:
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Si en outre, comme dans le Théorème 2.2, on suppose que ~, -&#x3E; aij(-, ~,) est
continue de [0, 1] - C1( c~ ), alors (2.33) est uniforme en A.a

On sait par ailleurs que, lorsque E -~ 0, dans faible, ui

solution faible de Cela, joint à (2.33) montre que la solution

Ui = u,(Â) vérifie (2.11), ce qui achève la démonstration du Théorème 2.1
et montre en outre que, sous les hypothèses du Théorème 2.2 on a: -.

2.4. Démonstration du Théorème 2.2.

D’après (2.34) on peut extraire de ui(Â), lorsque A - 4, une suite en-
core notée ui(Â) telle que

On a alors

En effet, .A(~,)ui(~,) demeure dans un borné de et on peut donc sup-
poser que pour une sous suite, A(~,)uz(~,) dans faible. Reste à

voir que Prenant il suffit donc de vérifier que

i.e. que, par exemple,

comme on peut prendre p &#x3E; 2, on a donc

dans LP’2(0) faible et même chose en échangeant les indices 1 et 2.
Donc on vérifie que 1jJ¡, "P2 est solution de PI.Q.V. relative à Aoy donc

tpi = et (2.34) démontre alors le Théorème 2.2.
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3. - Homogénéisation d’I.Q.V.

3.1. Position du problème.

On considère Y =11]0, dans Rn; une fonction E L°’(Rn) est dite

Y-périodique si elle est de période y’ en yi . On se donne

Y périodique ,

Pour chaque E &#x3E; 0 on considère alors l’opérateur donné par

REMARQUE 3.1. On pourrait aussi considérer un opérateur Aa avec des
termes du 1-er ordre et d’ordre 0, a; et ao E LOO(Rn), Y-pério-
diques, ao 0. m

On se donne par ailleurs ki, fi comme au n. 2 et l’on désigne par 
solution de l’I.Q.V.

On veut étudier le comportement de Ui8 lorsque 8 -* 0. a

3.2. Opérateur A homogénéisé de A.~.

On introduit (cf. De Giorgi-Spagnolo [1], Bensoussan-Lions-Papanico-
laou [1]) l’opérateur homogénéisé A associé à As. Pour cela, posons
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et soit y’ la solution - définie à une constante additive près - de

xi Y-périodique (i.e. xf prend des valeurs égales sur les faces op-
posées de Y) .

On pose

et l’on définit

mesure de Y.

Alors

ce qui définit un opérateur elliptique.
On sait alors que si US (resp. u) désigne la solution dans H§(0) de

(resp. de

on a

3.3. Résultat sur l’homogénéisation de t’LQ. Y. (3.3 ) .

On va démontrer le

THÉORÈME 3.1. On suppose que (3.1) a lieu et que Ae et .1t sont définis
par (3.2) et (3.8). Soit u1e, U2B la solution dans Hol(O) de l’I.Q.V. (3.3) satis-
f aisant à

Lorsque a -&#x3E; 0, on a:
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0Ù ul, u2 est lac sotution dans « homogénéisée ) »

3.4. Démonstration du Théorème 3.1.

D’après l’analogue des estimations (2.30), (2.31) avec p = 2 (et où a joue
évidemment un rôle différent!), on a :

(où 11 = norme dans L2(é»).
On peut alors extraire une sous suite, encore notée uie, telle que

dans .L~(c~) faible.

Comme dans L2(l~) fort, on voit que, par exemple

dans faible, et par conséquent

On aura alors 1jJi = ui et le Théorème si l’on montre que
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Mais si l’on définit 0,,, par

on a, d’après l’uniforme coercivité en E de A6:

Mais d’après (3.18), dans H-1(0) fort, donc

Alors

et d’après (3.11) on a:

Mais d’après (3.17) et (3.23) ’UiE ~ "Pi = Û, et (3.25) montre (3.20).

3.5. Problème ouvert.

Soit M(v) un opérateur comme au numéro 1

Supposons k &#x3E; 0; soit solution de

avec
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Soit par ailleurs A l’homogénéisé de A6 et u la solution de l’I.Q.V.

A-t-on dans faible lorsque 
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