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Inéquations quasi variationnelles dépendant d’un paramétre.

A. BENSOUSSAN (¥) - J-L. LIONS (**)

dédié & Hams Lewy

Introduction.

Par « Inéquation Quasi Variationnelle» — en abrégé 1.Q.V. — on en-
tend des problémes du type suivant: soit ¥V un espace de Hilbert sur R,
K(v) une famille d’ensembles convexes fermés non vides dépendant de
veV; soit a(w,v) une forme bilinéaire continue sur V, coercive (ce qui
peut étre affaibli dans les applications); on cherche alors u telle que

) ue Ku),
a(u, v—u) = (f, v—u), Vve K(u)

ou v — (f, v) est une forme linéaire continue sur V.

Ces I1.Q.V. ont été introduites dans Bensoussan-Lions [1] pour 1’étude
de problémes de controle impulsionnel. Si K(v) = K ne dépend pas de v
on retrouve la notion d’Inéguation Variationnelle (L.V.) (cf. Stampacchia [1],
Lions-Stampacchia [1]).

Pour le cas ol a(u, v) correspond & un opérateur elliptique du 2-éme ordre,
on connait (Bensoussan-Goursat-Lions[1], L. Tartar [1]) des résultats
généraux d’ewistence de solution, un résultat d’unicité ayant été donné par
Th. Laetsch [1].

On n’a, pour Vinstant, que des résultats partiels sur la régularité de la
solution (cf. en particulier Hanouzet-Joly [1]) (1) et, semble-t-il, aucun
résultat du type de ceux de Lewy-Stampacchia [1], Kinderlehrer [1] sur la

(*) Université Paris Dauphine.

(**) Collége de France.

(1) Pour la régularité dans le cas des I.V. cf. Brézis-Stampacchia [1], Brézis [1].
Pervenuto alla Redazione il 1° Giugno 1976.
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régularité de la surface libre liée aux 1.Q.V. (les 1.Q.V. correspondent en effet,
dans le cas des problémes de contrdle impulsionnel, & des problémes & fron-
tiére libre et par ailleurs Baiocechi [1] a montré que certains problémes & fron-
tiére libre de ’hydraulique peuvent se transformer en I.Q.V.; cf. aussi un
probléme de la physique des plasmas se ramenant & une I.Q.V. dans
J. Mossino [1]).

Nous abordons ici les problémes suivants:

1) supposant que lon ait une famille de formes bilinéaires a(l; u, v)
dépendant contintiment (dans un sens convenable) du paramétre 4, et u(4)
désignant la solution de I'I.Q.V. correspondante, u(Ad) dépend-elle conti-
niiment de A?

Nous donnons au n. 1 une réponse positive dans le cas d’I1.Q.V. corres-
pondant 4 des problémes de contrdle impulsionnel (la démonstration ainsi
obtenue est donc indirecte) et au n. 2 nous donnons, pour un systéme par-
ticulier, une autre réponse positive, dans un probléme ol l'on a des résultats
de régularité;

2) nous considérons ensuite une famille d’opérateurs A° (ou A% si 1=¢)
convergents en un sens trés faible (la G-convergence; cf. de Giorgi-Spa-
gnolo [1], Spagnolo [1], Sbordone [1]) vers # et nous montrons au n. 3 pour
le méme systéme que celui considéré au n. 2, que la solution de I'I.Q.V.
relative 4 A° converge vers la solution relative 4 A£. Pour le cas d’LV. un
phénomeéne analogue avait été observé par Bensoussan-Lions-Papani-
colaou [1][2], Boccardo et Capuzzo-Dolcetta [1], Boccardo-Marcellini [1],
Attouch et Konishi [1], Murat [1] et, pour d’autres propriétés dans ces direc-
tions, L. Carbone [1] ainsi que des résultats (non publiés) de L. Tartar. Nous
terminons par un probléme général ouvert dans ces directions.

On peut donner, par I'usage des I.Q.V. d’évolution (cf. Bensoussan-
Lions [2], [3], [4], Mignot-Puel [1]) des extensions des résultats qui suivent
4 des I.Q.V. d’évolution avee paramétre. On n’explicite pas cela ici — cf. Ben-
soussan-Lions [5].

1. — LQ.V. du contréle impulsionnel.
1.1. Hypothéses. Notations. Enoncés des résultats.

Soit O un ouvert borné de R, de frontiére I" réguliére. On se donne des
fonctions g¢,: R* - R", ¢i: BR* —L(R"; B*) ot A€[0, 1], vérifiant:

(1.1) ga(@) — ga(@')| + |oa(@) — oa(@')| () = K|p— /|,

(1) La norme de o; est trozo}, ol tr = trace.
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(1.2) lga(@)| + loal@)| = K, ()
L3) l A —> ga(@)(resp. aa(x)) est continue de [0, 1] dans
C°(B"; R*)(resp. C°(R"; L(R"; R"))).
On note
(1.4) (@) = jodi(@); a=d}

et on suppose que l'on a

(1.5) ia{}(w)&&,gﬂiﬁ, V&1, .y EnER, f>0.

=1 i=1
On se donne aussi

(1.6) feC(R"), [=0.
Soit k>0, >0 et ¢(£): B* - R vérifiant

¢(&) - + oo lorsque || - + oo; ¢ continue =0,
(1.7) e(fr+ &) =ce&) +e(fy) 8i &y, 5205
0)=0; cl)=c(f) sié&=é& et §,=0.

On définit maintenant un probléme de contrdle impulsionnel.

d’abord & ga, oa est associée une equation différentielle stochastique

dys = ga(ys) @t + oa(ya) dw ,
(1.8)
ya(0) =

233

Tout

ol w(t) est un processus de Wiener dans R", normalisé, construit sur un espace
de probabilité (2, £, P). On se donne une famille F* croissante de sous
g-algébres de #£, continue & droite pour laquelle w(t) est une F* martingale.

Un contréle impulsionnel est un ensemble

(1.9) U = {0, &5 02 &2; .5 0m &n; ...}

ol les 6¢ forment une suite croissante de temps d’arrét de F* telle que

(*) Seules les valeurs sur O interviendront, de sorte que (1.2) n’est pas restrictif.
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— + oo, lorsque ¢ — + oo, et ol

(1.10) & est 5 mesurable, &£=0.

A tout contrdle U correspond la trajectoire yi = y.a(t)

{ Ays = ga(ya) @t + oays) dw + > §,:0(t— 0,)dt
(1.11) :

Y1 (0)==x.
On note 71 =17, le temps de sortie de yi(t) de Pouvert O. On pose

Ta

(112)  TXV) = B( [exp[— atlf{ya(t) & + 3 (k + o£) exp [~ 20.))
0 1
et

(1.13) us(@) = Inf JH V).

On rappelle le résultat suivant (Bensoussan-Lions [4], [56]):

u, appartient 3 Co(O)NHy(0) et est la solution maximum de 'T.Q.V.
(1.14) = M(ua)p-p,

ar(un, v—u2) = (f,v—us), VoeHy, v< Mu,p-p,
avec les notations suivantes:

(1.15) Mop(x) = Inf_[p(® + £) + e(£)],
z+ge®)

£=20

(116)  ax(u,v) = z o) g o dn S f o) oo

fuv dx
O

ou l'on a posé

da?
(1.17) al(z) = — g3o) + T =2
Notre but est de démontrer le

THEOREME 1.1. Sous les hypothéses (1.1), (1.2), (1.3), (1.5), (1.6), (1.7), on a

(1.18) A—>u, est continue de [0,1]— C°(0).
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1.2. Démonstration du Théoréme 1.1.

Nous allons utiliser la formule de représentation (1.13).
Soit 7> 0, qui sera choisi ultérieurement et 6> 0. Soit

(1.19) 0, = {£€ 0|d(&, 00) > &} .
On pose

A = A5, = inf {s = 0lya(s— 0) ¢ O}
(1.20) T4 = 1,; = inf {s = Oya(s) ¢ O}

¥ = 7%, =inf {2 Olyi(s) ¢ O} -

235

Soit V%I I’ensemble des contrdles impulsionnels vérifiant les propriétés
zA prop

suivantes:

(1.21) 0<0,<0,, si0;<+oo,

(1.22) Max (i, <T}<+o0; 0,2T =0,=+ oo,
(1.23) 0,<B=45 sif; <+ oo,

(1.24) Ya(0;—0)e Qs si 0;< + o0,

(1.25) ya(r)) € 00].

Soit ya la solution de

Adapa=1, ylr=0,

(1.26) avec

qui posséde une solution réguliére vérifiant en particulier

(1.27)
ol les constantes C et y ne dépendent pas de 4.

[ lpa) — ya(&)|S ClE— &',  yel0, 1]

On va démontrer que l'on a

(1.28)

Inf JA(V)— ua(@)| < C(67 4 exp [— «T1]))
VeV
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ou la constante C ne dépend ni de x, ni de 4, ni de §, ni de 7. Naturel-
lement, on a

(1.29) Inf JA(V)=ua(w).
‘Ue‘U‘},’f

Soit U un contrdle impulsionnel quelconque; on va construire un contrdle

U e v
tel que
(1.30) JHD) < JXV) + O(8 + exp [— aT])

d’ot ’on déduira aisément (1.28).

On peut sans perte de généralité supposer que le contrdle impulsionnel
satisfait (1.21).

En effet, si plusieurs impulsions ont lieu en méme temps, on les remplace
par une seule impulsion dont l’intensité est la somme des intensités (c’est
loisible). La trajectoire est inchangée. On obtient un contréle impulsionnel
dont le cofit est plus bas, grice & la sous linéarité de ¢ et au fait que 'on
ne paye qu'un seul cofit fixe.

Soit

N =Max {i|0; < T} .

Si sur un ensemble de mesure non nulle N = 4 oo, alors

Ta

fexp [— atlf(yat)) dt + z (% + ¢(&,)) exp[— af,]= Nk exp [— aT] = oo

0

et done Ji(‘U ) = + oo. On peut donc encore sans perte de généralité sup-
poser que la premiére partie de (1.22) est vraie.
A partir de U, on construit U de la maniére suivante ():

(1.31) 6,=0,, £,=¢& si0,<AA\T
(1.32) b;=+o00(®), siy0:i—0¢0, et0,=A°<T
(1.33) ;=4 o0, s 6,=T, oub,>AN9,
6'::0", £g=l‘§,-, Si 0,~=/16 et A6<T,
(1.34)
y(0;—0)e0,, et A,€[0,1] est tel que y(0;,— 0) + A4,;£,€00,.

(*) On omet d’écrire l'indice A.
(2) Lorsque 8, = 4 oo, £; a une valeur arbitraire.
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Dans le dernier cas, on notera que si y(0;—0)e 0, et 0, = A9, alors
il y a un saut en 6, qui fait sortir le processus de O;, donec il existe 4, véri-
fiant (1.34). On définit bien par (1.31), ..., (1.34) un nouveau contrédle impul-
sionnel admissible. Remarquons que, au moins si (1.21) est vérifiée, alors

(1.35) A< 70,

En effet (1.35) est évident si 7¢ est un point de continuité de la trajec-
toire y. Si 79 est un point de discontinuité, alors y(z%) ¢ O et la trajectoire
se comporte comme une diffusion pendant un petit intervalle de temps
aprés 7%, et donc sort de O, ce qui fait que Ve on peut trouver s tel que
P <s=Z o4& et yis—0)¢0,, dolt A°=<s, et done (1.35). La trajectoire
7(s) coincide avec y(s) sur [0, A°A\T[; de plus

(1.36) PNT = AN\T.

En effet si A°<<T et si A% est un point de continuité de la trajectoire y(s),
alors d’aprés (1.32), #(s) coincide avec y(s) sur [0, A°%], et 79 = A9, donc,
d’apres (1.33), 7(s) évolue librement aprés A9, d’ou 70 = A%. Si A% est un
instant de saut de y(s), alors ou bien y(A%— 0)e 00, et alors d’aprés (1.32)
§(A%) = y(A%— 0), ou bien y(A— 0)€ O, et alors A% = 74 et d’aprés (1.34)
#(A%) €094. Done encore 70 =A% Si A°=T, alors #= T, d’ou (1.36).

On vérifie par ailleurs que O satisfait (1.21), ..., (1.25). Comparons
JA(U) et J(V). Comme de V & ¥ on diminue éventuellement le nombre
d’impulsions et la taille des sauts, on a

(L87) Ju(D)— I.(V0) < BJf(§au(t) exp [— atldt— B[f(ya(0) exp [— atldi=1I
0 o

Or
TA%Z,
I= Ejf(yz )) exp [— atldé + Eff (#(1)) exp [— at]dt —
TA%,
fl/'\/\‘u
— B f 1(ya(t)) exp [— o] dt— B f (ya(t)) exp [— at]ds .

TAve

Comme TAT,=TAA< TA7 on obtient (puisque f=0),

ISE f 1(7.(t)) exp [— at]dt— Ef 1(y.(t)) exp [— at]dt <
TA%Z, TAts

< B[/(7.t)) exp [— ot)ét = II.
TAZ,
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Or
TAT
H=F f H(#7.(t)) exp [— at]dt + E J' #(#.(1)) exp [— at]dt = II, + II,
TA%, TAT

et

+ oo

IL < ( f exp [— at]dt) max f < O exp [— aT].

T o

Par ailleurs

IL < CE(TANT— TA%) =S CE(F—1,).
D’aprés (1.26) et la formule de Ito, on a
By(§.(7)) = By(3.(%,)) — B(f— %)
soit, puisque y.(%) €00,
B(t— %,) = By(§(%y) -
Or #,(%;) €009,, donc 3£, €00 tel que
|7(Ts) — &l = A(Fu(T,), 00) = 5.
Comme y(&,) =0, on obtient
E(t— %) = BE(p(7,(%5)) — (&) < 08, daprés (1.28).

On a bien démontré (1.30), d’ou (1.28).

Soit U un contrdle € V%’. On note y; la trajectoire correspondante,
et y,., la trajectoire correspondant au méme contréle VU,, mais avec les coef-
ficients g;., ;. On notera 7,,;, 72, les quantités analogues & 7, 7 pour la
trajectoire v;.,(f). Comme

dys = ga(ya) &t + oa(ya)dw + 3 6(t— 0,)&; dt,
Yz = G Yra) dt + 0y (Yp3)dw + 3 8(t— 0,) &, dt,
Y1(0)= ¥;,(0) ==,

on a done

Y31 — ¥2) = (9 Waz) — 92(y2)) At + (03 (Yz2) — 04(ya)) dw
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d’ou

¢
(1.38)  Flywa(®) — va(®)|? =f(9r(?/m) — 9a(y2))* (Ypa— ya)ds +
0
¢
+ f Wra— Y2)* (00 (Y1) — oa(ys)) dw +
0

t
+ 3[tr(0nWrs) — a(u2) (03 G2) — oalyn)* ds
0
D’ou
t

(1.39)  Elypa(t) — y:2(0)* = Co) Elya(s) — yals)|*ds +

0

¢ ¢
+ Gz[E J. |92)(y2) — ga(ya)|*ds + Efldz'(?/z) - GA(yz)lzdS] .

Posons ' 0

(1.40) wa = SUp |ga-(a) — ga(w)|® + sup low(@) — oa(w)[® .

D’aprés (1.3) on a

(1.41) @ra =0 lorsque A'—> 4.

Donc
¢
Ely;1(t) — ya®) |2 = C1| Blyz2(8) — ya(s)|2ds + Calgy; -
0

D’aprés I'inégalité de Gronwall, on voit que

(1.42) sup Elyrat) — ya@)2 = C(T)pwa.

0SIST
Reprenant (1.38), on a
T
E sup |yaa(t) —yat)|2= O’lEﬁyH(s) —ya(s)|2ds + C; T
0SIST F
d’ot1

(1.43) E sup |yua(t) — ya(t)|2 < C(T)pua.
0st=T
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On déduit de (1.43)

(1.44) p{ Sup [yalt) — yalt)| > } 0(:;)5“

On peut toujours supposer x € O (car si z € 00, alors u(x) = u,(x) = 0),
et en prenant J assez petit, que x e O;.
Pour un événement w tel que

Lo| O

(1.45) sup |yaa(t) — ya(t)| =
OI=T
on a nécessairement

(1.46) MAT < 1y AT.

En effet pour se [0, AAT[, on a ya(s) € O,, done, d’aprés (1.45)

d(yxa(s), 00) = d(ya(s), 00) — [ya(s) — ywa(s)| 2 6 — g
et done y,,(s)€ O pour se[0, ANT[, d’ott
T, = ANT, ie. (1.46).
Par conséquent, on a

(1.47) P{GAT >t NT} < g‘%‘-”ﬁ‘-.

Si AT <1y AT, alors A< T et A< 1,;, done y;,(A0) € 0. Comme A2
est le dernier instant éventuel de saut (cf. (1.23)), alors y;,, est une diffusion
aprés A3, done

(L.48) si AT <TyAT, alors 4 (AINT)e€O,
1.

et y,2(8) est une diffusion aprés AIAT.
Posons

M = (MBATIA(TiaAT).
On utilise maintenant la fonction yi(x, t) solution de
__ Oy

(1.49) ot
pyur=0, yi(z,T)=0.

+Alwl—‘1,
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On a, de maniére analogue & (1.28)
(1.50) lpa(é, ) — pal', )| S O(D)E—&'P7,  VE &'€0

ol y;€10,1[, et C(T) sont indépendants de A.
Or

(1.51)  B(1jaAT— M) = By (ypa( M), M) = By (yo(ANT), ANT) +
+ By (Y (M) — pp(v2(M))) + B(yr (9:(M)) — wu(y:(BAT))) -
Mais
Byy (y2(MAT), LAT) = By (y(A3), 43) 2452 -
Or A =1} et d’aprés (1.25) y,(A3) €00, done & €00 tel que
lya(45) — &| =6
d’out
Xag<n ¥ (Ua(A3), A3) = [y (42(A2), 43) — (&, AD 2 g3p =< O(T) 0"

Puis

E(pu(ya(M) = 9 (1(BAT))) = B(pa(ys(M)) — el 9:(AATD))) Zag rsey inr

et d’aprés (1.47) cette quantité est majorée par C(T)g;,.,/0%.
Enfin, d’aprés (1.43)

E(p(ypa( M) — pp(y:(M)) < C(T) gy -
Donc finalement
(1.52) E(tim\T — M) < C(T) {W + %‘% + wz} .
Alors

(1.53) EITA'A/\T——- T;,/\Tl é E(T,v;,/\T-— M) +

+ B|M— MAT| + BuAT — BAT) < O(T) {aw i m} .

16 - Adnnali della Scuola Norm. Sup. di Pisa
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On calcule alors

THV;)— % (V) = B (ys(1)) exp [ at)dt—
0

T2'a AT

—B f f(xa(®) exp [~ at)dt = B f (1(33(0) — F(y2a)) exp [— et dt +

L7

+8 j (ua(®) exp [— at1dt — B[ f(ya(t) exp [— atldt +
AT TaANT
AT TANT

+ B f 1(¥x2() exp [— ot]dt — E j f(¥xa(t)) exp [— at]dt = T+I14-TI1.
0 0

Sans perte de généralité, on peut supposer que f est uniformément con-
tinue et bornée sur B"; si ’on pose

h(e) = sup |f(§)—f(&")]
1E—¢&1se
alors h(p) —0 lorsque ¢ —0. Done, puisque kb est croissante et bornée

= CEh(.eE“p () — ga)|?) < © { (2) +C(1(;)f‘ 1}-

Puis

[II| < Cexp [— «T],

AT T2AAT
III=FE f F(yz2(t) exp [— atldt— B J' F(yya(t)) exp [— at]dt
(TAAT)A(TA"2AT) (TAAT)A(T22NT)

et d’aprés (1.53)
[T} = O(T) {67r+ +<pu}

Done finalement

C(T)px

52 T

(LB [T — (V)| < o{h (g.) +

o+ exp[— o 71+ O(T) (37 + 222 + m)} .

On en déduit

w(@= Int JYV)+ 0f }
‘\)’,15‘1)’,,1
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et d’apres (1.28)
(1.55) Uy (@) — ua(@) < O(6” + exp[— aT]) + C{ }.

Mais échangeant les roles de A et ', on obtient le méme second membre.
Done

(1.56) sup |ua (@) — ua(w)| < C(6* + exp [— aT]) + C’{ (6) +
ze®

C(T)% 2

+ + exp[— T + O(T) (671 +582+ m)}-

En faisant tendre successivement A'— 4, puis 4 -0, puis 7 — + co, on
en déduit

Hm  sup |ui(®) — wa(z)| = 0
A2 EGO

ce qui achéve la démonstration du Théoréme 1.1. |
REMARQUE 1.1. Des résultats analogues peuvent s’établir dans les cas

non stationnaires, ou pour d’autres I.Q.V. susceptibles d’interprétation du
type contrdle impulsionnel.

2. — Un systéme d’I.Q.V. avec paramétre.

2.1. Enoncés des résultats.

Dans P’ouvert borné O de frontiére réguliére I', on considére P’opérateur
A(A) donné par

0 0
1) AWy =—3 5 (aule, D) + Sae, ) 2L + ales g
pour chaque A€[0, 1], on suppose que

aiy(*y )y a4, al-,A)eLl0),
(2.2) Day®, AEEZa>E, a>0, p.p.
o indépendant de 1€[0,1];
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On suppose que A(A) dépend contindment de A au sens suivant
A—=ay(yA), a;(+, A), as(-, A) est continue de [0,1] —> L>(0)
@3 { faible étoile.
On se donne par ailleurs
(2.4) k=20, i=1,2, k+k>0;
(2.5) f.e L2(0), f;=0, i=1,2.

Pour A fixé dans [0, 1] on considére le systéme d’1.Q.V. que voici — qui
correspond 4 un probléme de contrdle impulsionnel (de tels systémes ont
été introduits dans Bensoussan-Lions [3]):

2.6) [ An(D)—H=0, wmA)—k—u(A)=0,
(Auy(A) — f1) (ua(A) — T — ug(2)) = 0

.- [ Au(N)—H=0, wl)—kh—u@)=<0,
(Aus(D) — f2) (ua(A) — by~ wy(2)) = 0

(2.8) Uy(A) =uy(A) =0 sur I.

REMARQUE 2.1. Ce qui suit est valable, avec des changements mineurs,
8i 'on remplace les conditions de Dirichlet (2.8) par celles de Neumann

(2.9) Q'i‘(,l)=0 sur I i=1,2. m
v,

On commencera par rappeler ’essentiel de la démonstration du résultat
suivant, pour A fixé:

THEOREME 2.1. On suppose que (2.2), (2.4), (2.5) ont liew et que
(2.10) ai(+, A) e CY0).
Alors le probléme (2.6), (2.7), (2.8) admet une solution unique telle que

(2.11) u(A)e W*(9), Vp fini, i=1,2(").

5(0) — o9 P
(1) W22(0) = {q)|<p, oz, a:‘viawjeL"(O)} .
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REMARQUE 2.2. On a également, sans ’hypothése (2.10), existence et
unicité d’une solution faible. ]

On démontrera ensuite le résultat suivant, exprimant la dépendance
continue de la solution en A:

THEOREME 2.2. On suppose que (2.2), (2.3), (2.4), (2.5) ont lieu et que (com-
plément & (2.10)) 2 —a,(-, A) est continue de [0,1] — C1(O). Alors, lorsque
A—>Ayy ON @

(2.12) i) >ully) dans WP?(O) faible, i=1,2.

2.2. Démonstration de Vunicité dans le Théoréme 2.1.

On va en fait démontrer Punicité de la solution faible, par une adaptation
de la méthode de Th. Laetsh [1]
Pour u, ve HY(O) posons ()

ou ov ou
(2.13) a(A; u, v) = au, v) = ZIai,(w, A) o, B—w;dw + 20 a(z, A) %, vdr +
(V]

+ | ao(@, A) u(@)o(z)do ;
V]

alors la solution éventuelle du probléme (2.6), (2.7), (2.8) satisfait &

a(Uy, V3— ) = (fr, 02— 1), V=< ky+ u,, ”1GH:(O)7
'M’IEH})(O)r Uy = ks + ug,
a(Ugy Vy— Ug) = (fay Va— Ug), V03 < By + 2y, ”zEH‘I)(O)’

U €HYNO)y,  Ua=hy + u,.

(2.14)

D’aprés la théorie des I1.Q.V. stationnaires (Bensoussan-Goursat-Lions [1],
L. Tartar [1]) on sait qu’il existe une solution maximum u,, u, i.e. telle que,
si w,, w, est une autre solution éventuelle, on a:

(2.15) w,=w, t=1,2.
Le théoreme de Laetsch, loc. cit., donne Punicité si
k;>0 pour t=1 et 2.

(}) On va supprimer l'indice A dans cette démonstration, ainsi qu’au point 2.3,
puisque 4 est fixé.
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L’adaptation suivante du raisonnement de Laetsch conduit 4 'unicité sans
Thypothése (2.4), done avec 'un des k; pouvant étre nul. Nous ne restrei-
gnons pas la généralité en supposant que

(2.16) k>0, k=0.

Suit «; le plus grand réel =0 tel que

(2.17) oiU; é Wi, = 1, 2 ’

a; existe et d’aprés (2.15), 0= o, = 1.
Vérifions que 1’on a nécessairement

(2.18) o =0y.

On déduit de la 2-éme I.Q.V. (2.14) que

(2.19)

a0t Ugy 06y V3— 0ty Ug) = (01 fay Ve — 01 Us)
00y O Uy = 0 Ky + 0 Uy S Koy + Wy

et par définition

{ a(Wy, V3 — Wy) = (fa, Wy — wy)
(2.20)

Vgy Wy = Ky + W,
Comparant (2.19), (2.20), comme o, f, < f,, on en déduit que o, u, <= w, et
donc d’aprés la définition de oy: oy < ok,
Mais I’on peut échanger les rdles de w, et u, (le raisonnement précédent
étant valable méme si k, = 0), donc o, <, done on a (2.18).
Montrons maintenant que o, = o, =1 ce qui montre que u; = w;.
Supposons par 1’absurde que

0§a1=“2<1.

On introduit alors g tel que

w=u0<f<l1,
Bky 4 wy) < by + otyu,,  D-P-

(2.21)

(ce qui est possible grice au fait que k,> 0).
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On a alors, d’aprés la 2-eme 1.Q.V. (2.14):

a(Buy, fva— Pus) = (Bfz, fva— Pus)

P, Pu =Pl +uw) =k +oun = by + w,
et done fu,<w, done a,<f ce qui contredit la définition de «,. Donc
G =0y = 1. | |
2.3. Démonstration de Vexistence dans le Théoréme 2.1.

En supprimant toujours l’indice A dans ’écriture — mais nous vérifie-
rons dans ce qui suit que les estimations a priori obtenues sont indépendantes
de A — on introduit le probléme pénalisé suivant: on désigne par w, ., w,,
la solution de

1
Aw,e 4 ‘Eﬂltzz fis

(2.22) L

sze—l—;ﬁ;,=f2, we=0sur I'y ¢=1,2
ol
(2.23) Bie =Wie— ky— Wy, Py, = Wy, — by — Wy,

et ol,, comme d’ordinaire, p* = sup (¢, 0).
Le probléme (2.22) admet une solution unique par application du principe
du maximum. On voit facilement que
(2.24) 0s=w,=®, i=12
ou D, est la solution du probléme de Dirichlet
(2.25) A@, == f‘, ¢; = 0 sur F . | |

On note maintenant que, grace & (2.4),

(2.26) BBz, =0.

On déduit de (2.22) que

1
(2'27) A(wls—wzﬁ) +;( ts—ﬂ;—s)‘:fl—"fz, Wie — Wae = 0 sur F,

et on multiplie scalairement (2.27) par (8.)"" !, p>1.
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Comme B;. =0 au bord de O, on en déduit

(01— w3, (BP1) + 3 |Bie o) = (= fos (BEP)
d’oi, x4 désignant un nombre > 0 quelconque
(2.28)  a(frey (BL)Y) + (aoka + pbie, (Bie)*?) +
+ 2 |Bilmor= (s fa + ues (B
Mais a(p, (p*)71) = a(¢pt, (p*)>1) et Pon peut choisir x4 de fagon que
a(gh (@) + p(e* (@) = 0;
comme (ayk,, (8,)>~1) =0, on déduit donc de (2.28) que

1
% ”ﬁf,s“f’(ﬂ) = (hi— fa+ wbie, (BT,
p fixé (indépendant de A)

(2.29)

D’aprés (2.24) et (2.5), on a:
If,— f2 + pbrell @)= C (indépendant de 1)

et (2.29) donne donc

CEUN P

L o = O = constante indépendente de ¢ et de 1.
»O)

Echangeant, ce qui est loisible, les rdles de w,, et w,,, on a aussi

1
(2.31) = B3 L <0C.
8'326 »0)
Mais alors (2.22) donne
(2.32) 140y, | zo©) + [4%ys | 120y = O -

Mais si Aw, € L*»(0), w,, = 0 sur I' alors, d’aprés la théorie classique des
problémes de Dirichlet dans L#(9), on a:

(2.33)

W, € Wa’”(o) 9 ﬂw.'e "W’ ) =0 ’ i = 1,2,
A fixé.
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Si en outre, comme dans le Théoréme 2.2, on suppose que A — a (-, A) est
continue de [0, 1] — CY(O), alors (2.33) est uniforme en A. |

On sait par ailleurs que, lorsque ¢ -0, w,, —>u; dans H(OQ) faible, u,
solution faible de I'I.Q.V. Cela, joint & (2.33) montre que la solution
w; = u,(A) vérifie (2.11), ce qui achéve la démonstration du Théoréme 2.1
et montre en outre que, sous les hypothéses du Théoréme 2.2 on a:

(2.34) lus(A)]] wwoy =0, 1=1,2, 1[0, 1].

2.4. Démonstration du Théoréme 2.2.

D’aprés (2.34) on peut extraire de u;(4), lorsque A — 4,, une suite en-
core notée u,(A) telle que

u(A) >y, dans W22(0) faible.

On a alors
(2.35) AA)u, () > A(A)p; dans L»(0) faible.

En effet, A(A)u,(A) demeure dans un borné de L?»(9), et on peut donc sup-
poser que pour une sous suite, A(A)u,(1) - x; dans L#(O) faible. Reste
voir que y; = A(4)y:. Prenant ¢ € D(0), il suffit done de vérifier que

(2.36) a(A; wiA), @) = aldo; vs, @)

i.e. que, par exemple,

ou,; op; O
(2.37) fau(“?, 2) a“ (w, A) a"’ do > [au (@, 40) 22 af; iz .
O

Mais (Ou,/0x;)(z, A) — Oy,/0x; dans L»(Q) fort, d’ou (2.37) et (2.35).
Donec A(A)uy(4) — f, > A(4)yp,— f, dans L»(0) faible et
Uy(A) — kg — ug(A) >y, — ky— v, dans L#(0) fort;
comme on peut prendre p>2, on a done
= (AR wa(A) — 1) (ua(A) — k3 — ua(2)) = (A(Ao) 91— f1) ($1— ka— v3)
dans L»'2(0) faible et méme chose en échangeant les indices 1 et 2.

Donec on vérifie que y,, y, est solution de I’'I.Q.V. relative & 4,, done
v: = uy4) et (2.34) démontre alors le Théoréme 2.2. [ ]
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3. — Homogénéisation d’1.Q.V.

3.1. Position du probléme.
On considére Y =IT7]0,°[ dans Rr; une fonction € L®(R") est dite
Y-périodique si elle est de période y° en y,. On se donne
a,;€ L°(R"), Y périodique ,

3.1)
Saiy)étizad>E, «>0, pp. dans Y.

Pour chaque ¢>0 on considére alors I'opérateur 4° donné par
. 0 x\ o¢
(3.2) A (p——-za—xi(a” (’g)a—‘wj).

REMARQUE 3.1. On pourrait aussi considérer un opérateur A°® avec des
termes du 1-er ordre et d’ordre 0, a,(x/c), ay(x/e), a; et @, € L°(R"), Y-pério-
diques, a,=0. n

On se donne par ailleurs %;, f; comme au n. 2 et 'on désigne par u, la
solution de I'I.Q.V.

Asu,— S0,  w,—k—u, <0,
(Asuye— )%y, — ka— u,,) = 0,

(3-3) AUy — [, 0, tgy—Fy— 1, <0,
(Aeuy, — fo)(Uye— by — u,,) =0  dans O,

w,=0 sur .

On veut étudier le comportement de u, lorsque ¢ — 0. u

3.2. Opérateur £ homogénéisé de As.

On introduit (cf. De Giorgi-Spagnolo [1], Bensoussan-Lions-Papanico-
laou [1]) Vopérateur homogénéisé A associé i Ae. Pour cela, posons

(3.4) 4,=—3 aiy,(““‘«"’ %)
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et soit x’ la solution — définie & une constante additive prés — de

Ay —y)=0, (j=1,..,n) dans ¥

(8.5) x’ Y-périodique (i.e. y' prend des valeurs égales sur les faces op-
posées de Y).

On pose

(3.6) a9 =3 (o222 ay,
) 1 ¥ =1 7 0Y; 0y,
Y
et on définit
1

(3.7) q:; = I‘—Y‘ial(lj_yhxi_ytb | Y| = mesure de Y.

Alors
(3.8) 2 Qi e

i,d=1 awiaw,‘

ce qui définit un opérateur elliptique.
On sait alors que si u¢ (resp. u) désigne la solution dans Hy(O) de

(3.9) Acu, = f

(resp. de

(3.10) Au =)

on a

(3.11) u¢ —>wu dans Hy(O) faible lorsque ¢ —>0.

3.3. Résultat sur Phomogénéisation de I'1.Q.V. (3.3).

On va démontrer le

THEOREME 3.1. On suppose que (3.1) a liew et que A¢ et £ sont définis
par (3.2) et (3.8). Soit u,,, uy, la solution dans Hy(O) de 'L.Q.V. (3.3) satis-
faisant d

(3.12) Asu, € L¥0O).
Lorsque ¢ -0, on a:
gy —> Uy dans H;(0) faible,

(3.13)
Asu,, — fu; dans L2(0) faible
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o Uy, Uy st la solution dans Hy(O) avee Au,c L*(O) de P1.Q.V. « homogénéisée »
.‘/('.ul——fléo, ul—kz"'uaéo,

(Auy— fi)(uy— ka— u,) = 0,

(3.14) Ay — <0, U—F—u=0,

(Auy— fo)(ug— by — u,) =0 dans O,

;=0 sur I'.

3.4. Démonstration du Théoréme 3.1.
D’apreés 'analogue des estimations (2.30), (2.31) avee p =2 (et ol £ joue
évidemment un role différent!), on a:

(3~15) ""’ic “H'(O) =C ’ = 12,
(3.16) |Aeu,| =< C, 1=1,2,
(ot || =norme dans L2(9)).
On peut alors extraire une sous suite, encore notée u,, telle que
3.17) u, —>vy; dans H(O) faible, i=1,2
(3.18) Atu,=g,—g; dans L*O) faible.

Comme u, — y; dans L*O) fort, on voit que, par exemple
0 = (A*uy,— f1) (U — ka— uy,) = (g1 — F1) (91— Ka— )
dans L!(0) faible, et par conséquent

G—h=0, y—k—yp=0,

(91— f)(pr—ka— ;) =0,

(3.19) g.—FL=0, v.—k—y.=0,
(92— fo)(pa— Br— ) =0 dans O,
;=0 sur I'.

On aura alors g, = u; et le Théoréme si ’on montre que

(3-20) g:= a‘hp. 5 1= 1, 2.
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Mais si I'on définit 6,, par
(3.21) A0, =g,—9:, 0,cHO)
on a, d’aprés 'uniforme coercivité en ¢ de Ae:
(3.22) 19;e |20y = Cl9ie— 9:lm-v0) -

Mais d’aprés (3.18), g,, —g; dans H-Y(O) fort, donc

(3.23) 0, —>0 dans Hy(9) fort, 1 =1,2.
Alors
(3.24) A(u,—0,)=g;, u,—0,ecHyO)

et d’aprés (3.11) on a:

u,— 0, —>0, dans Hy(0) faible,
(3.25)

Aai=g‘.

Mais d’aprés (3.17) et (3.23) u; — y; =1 et (3.25) montre (3.20).

3.5. Probléme ouvert.

Soit M(v) un opérateur comme au numéro 1

(3.26) My(x)= inf [k + v(x+ &)].
£€W, 2 +£€0

Supposons k> 0; soit u. la solution de

Aou— <0,  ue— M(ue) <0,
(3.27)
(Afue— f)(ue— M(ue)) =0 dans O

avec

(3.28) u—M(u)go,%go, (u—M(u)):T":o sur I'.
A. A‘
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(3.29)

A. BENSOUSSAN - J.-L. LIONS
Soit par ailleurs £ I’homogénéisé de A¢ et u la solution de I'L.Q.V.

Au—f<0, u—Mu)<0,
(#u—f)(u— M(u)) =0 dans O,
ou

(3.30) u— Mu)<0, a—v—;go, (u—M(u))%=0 sur I".

A-t-on ue —u dans H*(O) faible lorsque ¢ — 0%
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