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UN TEOREMA DI DUALITA’ PER I FASCI CIOERENTI
SU UNO SPAZIO ANALITICO REALE(*)

di FABRIZIO CATANESE

Introduzione.

Grothendieck ed H. Grauert hanno introdotto una dualità fra la cate-

goria dei fasci coerenti su uno spazio analitico complesso JE e la categoria
dei fibrati vettoriali su X (non necessariamente localmente banali).

Tale dualità è stata chiarita e perfezionata dai lavori di G. Fischer e
D. Prill.

Scopo di questo lavoro è provare che la medesima dualità si ritrova

nel caso in cui X sia uno spazio analitico reale coerente.
In particolare si trova un metodo particolarmente semplice di comples-

%ificare i fibrati vettoriali non localmente banali.
Nella presente esposizione ai sono riportati molti fatti già noti per non

obbligare il lettore a continui riferimenti.

0. Generalità.

Indicheremo in seguito con lk un corpo che può essere 1R oppure ~.

0.1. Si dirà modello locale di spazio analitico, o più brevemente
modello locale, una coppia costituita da un aperto e un

fascio coerente di ideali 9 del fascio Òn delle funzioni analitiche in ~3.

Ogni modello locale determina un sottoinsieme analitico V di !J, F =
==supp. OD/9]. Se C~p = C~~/~’ ~ p , e ev è il fascio dei germi di funzioni
continue su V, esiste un omomorfiamo canonico : 8 : p , che associa ad

Pervenuto alla Redazione il 27 Febbraio 1973.

(*) Lavoro eseguito come perfezionando della Scuola Normale Superiore.
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ogni sezione la funzione continua che vale in ogni punto y il residuo del

germe modulo l’ideale massimo di 

DEF. 0.2. Un modello si dice ridotto se e è iniettivo. Si consideri che
Ker e è 1’immagine, nel quoziente mod9, del fascio 9f di tutti i germi
nulli su V, per cui è,,equivalente richiedere Ker e = 0 

PROP. 0,1. Un modello è ridotto solo se per ogni x E Y non con-

tiene elementi nilpotenti. La condizione è sufficiente per 1ft = (t, non per
1ft = 1R.

DIM. Infatti se V è ridotto, considerando che senza nilpotenti:
se g è nilpotente, e (g’) = 0, _ (a (g))k = O ==&#x3E;  (g) = 0 &#x3E; g = 0. Sia ora

se g è un germe di 0. nullo su E 9ø, infatti il Nullstellen-
satz analitico dice che ma = senza nilpotenti, e quindi
k=1.

Poniamo = 1R : si consideri il cono z + 1}1) = 0 : in un punto
(0, 0, x) z ~ Ox è un germe ma ovviamente x f 9 (se no il suo grado in

x, y sarebbe almeno 2), quindi V non è ridotto. Dimostriamo che Ov non
ha nilpotenti : se x =h 0, o y ~ 0 allora V è una iiottovarietà, inoltre si

verifica che nei punti x (x -- y) - x3 è un elemento irriduci-

bile di 0,,, , quindi se gk è divisibile per z (xl + y2) _.,,3 lo è anche g.

PROP. 0.2. Se V è un modello locale, è un fascio coerente di anelli.

Cy è generato dalla sezione 1. Sia f un -+ÔP""
con V’ = V tl Ú, U ap. in n. Per ogni y E V’ esiste un intorno Uy tale

che le fi = f (,ei), ristrette a V" = ú~ n v, provengono da 91 , ... , gp sezioni

di Sia ~y~: il passaggio al quoziente, allora se 

1 germi tali che . Ci basta vedere che
(r p)-1 di tipo finito su OD, perché allora, essendo surgettivo, si

avrà che c?e = t~P sarà di tipo finito su C~~ = t] (6n). Ma in un
intorno opportuno di y, 9y è flnitamente generato, ... , hr , 9 perciò se

esistono ,

ma il fascio delle relazioni delle 9i e h; è di tipo finito 8U 00 2 a fortiori
dunque lo sarà 

Oss. 1. La condizione non è vuota, se 9 = l’ideale dei germi nulli sul
sottoinsieme dednito da p = z (s2 + y2) - a:3, y) non è di tipo finito
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nell’origine, poiché se f, g sono sezioni di 92 (x, y) su un intorno dell’origine,
g E ~-1 (g), su un intorno più piccolo saranno 8viluppabili in

serie, e qui si avrà (per quanto già visto). La morale

è che f e g sono divisibili per x o per y per cui nei punti (0, 0, x) f e g
sono nulle, mentre poiché x ed y E 9, il fascio delle relazioni è in quecti
punti tutto O~.

Oss. 2. Si può avere un fascio ,~ di ideali non coerente, ta le che però
9l ‘ ô/9 sia coerente su sé stesso, per cui la definizione di coerenza sarà

invariante se si richiederà per ck come CD-modulo. Per vederlo si consideri

il fascio di ideali nullo nell’origine ed uguale ad C~x per x =t= 0 : non è
di tipo unito nell’origine perché delle sezioni di su un intorno dello zero

sono identicamente nulle e nou possono generare 9l è
l’anello delle serie convergenti in una variabile concentrato nella origine,
ed è coerente su sé stesso essendo ’I~ (x) noetheriano.

DEF. 0.3. Un 1k-spazio anulato sarà uno spazio topologico .X munito
di un fascio C~g di ’k-algebre locali unitarie tale che per ogni x E X

N 1k.

DRF. 0.4. Un morfiemo di spazi anulati sarà costituito

da una applicazione continua f : .g- Y e un omomorftemo di fasci di

DEF. 0.5. Uno spazio 1ft-analitico sarà uno spazio It-anulato (X, Cx)
godente della seguente proprietà : per ogni x E X esiste un aperto Ux e un
isomorfismo (g;a;’ 9?~) di (E~ ~ su un modello locale (Na? ? 9., Px).

LEMMA 0. Se V è un modello locale c 1k" e O E V, o è l’i.

deale massimo di p, o, s = dim o), come spazio vettoriale su 1t,
esiste un isomorfismo di un intorno di O su un modello locale (D’, 9’),
con 

DIM. Esistono, per la coerenza di 9, un intorno U di O in 1t" e

11 , ..., le analitiche su U che generano 9 inoltra g,
funzioni lineari tali che ~ (g~), ... , ~ (gg) siano una base di 
-_ + 90. Si vede immediatamente che se F1,..., Pc sono le parti
lineari delle f~ , allora Fi , ... , Ft hanno rango n - 8, quindi si può supporre
che g~ , ... , g,, Fi , ... , Fn_, abbiano rango t~. Ciò detto, in un intorno di O,
4Y = (91 , ..., f! , ... , è un isomorfismo : 1k" - 1k"’, per il teorema

del Dini, e lo è (~ ( P ) definito ~-1= 0~. Se

17. 81uoIA Norm. 8up. di PWa,
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1p è la proiezione delle prime e coordinate è definito

- 
9 ... x, ~ 0 ... dunque un isomorfismo :

tordo dello zero.

0.6. Un modello è detto speciale so -9 è generato da un numero
finito di funzioni analitiche su {~, un modello è di Zariski per y E V se

1ft’, e d = dim1k °

Citiamo, poiché ci sarà di grande utilità in seguito, il seguente

TEOREMA. D~ KRULL. Sia A un anello locale Noetheriano, .E un modulo
flnito su A, allora :

a) La topologia 9N-adica di .E è eeparata,

b) ogni sottomodulo ~’ di E è chiuso per tale topologia,

o) la topologia indotta da E su un sottomodulo F è la topologia
c g adica di F.

DEF. 0.7. (X, CDx) è uno spazio (sottinteso : analitico) complesso di

atein se :

1) (X, Õz) è olomorficamente convesso, cioè, dato un compatto 

Finv uppo olomorfo di K, 8, ogni
s sup a ( f (y)) ~ ~, è compatto.

yEK

2) Per ogni x E X, esistono sezioni ...,6-r’(0) tali che as-
sociando ad esse il morflsmo canonico ( f, di X in (t’, al è un punto
isolato dell’insieme f -1 (0).

Cartan e Serre hanno dimostrato i due seguenti teoremi per un fascio

FOX.ooerente su uno spazio di Stéin X :

A) Per ogni r (X, ~’ ) genera ~. sopra 0~,~.

In realtà ai può dimostrare che la condizione B) caratterizza completa-
mente gli spazi di Stein.

Una facile conseguenza del Teorema B è la seguente :

PROP. 0.3. Se A è un sottoinsieme analitico di uno spazio di Stein X,
definito dal fascio di ideali 9 di Ô:~, allora l’omomorfismo :1’ (~’, C?g) -+
--~ 1’ (d, C5a j è 8ur¡ettivo.
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LEMMà I : Se :1, 9:’ sono due fasci 0~ IA coerenti su un chiuso A di
uno spazio analitico X, e f, g omomorfismi di Òx JA moduli : 9:’, allora

LEMMA II : Se $ 9’ sono fasci analitici coerenti (i. e. 6g - coerenti) su
uno spazio analitico X paracompatto (cioè a base numerabile), A è un chiuso
di X e f : un omomorfismo analitico (i. e. di Ox lA - moduli) :
esiste un aperto e un omomorfismo analitico g : 9’~2013~y~JF che
prolunga f.

LEMMA. III: Se A è un chiuso di uno spazio analitico paracompatto
X, e ~’ un fascio coerente di Õx lA . moduli, su A, esiste un aperto U 2 A
e un fascio 9:Ox u- coerente, su U, che induce I? su A.

Per la dimostrazione di questi lemmi rimandiamo a Cartan (2).

DEF. 0.8. Se (X, è uno spazio analitico reale, uno spazio complesso

(X, 6) si dirà compleseificato di (X, 88 esistono :

1) un omomorfismo ,: g --~ X di X con la propria 
tale che i (X) ~ia un chiuso di X.

2) un isomorfismo q : 4

Seguendo un procedimento atandard introdotto da Bruhat-Whitney (1),
si può dimostrare (noi non lo faremo perché la cosa è nota) il seguente

TEOREMA : Ogni spazio analitico reale paracompatto X ammette un

complessificato. Di più, se k,, kb sono due complessiftcazioni (con immer-
sioni e poniamo e siano gli iso-
morllsmi di fasci) esiste un isomor.ftsmo di un intorno .A aperto di Xc
su un aperto B n tale che j ris tratto

sia uguale a

PROP. 0.4. Uno spazio analitico reale X ridotto che possieda complea.
sificazioni ammette un complessiftcato X. ridotto.

Dm. Se léo é una coinplessifleazione di X, supponendo ~’ c Xo , zia 9
il fascio dei germi identicamente nulli, ovvero il nucleo deiromomorf smo
8 : -+ exo (t) (associa ad un germe il suo valore, cioè il residuo modulo

97Q. Poiché e : dg -~ ex (’R) è iniettiva, tensorizzando col fascio costante

c ancora iniettivo, cioè su X l’omomorfiamo
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è un isomorfismo, ma per il teorema di Oka-Cartan 

è °xo-coerente, quíndí p è un isomornsmo su di un aperto ccntenente .x,

che sarà la complesaificazione X richiesta.
N 

, 
N

PROP. 0.5. So A è un sottoinsieme analitico di X’, complessificazione
di X, supposto contenuto in X, e A f1 x è un aperto di X contenente x,

N 

allora A contiene un aperto di g a cui appartiene il punto x.

DIM. Se A = A f1 ~ contiene un intorno di x in X, diciamo U, ciò

aigniSca che 9.A Iu === 0, quindi a fortiori si ha ==0. Allora per la
N N N

coerenza di 32 è nullo su un aperto Ú 3 x.

TEOREMA. Uno spazio analitico reale paracompatto X ha un sistema
fondamentale di intorni aperti di Stein in una sua qualsiasi complessifica-
zione X fissata.

Se ora JT~ 13 X è una complesaificazione di X, 9 è un fascio Ôx - coe-
rente su coerente, ed è quindi indotto (lemma III) da

N N N

da un fascio Ò definito su un aperto .g e ’ è 0.2- coerente. ’ si dirà
un fascio complessificato del fascio 9) e il lemma II chiarisce in che senso

N I N

è unico, cioè che se 1; è un complessificato di 9 su X, c X’, esiste un

aperto A Pontenente X S’l cui y e ~ sono isomorli.

- Hq (X, ) = lim Hq ( Ú, F), e siccome si possono prendere gli U di Stein,
Hq (X, il

TEOREMA B. Se X è uno spazio analitico reale paracompatto e 9 un
fascio analitico coerente su g, 1Iq (X, 7J) = O per q ~ 1. Se prendiamo
q = 0, si ha che è generato da T(1I, 7) per iT di Stein, quindi

10

sicuramente da

TEOREMA A. Nelle stease ipotesi del teorema B, 9. è generato da

r (X, 9).

C è generato dalle i

~ è ovviamente generato dalle Mi 1 Nf .
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1. Fibrati lineari analitici secondo Fischi.

DEF. 1.1. Un fibrato lineare analitico sullo spazio analitico X consiste
di un fibrato analitico (L, ,) sopra X e di tre morfismi +,   0 di fibrati

analitici sopra X, addizione, moltiplicazione, sezione nulla

che soddisfino a degli assiomi tipo spazio vettoriale, cioè tali che (se. de-
nota Xx, il prodotto fibrato di spazi e moróemi sopra .X) commutino i se-

guenti diagrammi :

1) Associatività della addizione :

2) Commutatività della addizione :

è lo scambio delle coordinate.

3) Elemento neutro per l’addizione :
Notiamo che è un isomorflsmo

deve allora commutare.

4) Associati vità della moltiplicazione :
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5) Distributività destra e sinistra : si ha un isomor6smo canonico

99 : X L), e a quest’ultimo prodotto fibrato
si può restringere (- * .), chiamandola (. .). Si ha pure un isomor-

fiamo canonico V: lk X lk X L -- (lk X L) XL (lk X L), a cui si può re-

staingere (’ * ’)y chiamandola · Xz .). Si vuole dunque la

Distributività destra :

distributività sinistra :

PROP. 1.1. O è un isomortismo di X sul sottoinsieme analitico 0 (X)
di L.

Dm. Chiamiamo Me: .L - L, per ogni c E lk, il mor6smo composto di
~ : L --~ (o) x L e · (o) X L --~ L, ovvero la moltiplicazione per una
costante o 6s8a. Nel prodotto fibrato L o .L, la diagonale A è Z XL L, dunque
un sottoinsieme analitico di L * L. Si vede facilmente che 0 ( ) è l’imma-

... ....

gine inversa di i1 nel morfismo L, quindi è un sottoinsieme
analitico. Inoltre 0 è un morfismo di flbrati su X, perciò A o 0 = identità.

Oss. Se prendiamo un punto p E X e consideriamo .Lp è

uno spazio analitico con struttura di spazio vettoriale (con operazioni ana-
litiche +,: Zp x Lp 2013~p ~ ., : lk m .Lp --&#x3E; .Lp ed il punto Op). Si vede
facilmente (tramite traslazioni ed omotetie) che in ogni punto si hanno
anelli locali del fascio di struttura isomorfi, allora sapendo che per il Teo-

rema di Oartier uno schema di gruppo in caratteristica zero è ridotto, si
deduce che Zp è una varietà e attraverso una base di Lp come spazio
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vettoriale si costruisce un isomorf smo, di spazi analitici e vettoriali, di Zp
con (p) = dim Zp .

1ft

DEF. 1.2. Un morfismo E di fibrati sullo spazio analitico X, f:Z2013~.Z/,
con L ed L’ fibrati lineari, si dice morfismo di fibrati lineari (o morftsmo

lineare) se è compatibile con addizione e prodotto, cioè commutino i seguenti
diagrammi :

Analogamente L c Z’ è un sottofibrato lineare di L’ quando : L --~ .L’ è
un morfismo di fibrati lineari.

OSSERVAZIONE (importante). Si può notare che se p è un punto di X,
p == Zp : .Lp -- Lp è un omomordsmo di spazi vettoriali ae t i I - L’ è
un morflsmo di fibrati lineari L, L’ sopra X, ma che questa condizione
non è sufficient, se non sono L ed .L’ ridotti, perché un morRsmo sia un
morRsmo lineare.

Infatti prendiamo come spazio base X il modello in 1t determinato da
x2 (il cosiddetto punto doppio), 
_ (~, tale che (W) =-= (x) e (a) = s -~- x 12, dove o è la coordinata

in lk. Ora Eo è il morflsmo identico di lk in 1t (in quanto 1-1 (0) ha per
fascio 0 x, == a),  è un morftsmo di fibrati perché 1(1) (x) = x 
_ ~~1~ (0).

Ma consideriamo il diagramma :

Non si ha commutatività perché

mentre
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PROP. 2.2. Se L è un fibrato lineare sopra lo spazio analitico X, se L
è ridotto si ha che X è ridotto, mentre non value il viceversa.

DIM. Diamo subito il controesempio : se X = ((x, y) = 0), il suo

fibrato tangente è T (X) = ((x, y, z, t) xy = 0, yt + xz = 0).
Ora X è, tranne che nell’origine, una varietà, inoltre e

f ix = 0, f è divisibibile per xy ; T (X) al contrario non è ridotto, perché
non è una sezione nulla su T (X), ma, considerandone il valore, è nullo se

se poi f~i ha 

Supponiamo identicamente nulla come valori: 1 o Ä. è dunque a
valori nulli essa pure, quindi è una sezione nulla essendo L ridotto, ragion
per cui 0~1~ 0* ( f o A) = 1 = 0, come si voleva dimostrare.

Se è data una trasformazione analitica 1’: Y -t- X e un fibrato lineare

(L, A) sopra X, il prodotto fibrato Y fatto secondo le due applicazioni
~, 1, si indicherà con z-1 (L) e si dirà il fibrato (su Y, con proiezione
ni immagine inversa di L. Infatti (* denota come al solito Xg ) è
definita su Y ~ (Z ~ ~), che è però canonicamente isomorfo a (Y. L)

cos  pure è definita su L), anche esso canoni-

camente isomorfo a lk * (Y L), mentre la sezione nulla 0 : è

la applicazione id * o z) ; omettiamo la facile verifica che queste opera-
zioni danno una struttura di fibrato lineare a z-1 (L).

In seguito, quando avremo investigato più a fondo la struttura locale
dei fibrati linearl, questa operazione funtoriale sarà descritta in maniera

più esplicita e semplice.
Una altra operazione molto interessante è la somma diretta Y EB L di

due fibrati lineari (Y, v), (L, A) sopra uno stesso spazio analitico X. Y EB L
non è altro che il prodotto fibrato con proiezione p * li e somma

+ y * +L, considerando che (Y ~ Y) * (L. L) (Y ~ Z) ~ (Y ~ L), con sezione
nulla e moltiplicazione · _ ( · Y  ·.L) · C 1ft X (Y Z)2013&#x3E;-
-- X Y) * (1k X L) è la composta di x id1k X idY.L per l’isomorflsmo

-- 

*

canonico fra (’ ~. Omettiamo anche qui
le verifiche, solo tediose, della commutatività dei vari diagrammi : notiamo
che questa operazione può servire per decomporre un fibrato lineare.

2. Rappresentabili di ogni flbrato lineare.

DEF. 2.1. Un fibrato lineare .L sopra uno spazio X si dice rappresen-
tabile se per ogni punto x di X esiste un intorno U di x tale che .L~ =

_ ~,-1 ( U; sia isomorfo ad un sottofibrato lineare di un fibrato prodotto
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DEF. 2.2. Sia L come sopra : diremo che L è un fibrato lineare local-

mente banale (F. L. L. B.) se per ogni punto x di X esiste un intorno U
tale che Lu sia isomorfo ad un fibrato prodotto U X 

Notiamo che di qui in avanti B (a, b, lk) indicherà la palla in lk di
centro a e di raggio b,

DEF. 2.3. Sia V un modello speciale in un policilindro S~ di centro

l’origine in lk" e siano ki,..., kn interi positivi ; F si dice cono generaliz-
zato (di pesi k1 , ... , kn) di vertice l’origine se M (c, z) : B (0, 1, 1ft) 
M (c, z) = (zt okl , ... , ristretta a B (0, 1, 1B) X Y- il sia fattorizzabile

i

LEMMA 1. Un cono generalizzato V di vertice l’origine e pesi .,. , 2 k.
è definito intorno all’origine da funzioni (k, 2 ... k") omogenee, ovvero fun-
zioni del tipo f = con fa E fa =~= 0 solo per i multiindici a tali

an
che Z oci ki è un intero positivo m fisi;ato, che si dirà cordine di omoge-

i=1

neità di f.

DiM. qJr funzioni che definiF3eono B (0, 1, 1k) x
X V --~ V la seconda proiezione ; se f = fa è un germe in 0

n

che appartiene ~
che M(’) = ~’ (~c2 (q:&#x3E;~)’ ..., n2 Cioè esistono ... , gr E C~o

ft

tali che , dove abbiamo identificato gJn con ~c~ 

Scrivendo ogni germe , otteniamo la seguente ugua-

Fissando z, otteniamo una serie in o identicamente nulla, quindi ogni
r

coeftlciente è nullo, il che ci dice che per fa f!J" === O, ,
A=1

aEdy
A bbiamo cosÌ visto che se allora le sue componenti (1c)-omogenee

;

fy appartengono ad 90, quindi se l’ideale in Ôo generato da IL E 90,
; -

90 c: 90 e per la Noetherianità di y è generato da un numero

finito di funzioni hp. Ma 90 è la chiusura di 90 nella
topologia e il teerema di Krull dice che gli ideali sono chiusi in
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tale topologia, quindi 1 Ne segue che in un intorno del-

e cos  V è definito dalle hi , ... , 

Il prossimo lemma è valido solo per lk = (t, ma indirettamente sarà
utile anche per 1ft = JR.

LEMMA. 2. Sia V un modello speciale in D c CI, contenente l’origine
e di Zariski per l’origine, f:B(01G)X2013F sia una applicazione
analitica godente delle proprietà di essere moltiplicativa (cioè 

e di avere 0 come punto fisso per ogni moltiplicazione
Y --~ Y~ i, essendo l’isomorfismo di V in (c) X V. Si può

supporre, restringendo eventualmente D, che i o ll~ provenga da una funzione

sia sviluppabile in una series che converga uniformemente; inoltre, essendo
0 punto fleso per ogni M,,, si avrà che ay (o) = 0 per ogni v.

In tali ipotesi esiste un isomortismo z di un intorno 1rT di 0 in V, su
un altro modello speciale contenente l’origine e di Zariski per essa,

in maniera che i o M~ = d o r per ogni c E B (0~ 1, d). Inoltre, se le
(x) sono serie a coefficienti reali, allora anche z è una serie a coefficienti

reali.

DiM. Prendiamo

ma poiché le (da,)(0) sono lineari, e le serie convergono uniformemente, si
può usare una doppia distributività infinita, cioè
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Possiamo infine, sempre per la convergenza uniforme della serie, scambiare
il segno di serie con quello di integrale e con un facile calcolo si ottiene

w

che T (x) =- 5 o am (a?) quindi T è a coeffleienti reali se lo sono le
m=0

a, (x). T~ è un isomorfismo in un intorno di O per il teorema del Dini, in

quanto i Identità, sia dunque
o

~r = Per mostrare che z o Mc = ° ~ per c E B (0, 1, G), abbiamo
bisogno del seguente risultato (vedi Gunning-Bossi (8)).

TEOREMA : I Se 1 ed U è un aperto contenente lo 0, e F è ap-
prossimata uniformemente sui compatti da funzioni i cui germi all’origine
stanno in un ideale 9 di °0, allora il germe di ~’ in 0 sta nell’ideale 9.

Se c = ~’ ~ + g, gi E y z =1, ... t, perché

con

perché rinterrale è limite uniforme di elementi di 9’.
La funzione z’ o M - (daM)(0) o z’ : B (0,1, d) x D --&#x3E; D2 è olomorfa e

8U aB (o,1, C) x D appartiene a 9’ la restrizione a n;-J ((a)), quindi per il

teorema di Oaucby ed il precedente risultato appartiene a (5)/ e dunque
z o ~Q ~ T.

LimmmA 3. See L è un fibrato lineare isullo spazio X e p’ E O (X), p’ ha
un sistema fondamentale di intorni cerchiati, cioè tali che o· ~Ì’ per

ogni e e B (02 1,1H).
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Dim. Sia U un intorno di p’, poniamo allora 
Per la continuità della moltiplicazione esiste Lo E ~ &#x3E; 0, tale che

per un intorno IT’ conveniente di p’ ; la relazione

continua ovviamente a valere sostituendo a U’ Uo f1 1-1 (A (O (X) f1 
Infine se U" è tale che B (0, 1, lk) U" c e quindi ~T =

= B (0,1 ~ ’~) U" è cerchiato e contenuto in U.

Rimandiamo a Pontryagin (15) per la dimostrazione del seguente

LEMMà 4. Se M è una rappresentazione del gruppo topologico compatto
in e M(c.c’) = M (c) o M(c’),

allora esiste B E G1 (r-, (t) tale che per ogni c di SI, B o M(oj o B-1 (Z~’’’. 2 zn) =

... , z,,) con i ki interi positivi per t = 11 n.

TEOREMA. FONDAMENTALE.

Ogni fibrato lineare .L sopra uno spazio analitico X (sia reale che com-
plesso) è rappresentabile.

Se p è un punto di X, sia p’ = O (p); si ha che per ogni intorno
cerchiato D’ di p’, esiste un intorno cerchiato V di tale che

+ (V* V)c U. Prendiamo ora un intorno (cerchiato : d’ora in poi lo sup-
porremo anche senza dirlo esplicitamente) U di p’ ed un isomortlsmo 1p di
U su un modello speciale di Zariski per p’, (D, Ã), Sd c 1kn, e tale che
yr(p’) = o. Scegliamo ora a ~ 0, e 

La moltiplicazione, che indicheremo con 
x V - U induce una moltiplicazione M’, M’ (e, x) x)], M’ :
B (0, 1 + e, lk) X d --~ g.

Se 1t = d, applicando i lemmi 2 e 4 si vede che si può scegliere l’im-
mersione nello apazio tangente di Zariski di p’, 1p: U- A in maniera che
su A M’ (o, (x! ~ 2 ... x")) = (Ci~ øt ,... , okn zn). Un ragionamento che faremo in

seguito ci dirà che bi =1 oppure ki = 0.
Sia ora 1ft _ lR : si ha che M’ : B (o,1 + e, 1R) &#x3E;C A -- A si può

N

estendere ad una applicazione olomorfa M’ in un intorno di B (0, 1 + e, 1R) X A
in una complessificazione standard (B (0, 1 + s, A", Al’ definito dalle
funzioni che definiscono A) ; tale intorno dunque conterrà un

prodotto del tipo B (0, e, C) X À’, con À’ tale che 21 n lRn = A’, A’ cer-
chiato, contenuto in A, soddisfacente alla proprietà che c A~ p
(o’  e) e si potrà ottenere che sa B (0, Q, ) X À’, M’’ sia effettivamente

N N N

una moltiplicazione (M’ (o - o’, x) = M’ (c; M’ (o’, x))). Anche la applicazione
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analitica Al -+ A si estende ad un aperto della comp1elsi6cazione,
A, che possiamo scegliere contenuto in e in modo da avere 

se è la complessiOcazione di Mi’. Siamo cos  in grado di definire

una moltiplicazione ~: B (0 I 1 + e, x ~L 2013~~~ ~) 
Possiamo ovviamente supporre che .I sia realizzato in un policilindro P

(che è di Stein) di modo che il ~i possa pensare indotta da una applica-
zione su B (O, 1 + s, C) sviluppabile ivi in una serie uniformemente

convergente 1 Vogliamo vedere che si possono prendere

la a~ (x) a coefficienti reali, infatti se
r-v

ay (x) E 9, perciò (è il solito ragionamento del lemma 1) im a, (x) E 9; ap-
~

plicando dunque il lemma 2 ad A si ha effettivamente che (A) è
un isomorfiamo di spazi reali.

Notiamo che V è isomorfo ad A * A (se intanto V = (A), e in
N N

questo caso * è il prodotto fibrato su MQ (A) con proiezione A * A
N N N N

ammette per complessificazione .1 XB.1, dove B = Mo (1), quindi, restrin-
N - N N N

gendo eventualmente ji -}- : A * A - A si estende a -f - : 1. A- --&#x3E; A’, 2 in
maniera che 19operazione sia commutativa ed associativa (se due funzioni
coincidono sul germe reale, coincidono su tutto un intorno).

Per quanto riguarda le due distributività, le funzioni la cui uguaglianza dà
la commutatività di ogni diagramma coincidono allora su un intorno l. prime

N N N

di B (O, 1-- e, 1R) X Ã..1 (A va ristretto), le seconde di B (0, 1 + a, 1R) X
X B (C,1 ~- e, 1R) X 1, allora per il principio del prolungamento analitico
coincidono le prime su B (0, 1 + e, ~) X d ~ À B (0, 1 + e, G) e si consideri
che se una serie è nulla per o E JR, allora i coefficienti stanno nell’ideale

di A quindi la serie è la funzione nulla), e analogo ragionamento vale
per le seconde.

N

Abbiamo cos  ora A con una moltiplicazione ed una addizione, e lo sostituia-
mo con la sua immagine isomorfa tramite l’isomorfiamo lineare B dato dal lemma

4, per cui diventa M (o, x) == ... , okn xn). Si 1’a che ~lo (A) _ 
se k, ~ 0 ) e supponiamo che ki = 0 = ... = ky , 9 e k,,+~,..., k" &#x3E; 0 ; .1. Ã ò
immerso nel proprio spazio tangente all’origine Gn+’ (t = n - ’), ed ivi

, in quanto
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inoltre

(In rappresenta l’identità di n coordina,te).

Se prendiamo (la 80mma.

toria è nel senso della operazione +), quindi 

,

Si ha cioè che Z amk’ = 0 per ogni ki, i e qualunque sia, &#x3E; 1,
1 1

perciò so ki &#x3E; 1, prendendo 9 ~ i si ha assurdo, deve

dunqae aversi necesF3ariamente ki  1 per ogni i.

Prima di proseguire dobbiamo vedere che anche nel caso reale abbiamo
un isomortismo su un modello speciale di Zariski per p’ dove la moltipli-
cazione sia indotta da quella del fibrato banale Mo (A) X che opera
linearmente sulle coordinate di In effetti abbiamo una moltiplicazione
complessa il su A ed un isomorfiamo lineare B di G (n, G), tale che

B o Ma = De o B9 dove Do è la applicazione lineare rappresentata dalla ma-

trice (" - ): · ricordiamo che M b a coefficienti reali, che perciò restrin-
0 a.h 

p

gendosi a B (0, 1 + , JR) X A, se B = -- 93, fJ, 93, matrici a coefficienti
reali, fJ o Mo = De o , 3 o Me == Do o 93, quindi per ogni reale (fl + ,ii) o
o~==J).o(~-}-AT8), inoltre esiste certo un ~o tale che (fl -f - sia

invertibile (det (~B -E- è una funzione olomorfa che vale =1= 0), dun-

que prendendo Ao93) otteniamo l’isomorllømo richiesto e possiamo ri-

prendere a trattare insieme i due casi in cui 1ft = 1R oppure 1ft = G.
Abbiamo allora un isomorfismo y di 7 su A, dove A è un cono ge-

neralizzato di pesi 7si == 0 per i =1~ ... , y e le, =1 per i = y + 1~..., n,
quindi 9A è generato da gi , ... ~ -g, ~ funzioni omogenee nelle ultime t

variabili, che convergono perciò (se Q = Mo (P), P essendo il policilindro

dove è realizzato A) su Q X e ivi definiscono un modello g, che
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possiede una moltiplicazione indotta da quella del fibrato banale M. (A) 
Intanto proviamo che P= ,-1 (, ( I’)) possiede un igomorfiamo V, ’P:  &#x3E; A,

.

che conservi la moltiplicazione : infatti preso x E V c’è un suo intorno U.

ed uno scalare tale che V, si pone dunque 
""

o 1p o col che è evidente che V è un isomorfismo compatibile con M

(ed è perciò un isomorfismo di fibrati, ove si identifichino 1 (V) ed 
attraverso Fisomorf smo y o 0).

Mediante 1p introduciamo una addizione su A, che denotiamo con P, e
vogliamo vedere che coincide con la addizione indotta dal fibrato banale

(A) X 1kt, cosa che esaurisce la dimostrazione del teorema. Poiché si

ha che P (x, y, z) == 1.1l0-1 (P (x, oy, cx)), basta verificarlo in un intorno della

origine, su cui P si può pensare provenire da una funzione P’ definita su
un intorno di 0 in inoltre per quanto visto su (dP)(o), si ha che

P’ (x, y, o) == (x, y + z + h (x, y, 4)), h nulla del secondo ordine almeno. Ma la
regola di distributività dice che le componenti della funzione (X, y, z)) -
- P’ (x, cy, appartengono all’ideale E7 generato dalle gi (x, y) e gi (x, z),
i a 1 ..., s, ovvero ci appartengono le componenti della funzione OùÀ(àS,§,Z) -
- h (x, ox, su un intorno dell’origine, ma se sviluppiamo h in serie di

CC)

funzioni h. omogenee di grado p hp, si ottiene che
p=0

00

X quindi per il solito ragionamento (lemma 1) hp (x, y, x) E -99
p=0

per ogni p ~ 1, allora il teorema di Krull dice che h E gt, e la dimostra-

zione è finita, se hi E = h’ (x) y + h" (x) z. Infatti l’altra distributività

dice che hi (x, c’y, c"y) E gt, generato dalle gi (x, y) su un aperto di x lkn,
cioè o/n c"m (x). =&#x3E; h’ (0) y ==

n, w

(x, y) y), h" (x) y (x, y) (x, y) _&#x3E; h = I gi (x, y) y) +
+ 1 g, (x, x) (x, y). Notiamo in particolare che abbiamo dimostrato qualcosa
di più del richiesto, cioè non solo che per ogni punto di X esiste un intorno
U tale che Lu sia isomorfo ad un fibrato banale, ma che si può avere un
isomorf smo che porta su un sottofibrato lineare di un fibrato prodotto con
fascio di ideali generato da funzioni omogenee nelle variabili della fibra.

Nel prossimo paragrafo metteremo a fuoco che queste funzioni si pos-
sono scegliere omogenee di grado 0 oppure 1, e che inoltre ogni sottofibrato
lineare di un fibrato prodotto ha fascio di ideali generato da funzioni di
questo tipo.
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3. Foriite lineari.

Dato un ftbrato lineare sopra uno spazio X, gli omomorfismi di fi.

brati lineari fra L e formano in maniera ovvia un 

( f -~- g è posto uguale a -~- o ( f ~ g)~ se s è una sezione è posto
_. (t X f )), e cos  se ad ogni aperto U di ~ associamo gli omomorfismi
fra L u e otteniamo un fascio di moduli (se U;:J V, r*0 dà la
restrizione dell’omomorfiamo a che chiamiamo il fascio delle forme li-

neari su L, ed indichiamo con F (L). Inoltre 8e $ : L -+ L’ è un omomorfi-

8mo, la collezione di omomorfismi F(f)(!7):J()(!7)2013F(L)(P’), tale che
F(~) ( ~7). definisce un omomorfismo di fasci di 

F (~) : F (L’) --~ F (L), e risulta facilmente che .~ è un funtore controvariante
fra la categoria dei fibrati lineari sullo spazio X, con i loro omomorfismi, e
quella dei fasci di moduli.

ESEMPIO : so prendiamo come fibrato sullo spazio X il prodotto X 
vogliamo vedere che F (X X e bista per ciò che F (X X ( ~l ) ==
= 0 (U)". E818tono n morfismi di fibrati su X,

Allora l’isomorfismo si ha associando ad un morfiamo f :
n sezioni di Õ ( Ú ), F, ==.1l2 o f o 6¡ LU (.n2: la proiezione
l’inverso, associando ad n sezioni ~’1, ... , F,, il morfismo

1 - 1

tale che i . Possiamo cos  vedere ogni cmo-

x come un polinomio lineare a coefficienti in

(5 ( U), ~ E d ( TJ ) [ei , ... , e~]. Analogamente un omomorfismo p : U X 1k.n -+
-+ U X 1km ei può iedere come una matrice (~,~y~ a coefficienti in C~ (U),
m x n ; se consideriamo la composizione di 99 con la proiezione su 
possiamo definire un sottofibrato lineare di Ú X L - ker cp, L =

~ (311 o 9’)-1 (0). Si può dire equivalentemente che L è generato da m forme
lineari.

PROP. 3.1. Se L è un sottofibrato lineare di X X 1ft", per ogni punto
x di X esiste un intorno U di x in X ed un numero finito di forme lineari

91 , ... , gm, e 0 ( U ) [’i’ ... , che generano Zu .
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. Se si suppone che U’; un intorno di x, sia realizzato in 
e sia ae = °, Lv, è allora un cono generalizzato in !~/ X tt" di pesi ki = 0
per i ki =1 se i &#x3E; r, ed è generato in un intorno dell’origine della
forma S~ X Z da funzioni omogenee nelle seconde n variabili, ... , E O (~3),
e ki , ... , kp E O (D) [ø~ , ... , omogenei : kp x it"
definiscono Zu , dove u == infatti per ogni esiste un

c tale che cZ 3 z, ed allora poiché 1’ieomoróemo canonico fra Q e

D X cZ dà un isomorfismo fra Lu n (S~ &#x3E;C Z) e Lu f1 (D &#x3E;C cZ), l’ideale di
Z a in (Lo, z) è generato dalle fe e dalle lei, k, ( p, z) = ki ( p, c-lx) = (p, x)~
se ~c~ è il grado di k; , ragion per cui è generato dalle fi e k; . Vogliamo
vedere che i ki di primo grado sono sufficienti a generare l’ideale: infatti

supponiamo che kh sia di grado d&#x3E; 1, d minimo dei gradi &#x3E; 1 dei ~,.
Consideriamo il seguente diagramma commutativo :

allora definendo h+ = h o (+), tale cioè che h+ (xy 8’, 8") h (X9 8/ -- a"), kh+
è contenuto nelhideale 9+ di Lv. Lu , generato da (A, kt, ki’), (kt (x, i’, i") =
- ki (x, s’), (x, s’, s") = ki (x, s")), Ponendo g = k+ - (lch + kh ), 9 E 9+ , 9
perciò ma poiché g è di grado  d sia

in s’ che in 8", si può porre yj’ = = 0 per i j tali che il grado di kf
sia &#x3E; 1. Ma g (x, s, 8) = kh (x, 2s) -- 2kh (x, 8) = (2d - 2) kh (x, a), perciò kh si
esprime come combinazione delle fe e dei k; di primo grado.

Una importantissima conseguenza" della precedente proposizione è, data
dal seguente

TEOREMA 1 : Se. L è un fibrato lineare sullo spazio 
_ (x E X dim Lx n) è un sottoinsieme analitico di X.

1

DIM. per ogni punto x di X, esiste un intorno Ú tale che Lu = ker ex,
a : X 1ft p .- U X dunque per ogni y E U dim L,=p -rango (aij (y)),

’ 

. 

. 
1t 

quindi gn è dednito dall’ideale generato dai determinati dei minori di or.

dine p - n + 1 della matrice 

18. Annali delia Scuola Norm. Sup, di Pio&#x26;.



864

COROLLARIO : so X --~ Li --~ L2 2013~ L8 --~ X è una successione di mor.
Ilami di Rbrati lineari sullo spazio X, e la dimensione della flbra di Li non
è costante, non si può avere che per ogni punto p di X la successione
O --~ Lr --~ L; --~ L; -~ 0 sia esatta. In tali ipotesi si può però avere che
la successione di fasci di Oa;-moduli determinata dal funtore forme lineari

sia esatta.

Supponiamo per semplicità X paracompatto e ammettiamo che la

tesi non sia verificata; sia allora inf (dim Lp), 
1k

B == 2013 ,+1 un aperto denso di X. Ora su B, (A8d,-d,) fl B 
n (g _ A~~+l) è un aperto denso che non è però tutto B, il che è assurdo.

Per la seconda affermazione si consideri la seguente successione

p dove L = Ker a, a (x, 0) =
a

= -(x, xx) ; i la corrispondente successione delle forme lineari è (B -~- -

con a (1) = x, ed è perciò esatta.

Osa. Se f: è un morfiemo di fibrati lineari si definisce kerf =
= f -1 (o (.~’))~ e ker f è un eottoflbrato lineare di L, quindi se g :L"-ker f
è un isomorfismo possiamo dare un senso alhaffermazione che la successione

è esatta, ma la nozione non è generalizza-
bile, in quanto che l’esempio che appare nella dimostrazione del precedente
corollario ci mostra che non si può definire coerentemente l’immagine di
un fibrato lineare attraverso un morfismo.

4. Dualità.

In questo paragrafo vogliamo provare che il funtore F, delle forme

lineari, associa ad ogni fibrato lineare su uno spazio X un fascio di 0-
tnoduli coerente. Di più dimostreremo che esiste un funtore Y inverso di
h che associa ad un fascio Ô". coerente un dbrato lineare: si ottiene cos

il seguente teorema di dualità :

TEOREMA. Le categorie dei fibrati lineari sopra uno spazio analitico X
e dei fasci Oa:-coerenti sono duali.

Paop. 4.1. Per ogni fibrato lineare L, è un fascio coerente.
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DIM. Per i risultati precedenti (prop. 2.5) per ogni x di X esiste un
intorno aperto U tale che L si immerge isomorficamente nel nucleo di un
morRsmo f == fra due fibrati banali, si ha cioè una successione esatta

del tipo , ed applicando ad essa il
funtore ~’ otteniamo una successione

dove F(i) è rappresentato dalla matrice (~y~) a coefficienti in 0(!7). Dob-
biamo dimostrare che questa seconda successione è esatta, e intanto essa è

n

omologica (~(~)o~(~)==0 per la funtorialità). Supponiamo P
~=1

sia in ker F (j), e sia x un punto di V, allora f appartiene al-

l’ideale generato da 4 , intorno a

tx, 0), ma scrivendo la serie di in a)") omogeneo di grado v nelle
00 

(v)variabili a1"), si ha che
V-0

su un in-

intorno della forma W ma le funzioni convergono su W X lftn, e per
il principio del prolungamento analitico continua a valore la relazione e

’1’

allora f = F (i) (a), con a = .2 Infine .F ( j) è surgettiva,
i=1

sia infatti g una forma lineare su essa è determinata dalla sezione

Intorno a (~0) 
che la rappresenta ( g è l’immagine di h nel quoziente per l’ideale generato

da e, ,... 1 e,.). Poieh6 g è lineare, se h - 2 (supponendo la serie con-
y2013o

vergente in tf con le omogenee di grado y nelle e, 9 ... I 611), si

deve avere che o
1

con le opi appartenti a

00

O (B (0, X W X,), quindi p, - 1 ellP(11) (eventualmente restringenúo$

W, Z, 81cegliendo p opportuno) ; so ne deduce una eguaglianza fra le parti
di primo grado in ci

i
, cioè si vede che t lineare

6n, rappresenta essa pure g, ma poiché converge su tutto

W e per ogni esiste o tale che Ì X cZ 3 (xy z), si vede seguendo
un ragionamento già fatto che rappresenta g in ogni punto di Lw,
cioè esattamente è la forma lineare tale che = g.
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LEMMA 1. cono fasci di 0-moduli e le righe sono esatte nel
eeguente diagramma di omomortismi di O moduli

allora esistono rialzamenti ~ e 9 che fanno commutare il diagramma.

Dm. a’ è surgettivo e libero con generatori c...,, quindi per

ogni ei esigte et di CP’ tale che 8’ (ei) = fl o poniamo dunque = e;
inoltre allora Im (1.’ = Ker 8’ :;) Im ( o a), e dati

generatori 6. di con ei’ E Om, che si porranno uguali
Il lemma è generalizzabile ad n rialzamenti purché la riga di sopra

contenga sempre tutti fasci liberi.

Ora per fasci liberi e omomorfismi fra essi è facile scoprire quale è il

funtore V che inverte .

, 
_ - .

Se , sono come nel lemma 1, poniamo V ( ker 
-

V (p) è ben posta perché
~ è fattorizzabile in

rialzamento di P, è un rialzamento dell’omomorflsmo nullo, Im 
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ed allora () non cambia, a meno di un isomorfiamo, scegliendo due di-
verse presentazioni di come conucleo di fasci liberi.

Come ultimo gradino consideriamo due fasci coerenti 9, ’, ed un omo-
morftsmo fJ: - ’ : esiste un ricoprimento aperto tale che 

~a’ = ~’ ~ ~~ , siano conuclei di fasci liberi, e se CPiJ è l’isomorflsmo fra ~¡ 
e (analogamente qJij), fJi l’omomorfismo indotto fra (ji e allora

è un isomorfismo fra V e V e lo stesso dicasi di V 

si definiscono allora per rincollamento dei fibrati e ~ f ~’), ed un
morfismo V (fJ) data la commutatività del seguente diagramma :

Si riconosce che Y (~) non dipende dal particolare ricoprimento ( U~) perché
localmente non dipende dalla presentazione di ~ come conucleo di
fasci liberi ; inoltre se a : ~’ --~ ~ è un altro omomorfismo, ed è dato un
ricoprimento (7/) su cm 9 d presenti come conucleo di fasci liberi, si ha

che V (a o ) = V (fl) o V (o&#x26;), perché basta prendere un raffinamento di

(C7) e di (~7,), e veriflcare direttamente questa uguaglianza sul ricoprimento
(Vi). Risulta dalla costruzione di V che V é il funtore inverso di F.

Oss. Un altro funtore interessante è quello che associa ad un fibrato

lineare L il fascio dei germi di sezioni analitiche da X in L, S (L) ( U ) _
= (8: analitica e tale che ~ o 9 = idu ). S è un funtore covariante,
in quanto se g : L -~ .L’ è un morfismo, definiamo rS (g) ( U ) (a) = g o 8, se
8 E S (L) ( U). Quando L è un F. L. L. B., ,S (L) è localmente libero in quanto
se Lu ~ U X Itn, 8 (L) (~7) ~ Ô ( U)’~ , viceversa ogni fascio localmente libero
y è determinato da un ricoprimento e isomorflsmi ggi: uj

quindi è un isomorfismo q;ij: X 1tn It"i quello determinato

dalla matrice che dà l’isomorfismo di fasci Cf’ ’l = cp. o 01,i _+ 
_ 

’J’ ’ j ij 
la collezione U X 1tn, 92ij 9 determina un F. L. L. B. e non è difficile vedere
che S dà un isomortismo fra le categorie dei F. L. L. B. e dei fasci di Ox.
moduli localmente liberi.

Il funtore 8 è però troppo grossolano per la categoria dei fibrati linea-
ri, poiché se ad esempio L è Ker a, a : X X 1f’" e det non

è la sezione nulla, presa una sezione s : .1l1 o i o, 8 una seziono a
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valori in lk" nulla su un insieme denso, quindi S (L) ( U ) = 0 per ogni
aperto U, mentre il fibrato L non è il librato nullo, X.

OSSERVAZIONE DI RILIEVO : see Li, fibrati sopra lo stesso spazio
X, un germe di forma lineare E su Li EB L2 determina due germi ~i, E2, su

L2 rispettivamente (EJ = i o ij , ij essendo l’immersione canonica, ad

PROP. 4.2. 8~ c : Y --~ una applicazione analitica, (L, l) un fibrato

DIM. Si può supporre che ’(-1 (L) sia realizzato i;

abbia coordinate e! , ... , e abbia fascio di ideali generato da f

è definito attraverso l’ideale generato dalle J

F è ieomorfo a ~-I (L), poiche la restrizione ad F dell’im-

la proiezione canonica),
come si verifica facilmente.

--7.1 .- ~ 1 ---’"1-- - ‘-, - M 7

, mentre l’imma.Rine inversa del fascio
"v ’ -

; cioè, come ci ei poteva aspettare dal fatto
che F dà una dualità e non un isomorfiamo fra le due categorie, l’opera-
zione di immagine inversa non viene conservata da F. (Si verifica però
facilmente dal lemma 4.2 che F (a-1 (L)) ~ Oy F (L)).

5. ComplessiHcazione di un flbrato liueare reale.

Sia L un fibrato lineare sullo spazio analitico reale paracompatto X,
di cui X aia una complessificazione: indichiamo con 9r il fascio F () ,

- 

1R

che è dunque un fascio 6 g - coerente (si considera X c X). Applicando il
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lemma III di Cartan otteniamo che y è indotto da un fascio coerente

9l su un aperto U di JC contenente X : U è quindi esso pure una com-

plessificazione di X e lo continueremo a chiamare allora X. Il fibrato li-

neare L = ~ (~C ) sopra X si dirà complessificato di L, ed è essenzialmente
unico, perché se g{’ induce 9: su X, sappiamo che W e 9(,’ coincidono sul

un intorno aperto di X.

Il fibrato .9 è in maniera naturale una complessi ficazione (nel senso

degli spazi) di L, e le sue operazioni (addizione, moltiplicazione, sezione

nulla) sono complessificazioni delle operazioni di L.
Infatti per ogni punto y di X esiste un aperto Uy tale che Uy f1 g =

Wy , ed sia isomorfo a Wv X -. Wy X dunque

8 la matrice trasposta 

I u. = Coker

Allora se, poniamo, U. è realizzato in D e (tp e Wy = !7y n -
è realizzato in JO X G" e Lw ==== Lu. n 1RP+n ed effettivamente =

C) inoltre le operazioni sono indotte da quelle del fibrato banale

Ui X CI, ed è vera la seconda affermazione.

6. Fibrati lineari localmente banali (F. L. L. B.).
~

Supponiamo in questo paragrafo che lo spazio X in questione sia con-
nesso. ~

Allora se L è un F. L. L. B., dim un intero costante uguale ad
1t

t per ogni punto x di X, poiché dim una funzione localmente costante

e lo spazio X è connesso.
.. 

La condizione che dim L., - n per ogni o di X, non implica in generale
1t

che L sia un F. L. L. B., come prova il seguente facile esempio.
Se X è il punto doppio (X realizzato in lk con ideale generato da W2)2

e L è il fibrato X X 1ft ~ X X 1ft, E (o, e) = (x, x,~), Zo ha di-

mensione 1, ma se esistesse un isomorfismo di L su X X 1k, gli anelli in
(09 0) dovrebbero essere isomorfl con un isomorfiamo indotto dalPidentità di

1k2, mentre un anello è Oo,2/~(~ l’altro Oo,2/~(~~).
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PBOP. 6.1. Se L è un fibrato sullo spazio reale X, e la dimensione

della fibra è costante, allora L possiede un complessificato Z con dimensione
di fibra costante (ammesso che lo spazio X sia paracompatto). Se L è un
F. L. L. B., possiede un complessificato che è un F. L. L. B.

Dim. Sia n = dim L. e £0 una com pl essi fi cazione del fibrato L, con
’t3

base 10 (complessi ficazione di X). Per il teorema 1 ~

è un sottoinsieme analitico di Xo 9 che contiene X, quindi (prop. O. 5.) 2~
contiene un intorno !7 di X. 2.+, poi è un sottinsieme analitico tale che

0, perciò è un intorno aperto di X, che sarà allora
lo X richieoto, mentre L sarà Lok * La seconda affermazione è immediata

vista la descrizione di Z data nel paragrafo 2.

TEOREMA. 2. Se L è un fibrato lineare sullo spazio ridotto X, e
dim Z = t per ogni punto L è un F. L. L. B..
1t

D~!!. Preso un punto wo di X, possiamo supporre che Z~ sia realizzato
in ~2 X 1ft"’, (D c 1kP, con xp, 6m saranno

le coordinate in con ideale generato funzioni delle xi e
Mt

9! , .., gp forme lineari, ; J siano

gendo eventualmente Q, la applicazione (àg, e) 20132013&#x3E;- (x g ... er + 1 &#x3E; ... &#x3E; em )
è un iaomorflf3mo di ftbrato di S X lt’" in s6, e se riusciamo a vedere che
l’immagine secondo op di Lu è con fascio di ideali generato e

611 ... ~ otteniamo l’isomorfismo richiesto con un fibrato U X lk" . Ma il

fibrato deGnito dall’ideale generato dalle .., , f., 6i’’’.’ er , 9 è uno spazio
ridotto e su efiao le sono funzioni nulle, in

quanto la condizione dim ~Lx = n dice che per ogni x di X intorno ad
r
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