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OLASSI E SCHEMI IDEALI
CONGRUENZE IDEALI V (*)

ROBERTO MAGARI (Siena)

SUNTO - Si associa ad ogni classe ideale una successione di naturali, detta segnatura
della classe. Cid permotte una olassificazione delle varietd idealizzabili pid fine di
quella data in [7]). 8i danno nuove condizioni affinchd una varietd idealizzabile
sia ideale.

SUMMARY - Let X be a class of similar algebras, and n€w. A good n-family for X is a
family of polynomial simbols of ariety 4n-4 2 (g j)je mt1 such that:

If AeX; x,yed; u,veA™ and (=, y) € {{ur,vr): rEn}A then :
T=ygy (u; v; u; v; %.Y,)
g;(u; u; 0505 BY)=g;, (u; v; u; v, ,y) (sem)

y=g,, @;u; v; v; x9).

Pose :

min {m: there exist a good n-family of m 4+ 1 polynomial simbols] :
My = if a good n-family exists
@ : otherwise,

‘We ocall m=(m”)”5w the signature of X. It is easy to see that X is ideal iff, for
every n€w, m €w (i.e. & good n-family exists).

Classifiyng the ideal classel by signatures a better analysis is possible. We find for
example new sufficient and necessary and sufficient condition for an ideal class to
generate an ideal variety. Also, if VX is ideal, the signature of VX is linked with the
signature of X. :

Pervenuto alla Redazione il 35 Settembre 1972.
(*) Lavoro esegunito nel’ambito dell’attivitd del Comitato Nazionale per le Matemati-
ohe del C.N. R. (gruppo G.N.S. A.G. A. anno 1972).

7. Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa.
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Examples of results.

If X is ideal and PHX is regular then VX is ideal. If the signature of X is everywhere 0
then YX is ideal and the signature of VX is everywhere 0.

If X ideal and PX has permutable congruences then VX i3 ideal.

The signature are useful for discovering properties which the ideal class of total
algebras have but the ideal classes of partial algebras have not.

PREMESSA. In un recente lavoro ([7], vedi anche [8]) di cui presuppongo
la lettura, ho dimostrato che se X & una varietd di algebra simili allora
fra le condizioni :

(@) X & filtrabile

() X @ superprincipalmente idealizzabile
(¢) X & ideale

(d) X & idealizzabile

sussistono le implicazioni (a) —> (b)) — (¢) —> (d) e che nessuna di esse pud
essere rovesciata. In questo lavoro introduco un concetto (« segnatura» di
una classe di algebre) che permette di analizzare pitt a fondo la situazione
e in particolare di dare notevoli condizioni affinch® una classe ideale generi
una varietd ideale. Alcune proprietd sono con maggior naturalezza predica-
bili per coppie 4, L ) con L sottoreticolo completo del reticolo delle equi-
valenze su A (schemi) che non per questa o quell’algebra o di insieme di
base A e C(A)= L (se ve ne sono).

Le notazioni e le convenzioni seguite sono quelle di [7] oltre ad alcune
semplificazioni di scrittura il cui significato & ovvio dal contesto Inoltre,
se A & un’algebra, quando occorre distinguere A dal suo insieme di base,
indicherd quest’ultimo con A.

Naturalmente questo lavoro & concepito come una continuazione degli
altri miei lavori sulle classi ideali ([4], [5], [6], [7], [8]) e in particolare di[7]
di cui presuppone la lettura.

1. Algebre e schemi: schemi ideali. Condizioni di Bergmann per
I’ idealita.

Sia A un’algebra. Ovviamente L = C(4) & un sottoreticolo comploto
di C(A). Sara utile la seguente :
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DEF. 1. 8i dira schema ogni coppia ( A, L) in oui:
(1,1) A sia un insieme non vuoto,

(1,2) L sia un sottoreticolo completo di C(4)

OSSERVAZIONE 1. Come sopra osservato se B & un algebra con B=A
allora {( 4,C(B))> & uno schema, che si dirA lo schema di B. Non vale in
generale l'inverso.

Nel seguito sard utile talvolta riferirsi a proprieta di schemi piuttosto
che a proprieta di algebre.

DEr. 3. Sia X #una classe di schemi. Si dirda che X 8 ideale se esiste
una classe ideale Y di algebre simili ¢ una funzione F da X a Y tale che,
comunque preso ( A, L) in X, posto F{A,L)=B, sia B=A, L=C(B).
(Insomma se esiste una classe ideale di algebre simili che ammette X come
classe dei suoi schemi). 8i dira che uno schema (A, L) & ideale se {{ A, L)}
¢ ideale ossia se esiste un'algebra ideale B di schema ¢ A,L).

OSSERVAZIONE 2. Ovviamente uno schema { A, L) & ideale se e solo se @
ideale l’algebra B di insieme di base 4 munita di tutte le operazioni com-
patibili con le equivalenze di L e L = C(B): essa 8i dira talvolia Valgebra
completa di schema { A, L).

In [1] G. Bergmann da una condizione necessaria e sufficiente per la
filtralitd di una classe di algebre. Una analoga condizione caratterizza le
classi ideali. Diamo anzitutto la seguente :

DEF. 3. Sia X una classe di algebre simili (di schemi) ¢ n € w. Una
Samiglia (%g™)jem, 41 (mn € ) 80 dird una buona n-famiglia per X se 6 solo sé:

(2,1) (ig"),.m”_,_l ® una famiglia di polinomi di arietd 4n 4 2 (& una
famiglia di simboli di operazione di arietd 4n 4+ 2 ammettenti una fissata
interpretazione in ciascuno schema { 4, L)€ X, ciascuna di queste interpre-
tazioni essendo un’operazione di -arietd 4n 4 2 in A compatibile con le equi-
valenze di L)

(2,2) Se A€X, L=C(4) (se {4,L)eX)

U VEAY; 2, Y€ A (U=(U)ren,? =(V)r¢n) ©

P 4
CayydefCuryor):ren)
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allora valgono le:

(2,20) " (wsvsusv;a,y) =a
(2,2)) prususvsvsey)=Itlgr(uivsus052,y)
(2,2m,) gt (s uiviva,y) =y

Vale la seguente estensione alle classi ideali del citato teorema di Ber-
gmann :

TEOR. 1. Condizione mnecessaria e sufficiente affinché una olasse (') sia
ideale & che per ogni n € w essa ammetta una buona n-famiglia

Ometto la dimostrazione che si pud condurre ricalcando la dimostrazio-
ne di Bergmann.

DEF. 4. Per ogni olasse ideale 81 pud considerare la sequenza dei mini-
mi m, di oui mel teorema precedente. Hssa si dira la segnatura della classe.
Pud essere conveniente parlare di segnatura anche per classi non ideali ponendo
m, = o quando X non ammette una buona n-famiglia (%).

Per snellire la formulazione di certi risultati sard opportuno porre
anche in ogni caso m, = w.

Una famiglia (Mn)newts 8i dird finita se, per i € w, m; € w. Cosl le classi
ideali sono precisamente quelle a segnatura finita.

Potra tornare utile il seguente banale :

LEMMA 1. Sia X una olasse di segnatura (Mp)ncwt1 € 810 (knlncotr 4na
suocessione con k, =m,. Allora esiste per ogni n€ w per cui k, sia finito
una dbuona n-famiglia di k, 4 1 polinomi.

DiM. Sia per un 7€ w, k, > m,, k, finito. B sufficiente prolungare una
n-famiglia di m, + 1 polinomi ponendo per i > m:%g"(a;b;c;d;e;f)=Ff

2. Prodotti e somme di schemi.

DEF. 5. 8Sia (8)icr una famiglia di schemi (8; = << A;L;>). 8Si

dira prodotto della famiglia e si indicherd con IIs; lo schema (A,L) in
iel

(*) Di algebre o di schemi.
(%) Ovviamente per ogni oclasse (di algebre o di schemi) si ha

O=m=m=m=..=m =..
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out ;
iel
(3,2) L @ il reticolo delle equivalenze in A associate nel senso consueto a
ideali di II L;. Vale il seguente teorema :
tel
TEOR. 2. La segnatura di s = ITs; é ¢l supremo delle segnature degli
sel
8;. Quindi s & ideale se e solo se tutti gli 8; sono {ideali e il supremo delle
loro segnature é finito.
Dim. Sia mf=(m}) la segnatura di s, e m = (m )

neEw

e o la segnatura
di s. Sia n€@, n 3= 0, sia m, finito e sia (‘g)jem,41 una buona famiglia
per s. Sia i€ I. Poiché le Jg sono compatibili con le equivalenze di L 1lo

sono in particolare con Ker & che & associata all’ideale di I L; generato
tel
dall’elemento ! definito da :

1, se j=ki )
lj= (JeI)
0; se j=1i

(1; e 0; essendo rispettivamente il minimo e il massimo di IL;). La formula :
(4) Igi tsa = &; iga (@ € A4n+3)

definisce quindi un’operazione in A;.

La Jg; risulta compatibile con le equivalenze di IL;. Siano infatti a;,
b;€ A+2, Consideriamo certi elementi a,, b, (r€é4n 4 2) in A tali che le
loro componenti i-esime siano af, p7. Si avra, essendo la Jg compatibile con

le equivalenze di L, 4 (‘ga, Jgb)<< V 4 (a7, b7), da oni:

—_— I
g a,, 99,00 €{Cal, bT): rEm) i

13

E——

. in-2 M . .
Siano u;, %€ A" @, yi€ di e (i, y )€ (Kul, o) ren) . Scegliamo degli
elementi u”, v, #,y in A4 le cui componenti i-esime siano 7, v}, «,, y, e per
i quali, per j =1, si abbia #j=1y;. B allora ovviamente :

A=, y)<<V 4 (ur, v")
ren
onde
— L
Co,y) € (Cur, v, ren)
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e valgono le (2,2) da cui, tramite la (4), le loro analoghe, che stabiliscono
essere (]gi)jgm”.l.l una buona famiglia per 4;. Ne segue m,{g my, .
Viceversa sia al solito n€ w, n==0 e supponjamo che gli m{ abbiamo

supremo k, finito.
Allora esistono a norma del lemma 1 delle buone n-famiglie (3g.~)_,e,,"+1 per

le {A;L;). Definiamo Jg in A mediante la (4).
Per ogni j 1a Jg risulta compatibile con le equivalenze di L, come
si verifica facilmente, e la (fg)jcz,+1 & una buona famiglia per ¢ 4, L).

Dunque m, <<k,. Il teorema & cosi dimostrato.

OSSERVAZIONE 3. B facile vedere che se (8);c 7 ® una famiglia di schemi
anche la segnatura di {s;: i€ I} & il supremo delle segnature degli & onde
coincide con la segnatura del prodotto.

DEF. 6. Sia (8)ic1 (8= ( Ay Li)) una famiglia di schemi non degeneri.
8i dira somma della famiglia e si indichera con = 8; lo schema (A, L)
per oui: e
A= 3 A=Y (i} x 4)
L consiste della equivalenza totale e di tutte le R C Kerz (s: 4 — I
essendo la prima proiezione) tali che, per ogni ¢ € I, sia RN B;€ L
(dove B;= (i) < A; e IL; & il sottoreticolo completo di € (B;) asso-
ciato in modo ovvio a L) (3.
Vale il seguente:

TEOR. 3. La segnatura di X 8; é il supremo delle segnature degli s;.
sel

Dim, Per comoditad supponiamo gli 4; a due a due disgiunti cosicché
si potrd supporre, & meno di isomorfismi, 4 = U A4;. Al solito sia m =

= (My)neo 1& segnatura di (A4,L) e m* = (Mmi),c la segnatura di s;. Sia
n€w, n3=0, 1€ I, m, finito e sia (/g)jcm,41 una buona famiglia per ¢ 4, L).

Osserviamo che se a € 4:"t? non pud essere ’ga ¢ A;. Si prendano infatti
u, V€ A7, £ € A;. Dev’essere :

W="u;v;u;v;72)=2
A=usu;viv;aa)="g(u;v;u;v;x2)

el=tlgusu;v;0;ma)=74gu;v;u;v; 22

(8) Cfr esempio costruito in [7] § 4.
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onde, nella congruenza R generata da {{u", " ): r €n} che, salvo su A;, &
discreta, dev’essere aRzJ onde z/€ A,. Inoltre a e (u;v; u;v;«, x) sono
certo associati nell’equivalenza che & totale sn A; e discreta altrove e
dev’essere Jga associato a 2. Dunque Jga € 4;.

Le restrizioni delle jg ad A; sono allora operazioni su 4; e formano
ovviamente una buona famiglia. Dunque migm”. Viceversa sia ancora,

n€w, n3=0 e il supremo k, degli m! sia finito. Esiste allora per ogni
p<n e per ogni A; una buona p-famiglia (Jg? )j ckqy (DOt (®) e lemma 1),

Siano a,b,c, d€ A" e, f€ A e definiamo le Jg": A4+2 —'A nel modo
seguente.
(i) sia ce =¢f e, per ogni r €En, sa” = ebr = ec” = ed".

Sia h={r€n: ea"=zse} e, per comoditd di scrittura, supponiamo
h€w. Si porra:

ig"(a; b5 ¢; d; 6, f) =g} (a®, b*, o, d*, e, f) (jek+1)

dove a* = (a"),¢x etc. e ¢ == ce.
(ii) non valga (i) allora, si porra:

f, 88 ea = &b, 6c = &d, &a = ec

gt (a5 b5 05d;56 )= e altrimenti

Mostriamo che le (Jg");¢x4y costituiscono una buona famiglia. Anzitutto
risultano compatibili con le equivalenze di L. Sia infatti R€ L propria e
siano

a,;,b,b_,c,;:;d,EEA” ef, 6,f€A

con ¢ Re, fRf, a” Ra, ete.

cago (i) o ambedue nel caso (ii) (la B & propria). Se sono ambedue nel caso
(i) ® ovvio che sia ‘9" RIg" x. Se sono nel caso (ii) sia jg" & = f.
Oid implica ea == &b, ec = ed, ea ==ec, onde, essendo R propria, &

ea = &b, e = &d, ea == 0, quindi Jgnw = A
Analogamente se Jg" =7 8 gz =f onde in ogni caso Jg" x ng";.

[
Siano ora u,v€ A" x,y€ A conlw,y)E{(uv"):rEn). Se ex = ey e, per

. L;
ogni r €n, su" = ev”, allora sard {(x,y) € ({u", v"): rEn, eu” = ew) e ledgn
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sugli argomenti (v; v;u;v;4,y) (u;u;v;v;ay) si trovano nel caso (i)
e soddisfano quindi le (1).
Se ex == ey o, per almeno un r € n, su” == ev” le Jg" sui suddetti argomenti

R /
si trovano nel caso (ii). Inoltre da (=, y)€{Cu" v"): r € u} segue che, se
x 5=y, dev’essere comunque per qualche r €n, eu” 3= v”. Si ha allora:

ruivsu;v;o,y)=2
rususvsvsmy) =y

Si ha dunque in ogni caso m, <<k e ne segue il teorema.

3. Distanze.

Sia ¢4,L) uno schema e siano R,S€ L. Si dird (R, §)-cammino ogni
sequenza (¥')eqnts tale che valga una delle:

2*Ra*+!  ge i & dispari
(5) .

o'Sx*+1  ge ¢ @ pari
(i€n)

«*Rat+1  ge i & pari
(6)

'Syl ge i @& dispari

11 numero degli S-tratti di un (R, 8)-cammino si dird la lunghezza del cam-

mino (con le precedenti notazioni la lunghezza & allora [_’2‘J+ 1 se n & di-

[n]
2

8i dira poi che un (R, S)-cammino &:

un R-8-R-cammino se il primo e Vultimo tratto sono R-tratti (ciod se
il cammino & nel caso (6) e n & dispari)

un R-8-cammino se il primo tratto & un R-tratto e ’ultimo un &§-tratto,
analogamente si definiscono gli 8- R-cammini e gli §-R-8-cammini. Infine
dati due elementi », y€ A si chiamera :

(R, 8)-distanza di # da y la minima lunghezza degli (R, §)-cammini
congiungenti # con y (x = 2% y = a"),

R-8-R-distanza di # da y la minima lunghezza degli R-S-R-cammini
conginngenti « con y

analogamente si definiscono la R-S-distanza, la S-R-S§-distanza e la
8-R- distanza,

Si ha ora:

spari e il cammino & nel caso (5), altrimenti).
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LeMMA 2, Siano (A, L), R, 8 come sopra, sia E compatia ammettente
un sistema di n generatori ¢ { A, L) ammetta una buona n.famiglia (3g)je my1.
Allora la 8 R-distanza (¢ quindi la (R, S)-distanza) di due elementi ®, y con
(z,y)€Rv S non supera 2m -+ 2.

DiM. Mostriamo anzitutto che :

Se due elemenli sono ocongiunts da un R-S-R-cammino di lunghezza m-1
allora sono congiunti anche da un S-R-S-cammino di lunghezza m -+ 2.

Siano #,y congiunti da un R-S-R-cammino di lunghezza m 41, esistano
ciod certi (#') <i<m4a (¥)iemtz con & ==y° y=am™+? o' Raitl, o Sy'.

L
Siano u,v€ A® con R = {{u",v"): r€n}

Per comoditd seriviamo jab per Jg (u; v; u; v; a,b) e ja_i) per Jg (u;u; v;v; a,b).
Oonsideriamo gli elementi :

a® = 0y° »1
b0 = 0y0 yt
o0 = 0z o*
a0 = 0y! «*
af == iyt ot
b = iy i+

0; = 1w HL git+2

& = iy g2
a™ = my™ gm+t1
- my™ ym+1

™ = mamt1 g3

dm™ = mym+1 gm+3
Poiché y* Rzit! e le ‘g costituiscono una buona famiglia si trova:
ad = y° =

¥ == gi+1,
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DJaltronde per la compatibilitd delle Jg con le equivalenze di-L si trova
a* 8b* R¢* 8d'. 8i ha cosl V'S-R-S-cammino :

x = ad 8b° Rc® Sb! ... b™Re™ 8d™ =y

la cui lunghezza & appunto m - 2.

Da quanto dimostrato segue subito che:

Se due elementi sono congiunti da un R-8-cammino di lunghezza
m 4 2 allora sono anche congiuntt da un 8-R-8-ocammino di lunghezza m - 2.
E sufficiente osservare che un R-S§-cammino di lunghezza m - 2 consiste
di un R-8-BR cammino di lunghezza m 4+ 1 e di un ulteriore S-tratto. Appli-
cando ripetutamente D’ultima proposizione si trova:

8¢ due elementi sono congiunti da un R S-cammino o da un S-R-cammino
di lunghezza n(m 4+ 2) allora sono congiunti anche da wun 8-R-S-cammino di
lunghezza nm - n + 1,

Infine con semplici considerazioni si trova :

Siano x,y due elementt congiunti da un R-S-R-cammino di lunghezza 1.
Sia ¢ il resto di | modulo m -+ 2. Allora x,y sono congiunti anche da un
8-R-cammino e a fortiori da un R-8-R-cammino di lunghezza nm + n 444 1.

Poichd per n > 2 8 nm + n 4 i 4+ 1 < 1 due qualsiansi elementi risultano
sempre congiunti da un 8-R-cammino di lunghezza non superiore a 2m - 3.

La limitazione viene ulteriormente migliorata dall’osservazione che un
8-R-camino di lunghezza 2m -4 3 pud essere considerato come composto da
un S-tratto seguito da un R-§-R-cammino di lunghezza m 4 1 seguito da
un 8-R-cammino di lunghezza m -} 1. Sostituendo il cammino centrale con
un §8-R-8-cammino di lunghezza m 4 2 e sopprimendo i vertici incidenti
a due S-tratti si ottiene un S§-R-cammino di lunghezza 2m 4 2.

Il lemma & cosl dimostrato.

4. Una caratterizazione delle classi X ideali per cui VX » ideale.
Dal lemma 2 si ricava facilmente il seguente

TEOR. 4. Sia X ideale. COondizione necessaria e sufficiente affinché VX
sia ideale & che PHX sia regolare.

DiM. La secessitd & ovvia. Sia PHX regolare e sia 4 €SP HZX. Si abbia
ciod la reguente situazione:

1I B; B B;e X
sel
@ Pi
4> >HA.' A.'

¢ sel
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e siano x, y, ', v" (r € n) elementi di 4 con 4(x,y)<<V 4 (u",vr). Scegliamo
per ogni welIl A; un we€ Il B; con <p1'47=='w. Si ha:
tel

tel
—— 4
Cog, yid)E{Cul, vi): ren) (teI)

da cui, tenuto conto del lemma 2 si ha per opportuni w*, ¢*€ II B; con
Cw!, #2) € Ker ¢,: fel

B;
(a}'.,gjpe[(c.q,z‘:{):rEn}U{(iv;,i:):s€2m+2} (iel)

(dove m & il numero dei polinomi di una buona n-famiglia per X) ossia:

Ad@y)<V 4 (w,o)vV 4 (wt})
rEn 2€2m--2
e quindi:
IB;

(o, y)e(Cur, vy :ren)y(Cw?, *): s€2m 4 2)
ma {w’, #*)cKer ¢ onde si trova:

. 79
Ca,yde[{ur,v"); ren} .

Poiché ITA; e PH X & regolare ne gegue:

A
Cx,y)e{ur,v"): ren)

onde A & a congruenze ideali. Cost HX & ideale e dal teorema 3 di [7]

segue che VX & ideale.
Si ha anche:

OoR. 1. Se X ¢é ideale VX & semiideale.

DiM. Dalla dimostrazione del teorema 4 si ricava che se Y & una classe
ideale allora HY & semiideale. Ora se X & ideale lo & anche S P X ([6]
teor. 1.) e, per l'osservazione fatta, VX =H S P X & semiideale.

I1 teor. 4 non fornisce alcuna conrdizione sulla segnatura di VX
in relazione alla segnatura di X.

11 prossimo paragrafo & dedicato a una condizione di questo tipo,



698 RoBERTO MAGARI: Classt

5. Segnatura di VX,
Ci & utile per il seguito il seguente banale :

LEMMA 3. Sia A un’algebra e S€C(A). Sono equivalenti le:
(i) A/S & regolare
(i) Comunque presa B|_ A e R€C(B) si ha:

) (R*v8)nB*=Rv (SN B?
(iii) comunque presa B|_ A e Re€C(B), R compatta, vale la (7).

DiM. Sia 0 = A/S non regolare. Cid significa che emstono una sottoal-
gebra D di C e nna T€C (D) con:

(8) T°nD2>oT.

Posto ¢ = Nat § sia B=¢~1 (D). Per la (8) esiste un coppia p€ Tn D?, peT
0
onde esistono certe coppie (gr)-en in numero finito con ¢, €T e p € (g, : renj.
. . ——3B
Scegliamo n coppie ¢" di B? con g, = q, e poniamo R ={g,: r€n}.
Si ha, scelta una pEB” con pp=p, pE€ {gr: En} v8=R*v 8. Daltroude
p¢T onde péfg.-: re n} e percid p ¢ Rv(Sn B?. La (iii) implica quindi la
(i). E’ poi ovvio che la (ii) implica la (iii).
Non valga la (ii), sia dunque B | A, R€C(B) con (R*v8)nB%> Rv(SnB2).
Posto D = @ (B), C=A/S, T =g zo(Rv(8N B%)o @iy si trova facilmente

T°n D*ST one A/S risulta non regolare.

La (i) implica dunque la (ii) e il lemma & dimostrato.

B opportuno ora dimostrare che il risultato del lemma 2 vale anche,
sotto una ulteriore ipotesi, in nuna versione « uniforme ». Precisamente si ha:

TEOR. 5. Sia X una olasse ideale con P H X regolare, di algebre di un
oerto tipo z, di segnatura (m,), ... Per ogni n€ w esistono allora certi poli-

nomi astratti del tipo v, RO, K, .. B RFtE g0 gl kPt G arieta
2n - 2 tali che comunque scelti:

AeX
SeC(4)

neEw
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u,vE A"
z,y€A con {x,y)€ERvS (scriviamo R per mnf)
si abbia:
(9,1) z="h0(u; v; x,9)
(9,2) y=n""" (w5 05 2,9)
(9,3) Ri(u; v; o, 9) Skifu; v; 2,¥) (§ € 2m, + 2)
(9,5) Eu; v; 2,9) RE! (u; v; 2, y) (i € 2my 4 2)

DiM. Fissiamo n, per comoditd scriviamo m per m,,  §ia (/g)j¢m+1 una
buona n-famiglia.
La dimostrazione procede con tecniche analoghe a quelie usate in

Magari [6] teor. 2 e in Bergmann [1] teor. 3.
Supponiamo in un primo tempo che X sia un insieme e sia I I’insieme

dei sistemi :
(A, R, 8, u,v,2,9)

come nell’enunciato. Se €I indichiamo con A, E;, etc. gli oggetti per
cui t==<{A;, R;, Si, nyy %, %, ¥;) e siano:
A =1II A;

u” Pelemento di A di componente i-esima u7;

" » » » > » » o3
x » » > » » » x;;
Y » » » » » » ¥s;

B la sottoalgebra di A generata da M = {,y} U T!J" {u7, v}, R la congruenza
di B definita da:

(10) a R B se e solo se, per ogni i €I, a; R; A («, B € B)

Ovviamente le ig costituiscono una buona famiglia per B (%).

— B
(4) Siano infatti a, f€ B. y' 3 € B" con (a, ) €{(y", 8"y : ren} Ovviamente ne segue,

A-
per ogni $€I, {a;, B, )€ {5, 8 )ire mf ' da cui, poiché ¥g costituiscono una buona famiglia
per 4., le solite eguaglianze che legano oy ﬁ‘., y:f , 6".' ° ljg. Queste a loro volta implicano
le analoghe per «, 8, 5", 8" e 174
Si trova in questo modo che :

Se X & una olasse di algebre simili allora X ¢ 8 P X hanno la slessa segnatura. Da cid
sl ritrova come immediato corollario il teor. 1 di [6]: Se X & uua olasse ideale allora unche
SP X ¢ ideale. Alouni miei collaboratori si stanno ocoupando di stabilire quali altri risul-
tati di [5], [6] possano essere dimostrati piti semplicemente (e precisati) usando il concetto
di segnatura,
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-— B
Da cid segue che R = {{u",v" ):r€nj.
Sia ora S la congruenza di 4 definita da:

(11) « 8B se e solo se, per ogni i€I, a; 8; B; (o, B € A)
Si ha:

(12) (o,y)ER v S

Infatti, tenuto conto del lemma 2, si ha per ogni i€ I:

A
Cog,ydefCul,vi): renju((w?,82): s€2m+2]‘

per opportuni {w!, #!)€S,, e, presi degli elementi di 4 w’, ¢* di compo-
nenti i-esime w?, ¢f, ne segue:

Adwy)<V 4 w,v)vV 4 (',
TEN se2m<-2

da cui, essendo X ideale e {u*, #*)€ S, la (11).
Ma, essendo P H X regolare e X ideale, anche V X & ideale per il

teor. 4, onde H {4] & regolare e dal lemma 3 si trova (1_?,‘v8)n B? om
== R v (8N B?) onde, dalla 12), (z,y) € Rv (8N B%). Devono quindi esistere,
per il lemma (2) certi elementi a°, a!, ..., a?™+3, B9, b4, ..., b+ @i B con

z=a’
y = a2t
a* Sb
b R ot
e quindi dei polinomi astratti del tipo v
RO, kY, ..., RE™H3 JO, KA, ., kam+1
con :
x=h(u; v; x,9)
y == "2 (u;0;5 2, )
k (u; v; @, 9) 8k (u; 0; @, y)

K (u;v;2,9) BB+ (w505 2, 9).

8i tratta, come ora si verifica facilmente, dei polinomi cercati.
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Il caso in cui X sia una classe propria si tratta facilmente osservando
che i polinomi del tipo devono costituire un insieme.
Siamo ora in grado di dimostrare che:

LemMMA 4. Sia X una classe ideale, m = (Mp)neo la sua segnatura e
P H X sia regolare. Allora per la segnatura m == (mn)y.,, di HX 8i ha:

My < My, < Mamfnd2

Dim. Sia n€w e siano A%, k* come nel teor. 5.

La m,,gﬁ,, & ovvia.
Poniamo k = 2m, 4+ n 4 2 e sia ¥(g)jem,+1 una buona k-famiglia per X.

Definiamo dei polinomi astratti (#f )jem,+1 di arietd 4n - 2 ponendo
if(a;ds05d56,f) =9 (a; 1 (a;d;0,f), h'(a;d;ef),
vy BAmtl(as d; e f),b; ho(a; d;ef) ..
wey B2 tl(asd;ef),o; Bo(a;d;ef) ..
ey B (@5 ds e f), d; RO (a;d; e f), ..

vy 2™ tl(as d;5ef); 6 f)

— A
Sia Ae¢eHX, u,veA™; #,y€A e (x,y)€{(u,v"):ren). Sard, per
certi B, ¢, BEX,B—&—) A. Per ogni a€ A sia a€B con qoa'=a, e po-

2B
niamo § == Kerp, R = {(u", v"): r€n}.
Si ha:

Cayyde(Cur, or): rEn}ﬂvS

e anche, per il lemma 3:

oy yde(Cur,vr): renju B (usv;2,y), k*(u;v;2,9)): s€2m + 2}
da cui;

@ =" (u; hO(u;v;z,4), b1 (a;0;2,9,), 0, 2™ (u; v;2,9),

v; KO3 052 59), kL (U;052,9) ., B™H(u; 053, 9),



702 RoBERTO MaGARI: Classi
w; KO (4505 @, ) B W 035 2, 9), .y B (05 05 @, ),
v; KO(u;0;52,9), k' (;0;2,9). .., k2 (u; 05 2, 9),
z, y)
Sg(ushs ushs o5k 05k 0,9) =g hso5k;u; h;0;k;2,9)
y="kg (u;h;u; h;v;k;0;5k;m,9)

(dove si sono usate ovvie abbreviazioni).
Se ne ricava facilmente :

2= (usv;u;v;y)
J

fsusv;vie, = fu;v;u;0;y)
y="f(u;u;v;0; 9
onde ({f)jm,‘+1 risulta una buona famiglia per H X e il lemma & dimostrato.
Si ha ora:

TEOR. 6. Sono equivalenti le:
(i) X & ideale con P H X regolare
(i) HX & ideale
(iii) VX & ideale

e, detta m la segnatura di X, per la segnatura m di V X vale la limitazione :
My < My < Mam,+nta

DiM. L’equivalenza delle (i) (ii) (iii) & gid stata dimostrata (teor. 3 di
(7) e teor. 4). B facile vedere che per ogni classe X la segnatura di SP X
coincide con la segnatura di X onde dal lemma 4 segue ’ultima osservazione
del teoremsa.

6. Classi ideali a segnatura nulla.

Sia X una classe ideale, m = (M,)n¢~» la sua segnatura e supponiamo
m, = 0 per ogni %€ w.
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Dimostreremo che in tal caso V X & ideale e ha anch’essa segnatura
nulla.
Allo scopo ci & utile il seguente;

LEMMA 5. Sia A un’algebra di segnatura nulla, R, S€C(4), u,v€ A",

4
z,y€A, R={Ku,v"): ren} e {z,y)ERVS.
Sia B la sottoalgebra di A generata da M = {x,y} U TU {wr, v} e pomiamo
ENn

R’ =RN B?% 8 = SN B2 Allora si ha:
{x,y>€E R v 8 (dove il v & inteso in @ (B)).

Dim. Alteriamo la terminologia usata prima chiamando lunghezza di
un (R, S)cammino il numero dei suoi R-tratti.

La dimostrazione procede per induzione rispetto alla lunghezza. Se
@,y sono congiunti da un (R, §)-cammino di lunghezza 0 la cosa & ovvia.

Siano @,y congiunti da un (R, 8)cammino di lunghezza n 4 1 e sup-
poniamo il risultato valido quando x,y siano congiunti da un (R, §)-cam-
mino di lunghezza n. Possiamo supporre si tratti di un §-R-S-cammino.

Si avra dunque per certi xf, y*€ A:

=1y

yt Spitl

@ Ryt

a2 =y,
Sia g un buon n-polincmie.

Scriviamo per comodita ab per g (w;v;u;v; a,b) e ab per g(u;u;v;v;a, b).
Si considerino i cammini:

— 2,0 1 __ 1,41 0 2 0 0
x =y o' = a' g%, 0% y09? y0ad, .., y0ant?

Y= wn+2, yn+l = gnt1 yn+l, yn .’17"+2, 2 wn+2’ vy y() xnt2

B facile vedere che (sopprimendo i vertici «!, y*+!) si tratta di due cam-
mini di lunghezza n che quindi ecadono sotto Dipotesi induttiva. Poiché

y%, ant?, 40 2"t2 € B ne segue il risultato per cammini di lunghezza n 41 e
il lemma & dimostrato.
Tenuto conto dei lemmi 3,5 si ha:

TEOR. 7. Se X & una classe ideale di seguatura nulla dllora V X é ideale
di segnatura nulla.

8. Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa.
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Dim. Se X ha segnatura nulla anche P X ha segnatura nulla onde per
i lemmi 3,5 HP X & regolare e quindi & regolare P H X. Il risultato segue
dal teorema 6.

7. Classi ideali permutabili.

B ben nota la particolare importanza delle varietd ogni algebra delle
quali & a congruenze permutabili (cfr. ad esempio PIXLEY [9] [10] [11])

Si mostrera in questo numero che una varietd idealizzabile a congruenze
permutabili & ideale. In realtd mostreremo un risultato piu forte.

Oi sard utile il seguente :

LEMMA 6. Sia A wun’algebra ideale, R,S€C(4), u,v,€ A® x,y€A,

4
R={(u,v"):ren} e {x,y)€ERvS, RvS=80Ro8.
Sia B la sottoalgebra di A generata da M = (z,y}u y {ur, v"} e poniamo
rTeEn

R’ = Rn B? 8 = 8nB% Allora si ha (x,y)€E R’ v S’ (dove §l v é inteso
in C(B)).

DimM. Sard o =y° Sz' Ry! Sx®* =y. Sia (Jg)jeny1 una buona n-famiglia
per A e al solito scriviamo j ab per Jg(u;v;u; v ; a b),jab per
Jgususv;v; a, ).

Consideriamo la sequenza :

20

0y° z*
0y° a?
1y0 «?

1y° o*

my° x*

my°® «*
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Si ha y° Szl = 0x1y! S0y°2® onde y° S 0 y°2® e anche:
#? Syt = ma' y! Smy® 2* onde my® #® 8 a2
E’ poi ovviamente iy°#* R iy0«® Infine si ha:
Wt Siaty =i+ 1)aly! 8+ 1) ¥° > onde iy° a2 8 (i + 1) y° 22

Ne segue l’asserto.
Ne deriva.

TEOR. 8. Sia X una elasse ideale e comunque presa AcP X, R, S€C(4)
con R compatta si abbia Rv S8 =S8oRoS8. Allora VX ¢ ideale (con la segna-
tura soddisfacente la solita limitazione).

Dim. Ovvia tenuto conto dei lemmi 3,5.
In particolare si ha:

CoRr. 2. Se Y ¢ una varietd idealizzabile a congruenze permutabili allora ¥
¢ ideale.
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