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ALCUNE PROPRIETA
DELLE VARIETA ALGEBRICHE REALI (¥

M. GaALB1ATI - A. ToaNoLI (Pisa)

Introduzione.

Il metodo di studio di una varieta algebrica come spazio con fascio dj
anelli, usato da J. P. Serre nel suo famoso lavoro « Faisceaux algébriques
cohérents » ([1]), e nel successivo « Géométrie algébrique et géométrie ana-
lytique » ([2]), si & dimostrato particolarmente fecondo nel caso di un corpo
algebricamente chiuso. E’ chiaro, perd, che gran parte degli strumenti usati
in questo caso non possono essere pil utilizzati se si voglione considerare
varietd definite su IR o in generale su un corpo non algebricamente chiuso.

Abbiamo quindi veluto studiare-i fenomemi che si producono nella
geometria algebrica reale, e procurare strumenti e metodi di lavoro che so-
stituiscano quelli della geometria algebrica sul corpo complesso.

Ci & sembrato quindi utile studiare alcune proprietd degli «ideali reali »
(ciod gli ideali che contengono tutte e sole le funzioni nulle su una varieta
reale, e sostituiscono quindi gli ideali coincidenti con il radicale utilizzati
nel caso complesso). Si & inoltre studiata una varietad reale sia associandole
una complessificazione, sia associandole uno schema, a seconda del tipo di
problema.

Ad esempio, studiando la complessificazione di una varietd reale, si
pud notare che molti risultati del lavoro di Serre, « Géométrie algébrique
et géométrie analytique » non sono pil validi nel nostro caso. Tra gli altri,
8i vede che un morfismo di varieta algebriche reali che sia un isomorfismo
analitico non & in generale un isomorfismo algebrico.

Pervenuto alla Redazione il 7 Febbraio 1972.
(*) Lavoro eseguito nell’ambito del G. N. 8. A. G. A, del C. N. R..

1. Annalidella Scuola Norm. Sup. di Pisa.
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Ancora, si & dimostrato, tenendo conto di alcuni fatti relativi alla coo-
mologia degli schemi affini e alla costruzione degli schemi associati alle
varietd reali (§ 5), che il teorema B di Cartan non & valido per le varietd
affini reali, mentre si pud dimostrare facilmente, con metodi classici, il
teorema A.

Un altro fenomeno che si pud osservare & poi Pimmergibilita, in un
opportuno spazio affine R¥, dello spazio proiettivo reale, da cui segue che
ogni varieta proiettiva & affine. (§ 6).

§ 0. I1 fascio delle funzioni regolari.

Su 1R" considereremo usualmente la topologia di Zariski e indicheremo
esplicitamente quando ci riferiremo alla topologia euclidea.

Sia U un aperto di Zariski di R™, e f: U — IR una funzione analitica,
diremo che f & regolare se per ogni x € U esiste un intorno U, tale che su
U, la funzione f sia uguale al rapporto di due polinomi con denominatore
che non si annulla su U,.

Nel seguito noteremo con R (RR") (o R(U)) il fascio delle funzioni
regolari su R* (o sull’aperto U di 1R").

Noteremo inoltre con Z; il luogo dei punti x € R” (x € C") tali che f(z)=0,
per fER[X,,..., X, (0 fEQC[X,, ..., X.)).

LeMMA 1. Siano p, g€ R[X,, ..., X,] ¢ supponiamo che p sia primo con
g. In questa ipotesi, se la funzione p/q definita su R — {z € R | ¢ (x) = 0}
ha una estensione analitica al punto x, di R*, si ha q(x)) 5= 0. (In altre
parole, g6 p & primo con ¢, la funzione p/q non si pué estendere analiticamente
a nessun punto di Z, = (x € R" | g (x) = 0}).

~ ~

ProvA. Consideriamo 1R™ canonicamente immerso in C", e siano p, ¢
gli elementi di ¢ [X,,.., X,] indotti da p e q.

Supponiamo dunque che esista una funzione analitica f, definita su un
intorno E,, (intorno nel senso della topologia euclidea) di «,, tale che, per
ogni ye K, — Z,,

_r(
S @

Esiste allora una funzione analitica 7deﬁnita su un intorno ﬁ;o di z,
in ¢~ tale che:
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a) fé olomorfa

b) festende I " .
|, nR
In un opportuno intorno di z, in C" (intorno che identificheremo con
ﬁ,o) 8i avra:
fl I’ == _p/ql E

Supponiamo, per assurdo, che x,€Z, e sia ZT; una componente affine
irriducibile di Z; tale che Z 3, (.

Essendo fN=—£— olomorfa nel punto x,, si deve avere (Z;)”o =) (Z;)% (con
q
Y. indicheremo il germe dell’insieme Y nel punte z).

Per lirriducibilita di Z; si ha anche Z; > Z; e dunque, se Z.. ¢ un’e-
quazione minima di Z~, si ha (per il Nullstellensatz) che ¢; divide p e gq.

E’ immediato che g; si pud considerare a coefficienti reali (infatti se
Z- non & trasformato in sé dal coniugio si prenda Z~U o(Z~), ove o @& il

coniugio, e si ragioni sull’equazione minima di Z~U(Z~ ) e dunque ¢,=

_—_q‘-l 7 divide p e ¢, e questo & contro Iipotesi che p sia primo con g.
OSSERVAZIONE. A proposito del lemma 1 va osservato che la funzione
S=2p/q si pud prolungare nel punto z, ad una classe C* con h > 0, h << 4 co

pur essendo p primo con q e g (x,) = 0.
w?(h+1) + y?(h-i-l)

a? 492
al punto (0,0) come funzione di classe C* (ma non come funzione analitica).

Se la funzione f=1p/q si estende al punto z, come funzione C= allora
essa 8i prolunga anche come funzione analitica e quindi & regolare in x,
(infatti basta considerare l’equazione p — fq = 0 che ammette soluzione nel
punto x, con f serie formale e sfruttare un ‘teorema di Artin, [4]).

Si consideri ad esempio la funzione la quale si prolunga

LeMmA 2. Il fascio ‘R (IR") & un sottofascio del fascio A (IR") delle fun-
ziont analitiche reali su IR™ (si usi la topologia euclidea per definire i due

fagci __C)_(_Z e o).

(!) Ricordiamo che un insieme algebrico di IR» (o di ¢#) ? il luogo di zeri di poli-
nomi. Ogni insieme algebrico ammette una decomposizione (unica) come unione di un
numero finito di componenti irriducibili (vedi [3]).
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PRrRoOVA. Bisogna provare che lo spazio dei germi di funzioni regolari &
un aperto nello spazio dei germi delle funzioni analitiche e questo & immediato.

LEMMA 3. L’anello F’I'\"‘ (R (1R™)) delle funzioni regolari su R™ & un’anello
noetheriano, ed il suo completamento é Vanello delle serie formali a n inde-
terminate.

ProvA. Dal lemma 1 segue immediatamente che ogni funzione regolare
su IR" si pud rappresentare come rapporto di polinomi primi fra loro, tale
che il denominatore non & mai nullo su R".

Quindi Panello delle sezioni globali del fascio delle funzioni regolari su
R™ coincide con il localizzato dell’anello R[X,, ..., X,] rispetto al sistema
moltiplicativamente chiuso formato da tutti i polinomi mai nulli su R*.

Dunque an (R (R™) essendo il localizzato di R [X], ..., Xa] che & noe-
theriano % noetheriano. Notiamo con % (1R*) P’anello F1R" (‘R (R").

Si pud osservare che vale

RIX,, .., X]CRRY CARY;

poiché R[X,,..,X,] e A (IR") sono anelli con lo stesso completamento,
anche il completamento di % (1R") & P’anello delle serie formali a n indeter-
minate.

LevyMa 4. Sia € R, K, (IR") Vanello dei germi delle funzioni regolari
nel punto x, oA, (R") Vanello dei germi delle funzioni analitiche in x (si usi
qui la topologia euclidea per la definizione dei fasci of (IR") e R (IR"). 8i
ha allora che oA, (IR™) & piatio su R, (IR").

ProVA. La tesi segue dal fatto che ¥, (IR") e o (IR®) sono anelli noe-
theriani e hanno lo stesso completamento (vedi [2]).

§ 1. Verieth algebriche reanli.

In questo paragrafo considereremo sempre la topologia di Zariski.
Omottiamo di elencare qui le definizioni di insieme algebrico, di varieta
affine, di prevarietd, di varietd e di morfismi che sono formulate nel modo
usuale, pur di considerare, come fascio, quello delle funzioni regolari, di
cui ora studieremo con piu precisione le principali proprieta.

E’ necessario premettere, perd, la definizione di varietd complessificata
di una varietd affine ().

(3) Questo argomento verra sviluppato nel paragrafo 4
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Consideriamo una varietd affine (V,‘Ry), e una sua realizzazione in

uno spazio affine IR"; diciamo che una varietd complessa Ve Q" & la com-

plessificata di Vv rispetto alla realizzazione data se ¥ & la minima varieta
affine di C* che contiene V.
Si ha allora:

LEMMA 1. Sia V una varieta affine irriducibile, realizzata in R*, V— 8
un aperto di Zariski di V, allora Vanello I'y_g (C_)QV) é isomorfo all’anello

delle funzioni regolart reali (®) definite su un intorno di Zariski di V— 8
nella complessificata V di V.

PrOVA. Sia @€I';(‘Ry;), @ reale, dove U & un intorno di V— 8§ in

V~; allora P v—s & regolare reale, e quindi si ha

Prv—st Iy_s(Ry).

Viceversa, sia vy € I'y_g (‘Ry). Allora per ogni x€ V — § esiste un in-
torno U, tale che -
-
%= g}
dove p, g€ R[X,,..,Xy), ¢(x)3=0, e ne consideriamo la restrizione a V
indicata con {p}, {g].

In ogni U, la Y 7, si estende in modo unico ad una funzione y, de-
z
finita in un intorno U, di U, in V. Per compattezza, esiste un numero

finito di intorni U,, ..., U, che ricoprono V — §, le estensioni della vy rela-
tivamente a queste U; si incollano (*) e definiscono l’estensione desiderata.

LEMMA 2. Sia (V,Rv) una varietd affine, sottovarietd di R .

Consideriamo Vanello R[X,, ..., X,)/Mv, dove My & Dideale della varieta.
Si kha allora un isomorfismo naturale

g (IR[_.XT,ZH__,_JT_]) -> I'r (By).
14 Ny o

Ove con Ny abbiamo indicato insieme degli elementi RI[X,, ..., X)/ Iy che

() Una funzione si dice reale se ® invariante per coniugio.
(*) Notiamo che viene utilizzato il fatto che una funzione nulla sulla parte re.lle ®
nulla sal complessificato.
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RIX ey Xa]
v

spetto al sistema moltiplicativamente chiuso Ny .

non 8t annullano mai su V e con ( ) Vanello localizzato ri-
Ny

RIXy, .o, X X"]) risulta essere una funzione
“V Ny

regolare su V, quindi V'applicazione J & ben definita. E’ ovvio che & iniettiva.
Sia w€ 'y (‘Ry); w si estende ad una funzione regolare definita in un

ProvVA : Ogni elemento ¢ € (

intorno ﬁy di V nella complessificata Vai V. si pud poi vedere, come
dimostreremo al termine di questo lemma, che esiste un polinomio g a coef-
ficienti reali, tale che, detto Z,={x€("|q(x)=10}, si ha Z,NnV=CJ e
inoltre la v si estende ad una funzione regolare J definita su ?—Zq.
Allora ;;; ® restrizione di una funzione del tipo f/¢" con fER[X,, ..., X;]

(vedi [1]) da cui
_.q
¥ &Tﬁ
Quindi J & surgettiva.
Si deve ancora dimostrare il fatto seguente: sia S un insieme affine

di ¥ tale che SNV = (7). Esiste allora un polinomio a coefficienti reali ¢
tale che Z,N V=) e Z,2 8.
Infatti siano ¢, =0,...,9,=0 le equazioni di 8. Consideriamo ¢ =

1
= 2% ¢: ¢;, q ha zeri reali solo nei punti reali di S e non 8i annulla quindi
i

su V e inoltre Z,> §.

Vediamo ora di quale struttura possono essere dotati i sottoinsiemi
aperti e quelli chiusi di una varietd affine V.

Nel caso complesso si ha che ogni chiuso di V ha una struttura di
varietd affine indotta dal fascio di V, e che solo gli aperti privilegiati,
ciod quelli del tipo

Vy=|[a€V|f(x)=0),

hanno la struttura di varietd affine. Nel caso reale si ha la stessa situazione
per i chiusi, mentre si ha che ogni aperto di una varietd affine & affine,
come si vede dalle due proposizioni seguenti.

PROPOSIZIONE 1. Sia (V,‘Ry) una varietd affine, e sia W un chiuso
irriducibile di V. Dotiamo W del Jascio ‘RYy cost definito : per ogni aperto
UcW, Rw(U) sia Vinsieme delle fumi;n‘ f su U tali che per ogni punto
x € U esiste un intorno U, dit = in V e una funzione FE€ _"Riy (Ue) tale che

Fle"0=fle°
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Allora W con questo fascio ha la struttura di varietda affine.

PROVA. Si consideri la varietd affine (V,‘®y) immersa in 1R". Allora
W puod essere considerato come un insieme algebrico irriducibile di R”*;
sia Rw il fascio delle funzioni regolari su W. Bastera dimostrare che
(W, Row) 2 (W, Rip).

Poiché linclusione di W in V & un morfismo, le restrizioni a W di
funzioni regolari su V sono funzioni di ‘Rw, quindi le sezioni di R}, sono
anche sezioni di R . o -

Viceversa, ogni sezione di Q_Q_W corrisponde a una sezione di ‘_)_Ci}',‘v, per-
ché ogni funzione f€Ry (W,), g€ R[X,,.., X,] & restrizione (per il Lem-
ma 2) di una funzione f’ € Ry (V).

Sia ora V una varietd affine realizzata in 1R" sia feI'y (Ry) e Vy=

= (€ V|f(x) = 0).

Consideriamo in IR*t! la varietd affine

W= {re R | Xop1 (X, ..., Xn)— 1 =0}
Sia ’1\’,.+1: R+ |— R" 1a proiezione (X, ,..., Xpniy) I— (X, .oy Xin)

PROPOSIZIONE 2. L’applicazione

P
Pppy: W— Vg
¢ un isomorfismo.

”~~
PRrROVA. P,y; & un morfismo bigettivo ed 8 un omeomorfismo. Bisogna
provare solamente che se ¢ & una funzione regolare su un aperto di W

allora la funzione ¢ o 1/’\;,'].11 ® regolare. Si tratta di una questione locale,
quindi su un intorno D la ¢ sara del tipo

P = r (Xi g see gy Xn+l)
s (X‘ 9000 -Xn-H)

con 830 su D.
Ma, su W

7,8 €RX, ey Xngi]
w

1

&, xy & X0

Xn-l-l =

da cui,
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quindi y=¢ o 13\,,111 & la restrizione di una funzione regolare ed & quindi
regolare.

LEMMA 3. Sia (V, ‘Ry) una variets affine realizzata in R". Siano CE‘R"’
Ry, Ir il fascio delle funzioni regolari su WR", su V e il fascio delle fun-
zioni ;egolari nulle su V. 8i ha che questi fasci sono coerenti (?'R“ e Jy
come ‘E_R,.-modu]i, ‘E_V come ‘_)Qv-modulo).

PROVA: a) %‘R” & un fascio coerente. Sia x#€1R", U un intorno di =z,
Jisos Jr€lD (%m,.). Bisogna dimostrare che il fascio delle relazioni tra
Sfis =S & un fascio di tipo finito su CE‘R"'

Infatti, pur di restringere opportunamente l’intorno U di x, si pud
supporre che
Ji=Dpilq
Pi, ¢ER[X,,..., X,], ¢ mai nullo su U.

Consideriamo dunque un punto y€ U e degli elementi g, ,...,9,€ (‘E,R,.),,
tali che

2 gfi=0.
=1

Anche le g; sono del tipo —’:—‘, 8(y) 3= 0, quindi in un intorno di y si
ha la relazione

r
2 Di h; = 0.

=1

Ma il modulo delle relazioni tra i p; & di tipo finito e quindi si con-
clude Vasserto.

b) gv & un fascio coerente di "R,R,.‘moduli.
Infatti, sia Ty l'ideale di R[X,,..., X,] che definisce V. Notiamo che

(gV)z = 1[;" (CEV)x .

Ricorderemo al termine di questo lemma la dimostrazione di questo

fatto, dal quale segue la coerenza di Iy poiché My & un ideale finitamente
generato,

¢) ‘Ry ® coerente.
Notiamo che il fascio ‘Emn/gy & un fascio coerenfte di anelli che &
nullo fuori di V e che, ristretto a V, coincide con ‘Ry, quindi Ry @
coerente. - B
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E’ necessario ora dimostrare il risultato utilizzato nella dimostrazione
precedente :

LEmMA 4. Sia (V,Ry) una varietd affine realizzata in R", ¢ sia Uy
Videale di R[X,,..,X,] di tutti i polinomi nulli su V. 8i ha che (_gr), é
generato come (fEV),-modulo da fy ctod

(Ir)e = Tr+ (Ry)a-

ProvA. Consideriamo un elemento r = _1;—5(9‘7)3’ g(x)F 0, p(x)=0.
Posso trovare un intorno aperto U di « in V tale che per ogni y€ U

p(y)=20

e un polinomio p’ che non sia nullo in #, ma nullo sul complementare di
U. 8i ha allora che

ed essendo p-p’ €My, si ha la tesi.

LEMMA 5. Siano (V,Ry) e (W, Rw) due varietd affini; ad ogni mor-
Sismo (@, ¢*): (V, ‘Ry)— (W, ‘Rw) corrisponde un omomorfismo di WR-algebre

~
@: I'w(Rw)—> Iv(Ry).
6 viceversa. - -
N
8t dimostra inoltre che (p, p*) & un isomorfismo se ¢ solo se @ lo é.

ProvA. E’ evidente che (¢, ¢*) definisce un omomorfismo
¢: I'w(Rw)— I'v (Rr).
Viceversa, dato ;a\, ¢ definito un morfismo
~ ~ S —
(@, ¢*): (Spec I'v (‘Rv), I'yv (Ry))— (8pee I'w (Rw)y I'w (Rw)).

Notiamo che (V,Ry) e (W,‘Rw) sono contenuti in (Spec I'y (Rv)

S—— S— . . . . ~ ~
I'v(Rv)) e in (Spee I'w (Rw), I'w (‘Rw)) rispettivamente, quindi (g, ¢*)
induce per restrizione il morfismo (@, ¢*) cercato (5.

(5) Per i dettagli della costruzione si veda il paragrafo 5.
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Inoltre, se :;;é un isomorfismo, ha un inverso $—1 e quindi anche
(p, ¢*) ha un inverso; vale ovviamente anche il viceversa.

Si pud ora dimostrare anche per il caso reale il Teorema A. Vedremo
in seguito come invece non valga il teorema B.

TEOREMA 1. Sia (V,°Ry) una varieta affine, F un fasoio coerente su

V, allora, dato un punto x di V la spiga F, di F nel punto x é generata
come (‘Ry),-modulo da I'v (F).

ProvAa. Consideriamo una realizzazione di V in 1R*. Prolungando &
per zero fuori di V si ottiene un fascio coerente su IR*, e ci riduciamo
quindi a dimostrare il teorema per V = 1R". Per definizione di coerenza

esiste un ricoprimento finito {Us}i=;, ...,, di R", con U; =MWy, ¢: €R[X,,..., Xa),
tale che su ogni U; si ha una successione esatta

(R )™ — Ry )™ ——> F g, —> 0.

Il teorema & banalmente vero per ogni aperto del ricoprimento.
Consideriamo ora un elemento y,€%,, € U,. Per ogni ¢ esiste un

aperto non vuoto V;c U; e una sezione pf;€ Iy, (CEV)"’" tale che #;(8;) & un
rappresentante di y,. Esistono quindi dei polinomi senza zeri comuni e
non nulli su #: &y, ..., h, tali che

(hg s vor s hg)"+ B € Ty (Ry)™).
Le sezioni

7 ((hg 5 wue y hp)¥ - Bi)

si estendono tutte a una sezione globale v, e si ha quindi
o= gy ey ¥ ¥

§ 2. Ideali reali.

DEFINIZIONE 1. Diciamo che un tdeale I di un anello R (commutativo,
con unitd) & reale se verifica la seguente condizione
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() dato un numero finito di elementi comunque scelti in K, g,,..., ¢,
tali che

p
2 gtel,
1

allora ogni g¢; appartiene a T.

DEFINIZIONE 2. Un anello R, commutativo con unitd, che sia un MR-
modulo, si dice reale se verifica la seguente condizione
() comunque scelti g,,...,9, € B tali che

allora
91—_'-":.%:0'

Ricordiamo che, per un risultato di Risler ([5]) un ideale reale di R[X,,..., Xy]
& Dideale di tutti i polinomi nulli sn una sottovarieta di R".

PRrROPOSIZIONE 1. Sia M un ideale massimale di R[X,,..., X,). Allora

Y

1. Se m ¢ un ideale reale, definisce un punto reale, ¢ inolire esiste un
solo ideale massimale mg in C[X,, ..., X,] tale che

) Mg NRIX,, .., X]=m.

2. Se m é massimale non reale allora V(M) = ( e esistono due ideals
massimali m10 » Myg in C[X,, ..., X,] tali che

Mig VR, ., L] =m

Prova, Sia m un ideale massimale reale di WR[X,,..,Xn. Allora
V (m) 5= ) per l'osservazione precedente, e definisce un puanto reale (per la
massimalita). Da questo segue che l’ideale massimale 111¢t:¢[X1 y ooy Xn)

che definisce il punto reale in C» & unico.

Osserviamo inoltre che, ovviamente, vale anche ’implicazione contraria,
ciod se un ideale massimale m in R[X,, ... X,] & tale che esiste un solo
ideale massimale in C[X,,..., X,] che verifica (1), allora questo ideale m &
reale.

Infatti se m non fosse reale non avrebbe zeri reali, quindi m@ ¢ si
annullerebbe in due punti; esisterebbero quindi due ideali massimali che
verificano la (1).



370 M. GaLBiaTI- A. ToaNoL1: Aloune proprieta

Sia ora m un ideale massimale non reale. Allora V(m)= () (dalla
prima parte della dimostrazione o anche direttamente in modo ovvio: sia
V (m) == ). Supponiamo ¥V (m) = {«}; allora, poich® m non & reale, esiste
in m un elemento del tipo

g= 2 g}

NM:..

con almeno un g;¢m. Quindi 'ideale che definisce {x} sard un ideale me3sg;,

contro la massimalitd di m(¢)).

Dimostriamo che esiste pit di un ideale massimale in ¢[X;, ..., X,] su
m che verifica (1).

Infatti, ne esiste certamente uno per questioni di dipendenza intera.
Ma se ne esistesse uno solo, dalla prima parte del teorema, m definirebbe
un punto reale, contro il fatto che V (m)= (5. Ne esistono quindi due,
perché gli ideali massimali che verificano la (1) costituiscono un’orbita del
gruppo di Galois di ¢ su 1R ([10], Pag. 185).

COROLLARIO 1. Gli tdeali massimali nella classe degli ideali reali sono
massimali nelPanello R[X,, ..., Xu).

PrOVA. Sia m un ideale massimale tra gli ideali massimali reali.
Allora m, essendo reale definisce una sottovarieta V di IR™

Si vede ovviamente che V & ridotta a un punto reale; e per la pro-
posizione 1 M & massimale,

COROLLARIO 2. Gl ideali massimali reali di R[X,,..., Xa] corrispon-
dono biunivocamente ai punti di R".

PRrOVA. Abbiamo visto (Prop. 1) che un ideale massimale reale definisce
un punto reale. Dato poi un punto z€ IR*, sia m, l’ideale reale di tutte le
funzioni nulle su «, M. contiene quindi le funzioni coordinate, ed & dunque
massimale.

OSSERVAZIONE. Nel caso degli ideali primi non si pud dare una casi-
stica, come nel caso degli ideali massimali, basata sul numero degli ideali
primi che «stanno sopra» il primo dato. Infatti, basta considerare alcuni
semplici esempi :

1. Sia 1, = (X*+ Y + X)c R[X, Y]

(°) Per la costrugione dell’ideale reale associato a un ideale dato si veda il teorema 1
di questo paragrafo.
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1, & un ideale primo non reale con luogo di zeri non vuoto, ma defi-
nisce in C* una varietd irriducibile, e quindi esiste su f, un solo primo
complesso.

2. Sia I, = (X® 4+ Y*>)c R[X, Y]. 1, ha le stesse proprietd di 1,, ma
su T, esistono due primi complessi.

3. Sia My =(X24 Y*+ Z%cR[X,Y,Z). 1; & un ideale primo, non
reale, con luogo di zeri non vuoto, ma M;@C & un ideale primo in
ClX Y, 2]

4. Sia infine M, = (X% 4 Y? 4 1), ideale primo non reale, con luogo di
zeri vuoto, ed esiste un solo primo complesso su f, in C[X, Y].

OSSERVAZIONE. Se un ideale S di ¢[X,,..,X,] & invariante per
coniugio, p & del tipo p®C, con p ideale di R[X,,.., X,

PROPOSIZIONE 2. Dato un ideale primo reale p di R[X,, ..., X,] Uideale
PR C é primo, ed & Vunico ideale primo tale che

PRCNR[X,,..., X.]=D.

ProvaA. Dimostriamo che sotto queste ipotesi P Q) C & un ideale primo.
Sia per assurdo fgep @ C con f,9¢pRC, fo9eC[X,,..,X,]

f=fi+ify con  fiofép
g=9,+ 19, con 910 924D
(f0) (f9) = (F19, — 29 + (o0, + fi 0 =
=fRa+ 29+ 29+ EaieD
ma per ipotesi P & un ideale reale quindi ogni f;¢:€p, assurdo perché p
& primo.

Nelle ipotesi dette p@ C & lunico ideale primo di ¢ [X,, .. ,X,]
tale che

(%) PRCNR[X,,.., X,]=Dp.

Infatti, p @ C & il minimo ideale che contiene P in C[X,,...,X,] e
quindi, per ogni altro ideale P di C[X,,..., X;] che verifica la condi-
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zione (s), si ha

P2pQC
allora per un noto teorema di algebra commutativa P = p @ C ([8] pag. 61).

OSSERVAZIONE : Possiamo ancora notare che se si considera un ideale
primo pc R[X,,..., X,), lideale p@C di C[X,,..., Xu] coincide con il
suo radicale. Infatti, sianc g,,..,¢: i generatori (che possiamo prendere
reali) di »(p® C); allora per ogni i =1,.., k% esiste r;€{} tale che
9 ep®C, ed escendo g, reale, 9; € p. Quindi, poiché p & un ideale primo,
M i, g;€p e dunque g;€ p @ C. Si conclude allora che

pPRC=rpR 0.

Dato un ideale e R[X,, ... , X, che non sia reale, tale che V () 3= (7,
gli si pud associare un ideale reale Ty tale che

14 (1"'?) =V (1‘)

L’ideale ’II.IR ® il minimo ideale reale che contiene .
Si ha il seguente

PEOREMA 1. Dato un ideale T R([X,, .., X,] tale che V (I)==(,
Vinsieme
Tp=[0ER[X,, .., K] |0 + Zaie T ()

@ un ideale reale che contiene ideale dato, ed & il minimo ideale reale tale che
("' (1[))1R = ‘“m
(dove con » () si indica il radicale dell’ideale ).

PROVA. Vediamo come prima cosa che l’insieme

Tg= @€ R[X,, .., X,] | * + ZaleT]
¢ un ideale.
Se a & un elemento di Ty, allora esistono k>0 e a; € R[X,, ..., X,
tale che
a* 4 Saet(¥).
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Sia beR [X,, ..., X,], e dimostriamo che ab€ Ty ; infatti, basta molti-
plicare () per b®* e otteniamo la relazione

@b 4+ = v a2e

quindi ab€ Mg .
Siano poi a, beTyp . Vogliamo dimostrare che esistono K > 0 e

01,50 ER[Xy, ..., X,] tali che

(@ — b4 a2e .
Poiché a e b appartengono a 4 valgono le seguenti relazioni
a4 Saze
b 4 Zh2e

Sia k, =k, e consideriamo k >k, 4 1. Si ha

k__
1) @— b =a* f o 5 (—)”(2; ) ah b1
1

2k_1 ok
) @+bFf=a*+0*4 = ( Zh \\ ah b2—h
l ’

Sommando la (1) con (2) si ha una relazione in cui rimangono solo i
termini in cui A & pari, ma in ognuno di essi si ha

h> 2k 0 2% _ h>2h,
Quindi se h > 2%, a verifica alla relazione
ok
at 4 Zat MaZel
e allora
k_ ok g0k _
ah bt 4 Sah-20 -k a2e .

Se invece 2*¥ — h > 2k

b2 —h f 3 p2t-h-2hpleq
e allora

ab pIF—n + 3ot p2E—n—2k b‘? €.
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Abbiamo quindi

@—bP+(a4bP=1—Sa?, A€l

Quindi si ha (@ —b) €My, (@4 d) €My, M & quindi un ideale di
RI[X, .., Xu)

Vogliamo ora dimostrare che & T4 reale.

Sia g=Z2g?€Ty. Se g€, per costruzione ogni g, €Myp. Se g¢T,
si ha pero

9% + Sat= (32 + Sa2el

quindi ogni g, €My .
Inoltre flyq @ il minimo ideale reale che contiene 1, perché ogni altro
ideale reale che contiene 1 deve contenere tutti gli elementi di Ty .
Dimostriamo Pultima affermazione dell’enunciato, cioe

rMp="Tg-

Basta dimostrare che (r (M) © Ty ma questo si ha immediatamente
osservando che
(» r(Mely;

quindi l’ideale reale associato al radicale & contenuto in 1'1R . Essendo 1[1R
il minimo ideale reale che contiene Y si ha l’uguaglianza.

Dimostriamo la (»):

Sia z€r (). Allora esiste n€{p) tale che z" €1

Dobbiamo distinguere due casi

1. n=2m=>a2m€Mp; se m & pari si prosegue, se m & dispari, si
passa al punto seguente.

2. n=2m+ 1=>g 2™ Hefp=>amHey.
Proseguendo il ragionamento, si arriva alla conclusione cercata.

OSSERVAZIONE. Dato un ideale primo dell’anello R [X,, ..., X,], Videale
reale associato pud non essere primo, come si pud notare dal seguente e-
sempio :

si consideri il polinomio P¢R[X, Y, Z]

P=(X—12X%4 Y24 22
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Sfruttando un risultato di Oka ([6]) si dimostra che P & un polinomio
irriducibile, quindi l’ideale (P) & primo.
I1 luogo dei punti dove P si annulla in 1R? & dato da

A ={0,0,0}U{1, 0,0}
Dunque l’ideale reale di tutti i polinomi nulli su 4 non & primo.

DEFINIZIONE 3. Un ideale T € R[X,, .., X,] si dice definente se il suo
radicale » (ff) coincide con Videale reale associato; in altre parole, si pud
dire che un ideale T & definente se, dato un qualunque elemento g€ T,
tale che

m
9= 29}
1
per ogni g;, g:¢ M, esiste k€1 tale che
gie .

PROPOSIZIONE 3. Dato un tdeale T € R[X,,.., X,], T non reale ¢ tale
che V(M) = (), ad esso si pud associare un ideale definente p, tale che

r(fp) = “’R .
ProvaA. Consideriamo l’insieme
Tp={aeR[X,,.., X.]|d®+ Saict)

Si verifica che fp & un ideale (vedi la dimostrazione del Teorema 1 di
questo paragrafo). fp non & in generale un ideale reale, ma 8i pud dimo-
strare che t (flp) & reale. Infatti: sia g€t (p)

m
g= 2
1
allora esiste k€ J) tale che

g etp
quindi

I = (T4 Tale
per definizione di Mp .
Quindi ogni g¥€ M, e quindi g, €7 (f,).

2. Annalidella Scuola Norm. Sup. di Pisa.
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Inoltre r (M,) = 1[1R . Basta provare che

ed essendo 1I1R il minimo ideale reale che contiene T, si ha I’asserto, ma
la (1) & conseguenza immediata delle definizioni.

Vediamo ora che la proprietd per un ideale di essere reale & stabile
per passaggio al quoziente e al localizzato.

PrOPOSIZIONE 4. Sia fly un ideale di R[X,,..,X,], Pr=R[X,,..
wy Xa)lvy e p: RIX,, ..., X;] = Py la proiezione canonica. Se T & un

N

ideale reale di Py, allora = p—1 (M) é un ideale reale di R[X,,..., Xu].
8¢ ha inoltre che Videale generato dallimmagine nella proiezione p di un
tdeale reale di R[X,, .., X,] & un idcale reale.

PRrOVA. Sia
h=3heT=p1(f), heR[X,,.., X

Si ha allora che
P(Eh)=Zph) e

Poiché T per ipotesi & reale si ha che p(h)€T, i=1,...,q, percid
h€p=t (p (ko) € p=t (1) =T

,‘I?é quindi un ideale reale.
Consideriamo ora un ideale T di RI[X,, .., X, T reale. Dimostriamo

che ( p(?)) & un ideale reale di Py . Infatti, sia

9g=23g

un elenrento di ((p (/‘ll\)), ciog

g=g+1Ty, get
Inoltre, per ogni 4, si ha

g=g+Ty, GER[X,,..,X)]
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quindi
9=3g'+1,, Zgel

Poiché "If & reale, si ha 1’asserto.

COROLLARIO 3. Sia V una sottovarieta affine di R*, ¢ Py = R[X,,...
vry XMy sia il suo anello di coordinate. Si ha allora che un ideale f di
Py & Videale di tutte le funzioni di Py nulle su W, sottovarieta di V, se e
solo se 1 ¢ reale.

ProvA, Se 1 & lideale di tutte le funzioni di Py nulle su W, & chiaro
che T & un ideale reale.
Viceversa, sia T un ideale reale di Py; per la proposizione precedente,

Pideale T = p—1 () » reale, e quindi 1 & Videale di tutte le funzioni di
R([X,,...,X,] nulle su una sottovarietd W di V.

Sia ora g€ Py, ¢ sia nulla su W; vogliamo dimostrare che getl.

Sia g+ b un rappresentante di g, h € fly. Risulta che g + & & nullo

su W, quindi g + heﬁ, e allora

g=p@+mepM="1.

ProPOSIZIONE 5. Dato wn ideale- reale < di R[X,, ..., X,), e Vinsieme
N wmoltiplicativamente chiuso di tuiti i polinomi di R[X,, ..., Xu] mai nulli
su MR", Videale generato da A in (R[ZX,,..,X,))y mediante Vapplicazione
canonica é un ideale reale, e ogni ideale reale di (R([X,,..., X,))x proviene
da un ideale reale di R[X,, .., X,).

Prova. Sia 1 un ideale reale di R[X,,.., X, e Ay sia l'ideale gene-
rato da ¥ in (R[X,,.., Xy = %'IR“ . Sia poi

g=2g¢T,.
g=—:- a€f, beN.

Allora X b2g2€1l, quindi bg,€T.

Si conclude che g¢g;= %‘— €lMw, aicT.
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Viceversa, poiché ogni ideale di %‘IR” proviene da un ideale di
RI[X,,..,X,], considerato un ideale reale My di C}Q,R,., si deve dimostrare

che Dideale T da cui Ty proviene & reale. Infatti sia a — 3 a?E‘ll. Allora
2
2%‘- = —‘ll—E'IIN quindi -al—‘€1ly poiché T & reale. Allora a;€fl, per ogni .

COROLLARIO 4. Un ideale fIy di %‘IR” é Dideale di tutte le funzioni
nulle su una sottovarietd di TR™ se e solo se My ¢é reale.

ProvVA. In un sense il corollario & ovvio. Sia T lideale di R[X,,...,X,]
da cui proviene l’ideale Iy dato.

Poiché My & reale, ff & reale, per la proposizione precedente. Quindi
& Pideale di tutti i polinomi nulli su una sottevarieta W di 1R™. Sia ora

= ey aCRIX,, .., K] DEN.

g sia nullo su W. Dobbiamo dimostrare che g€ fly. Infatti, dal fatto

che % ¢ nullo su W segue che a & nullo su W, quindi a €1 e si conclude

che-—Z—-=g&'IN.

PROPOSIZIONE 6. L’operazione di passaggio- all’ideale reale associato ad
un ideale dato e la localizzazione commutano, cioé, dato un ideale T C
CR[X,, .., Xa] € un sistema moltiplicativamente chiuso Nc RI[X,,..., X,]
vale

(Myhg = (Tg)y -

Prova. Poiché () & il minimo ideale reale che contiene T, basta

dimostrare che

Infatti (flp), @ reale per la proposizione 5 e dalla minimalita di (Tyw
si ha D’asserto.

Dimostriamo quindi T, < (fg)y. Sia S €Ty, ciod a€l, beN, allora

at ’ﬂm e quindi % € (‘II.R)N.

Inoltre (fig)y € (Ty)g; infatti sia € (M), a €y, HEN.
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Si ha quindi che a verifica la seguente relazione, per kK€1), e a; €
ER[X,, ., Xu], t=1,..,h:

a* 4 ZaZe .
Allora

2k 2
a

a.
. € Iy
T e
quindi —Z—E(‘IIN)m .

Osserviamo che buona parte di quanto abbiamo dimostrato in questo
paragrafo per l’anello R[X,,..., X,] vale per un anello qualsiasi, commuta-
tivo con unita.

Vogliamo ora studiare il legame tra la dimensione di Krull di un ideale
primo p (reale o tale che V(p)== () e la dimensione reale della varieta
definita da p. E’ ben noto che, nel caso complesso, la dimensione algebrica
dell’ideale e la dimensione complessa della varietd coincidono. Vediamo ora
che nel caso reale si ha un analogo risultato, pur di considerare l’ideale
reale che definisce la varietd. Se invece si considera un ideale primo non
reale si ha ovviamente

dim, p = dimyg V (p).
TEOREMA 2. Un ideale primo p < R[X,, .., X,] é reale se ¢ solo se
dim, p = dimy V (p).

ProvA. Sia P un ideale primo reale. Per il teorema di Cohen-Seiden-
berg si ha

dim, p Q@ € = dimg V{p ® O

Ma si ha anche

Poiché p & reale V(p @ C) & la complessificata di V e si ha ([3])

dimp V=4dimg ¥ (¥ =V(pQQ)
e 8i conclude
dim, p = dimyp V.

Vediamo ora di dimostrare che se un ideale primo p & tale che

. | dim, p = dimp V
P e reale.
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Basta ciot dimostrare che, se p non & reale,
dim_ p > dimg V.

Infatti, sia Py lideale reale associato a p, che definisce quindi la
stessa varietd V.
8i consideri una componente prima (g della decomposizione minimale
di py tale che
dim, qjp = dimp V.
Abbiamo quindi

Un’altra caratterizzazione degli ideali reali & la seguente:

TEOREMA 3. Sia p un ideale in WR[X,,..,X,]; D é reale se ¢ solo se

la varieta complessa v definita in Q" dall’ideale p @ C ha un punto reale
non singolare.

PROVA. Sia p un ideale primo reale. Allora p @@ C & un ideale primo,
che definisce mna varietd irriducibile V (che & la complessificata della va-
rietd V definita da p in 1R").

Ovviamente, 7 ba almeno un punto reale non singolare, perché la parte
reale di V & densa in V, (siamo nella topologia di Zariski) mentre i punti
singolari di ¥ hanno codimensione almeno uno.

Dimostriamo ora che, se la parte reale ha un pnnto che non & singolare
per la varietd complessa V (p Q) C), l'ideale p & reale.

Infatti vale ([7])

. dimp V(Pp)=dim p R C
se p@ C & primo.
Se invece p @ C non & primo, esiste una componente prima minimale

q di p@ C per cui vale
dimp V(p) =dim, g

come segue dal teorema 2, quindi in ambedue i casi si pud concludere che
p & reale.

OSSERVAZIONE 1. E’ possibile definire in altro modo la dimensione al-
gebrica di un ideale primo reale, ciod:

DEFINIZIONE 4. Diciamo dimensione reale di un ideale primo reale p la
massima lunghezza delle catene massimali di ideali primi reali di inizio P.
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Indicheremo la dimensione reale di p

Si puo allora completare la trattazione data dal Teorema 2 con il seguente
Corollario :

COROLLARIO 5. Se p é un ideale reals,
dimgp p = dim_ p.
PrOVA. Se p & reale, abbiamo visto che
dim, p = dimgp V(p) = m.

Ma in V possiamo considerare una sottovarietd irriducibile Z di dimensione
topologica m — 1 (basta passare alla varietd complessificata) che sara defi-
nita da un ideale primo reale di dimensione di Krull m — 1. Proseguendo
in questo modo, si avra

dimg p = dim . p.
Ma in generale 8i ha

Quindi si pud concludere che
dimy p = dim p = dimyp V (p).

OSSERVAZIONE 2. Notiamo che la dimensione topologica di una varieta
reale pud essere non costante e anche non localmente costante, come si
vede dai seguenti semplici esempi :

1) pellanello 1R [X, Y] consideriamo l’ideale reale (X2 4 Y2 — X?2).
La varietd da esso definita ha dimensione topologica che non & costante,
ma & localmente costante.

2) Nell’anello R[X, Y, Z] consideriamo ’ideale reale (Z (X2} Y2)— X3).
La varietd da esso definita in 1R® ha dimensione topologica non localmente
costante,

§ 3. Rappresentazioni affini.

Sia ora ‘® un anello commutativo con identitA che sia un 1R-modulo,
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DEFINIZIONE 1. Diremo rappresentazione affine di ‘% il dato delle cose
seguenti

a. un sottoanello di %, P che sia finitamente generato.

b. un sistema moltiplicativamente chiuso N & P tale che R = (P)y.
Richiediamo inoltre che

¢. Un elemento g€, sia un elemento di N se e solo se g non &

contenuto in alcun ideale reale massimale di 2.

Sia V una varietd affine, ¥y ’anello delle funzioni regolari su V.

Assegnata una immersione di ¥V in " sia Py =R[X,, .., X,y
Panello delle funzioni regolari di V che sono restrizione di fanzioni poli-
nomiali di 1R", ed N sia costituito dagli elementi di Py che non si annul-
lano mai su V.

Si ha allora

PROPOSIZIONE 1. 8ia ‘R un anello reale, ‘R & isomorfo all’anello delle
funzioni regolari di una varietd affine se e solo se ‘R ammette una rappresen-
tazione affine.

PROVA, Se ‘X ammette la rappresentazione affine ¥ = (P)y, allora
P2R[X,,w, X))/ Ty = Py (poiche ? & finitamente generato). Di pil,
essendo ‘¥ un anello reale, tale & anche P, percio lideale Ty risalta reale
e P & isomorfo all’anello Py delle funzioni regolari della varietd affine V
che sono restrizione di funzioni polinomiali di 1R".

Le funzioni regolari di V si ottengono localizzando Py per linsieme
N’ delle funzioni che non si annullano mai su V (vedi Lemma 2 del § 1);
ma i punti di V corrispondono agli ideali reali massimali di Py = P, per
cui, nell’identificazione di ? con Py N si identifica con N’ e risulta quindi

Ry =(Priy XR=(Px.

Viceversa: sia ‘¥ l'anello delle funzioni regolari della varietd affine V ;
si realizzi V in uno spazio affine IR* e sia [y l'ideale di R[X,,..., Xu] che
definisce V.

Risulta allora

R2M[X,,y oy Xal/Tv)w

dove N’ & linsieme degli elementi di Py = R[X,,..,X,]/v che non si
annullano mai su V,

Si & cosl trovata una rappresentazione affine di ‘X e la proposizione
¢ dimostrata,
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OSSERVAZIONE. Assegnata astrattamente la varietd affine (V,°Ky), dare
una realizzazione di V in uno spazio affine IR™ equivale a dare una rap-
presentazione affine

C)QV =TIy (CEV) = (GD)N

di Ry, ed in pid a scegliere i generatori di (cioé a dare lisomorfismo

RIX e, X,.])
— )
Dato un morfismo (@, ¢*) fra due varietd affini (V, ‘Ry), (W, Ry) aventi

P

come anelli di funzioni regolari ‘®¥ye Ky, e fissate due rappresentazioni
affini Ry = (Pr)wy, Rw = (Pwlry,, il morfismo (p, ¢") & individuato da

lq;": Pw— Ry (T,Z* & indotto da ¢*), ma in generale non si avra ;z\' (Pw)cPy.

In particolare, se (p, ¢*) & un isomorfismo, non & detto che ;‘ induca
un isomorfismo tra Py e Pv.

Osserviamo che se ;?'(@W)C Py allora ¢ & restrizione di un’applica-
zione polinomiale fra gli spazi affini in cui sono realizzati V, W e viceversa.

Sia (V,Ry) una varietd affine, {8;); ¢jp una famiglia finita di chiusi
di V; abbiamo visto che ¥V — US8; con la struttura di spazio con fascio
di anelli indotta da V & isomorfo ad una varietd affine.

Vogliamo ora provare che non si ha lo stesso risultato se la famiglia
{8:] non & finita.

PROPOSIZIONE 2, Sia (V, ‘Ry) una varietd affine ¢ { S;); ¢ p una famiglia
di chiusi di V.

Sia S=1§JmS; y W=V —8 ¢ (W,Rp) lo spazio con fascio di anelli
ottenuto vestringendo Ry a W.

Condizione necessaria ¢ suffiviente perché (W, Rw) sia isomorfo ad una

q
varieta affine & che esistano i, ,...,A, €M tali che 8§ = ,l_Jl 8.

PrOVA: Come abbiamo gid osservato, se S=UJ), allora (W, Rw) &
una varietd affine.
Viceversa : supponiano che (W, ‘EW) sia una varietd affine. Osserviamo

che I’W(E_RW) = Ry & lanello delle funzioni regolari su W, e, essendo W

affine, esiste una rappresentazione affine Ry = (Pw)x;, di ‘Rw . Per ipotesi
Pw & finitamente generato, quindi, se Py = yﬂ)A" , con A, sottoanelli e
n

no
sotto TR-moduli di Py, esiste ny €I} tale che Py = -'21 A (ini“atti, B€ Oy euey Oy
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sono i generatori di Py , essi appartengono a qualche 4, e quindi con un
numero finito di A, si genera Py).

Supponiamo quindi, per assurdo. che non esistano 1,,..,4,€Q che
verifichino alle proprietd dette. Allora esistono dei punti (.}, tali che
(eliminati eventualmente degli S, inessenziali) si abbia

n—1

Tn ES", wne i—l:'l S"

Sia ora A, Vanpello degli elementi di Py che sono funzioni regolari su
n
V— li} 8.
Risulta quindi Py = UmA,. , Ina si ha Passurdo osservando che A,=F4,,
ne

per n == m. Dimostriamo anzi che A, € A, \/n e che 4, = 4,4,.

Notiamo infatti che Py corrisponde all’anello delle funzioni pelinomiali
(rispetto a una certa immersione di W in IR™) ristretta a W.

Ne segue che, mediante gli elementi di Py, si pud costruire una im-
mersione propria di W in 1R™ e quindi, per ogni 2 € V — W deve esistere
un elemento di Py che ha un polo in z.

Le taunzioni di 4, non hanno certamente poli su x,;; perché sono
regolari su ,;; mentre in 4,;, esiste almeno una funzione che ha un polo
8U Tn4;, quindi 4, 3= A,y, e la proposizione & dimostrata.

§ 4. Complessificazione di una varietd algebrica reale.

Sia (V, ®y) una varietd affine reale; supponiamo che sia assegnata
una realizzazione di V in IR". Si consideri IR® canonicamente immerso in C».

DEPINIZIONE 1. Dicesi complessificazione della sottovarieta affine V di
IR" la pid piccola varieta affine ¥ di @* che contiene V.

OSSERVAZIONE 1. La cowmplessificazione della sottovarietd V di 1R"
esiste sempre unica, ed & l’intersezione di tutte le sottovarietd affini di C»
contenenti V. (%)

OSSERVAZIONE 2. La complessificazione ¥V di VS1R" & una varietd
affine di ¢» trasformata in 8® dall’antiinvoluzione indotta dal coniugio.

(") Si ricordi che Vintersezione di una famiglia qualsiasi di varieta affini di ¢» ® una
sottovarietd affine di §n, per la noetherianitd di ¢ [X g0 Xl
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OssERVAZIONE 3. 8i ha ([3])
dimyg V =dimg V.

OSSERVAZIONE 4. Sia Ry = (Pv)ny 1a rappresentazione affine dell’anello
delle funzioni regolari associata all’immersione di V in 1R”.
Risulta allora

?VQ@V®¢

ove P, & lanello ¢ [X,, ..., X;]/M; con W, ideale di tutti i polinomi nulli

su V.
Si banno infatti le successioni esatte

0>y —>R[X,, ., Xu| >Pr—0
0->TMTr®C—0[X,,..., X ] > Py —0

poiché ¢ & un 1R modulo piatto.

Si osservi a tale scopo che i polinomi di C[X,,..., X,] nulli su V, (e quindi
su 'f/‘), sono esattamente quelli dell’ideale ¥y @ (€. Infatti, gli elementi di
Tvr @ C sono tutti e soli quelli della forma p+igq con p,g€fly € R[X,,..., X,
Dunque se €My @, ¢ & nullo su V.

Viceversa, sia p + i¢€ ¢ [X,,..., X,,] e nullo su V. Allora p/V =¢/V=0
ciod p, g€y, quindi p Fige My Q C:

DEFINIZIONE 2. Date due immersioni Ve 1iR®, VciR™, della varietd
affine (V,‘Ry), diciamo che le due immersioni sono asscciate a complessifi-

cazioni isomorfe se esiste un isomorfismo ¢ di varieta algebriche complesse,
p: V>V’

fra le complessificate associate alle immersioni, che prolunga ’applicazione
identica V — V.

PROPOSIZIONE 1. Data wuna varieta affine reale (V,Ry), ed wuna

rappresentazione affine ‘Ry = (Py)ny, tutte lo realizzazioni di V che indnucono
la stessa rappresentazione affine sono associate a complessificazioni isomorfe.

Viceversa, se due realizzaziont VE 1R", V& IR™ sono associate a com-
plessificazioni isomorfe, allora le due rappresentazioni affini di Ry, associate
alle due tmmersionti, sono tgomorfe.
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Prova. Date due realizzazioni V<& IR", VC IR™ associate alla stessa
rappresentazione affine ‘Ky = (Py)x, della variety affine reale data (V,Ry),

si ha che P’anello Py delle funzioni polinomiali di IR™ ristrette a V & iso-
morfo all’anello 7 delle funzioni polinomiali di IR™ ristrette a ¥V, e quindi

Pr®Lx?PrQ C.

Segue quindi l'isomorfismo tra le complessificate VeV’ di V relative
alle due immersioni.

Vieeversa, date due realizzazioni di (V, ‘®Ry) tali che le complessificate
siano isomorfe, si ha -

P =P, QCNPy =7, QC

ove Py e Py: sono gli anelli delle funzioni polinomiali ristrette a V di
R* e R™ rispettivamente.
Ma Pisomorfismo Pj > P, = deriva dall’applicazione identica V-—> V e
induce quindi un isomorfismo
Py — @V’ y
e si ha la tesi.

PROPOSIZIONE 2. Sia

@: (V) CEV) —+(W) CEW)

un morfismo tra varietd affini reali.

Siano Ve R*, Wc R™ due realizzazioni di V e W, ¢ siano V, W le
complessificazioni di V e W relative alle immersiont date.

Si dimostra allora che il morfismo ¢ si estende a un morfismo

dove ﬁv é un intorno di Zariski di V in V.
Inoltre, date due estensioni
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8t ha

loynoy =% oyasy:

ProvA. Consideriamo le funzioni coordinate y,,..,ym di R™, e le
funzioni regolari
P = Yi-@.

Supponiamo per ora V irriducibile.
Osserviamo che, se sono dati due aperti U, e U, di V e due funzioni
regolari g, , g, .
gi: U"_‘) IR 1= 1, 2

e se g, e g, si estendono a funzioni regolari

dove U; & un intorno di U;in ¥ e, inoltre, se

hono,= %wmnm
si ha allora

~

yl“l ﬁln ﬁ’=gﬂl ﬂldﬁ‘:

Infatti g, ——Zz ¢ nulla su U, n U, quindi & nulla su V, e dunque risulta
nulla sulla complessificata.
Si ha allora

Dunque, poich® ogni punto # di V ha un intorno in ¥ ove le funzioni
@; s8i estendono, per il ragionamento precedente le estensioni si inccllano e
definiscono una estensione ;. di ;.

Sia Uy un intorno di V in V in cui siano definite tutte le g;; esse
definiscono un morfismo
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Si & cosl provata la prima parte della proposizione.
La dimostrazione della seconda parte segue immediatamente ricordando

che ogni funzione regolare nulla su V & nulla su ¥.
Se V @ riducibile si estende ¢ alla complessificata di ogni componente

irriducibile ; per 'unicita dell’estensione s8i ottiene la ; desiderata.

LeMMA 1. Nelle ipotesi della proposizione 2 esiste un intorno Urai v
in V che @ massimo, rispetto alla seguente proprieta : esiste un morfismo
;' : Uy — W di varieta complesse, esiensione del morfismo

p:V—o>W.

PrOVA. Sia (7;}“ 4 la famiglia degli aperti di 14 per cui esiste una
estensione di ¢
;,1 H V;, e d VT’.
Sia ﬁ%:lEUA ﬁ ﬁ;’ & un aperto di Ve (V;);M ¢ un ricoprimento

di ff;’r, quindi esiste un sottoricoprimento finito 13", yoeey ﬁp di ﬁ;’r.
Evidentemente ﬁ{r soddisfa alla condizione di massimalitd richiesta.
Basta quindi provare che due estensioni a, , ;o'z di ¢ definite su ?,,

ﬁ definiscono un morfismo, ottenuto per prolungamento,

Pt ¥,y Uv,— W.
Basta percid provare che
Prifinth = P2 in s

e questo & stato provato nella proposizione 2.

DEFINIZIONE 3. Sia (X, CEX) una prevarietd algebrica reale, (jf, Rye)

una prevarietd algebrica complessa tale che X ¢ X ®. X, ‘Rg) si dice com-
plessificazione di (X, iex) se per ogni € X esiste un intorno affine U, di

(8) Ciod & definita una immersione

it XX
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2 in X e un intorno affine U, di # in X in modo che valga la seguente
condizione :

p) esista un isomorfismo ¢: 17,,-—-> %CG’," fra ﬁ, e la varietd affine

complessa 1'}', di C" (n dipendente da x) tale che 'f;, gia la complessificata
di ¢+ (U,) (rispetto all’immersione U, c 1R").

DEFINIZIONE 4, Data una prevarietd algebrica reale (X, ‘®x), diremo
che una sua complessificazione (f, ‘Rx) & di tipo minimale se ogni compo-
nente irriducibile X; di X & tale che dimg X; = dimy X;n X.

OSSERVAZIONE. Se X & una complessificazione di tipo minimale di X,

allora ogni funzione regolare su un intorno Ux di X in f, e nulla su X, &
identicamente nulla.

LeMMA 2. Sia (X, C_)gx) una prevarietd algebrica reale, (X, ‘Ry) una sua

complessificazione, (W, R ) una varietd affine ¢ (W,CEW) una sua comples-
sificazione. Ogni morfismo

p: X—> W
st estende ad un morfismo

;’:f’——-)ﬁ"

dove X’ & un intorno di X in X.

Se inoltre (X, Rz) € una complessificazione di tipo minimale, ¢ se
;” . f’l - ﬁ'r
¢ uwaltra estensions di @ a un intorno X’ in X in X, allora risulta

~y ~
Pi12a2r =% |Xrnk"*
A

Prova. Possiamo sempre considerare un intorno X di X in X tale che

A
X sia una complessificazione di tipo minimale, quindi basta provare il
lemma in questa ipotesi.

Siano W< 1R*, W c Q" realizzazioni di W e W, e siano

Yy = (@) vor y Yn = (@)

le funzioni coordinate di IR", ristrette a W.
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Le funzioni
i =1yio p =" ()
sono funzioni regolari su X.
Sia {Uj}j=,...,, un ricoprimento aperto affine di X e (5}]5=1,,_,‘p sia
una famiglia di aperti di X in modo tale che le coppie Uj, ﬁ', soddisfino

alla condizione f) della definizione 3.
Le funzioni g; si estendono, per ogni aperto U;, ad un intorno massi-

male 17,-’ di U; in X. Poiché le g; sono definite e regolari su X, si ha che
~ p ~e ~s

U/ = L_J1 Uj & un intorno di X in X a cui si possono estendere le g;, i =
=1,..,n; essendo X una complessificazione di tipo minimale, dette esten-
sioni nel comune campo di definizione nor dipendono dall’indice j.

Si definisce quindi un’estensione ¢ di ¢

~

@ ﬁ'—)@"

Lpi— ('5‘ (D) et )Zn (p))-

|

Il lemma & cosl provato.

TrOREMA 1. Ogni prevarietd algebrica reale ammette una complessifica-
zione. Date due prevariets algebriche reali (X, Ry), (Y, Ry), due loro com-

plessificazioni (X, Rz, (%, R3) ed un morfismo

p: X— X,
esiste una estensione di @
~ 1

@ ﬁx-—-}?

dove Ux é un intorno di X in X.
Due tali estensioni coincidono in un intorno di Zariski di X in X.

ProvA. Sia {Ug=,..,, un ricoprimento aperto affine di X. Per ogni

U; consideriamo una realizzazione U, e sia U¢ il suo complessificato ri-
spetto a detta realizzazione ;
oi: U/ — U
siano le immersioni.
Siano poi
Ui =ei (@(U)n Uy)e Uy

Ujy =01 (@1 (UY)N Uy) € Uy.
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E’ definito allora l’isomorfismo

o12: Uz — Uy

—1
Qi12= 02 *01-

Il morfismo g,, 8i estende, per il Lemma 3, ad un morfismo
012t Unn— Uy

definito su un intorno di U; in ﬁ;’ (U, e Uy sono affini, poiché sono
aperti in varietd affini. E’ poi conseguenza del Lemma 2 che un comples-
sificato di U,, (o di U,,) si possa identificare con un intorno di U,, (o di

U,,) in Oy (o T7y)).
Sia ora fm lo spazio ottenuto incollando U7 e U, mediante 5;2.
Lo spazio fig ha in modo naturale struttura di prevarietd algebrica

complessa tale che le immersioni di U, e U; in X,, siano morfismi (anzi,
isomorfismi locali).

Sia infatti wefm; se x proviene da U7 ma non da Uy (o viceversa),
« ha un intorno isomorfo ad un aperto di i (o ﬁ;’). Se x proviene da un
punto z’€ U/ e da un punto z’/ € ﬁg’, allora esistono due intorni B, , B,
di 2’ e #’ che sono trasformati uno nell’altro da 5;2; 8i pud anzi supporre

che g,,: B,y — B~ sia un isomorfismo.
Dunque z ha un intorna isomorfo a By 2 B,~.

Si & cosl provato che Uy e U; inducono su fiz una struttura di pre-
varietd algebrica complessa.

Si puo ora procedere ad incollare ﬁ;f a fm (& possibile farlo nel modo
sopra indicato, perché non abbiamo sfruttato ’ipotesi che gli aperti siano
affini, ma solo che avessero un complessificato).

Procedendo in questo modo, dopo p — 1 passi, si ottiene una prevarieta

algebrica complessa X
E’ immediato dalla costruzione che X & una complessificata di X.
Essendo gli U; complessificati di tipo minimale degli U la prevarieta

X risulta essere una complessificata di tipo minimale di X.
Abbiamo cosl provato la prima parte del teorema.

Sia ora ¢: X— Y un morfismo e X, ¥ due complessificazioni di X e
di Y. Vogliamo provare che esiste una estensione

p: XY
di  ad un intorno X’ di X in X.

3. Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa.
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Per il lemma 2 sappiamo che il fatto & vero se Y & affine. Supponiamo

ora X minimale, consideriamo un ricoprimento aperto affine { W)=y, .. , di
Y e siano
vi: o~ (W) — W,
le restrizioni di ¢.
Possiamo allora estendere le y; e le estensioni 17;‘ cosl costruite per
ogni aperto affine danno per incollamento 1’estensione cercata.
Il teorema & ora completamente provato.

OSSERVAZIONE 1. Siano X, X, due varieta algebriche, ¢,,: X/ — X,
un morfismo fra Veperto X;' di X, e laperto X, = g, (Xy) di X,. Suppo-
niamo che g,,: Xy — X, sia un isomorfismo.

Sia X,, lo spazio quoziente (X, || Xj) ove z~ y<=>2x€X/,
012 (@) =y.

Lo spazio quoziente X,, & dotato in modo naturale di struttura di pre-
varietd algebrica.

Sia 4,, = diagonale di X,, X X,,; dette p;: Xi— X,y, X: = p:i(XJ),
t =1, 2 le proiezioni di X; sul quoziente risulta:

waxw—:i’,xf Uf,xﬁ’2Ui’2xi,Ui’2xj2

-

12 = An u 4y, u dge u Atz

SN

ove
dij= Amn X; < X;.

Osserviamo che per provare che 4,, & chiuso basta far vedere che
A,,0 X; > X; & chiuso in X; < X; per ogni 4, j (infatti gli insiemi X;x X
danno un ricoprimento aperto di X,, < X,).

Per ipotesi X, ed X, sono varietd e p;: X;— p;(X;) € X, sono isomor-
fismi quindi AA,\- & chiuso in f.- > f.-, i=1,2

A A A A

Resta dunque da vedere se 4,, e 4, sono chiusi in X, X X, e
£, =%,

Osserviamo che: A, = {(x,y)€ X3 X Xjp |2 =p, (@), y=p,(¥"), ¥ =
== g4 (#')}.

Se I'j, = {(2/, y') € X, >< X, |y’ = g5 (#")] & il grafico di g,, 8i ha dunque
dig =p, X Py (I'p)-

Essendo p;: X;— p;(X;) degli isomorfismi per dimostrare che 4,, & un
chiuso di X, > X, basta provare che I, & un chiuso di X, > X, (osser-
viamo anzi che 4,, & chiuso se e solo se I, e I'y, sono chiusi).



delle varieta algebriche reali 393

Si supponga ora che X,, X, siano due varietd algebriche reali e g,,
sia tale che X,, sia una varietd algebrica. Siano Xl s 2? due varieta alge-
briche complesse che siano due complessificazioni di X,, X,, 912 Xl
— X ‘:Xz un’estensione di p,, e X12 la prevarieta ottenuta incollando X7
a X; tramite '512 .

Vogliamo ora provare che fl', X, si possono scegliere in modo tale
che fm sia una varietd algebrica, complessa (la quale sard una complessi-
ficazione di X,).

Come gid osservato fn sard una varietd se i grafici ﬁz, I";‘ di @',2,
054 Sono dei chiusi di X, < X,.

Il grafico I', di g,, ¢ una sottovarietd algebrica reale chiusa di
X, X X, ; sia 14;2 una sua complessificata.

Si puo supporre, eventualmente sostituendo X; con un intorno di X;
in X., che F 1o 8ia una sottovarietd algebrica chiusa di X > X F 4o defi-

A

nisce, in un intorno Uy di X, in X, un morfismo 212= Uy — U, che

A
estende g,,; usando quindi g,,, Uy, U, si costruisce una complessificazione

fm di X,, che & una varietd algebrica.
Si & quindi provato:

TEOREMA 2. Sia (X, %x) una wvariela algebrica reale, allora (X, C}?x)
ammette una complessificata (X CX? ) che é una varietda algebrica complessa.

OSSERVAZIONE 2. Data una prevarieta algebrica reale (X, ‘®Kx), siano
(X, ‘Rz)e (X ’’,‘R¢.,) due sue complessificazioni ; esiste allora un isomorfismo

(;': ﬁ‘x(** i
tra due intorni di X in X’ e X’/ che estende il morfismo identitd
g: X — X.

Si ha quindi, come nel caso affine, che la complessificata & unica come
germe intorno ad X.

OsSERVAZIONE 3. Data una prevarietd algebrica reale (X, ®x) e una
sua complessificata (ff, ‘Ryz), esiste, su un intorno X’ di X in X’, una ap-
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plicazione
o: X' X
tale che

i) o0 o o = identita
i) weX|o@w=a]=2X

iii) o & antiregolare (cios, se localmente X @ realizzato in @», allora
Co @ regolare, dove C & l'automorfismo indotto dal comniugio).

L’esistenza di o si prova osservando che, fissata una immersione delle
carte U; in C» (vedi teorema 1), il coniugio induce su U/ una applicazione
o che verifica alle proprietd prima dette. Si osserva poi che se o’ & una
applicazione che verifica alle stesse proprieta, risulta che o’ o ¢ & regolare
e (¢’ o 0) x = identitd, da cui o’ o 6 = identitd, poiché la complessificata &
di tipo minimale. Percid ¢’ = 0~! =o.

Dall’unicita di ¢ si deduce che le antiinvoluzioni definite su ﬁ;' dal
coniugio definiscono per incollamento una antiinvoluzione

o: XX
con le proprietd cercate.

OSSERVAZIONE 4. Sia ¢: X — Y un morfismo tra prevarietd algebriche
reali, f, ¥ siano due loro complessificate. Siano

0: XX
o: ¥ 7

due antiinvoluzioni che hanno le proprietd dell’osservazione 3, e $
g : ﬁx —> ﬁy

sia una estensione di ¢ a due intorni di X, Y in Xe?
Si scelgano ﬁx ) ﬁy in modo che
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(& possibile, basta prendere ad esempio
Tx = Uxno(Ux))

e si supponga che ﬁx sia una complessificazione di tipo minimale.
Si ha allora

~ , ~
(poo‘-_—_a O¢.

(Basta vedere che si ha il risultato nel caso affine, e sfruttare la mini-
malitd).

§ 5. Le varietd algebriche reali come schemi.

a. Il caso affine.
Sia (V,‘®y) una varietd affine reale, ‘Ry = I'y (CEV) I’anello delle fun-

zioni regolari su V e Spec ‘Ry lo spettro primo di Ry .

TEOREMA 1. 8i hanno ¢ risultati sequenti:
a) gli ideali massimali di Ry sono in corrispondenza biunivoca con
1 punti di V.
b) Data une realizzazione di V in uno spazio affine R, sia V la com-
plessificazione. di V rispetto a questa realizzazione, I punti di Spec Ry sono

~ ~
allora in corrispondenza biunivoca con le sottovarietda W di V tali che
3 ka4 . 3 . .
i) W é invariante per coniugio

i)y Wnvg
iii) detto M, Videale di Wing (X, .y X] allora 15N R[X,,..,X ]
é un tdeale primo.

PROVA. Sia Py Danello delle funzioni polinomiali di IR® ristrette a V
e Spec Py sia l'insieme degli ideali primi di Py.

Se p & un ideale primo di Py, allora P@ ¢ & un ideale che coincide
con il suo radicale (vedi § 2) e quindi individua una sottovarietad affine Xp

di ¥ che & invariante per coniugio.
Si ha dunque una applicazione iniettiva J

J : Spec Py —> [sottovarietd affini di V invarianti per coniugio)
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L’immersione Py — Ry definisce una applicazione

7 : Spec ‘Ry — Spec Py

che risulta iniettiva ([8]).
Sia ora P un punto chiuso di Spec Ry, n(p)  un punto chiuso di
Spee Py quindi J (n (p)) & formato da un punto di V oppure da due punti

complessi coniugati di V (vedi § 2).
Per provare ’affermazione a) del teorema basta verificare che J (n (D))
non pud essere formato da una coppia di punti di V.

Se infatti «, , x, fosse una tale coppia in V' corrispondente all’ideale b,
esisterebbe un elemento ¢ di Ny, (Ny € Py, Ny = [ @€ Py | @ mai nulia
su V}), tale che ¢(z,) =0, @ (x,)=0.

Risulterebbe dunque @€ P, ¢ invertibile, e questo & assurdo.

Osserviamo ora che ogni sottovarietd W di V soddisfacente alle con-
dizioni i), ii), iii) proviene tramite J o » da un ideale primo di Spec Ry, e
da uno solo, perchd J oz & iniettiva.

Infatti P’ = I, N R[X,,..,Xs] & primo per ipotesi e proviene da un
ideale primo p’’/ di ‘Ry; viceversa se # & una sottovarietd affine di V
tale che W N V = (¥, allora Videale di Ry ad esso associato & tutto Ry
(poich® in questo caso esiste ¢ € Ny tale che P = 0).

E’ poi chiaro che se W & tale che TynNMIX,,...,X,] non & primo,

allora W ¢ Im (J o n).
Il teorema & cosl provato.

CorROLLARIO 1. Sia p un ideale di ‘Ky. Se P é un ideale massimale,
p @ reale.

ProvA. B’ immediata conseguenza del teorema 1.

DEFINIZIONE 1. Data una varietd affine (V, ‘®y) diciamo schema affine,
associato a V, lo schema affine

(Spec Ry, (_7?8.7), Ry = I'y (Rv).

TEOREMA 2. Sia (V,Ry) una varieta affine reale, (Spec C)?y,‘)@y) lo
schema affine associato, i: V — Spec ‘Ry UVimmersione naturale ; allora ¢
risulta essere un tsomorfismo (di spazi con fasci di anelli) di V su (i( V),C)?eymy )
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PRrROVA. Basta dimostrare che ogni sezione su un aperto di V del fascio
%y si pud estendere ad una sezione di C)Q; definita su un intorno dell’a-
perto in Spec ‘Ry e che, viceversa, ogni sezione di C)Qv su V pud essere
considerata come sezione di ‘®y. Quest’ultimo fatto & ovvio, poiche, per
definizione, un elemento gEFi:; (‘_)@y), (ﬁqp aperto di Spec ‘Ky) & del tipo

g = kjor con k elemento di Py.
Per dimostrare la prima asserzione, consideriamo un aperto V,c VciRn
e un elemento gEFVf(Q‘?V);

Sia V una complessificazione di V e U un intorno di Vya cui si
estenda g¢.
Esiste allora @ € Py tale che valga
?q, c ﬁ, Vq, o Vf.
Si ha quindi su 'Iqu,

e da ci0o si conclude la dimostrazione.

DEFINIZIONE 2. Dicesi schema reale associato a (V, ‘Ry) (varietd affine)
il sottospazio di Spec Ry formato dagli ideali primi reali.
Denoteremo lo schema reale di V con

Specm va
Su Specy %V congidereremo il fascio

= PR
R%V—?V ¢

A
[4
EV|Speo
TeEOREMA 3. I punti chiusi di Specy ‘R, sono in corrispondenza biuni-
voca con i punti di V e inoltre i punti di Specy ‘K, sono in corrispondenza
biuntvoca con le sottovarietda itrriductbili di V.

PRrovA. Il teorema segue dai risultati del § 1.

OSSERVAZIONE. Ogni aperto di Spec Ry che contiene V () & Spec Ry .
Infatti ogni chiuso contiene un punto chiuso, e gli unici punti chiusi di
Spoe Ry sono gli ideali massimali (che definiscono i punti di V).

(") per abbreviare la terminologia, diremo che Spec ‘R, contiene 7, invece di speci-
ficare che Spec Ry contiene gli ideali massimali relativi ai punti di 7.
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b. Il caso generale.

DEFINIZIONE 3. Diciamo schema (8) associato a una varietd algebrica
v

reale (X, ‘Kx) uno schems (X, Ry) & una immersione
j1(XRe)— (X, Ry)
in modo tale che esistano
a. un ricoprimente affine
(Us)iey,..., v di X
b. un ricoprimento affine

{Uilimy,..,. v di X

in modo tale che j (U< 6} e che il diagramma seguente

1
—— > Spec Ky,

S

<——
.
-,
~

<

-,

risulti commutativo (ove ¢’ & 1’igsomorfismo identitd ed ¢ & l’immersione
definita nel teorema 2).

TEOREMA 4. Data wuna varietd algebrica reale (X, ‘Rx), esiste uno
v A
schema (X, Ry ) associato a (X, Rx).

Prova. Dato un ricoprimento affine {U;} di X, si usi il Lemma 5
del § 1 per associare al morfismo

Qij: Ugl e d U,"

(®) Indicheremo con «schema » il preschema della terminologia classica, secondo le
notazioni attualmente usate.
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di incollamento tra due aperti affini U’, U; di U;, U; un morfismo di
1R-algebre e quindi di schemi

Q;‘; : Spec FU‘-' (CEx) — Spec Fv,-' (CLQX).

L’esistenza dei morfismi g;; ed il fatto che essi verifichino la condizione di

transitivitd permette dunque la costruzione di (X,_‘E;{ ), per incollamento
degli schemi affini Spec I'y, (‘Rx).

TEOREMA 5. Ogni morfismo tra varietd algebriche reali

(@, ¢*) : (X, c_@x) - (¥, C_)_QY)

delle quali (X, C_)?; ) (f, Ry ) sono due schemi associati, si estende ad un
morfismo

(p, ¥*) : (X7, C__E}') — (¥, CE{r )

definito su un intorno X @ X in X.

ProvA. Si consideri un ricoprimento affine {U;}i—;,...» di X e uno
{V" }.'=1',.,,N di Y, tali che

@ (Ug )C V" .
Poiché ¢ & un morfismo di varietd algebriche reali, per ogni i=1,...,N
o, =@ u;: Ui— V;

& un morfismo di varietd affini, e quindi si estende ad un morfismo

&‘.: (Spec Ry, , ‘fgv..) —> (Spec Ry, , ‘iQV,-)

tra gli schemi affini associati.
Viene quindi definito un morfismo tra gli schemi (X', 'Ry), (¥, Ky ).

§ 6. Osservazioni finali.

a. Sulla non nullitd dei gruppi di coomologia delle varietd affini.
Sia (V,_‘FV) una varietd affine reale; vogliamo provare che, in generale,
si ha

H‘(V,CEV)ZFO.
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Premettiamo la seguente

OSSERVAZIONE. Sia {U;}i=1,» un ricoprimento affine di V, e sia g,, un
cociclo deﬁmto su U,NU,=U;,-g,, & bordo se e solo se g,, si estende

ad un cociclo 912 definito su un intorno Uw di U,,, nello schema affine 14
agsociato a V, U12= Ui n Uz, con Ui e U2 intorni di U, e U, in V.

Infatti, sia g,, un cociclo che pud essere esteso nel modo indicato.
Allora

Ve ﬁ, u ﬁz cV
e quindi per Vosservazione fatta nel paragrafo precedente,

lATi U A2 — A
8i ha quindi che g,, & bordo perché i gruppi di coomologia H P(VA,_C_)?ZV)
di uno schema affine, per p =1, sono nulli ([9]). Ne segue che anche g,,

& un bordo.
Viceversa, sia g,, bordo, ciod

912 ="hy — hy

h; funzione definita su U;; le h; possono quindi essere estese ad un intorno
IAI,- di U; in 19, e quindi g,, si pud estendere ad un cociclo _qA,, definito su
U,nU,.

Sia ora (@) € Spec Ry, ¢ & quindi irriducibile, e inoltre ¢ abbia luogo di
zeri formato da due componenti disgiunte V, (¢), V,(p), ciod

Vilp)e 8, =V —10,
Vo) 8y=V—T,

Ui= V,, i€Ry, 8,08, =), U,UT,=7V.

sy . 1
Consideriamo dunque la sezione ;EI’u‘ nvs (‘Rv) che & un cociclo de-

A

. . 1 .
finito su U, N U, ; vediamo che r non pud essere esteso ad un intorno U,

del tipo indicato nella osservazione precedente. Infatti, ogni intorno di U,

(o Uy) in 1; & costituito dagli ideali primi di ‘®y che hanno zeri su U,
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(o su U,); allora (p) appartiene ad ogni intorno di U,, e cosi pure ad ogni

A A A 1
intorno di U, in V, quindi ()€ U, N U, e si conclude che il cociclo 7

non pud essere esteso. Dall’osservazione si ha allora :
H'(V,Ry) = 0.
(Ad esempio, 8i consideri ¢ € R[X, ¥, Z],
¢=(X—1PX*+ Y242
la quale si annulla in {(0, 0, 0)} U {(1, 0, 0)}).

b. Sulla immergibilita di P* (R) in R+,

Sia X = (xy, ..., %) € P* (R). Consideriamo ora le funzioni

Zs Ty

n
3 x?

Z,-,, ==

Abbiamo ciod (n 4 1)® funzioni che verificano a
1. Koo = Xy
2. KXoy == %o X5

n
3. Txy=1.
0
Se ne deduce quindi che
%
Yy=z=.
(] xu

Vogliamo verificare che ’applicazione ¥ data dalle X; & un isomorfismo
di D" (IR) sulla sottovarietd di R"+)* definita dalle equazioni 1, 2, 3.
Per questo, basta provare :
i) che l’applicazione ¥ & iniettiva.
ii) Desistenza di una applicazione g,, differenziabile, che renda com-
mutativo il seguente diagramma

Dn ('IR) _.x__+ ‘R(n-}-l)'

L e
lpn (1R) ._Z_> ‘|R(n+l)'
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per ogni automorfismo o di [H” (IR) indotto da una trasformazione ortogonale
su IR™+Y. Infatti con questo si prova che, se lo Jacobiano della ¥ non ha
rango massimo in un punto non lo ha in nessun punto, e quindi ’applica-
zione non sarebbe iniettiva se non avesse rango massimo in ogni punto.

Per verificare Uiniettivita, consideriamo due punti (2y,...,%n), (#g, ..., %s) €
€ P" (IR). Consideriamo anzi

x Ty
X= [, -2\ =X, X
wa. Zw?
0 0
ﬁl x;; ' ]
X ==, = (Xy ) ooy X
3 (wh)® 3 (i)
0 0

Sia X &= X’ e, per ogni coppia di indici i, &,
X (X) = Xy (X)
ciod
XX =X/ Xy.

Quindi, in particolare si avra, tenendo conto di 1, 2, 3

X'= Xx.*
Xi=+ X,
X =+ Xi
e ciod, V/;, 0 X;=X;', 0o X;= — X, e si conclude X = X’.

Per dimostrare poi lesistenza di una applicazione p: IR™+1" — R+
che renda commutativo il diagramma (=) si considera la trasformazione

¥i = 2 a5 a5
con (a;;) matrice ortogonale.
Si ha allora
Z Qi5 Age X5 X,

' Je

e = = 2 dij W Xje
z‘ (L'Z e
0 7

dove X sono le coordinate di g, (¥ (x)).
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Si ha quindi, in corrispondenza a una trasformazione ortogonale su
R*+! una trasformazione lineare su IR®+1*,

Vediamo ora che le %; definiscono una applicazione surgettiva sulla
sottovarieta di IR+ definita dalle equazioni 1, 2, 3,

Infatti, sia A € R™+” (indicheremo con N = (n + 1)}, A = (a,, ..., ay),
A che verifichi alle equazioni 1, 2, 3. Verifichiamo che A & immagine di
un punto X di P* (R), X = (z,, ..., Tn).

Dato A, supponiamo che

a‘-=xi__1';_1(X) i=1,...,n+1

allora, % 4, a;> 0 ed esiste j tale che a; > 0.

Allora si ha che | ;| =Va;y,.

Restano dunque da determinare i segni delle x;. Si considerino allora
le a; corrispondenti a X; (j indice della coordinata a; > 0). Determiniamo
dunque il punto X nel modo seguente: la coordinata x; con segno positivo,
%, (k&= j) con il segno determinato da %; = %—wf .

2 a?
[

Analogo ragionamento si pud fare per immergere [P* (C) con la strut-
tura reale soggiacente in TR2*+Y', anzi si pud vedere, tenendo conto del
numero di relazioni tra le Z; , che in questo caso hanno la forma

zt’z—l:
n —_
z 2 %5
j=0

X;k =

che P* (C) si pud immergere in RUArH—(ni+ntl),
¢. Controesempio al teorema: Dato un morfismo di varietd algebriche
reali

p: X— X’

che sia un isomorfismo analitico, ¢ & anche un tsomorfismo algebrico.
Basta considerare il seguente esempio :

@: R—MR
pa)=a*+a+1

che & un isomorflsmo analitico ma non algebrico.
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