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INTEGRATION DANS LES ESPACES »p-NORMES

BERNARD MAUREY

Dans la premiére partie de cet article (§ 1 & 6) on recherche des cri-
téres pour qu’une fonction f définie sur un espace topologique X et & va-
leurs dans un espace vectoriel non localement convexe FE soit intégrable
pour une mesure positive u sur X, au sens défini par Dietmar Vogt dans [1].

Le § 1 rappelle la définition de Vogt et les premiéres propriétés de
Pespace L' (X, u, E) (Th. 1).

Le § 2 concerne 1’étude des fonctions & valeurs dans un sous-espace
de dimension finie de F. La relation (1) p. 915 constitue I’outil essentiel pour
la suite.

On obtient au § 3 un critere général d’intégrabilité (Th. 2) par une
méthode d’approximation par des fonctions & valeurs dans des sous-espaces
de dimension finie.

Le § 4 concerne l’application du théoréme général dans le cas ou X
est une partie précompacte d’un espace métrique T possédant une certaine
propriété (A) (p. 916). (Pratiquement, T est IR™ ol une variété C! compacte
de dimension m). On renforce en particulier le théoréme démontré dans [3].
(Corollaire p. 920).

Le § 5 concerne lintégration sur R. On y étudie les rapports entre
primitive et dérivée (Th. 5), et les conditions de Holder vérifiées par une
primitive (p. 923).

Le § 6 fournit un critére d’intégrabilité dans le cas ol X est un espace
métrique précompact quelconque (Th. 6).

Dans la seconde partie de D’article (§ 7 et 8) on introduit la notion
(qui nous a été suggérée par M. Laurent Schwartz) de fonction continue
universellement intégrable définie sur un espace compact X et a valeurs
dans un espace non localement convexe K. I’étude de cette notion est
faite par un méthode parallele & celle de la premieére partie :

Pervenuto alla Redazicne il 21 Ottobre 1971,



912 B. MAUREY : Intégration

On démontre un critére général (§ 7, Th. 7), puis on 6tudie le cas
particulier d’un espace métrique possédant une certaine propriété (B) (p. 927).
Le § 8 étudie les fonctions holdériennes définies sur IR. On y généralise
le fait connu dans le cas ol F est localement convexe qu’unse fonction hol-

dérienne d’ordre f appartient a C¢ @6 E pour a et g convenables (Th. 8).
On en déduit, en liaison avec la théorie des applications radonifiantes, les
propriétés des trajectoires d’une s fonction aléatoire (Th. 9).

I. La définition de D. Vogt.

Nous appellerons p-norme sur un espace vectoriel F une application
de F dans TRy telle que:

|z||=0<=>2=0
[ Az {|=[][|«|
lz+ylr<lz]|* 4 ly] (avec 0 <p=<1)

(Ce n’est done pas la terminologie de D. Vogt).
D. Vogt a introduit dans [1] la notion d’intégration des fonctions a
valeurs dans les espaces p-normés de la fagon suivante:
Si E et F sont deux espaces p-normés, on définit sur F @) F une p-
semi-norme par :
([ ]| = inf ([ @ ||2-[| i || )

ou l'inf est pris sur ’ensemble des représentations de u de la forme

u=2wi®y¢.

Si l'un des deux espaces est séparé par son dual, cette p semi-norme

est une p-norme. On désignera par E@I, F le complété de F Q) F muni de
cette p-norme.

Soient alors F un espace p-normé complet et X un espace topologique
séparé muni d’une mesure positive u. (Par mesure, nous entendrons toujours:
mesure sur la tribu borélienne de X).

On posera :

L' (X, 4, B) = H ®p L' (X, w)

On notera ||f|, la p-norme de cet espace, prolongement de celle de
B @ L' (X, ). On désignera d’autre part par L' (X, u, ) Vespace des u-
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classes de fonctions u-mesurables de X dans E telles que [ I|f ()] du (t) < 4 oo,
X

muni de la p-norme :

170 = [11.70 14 .
x

D. Vogt a démontré dans [1] le théoréme suivant :

THEOREME 1 : Papplication naturelle de B @ L' (X, u) dans It (X, u, B)
se prolonge en une injection continue de norme << 1 de L! (X, u, E) dans
L' (X, u, B).

Une fonction u-intégrable f est donc la limite u-presque partout d’une
suite de Cauchy f, de L' (X, u, B), et u(f)=1lim u(fa).

Il en résulte que si g € L' (X, u), il est équivalent de dire que :

SeLY (X, g p, B)
ou que

gfe Lt (X, u, B)
et

ff(t) d(gp () = fg(t)f(t) du (2).

Notons encore que si f€L!'(X, u, E) et si g€ L=°(X,u), on a gfe
€ LY (X, u, B), et:
laflls =119 lleoe1l./ lls -

Dans tout ce qui suit, F désignera un espace p-normé complet.

IL. Utilisation des sous-espaces de dimension finie.
Ce paragraphe repose sur le lemme suivant:

LEMME : Soient F un espace vectoriel de dimension finie r, et B un
voisinage compact de zéro dans F. On peut trouver une base (z,, ..., %)
de F, formée d’éléments de B, telle que:

”
Bc§m= S a;2 | |ai| <1 pour chaque 4.
=1

DEMONSTRATION : Soit (y,, .., ¥y, une base de F. Désignons par
Dz, ,..,x,) le déterminant d’un systéme de vecteurs (x,,..,,) dans cette
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base. L’application (x,,...,2,)|— D(x,,...,x,) est continue sur le compact
B". Soit (2,,...,2) un point de B" ou D (x,,...,,) atteint son maximum.
I1 est clair que D(2,,..,%)30. Soit alors x€ B. On a v = X a;2;,
avec :
D2y yuuey Zig ) @y Bt y weey 2y)
D (2y s o s 2)

|0¢i|= < 1.

On désignera par %, (X, u, E) (en abrégé: %, &’il n’y a pas de confu-
sion possible) ’ensemble des fonctions de L! (X, u, ) prenant leurs valeurs
dans un sous-espace de dimension r de E.

COROLLAIRE : Si f€%,., on a ||f|, < r'P-|]|f].

DEMONSTRATION : Soit F le sous-espace de dimension r dans lequel f
prend ses valeurs, et soit B= {x€F|| | < 1}. Soit (x,,...,«,) une base
de F vérifiant la propriété du lemme précédent. Notons qu’alors | ;| = 1.
On peut écrire :

f= Z' % Qfi, avee fi€ L' (X, p).

=1

On a |fi(@)|<|/f()]| . Donc:
11E < 2 el sl < e

On désignera par F, (X, u, E) (en abrégé : F,) ’ensemble des applications
de X dans F de la forme:

f=2fi-%p
2
ol (B;) est une partition borélienne finie de X et ou f;€ %, .
Si fe F,, on désignera par N (f) le nombre minimal d’ensembles B;
de mesure non nulle intervenant dans une décomposition de f de la forme

ci dessus.
Si f= 2 fiXp, est une décomposition de f faisant intervenir N (f) en-
T

sembles B; de mesure non nulle, on aura en utilisant inégalité de Holder :

171 = 20w 1 < OV ()72 s )" =

<rN ()2 fiZs|)e =r N D27
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Nous retiendrons cette relation :

) [f [y < vt (V=T [

IIL. Un critére général d’intégrabilité.

Soient =« une partition borélienne finie de X et g une fonction de X
dans F. Nous dirons que g est r-subordonnée a x, ce que nous noterons
g < 7, si pour tout ensemble B de = on a g X5 € % (alors évidemment g€ F,).

r

Si f est une application mesurable de X dans B, nous poserons:

N, (fyn) = inf |||f‘—_¢]|”
gfu

(Bien que u n’apparaisse pas pour ne pas surcharger la notation, cette
quantité dépend de wu).

THEOREME 2: Soient f une application de X dans E, et x4 une mesure
positive sur X. Pour que f soit u-intégrable, il suffit qu’il existe une suite
(7tn)y ¢ p de partitions boréliennes finies de X, telle que m,4, soit plus fine
que m, , et une suite croissante d’entiers (a,) telles que:

S= 23 a"'u:;_p'(Nan—l (fy nn—l))p < + o

n=1

(ot u, désigne le nombre des ensembles de z,). On a, si a;=0:
ISP = 48.

DEMONSTRATION : Remarquons tout d’abord que si N, (f,n) =0, on a
JEF, qui est évidemment intégrable. On peut donc supposer N, (f, 7,)==0.

Soit ¢ > 0 donné. On peut trouver pour chaque n une fonction f, telle
que f, ;: n, , et que:

|||f_—f" I” g (1 _l_ 8) Nah (]’ nn)~

Posons ¢, = f, — fa—1. En utilisant la relation valable dans un espace
pormé: ||z +y || < 2001 (2 || + ||y ), on obtient:

lgn 17 < 2=2-(llf =Fu I+ F =Saa [D? < A A &)7- 2272 (2N,,_, (f, 7tu))?.

(Car Ny, (f,70) << N, (S, 7001))-
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On a ¢, < n,. Done, d’apres la relation (1), page 915 :
In = y pag
“ In ”]? = 4a/n'(1 ‘l‘" e)p'il:;_p'(Nan__l (f’ nn—]))p’

D’aprés I’hypothése, la série 3 g, converge dans L! (X, u, ). D’autre part,
la série X ¢, converge presque partout vers f— f,. D’apres le théoreme

n=1
1, ceci prouve que fe€L!'(X,pu, B) L'inégalité
tement du calcul (car si a, =0, f, =0).

| fI|f < 48 résulte immédia-

REMARQUE : Le fait que X soit un espace topologique ne joue aucun
role: on utilise seulement la tribu borélienne. Le résultat est en fait va-
lable pour un espace mesuré (X, C,u) quelconque, en adaptant les notions
que nous avons introduites.

Nous supposerons désormais que X est un espace métrique précompact
muni d'une distance d. On désignera par 6 (4) le diamétre d’une partie A
de X. Si n est une partition de X, on désignera par d () le sup des dia-
motres des ensembles de n. Si ¢ est un nombre >> 0, on posera :

N, (f,0)= sup N, (f,mn).

Im)<e

IV. Un cas particulier important.

Dans ce paragraphe, T désignera un espace métrique possédant la pro-
priété suivante :

(A): il existe un entier m et une constante D, tels que pour toute
partie précompacte X de 7, il existe une suite (7,.), ¢y de partitions boré-
liennes finies de X, possédant les propriétés suivantes :

Aa) Tl est plus fine que =,

Ab) O (m) <276 (X)

Ac) Si u, est le nombre des ensembles de n, :
Uy << D.2M1

On peut prendre pour espace T R™ muni d’une de ses distances usuelles.
On pourra constater qu’une variété ¢! compacte de dimension m posséde
également les propriétés de V’espace 7.
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Dans ce qui suit, X désignera une partie précompacte de 7. Si f est
une application mesurable de X dans F, et « un réel >> 0, on pose

kr (f)=sup 2" N, (f, 27").

On désignera par K7 (X, p, B) (en abrégé: ;) ensemble des fonctions

f de It (X, u, E) telles que k; (f) < -+ oo. Notons que si g est une fonction
de L*(u), on a:

K2 (9 ) < || 9 |oo 7 (S)-

THEOREME 3: Soient X une partie précompacte de 7 et u une mesure
positive sur X. Pour tout entier », et tout nombre o > m(1/p — 1), on a:

XK (X, u, B)c L (X, n, B).
Plus précisément :

4y D1—? 2

117 < (T2 ) 117

DEMONSTRATION : Soit (n,) une suite de partitions boréliennes de X
possédant la propriété (A); on démontre alors le:

—(1 p) 2 (1—p)

{sup ([[[/1ll, G (X)*-Ez (f D}

LEMME: Soient f€X;, f, < 7, , telles que

Wf—rFall<< M-(6(X)*-27", avec M >k (f).
On a alors:

. P 4y M?.(26 (X ))p*. D1—P w1
= sl () A

avec
A = 2m(l-p)—pa

DEMONSTRATION : On peut trouver, par définition de % (f), pour tout
k > n, une fonction f; telle que:

Je<me ([ f = Ffell < M@ &) 27"
Alors:
W= ralld =z | o —fe ||F << 2r 5 D7 22m®00=D e l”

k=n

< 2y D=7 3 2mk+1) (=) . 2M?.(5 (X ))P*. 2—kap

k=n

< 4r D-P MP (6 (X))? 200 3 20m(l—p)—ap)(k+1)

k=n

d’ou le résultat.
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Achevons maintenant la démonstration du théoréme 3 : Posons

O = inf (|| f|||-(6(X)™", ¥ (f))
et soit n tel que :
n=>1, 02" <E(f)< 02"

On a:
< CILE I (X)) 2n9)+ (8 (X )2+ 27e
Avec:
I8 (XN~ 2" > & (f ).
Il vient alors d’aprés le lemme précédent, avec f, =0, M= ||f]|-

(6 (X))ye-2me

4r A (20 X)paDl—p —a na. n(m(l—p)—pa,
77 = 2 ACOEDEDIE 7y (3 (e gner . gpint=r=se

1—A
4r (D2m)1—» gnm(1—p)
= DIV g g
Or:
2Nk (F)
gna 2 Zr 17
c
donc :
(D2my—r 2K\
1712 < 22 g (—(,——)
4r(D22m) 1 e
AP T s (U (8 (0 R e

Ce qui achéve la démonstration du théoréme. Soit B < *X;. On dira
que B est bornée si:
sup ky (f) < -+ oo.
feB

COROLLAIRE 1: Soit « > m(1/p — 1), et soit B une partie bornée de
X». Si une suite (f,) de B converge vers f dans I (X, u, E), elle converge
aussi vers f dans L!(X, u, E). En particulier, les topologies induites sur B
par It (X, u, B) et L' (X, u, B) sont identiques.

DEMONSTRATION : 11 suffit de voir que les g, , = f. — fp, appartiennent
4 une partie bornée B’ de K3, .

Donc, d’apres le théoréme 3, la suite f, est de Cauchy dans L'(X, u, E),
donc convergente vers f dans L' (X, pu, E).
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COROLLAIRE 2 (« Théoréme de Lebesgue ») : Soient B une partie bornée de
X7, fn une suite de B telle que ||f,|| <g, avec g réelle u-intégrable. Si
la suite f, converge presque partout vers une fonction f, elle converge
vers f dans L! (X, u, E).

DEMONSTRATION : La suite g, = ||f, — f|| converge presque partout

vers zéro, avec | g, | << 2g, ce qui prouve que f, tend vers f dans L' (X, u, E)
d’aprés le théoreme de Lebesgue usuel. On conclut alors, grice au corol-
laire 1.

QUELQUES CONSEQUENOES.

Soit X, Pensemble des fonctions universellement intégrables de X dans
E, prenant leurs valeurs dans un sous-espace de dimension » de K.

Soient u et » deux mesures positives sur X, et f un élément de
I (X, u, E). On dira que f€ G/ (u,») 8l existe une application x — f, de
X dans K, , telle que (x,y)|l— f; (y) soit » Q) u mesurable et que:

(W) — fe )]
I“.[W‘W(y) d (1) < 1+ oo.
XXX

Soit maintenant » une mesure positive sur 7. On dira que X est »-ré-
gulier si la fonction :

h(x,e) = M)—) est minorée par o > 0

sm
sur X < ]0,1]. (avec B (®,¢)={y€ T |d (x,y) < &}).

On dira que » est réguliére si toute boule ouverte de T est »-réguliére.

ProposiTION : Si X est »-régulier, on a pour tout r:
G (u,v)e LA (X, u, E), dés que a« >m(1/p — 1).

DEMONSTRATION : Soit 7 = (B;) une partition de X de diamétre <2,
et soit ;€ B;. On peut trouver pour tout j et tout ¢ >0 un point z;€ X N
N B (x;, 27%) tel que:

IF @ = s

(XN B (wj7 2—,‘)) ° ( (zj y))m-i-a

j
=1 +¢

XnB(;, 2k B;

[ dy (w) Hf(y)'_fz (?/)H d,ll(?/)-

(d (x, y)mte
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Soit ¢ la fonction sur X égale & f;; sur B,. On a g <z et:

llr—gll == ] 17— Fy ) | du
Ej

O =100 5,

> | (2.2 km u(Y)
< i /( ) (d (zj , y))m-{-a
B;
(1 ¢)-gmta.g—be (17—
s dv (x = T2 WL gy, ()
= . j 7 | e e WU
XnB(wj,T'k) B;
= I(l + 8) 2m+é . 2--ka.
@
om-+a

On a done %y (f)<< ——, d’ou le résultat par le théoreme 3.
e

REMARQUE 1: On a en fait ||f|, << B-sup(||f]||, I), od B est une
constante dépendant de X, p, a et ».

REMARQUE 2: Si X est ouvert précompact quelconque, » réguliére, et
si u est & support compact K contenu dans X, le résultat subsiste: en
effet K est contenu dans une réunion finie de boules ouvertes contenues
dans X, qui sont »-réguliéres par hypothese.

REMARQUE 3: Par une méthode un peu différente, on peut montrer
pour X précompact quelconque que:

G (myp) € LY (X, uy E) deés que o > 2m (1/p — 1).

Soient maintenant A la mesure de Lebesgue sur R™, X un ouvert
précompact et f de classe O sur X. On peut écrire avec les notations de [2]:

— )
fw= 2 D =k ey,

0<|h|=r

On peut énoncer :

COROLLAIRE : Supposons X A-régulier, et soit 4 une mesure positive
sur X telle que
lew, 9],
ly—a|f
XXX

wly) d (@) < + oo.
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On a alors f€ L' (X, u, B), dés que r -+ 8> m/p. De plus, si u est bornée
et a support compact dans X, le résultat subsiste pour X ouvert quelconque.

DEMONSTRATION : Posons

— k
o= = D=

0=<|k| =<r k!

On a f, €K, ou s est le nombre des dérivées partielles d’ordre compris
entre 0 et r. De plus:

o(x¥) J@) — fa @

p— Y01 ¢
v —af [y —a[rratrm d’out le résultat.

La deuxiéme partie résulte de la remarque 2 p. 920. Elle entraine le
théoréeme 1 de [3]. En effet, si K est le support de u, on peut trouver un

ouvert relativement compact Y tel que Kc Y YcX. Alors:

A= sup Jeo@y| <+ co.
(,y)e Y XY

Soit § < m tel que r 4+ B > m/p. Alors:

dpu(y) 42
M¥%ﬂ@mﬂm£Afﬁ%3$<+w.
YXY Y

Donnons ici une définition que nous utiliserons dans la suite de cet
article. Soit C, ’ensemble des fonctions continues bornées de X dans E,
prenant leurs valeurs dans un sous-espace de dimension » de E, et soit f
une application de X dans E. On dira que f€C;, s’il existe une constante
M telle que:

VreX, 1,€C,, MVyeX: [[fy) —fo (9| <M (d(x,y)*.

On désignera par c2(f) la borne inférieure de ’ensemble des constantes
M vérifiant la propriété ci-dessus. On peut noter que c2(f) ne dépend que

des métriques sur X et sur E. Si u est une mesure finie, on a k'(f)<<
< ||p|l-er(f), done Cfc L' (X, u, E), dés que a>m(1/p — 1).

V. Intégration et dérivation sur R.

Dans ce paragraphe la mesure considérée sera la mesure de Lebesgue
sur 1R. On définit une application linéaire P de Li, (#) dans lui-méme
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par:
x
Pf(x) = /f (¢) dt.
0

On posera :
CH(E)= agb Cr ([a, b, B).

TrEOREME 5: L'application P envoie CF dans Cf1, pour «>1/p—1.
De plus, f est la dérivée de Pf.

DEMONSTRATION : I1 suffit de considérer un ensemble [a, b]. Soit f,€C,

telle que:
Myelad), ||[fO)—fi@|<M|z—yl
avec
M > era,n (f)
Alors :

k‘rx,[x,y] (f)gﬂ[" r—yY 1'
Donc d’apres le lemme page 917:

| firo ] <5250 e

x
Posons :

(Pf)s (y) = Pfs (y) — Efx (®) + Pf (@).
On a (Pf), € G4y, et la relation ci dessus s’écrit :
| Pf (y) — (Pf)e () || < B-M-| @ — y [+

d’ott la premiére partie de 1’énoncé.
De plus:

RACES- RN A LY PR
y—x y—uw )

Donec :

i HEO =B @ _ o PEO)—PR@ e

Yz y— vz y—ax

ce qui achéve la démonstration.
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Nous allons maintenant montrer que la primitive d’une fonction bornée
de 9(;([0,1]) est holderienne d’un certain rapport.

Soit done f¢€ K7 ([0, 1]), avec « >1/p —1. On a d’aprés le théoréme 3:

4r 2(0—p)

1B/ () — B @) |? < =)

1—p

.(.f“f(t) [ dt)p_T.

Posons € = sup (k7 (f), || f|lo). On aura alors: Si « < 1:

1—p
a

Yy
sup ( [ 70l |y — s ()

4r 220—p) 1_1;1_’
| Brw) — Bf @)||p < 07|y — x| <
. . 1 1 1 )
dans ce cas, Pf est holderienne de rapport —a——'—? —1—);. Sia=>1:
. 4y 22(1—p)
”Pf(y) “Pf(m)|lp£ﬁ-01’-|y—w|1’ .

Dans ce cas, Pf est holderienne de rapport 1.

VI. Critéere d’intégrabilité pour un espace métrique précompact quel-
conque.

Soit X un espace métrique précompact. Si = = (7tn)pep €8t une suite
de partitions boréliennes finies de X, et si u, est le nombre des ensembles
de 7, , on pose:

M (n) = lim sup 1/n log, (log, u,).
n

Soit II (X ) I’ensemble des suites = = (z,) de partitions boréliennes finies
de X, telles que m,; soit plus fine que =,, et que le diametre de =z, soit
<< 27", On posera:

y(X)= inf M(n).
well(X)

THEOREME 6: Soient f une application de X dans FE, et 4 une mesure
positive sur X. Pour que f soit u-intégrable, il suffit qu’il existe un &> 0,
et a > 0 tels que:

po > 2v(X)

12 . Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa.
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et & partir d’un certain rang:
No (f, (logy m)=1Ir+) < m—.
DEMONSTRATION : Soit 0 < &’ <g¢, tel que:
po > 2rte,

On applique le théoréme 2: on choisit une suite z € IT(X) telle que
M (m) <y (X)+ &'/4, et on prend la suite

an =1+ [22"(74‘3')]

(ot [#] désigne la partie entiére de z).
On a alors:
Nan(fyﬂn)ga;a
pour n suffisamment grand.
Le terme général de la série du théoréme 2 posséde alors un équivalent
majoré pour n suffisamment grand par:

22"(7+¢") . 2(1_1;).2"(74'5'/2) . 2_.1,,1.2—("‘—1)(74'5') — 2(1—pa-2-(7+€,) 2"(7+€')+2”’7+5'/2)

Cette série sera bien convergente, puisque :

1 < po Q—(r+e"),

VII. Fonctions continues universellement intégrables sur un espace
compact.

Soient ¥ un evt séparé complet et F un espace localement convexe
séparé. Nous désignerons par .G, (F,, E) Pespace des applications continues
de F, dans E (ou F. désigne le dual F’ muni de la topologie de la con-
vergence uniforme sur les parties compactes de F), muni de la topologie
de la convergence uniforme sur les parties équicontinues de F’. L’espace
L, (F., E) est complet.

On a évidemment F Q) F < L(F,, E). Nous désignerons par F ), E
lespace F (@ E muni de la topologie induite par .2, (F., E).

Supposons que l’identité de F’ soit limite uniforme sur toute partie
équicontinue d’applications de rang fini continues de F, dans lui-méme. Il
est alors bien connu que

L,(F., B)=FQ. E.
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Soient maintenant X un espace compact et f une fonction continue
sur X & valeurs dans H. On dira que f est universellement intégrable (en

abrégé: u. i.) si Papplication linéaire 11— | fdi qu’elle définit trivialement

sur le sous espace M, de M (X) formé des combinaisons linéaires finies de
mesures de Dirac se prolonge en une application linéaire continue de M,
dans E.

L’espace des fonctions continues u. i. est done .2, (M., E), soit encore

c(X )@eE d’aprés ce qui précede. Naturellement, si f¢€ 0.4 )@s E, le pro-

cédé de Riemann est valable pour le calcul de lintégrale | fdi, car il re-

vient précisément & calculer f fdA comme limite de f fdl,, pour A € M,.

Supposons maintenant E p-normé. L’espace C(X) &), F est alors p-nor-
mé par:
[/lle=sup ()]
full=1
(Notons que cette p-norme est a priori strictement plus fine que la p-norme
uniforme su}g |7 @® ]|, puisque E n’est pas localement convexe).
te

Nous allons maintenant rechercher des critéres pour qu’une application

f€0(X, E) appartienne 3 ¢ (X)), E.

On supposera que X est compact. On désignera par C, (X, E) ’ensemble
des fonctions continues sur X prenant leurs valeurs dans un sous-espace
de dimension r de E.

Soit ¢ = (ws)ier un recouvrement ouvert de X, g une fonction de X
dans E. On dira que g est r-subordonnée & g, ce que nous noterons 9<o

§’il existe une décomposition de g de la forme X g;, avec:
iel

Supp (9:) € wi, ¢:i€C, (X, B).

M, (f;e)= inf || f—yg].
959

On notera :

On appellera indice du recouvrement ¢ la quantité suivante :
i(0) = sup Card (i €I|x€wy.
rzeX

Soit ¢ = (ws);<i<n un recouvrement ouvert de X, et soit g < o. On dé-
finit la partition borélienne n formée des ensembles :

Ai = Wy ey Ak+1 = Wg+4+1 — ( ilsjk 0).‘), ..
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Sur Ag, g prend ses valeurs dans un espace de dimension < 1t(g)-r.
Done, d’apres la relation (1) page 915, on a si u est une mesure finie sur X:

lgllz <r-it@-n=2-|lgllz -] pl?.

THEOREME 7: Soient X un espace compact, et f une application con-

tinue de X dans E. Pour que f soit dans O’@, E, il suffit qu’il existe une
suite croissante d’entiers (a,), et une suite (p,) de recouvrements ouverts
finis de X, telle que lindice i, de g, et le nombre u, d’ensembles de o,
soient croissants, et que:

8= 3 intpuy * (Me,,_, (S en—1))” < 4 oo!

n=1

On a alors, 8i a;=0:
IFlle <2720 8.

DEMONSTRATION : Elle est essentiellement identique & celle du théora-
me 2. On choisit g, € C,, telle que:

gn f eny et: [[f—g|l=@+ &)+ Ma, (f, on)
n
On a alors:
In — Gn—1 a< On u On—1,

o o, Up,, désigne le recouvrement formé par la réunion des ouverts de
on 86 0 1. On a:

| 2 (gn) — 12 (gner) |2 << (2in) @ (20)17 (1 4 £)7-
Al m||? 272 (Mo, (fy 0n) + Ma,_, (f; 0a—))? <
< 27 (L4 &)7 || |7 {@ngr fnr (Ung)' = (Ma,, () €a)? +
+ b () ? (Mo (f; 00r))?)-
On a dong,

Ir(f—gll? < Z [ ulgs — gua) [|? < 272 (1 + &) 8- e 2.

D’ou le résultat.
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Soit aiors T un espace métrique possédant la propriété suivante :

(B): il existe un cntier m et une constante D tels que pour toute
partie compacte X de 7T et pour tout entier & existe un recouvrement ouvert
o de X, d’indice < 2™, formé au plus de D2™* ensembles de diaméetre
< (28(X))27*.

Dans la suite, X désignera une partie compacte de 7.
On désignera par ¥y (X) lensemble des recouvrements ouverts o de

X possédant la propriété ci-dessus. On posera si f est une application de
X dans E:

M, (f; k) = sup M, (f) Q)

eER,

ur (f)= sup 2ke. (26 (X)) My (S, F)

U (X, E)={f€C(X, E)|u; (f) <+ oo}

COROLLAIRE : On a, pour o« > m(1/p — 1):

U'c 0(X)R. B,
avec précisément :

. 2 D1—p 2(m+1) (3—2p) —" (1—p) _ il
171 < —F—sm=ma ISIT ¢ 7 sup (7], (28 (X)) g (F))

(1—2)

DEMONSTRATION : Elle est analogue & celle du théordme 3.
Considérons par exemple C; (cf. p. 921).
Soit ¢ € Ry, ¢ = (w;). Soient x;€ w;, fr € C, tels que:

| f (W) — fo, @) || < M (d (s, ).

Soit ¢; une partition de l’unité subordonnée a p.
On pose:

9Y) =2 ¢:(y) fo; (¥)-
On a g<e et:

SO —9@ =2 @) (SO —fr )
Puisqu’il y au plus 2™ indices ¢ tels que @;(y)= 0, on aura:

£ () — g ) [|P < 2m- M2 (20)2%. 2 va,
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On a donc bien: C; € Y, avec:

ud (f) < 2™ ¢} (f).

Notons que pour o >>m(1/p — 1), on a & la fois C; € L' (X, u, E) pour
toute u bornée (cf. p. 921) et C;c 0@8 E. Nous savons donc que toute
FEC; est intégrable au sens de Vogt pour toute mesure u bornée, et de
plus (cf. p.925) que cette intégrale peut se calculer par le procédé de Rie-
mann. Ceeci 8’applique en particulier aux fonctions de classe C7, r >m(1/p—1)
(car 0" = @, ef. p. 921), et aux fonctions holderiennes d’ordre a«, a >
> m (1/p — 1), (car elles sont dans Cf).

VIII. Propriétés des fonetions holderiennes sur 1R.

Désignons par I'* l’espace des fonctions localement holderiennes d’ordre
o sur IR, & valeurs réelles. Sa topologie est définie par la famille de semi-
normes :

. f@) —r@
(s = 170l s L=

olt K décrit ’ensemble des compacts de TR.
Soit d’autre part ['* () l’espace des fonctions localement hélderiennes
d’ordre a & valeurs dans B, muni de la famille de p-seminormes ¢} obtenues

en rempagant |f(t)| par || f(f)| dans p3% .
Soit enfin C* lespace défini dans [4], chap. XIV, c’est a dire ’espace
des fonctions dont la « dérivée d’ordre « » est continue.

THEOREME 8: Si « et § sont deux nombres tels que 0 <a <14
+ 8 — 1/p, Vespace I'# (E) s’injecte continuement dans I'* @8 E, donc aussi
dans (e @; B.

DEMONSTRATION : Expliquons d’abord le: «donc aussi dans O¢ @,E».
Soit « <1+ g — 1/p. On peut trouver «’, tel que: a <o’ <14 g —1/p.

Alors I'f (B)c I'Y @e Ec (- @s E, puisque I'¥' € 0=
Soit k. la fonction linéaire par morceaux définie par :

ho(t)=0 pour |t|=1/2"

b (0) = 1.
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Posons i, =1/2", f; n (t) =hy (t — ;) €L

fo= 3 fin @F @in)

i=—q"

La suite f, converge uniformément vers f sur tout compact.

Posons ¢, = f,, — fn—1 . 1l suffit de montrer que la série ¥ g, converge
uniformément vers f sur toute partie équicontinue B de (I'%)’.

Il suffit pour cela que:

.

sup 2 |[{T,9.)]|? < + co et que f=3g, sur B.
TeB

Les éléments de B sont des distributions 7' & support dans un méme
compact K. Nous supposerons K ==[0,1] pour simplifier. On a donc, pour
TeB:

on—1

(T,9.>= 2 (T, foic1,n? €in
i=1
avec

i,n = f (@ai—1,n) — 1/2 (f (®2i2,n) + F (®2i,0))-

Soient PT la primitive de T & support dans MRy, et o’ tel que a <
<a’<<14+p8—1/p. On sait que Vapplication 7T |— PT est continue de
(I'*)’ dans Lip;_, (L'), done:

1
— \
MTeB sup j ’ DT (@ +2a, DT (@ de < K («, a’).

0<t<c1 t

0
D’autre part:
on—1
<Trgn>=_ = <PT7f2’i—l,'n>ei,n-

i=1

Done, d’aprés l'inégalité de Holder :

anl P [ gn—1 _p_l———p
1<, gn>l|1’£( =z |<PT,f2‘,-_1‘n>|> (51 llem-ll“”) :

2

Or:

2i—1/2%
on—1 2'n—1

S |APT, flir nd | =2 2 | PT (% + 2" — PT(x)|dz < K (2,a’)- 2"
=1 3

2i—2/2"
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D’autre part, puisque feI'#(E):

Tt . . _ B
S Py @ 1—p),
i=1

Finalement :
14Ty gu ) P << (K (@ ') D)7~ 200-2=0l8=e) |

La série X ¢, est donc convergente dans I'* ). H.
D’autre part si u est une mesure de Radon & support compact dans
[0,1]: .
| g [} < K 2n0—2=fn),

done X g, converge dans L!(X,u, E), et f=Xg, car 3 ¢, converge sim-
plement vers f (Th. 1).
Finalement, les mesures & support compact étant denses dans (I'*), on

a bien f= 3 g, dans I'* &), E.

11 est enfin clair que I’application ainsi définie de I'# (F) dans I'* @,,E
est une injection continue, ce qui achdve la démonstration.

REMARQUE: On peut aussi montrer que It (P)c (Iqloc ) @,, B, pour
0<<a<<1+4+8—1/p.

COROLLAIRE 1: Soit feI'#f(L? (2, u)), avec > 1/p — 1, et p < 1.
Alors f détermine une probabilité cylindrique de type p sur C¢ pour tout
a1+ f—1/p.

DEMONSTRATION : Voir [4], proposition (VI, 4,1).

Soit f: R1— L°(2, u) une fonction aléatoire. On dira que f est une
s-fonction aléatoire (s <C1), si f est dans I'Y*(L? (2, u)) pour tout p <s.
(C’est par exemple le cas de la fonction aléatoire du mouvement s-brownien,
voir [4] chap. XV).

On dira que f est p presque strement dans (LllOc )*, #’il existe une ap-
plication w —> f,, de £ dans (L}oc)", et une partie convexe fermée bornée
B de (Ll,,)" telles que:

a) Pour presque tout ¢, f(¢) est la variable aléatoire w |— fi (f). (Les
trajectoires sont donc presque siirement dans (Llloc)“).

b) f(jB(fw))p du (w) < 4+ oo, j, étant la jauge de B.

THEOREME 9: Soit f une s-fonction aléatoire. La fonction f est p-pre-
que sfirement dans (Lj,)*, pour tout a < 1, et tout p < s.
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DEMONSTRATION : Soit o <1 donné et soit o', o << o’ < 1. On peut
trouver p < s tel que:
o <14 1/s—1/p.

D’apres le corollaire du théoréme 8, f définit une probabilité cylindrique
1 de type p sur O¢. Mais puisque l’injection :

0% |— (L )* est O-radonifiante
(voir [4], proposition (XXV, 1 bis, 1))

on en déduit que 1 est de Radon sur (Llloc)“ , d’ol le résultat, puisque
(Ll )* a ses parties compactes métrisables (voir [4], proposition (XIII, 3 1)).
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