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INTEGRATION DANS LES ESPACES p-NORMES

BERNARD MAUREY

Dans la première partie de cet article (§ 1 à 6) on recherche des cri-

tères pour qu’une fonction f définie sur un espace topologique .~ et à va-
leurs dans un espace vectoriel non localement convexe E soit intégrable
pour une mesure positive Il sur X, au sens défini par Dietmar Vogt dans [1].

Le § 1 rappelle la définition de Vogt et les premières propriétés de
l’espace (Th. 1).

Le § 2 concerne l’étude des fonctions à valeurs dans un sous-espa,ce
de dimension finie de E. La relation (1) p. 915 constitue l’outil essentiel pour
la suite.

On obtient au § 3 un critère général d’intégrabilité (Th. 2) par une
méthode d’approximation par des fonctions à valeurs dans des sous-espaces
de dimension finie.

Le § 4 concerne l’application du théorème général dans le cas où X
est une partie précompacte d’un espace métrique T possédant une certaine
propriété (A) (p. 916). (Pratiquement, T est où une variété Cl compacte
de dimension m). On renforce en particulier le théorème démontré dans [3].
(Corollaire p. 920).

Le § 5 concerne l’intégration sur 1R. On y étudie les rapports entre

primitive et dérivée (Th. 5), et les conditions de Hëlder vérifiées par une

primitive (p. 923).
Le § 6 fournit un critère d’intégrabilité dans le cas où X est un espace

métrique précompact quelconque (Th. 6).
Dans la seconde partie de l’article (§ 7 et 8) on introduit la notion

(qui nous a été suggérée par M. Laurent Schwartz) de fonction continue

universellement intégrable définie sur un espace compact X et à valeurs
dans un espace non localement convexe E. L’étude de cette notion est

faite par un méthode parallèle à celle de la première partie :

Pervennto alla Redaziene il 21 Ottobre 1971.
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On démontre un critère général (§ 7, Th. 7), puis on étudie le cas

particulier d’un espace métrique possédant une certaine propriété (B) (p. 927).
Le § 8 étudie les fonctions holdériennes définies sur ’R. On y généralise

le fait connu dans le cas où .E est localement convexe qu’une fonction hbl-
............

dérienne d’ordre /fl appartient à Ca pour a et f3 convenables (Th. 8).
On en déduit, en liaison avec la théorie des applications radonifiantes, les
propriétés des trajectoires d’une s fonction aléatoire (Th. 9).

I. La déflnition de D. Vogt.

Nous appellerons _p-norme sur un espace vectoriel E une application
de E dans telle que :

(Ce n’est donc pas la terminologie de D. Vogt).
D. Vogt a introduit dans [1] la notion d’intégration des fonctions à

valeurs dans les espaces p -normés de la façon suivante:
Si E et F sont deux espaces p - normés, on définit sur E Q9 F une p-

semi-norme par :

où l’inf est pris sur l’ensemble des représentations de u de la forme

Si l’un des deux espaces est séparé par son dual, cette p semi-norme

est une p -norme. On désignera par .E ®p F le complété de .E O F muni de
cette p.norme.

Soient alors .E un espace p-normé complet et X un espace topologique
séparé muni d’une mesure positive p. (Par mesure, nous entendrons toujours :
mesure sur la tribu borélienne de X).

On posera :

On notera la p-norme de cet espace, prolongement de celle de

E Q9 Li (.~Y, ~u). On désignera d’autre part par Li (X, Il, .~ ) l’espace des ,u-
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classes de fonctions y-mesurables de X dans E telles que
j

muni de la p. norme :

D. Vogt a démontré dans [1] le théorème suivant :

THÉORÈME 1 : l’application naturelle de dans 

se prolonge en une injection continue de norme  1 de Li (X, ft, E) dans

Une fonction ft-intégrable f est donc la limite ft-presque partout d’une
suite de Cauchy fn de et 

Il en résulte que si g E Li (X, lA), il est équivalent de dire que :

ou que

et

Notons encore que si f E Li (lK, ft, E) et si g E Loo (X, on a gf E
E Li (X, y, E), et :

Dans tout ce qui suit, E désignera un espace p-normé complet.

II. Utilisation des sous-espaces de dimension finie.

Ce paragraphe repose sur le lemme suivant :

LEMME : Soient un espace vectoriel de dimension finie r, et B un

voisinage compact de zéro dans F. On peut trouver une base (Z1 , ... , zr)
de F, formée d’éléments de B, telle que :

DÉMONSTRATION: Soit (y,, ..., yr) une base de F. Désignons par

J) (x, , ... ~ xr) le déterminant d’un système de vecteurs (x, , ... , xr) dans cette
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base. L’application ... , xr) 1-+ D (x1, ... , xr) est continue sur le compact
Bn. Soit .,. , zr) un point de Bn où D (Xi’ ... , xr) atteint son maximum.

Il est clair que D (zl , ... ~ z,) + 0. Soit alors .ï6B. On a 

avec :

On désignera par (en abrégé: ~r , s’il n’y a pas de confu-
sion possible) l’ensemble des fonctions de Li E) prenant leurs valeurs
dans un sous-espace de dimension r de E.

COROLLAIRE : Si

DÉMONSTRATION : 1 Soit f le sous-espace de dimension r dans lequel f’
prend ses valeurs, et soit B = ~x E x 11  1 ~. Soit .., , une base

de F vérifiant la propriété du lemme précédent. Notons qu’alors Il Xi Il = 1.
On peut écrire :

On a Donc :

On désignera par Fr (X,,u, E) (en abrégé : l’ensemble des applications
de X dans E de la forme :

où est une partition borélienne finie de X et où fi E 
Si f E Fr , on désignera par ~V ( f ) le nombre minimal d’ensembles Bi

de mesure non nulle intervenant dans une décomposition de f de la forme
ci dessus.

Si f = est une décomposition de f faisant intervenir N ( f ) en-
i

sembles Bi de mesure non nulle, on aura en utilisant l’inégalité de Hôlder :
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Nous retiendrons cette relation :

III. Un critère général d’intégrabilité.

Soient n une partition borélienne finie de X et g une fonction de X
dans E. Nous dirons que y est r-subordonnée a n, ce que nous noterons

g  n, si pour tout ensemble B de n on a g ZB E 9r (alors évidemment g E 
r 

’

Si f est une application mesurable de X dans .E, nous poserons :

(Bien que li n’apparaisse pas pour ne pas surcharger la notation, cette
quantité dépend de u).

THÉORÈME 2 : Soient f une application de X dans E, et y une mesure
positive sur X. Pour que f soit IÀ intégrable, il suffit qu’il existe une suite

e 10 de partitions boréliennes finies de ~Y~ telle que soit plus fine

que nn, et une suite croissante d’entiers (an) telles que :

(où un désigne le nombre des ensembles de n,,). On a, si ao = 0 :

Remarquons tout d’abord que si Nr ( f, n) = 0, on a

f E Fr qui est évidemment intégrable. On peut donc supposer Na,, ( f, nn) =f= 0.
Soit e &#x3E; 0 donné. On peut trouver pour chaque n une fonction fn telle

que ln  j et que :
an

Posons gn = fn - En utilisant la relation valable dans un espace

p.noriné : + à 2~’r~a ( I + Il y 11), on obtient :
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On a gn  Donc, d’après la relation (1), page 915 :
2an

D’après l’hypothèse, la converge dans Li (X, fl, E). D’autre part,
la série gn converge presque partout D’après le théoreme

1, ceci prouve que L’inégalité résulte imlnédia-

tement du calcul (car si ao = 0, fo = 0).

REMARQUE : Le fait que X soit un espace topologique ne joue aucun
rôle : on utilise seulement la tribu borélienne. Le résultat est en fait va-
lable pour un espace mesuré (~, ~, p) quelconque, en adaptant les notions
que nous avons introduites.

Nous supposerons désormais que X est un espace métrique précompact
muni d’une distance d. On désignera par à (A) le diamètre d’une partie A
de X. Si n est une partition de X, on désignera par ô (n) le sup des dia-

mètres des ensembles de n. Si o est un nombre &#x3E; 0, on posera :

IV. Un cas particulier important.

Dans ce paragraphe, T désignera un espace métrique possédant la pro-
priété suivante :

(A) : il existe un entier ~c et une constante D, tels que pour toute

partie précompacte .~ de T, il existe une suite de partitions boré-
liennes finies de X, possédant les propriétés suivantes :

Aa) est plus fine que nn

Ac) Si un est le nombre des ensembles 

On peut prendre pour espace T R’ muni d’une de ses distances usuelles.

On pourra constater qu’une variété Cl compacte de dimension 1n possède
également les propriétés de l’espace T.
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Dans ce qui suit, ~ désignera une partie précompacte de T. Si f est
une application mesurable de X dans E, et a un réel &#x3E; 0, on pose

On désignera par (X, p, E) (en abrégé : l’ensemble des fonctions

f de £1 (lK, p, E) telles  + oo. Notons que si g est une fonction
de L- (p), on a :

THÉORÈME 3 : Soient X une partie précompacte de T etu une mesure
positive sur X. Pour tout entier r, et tout nombre a &#x3E; - 1), on a:

Plus précisément :

DÉMONSTRATION : Soit (nn) une suite de partitions boréliennes de X

possédant la propriété ( A ) ~ on démontre alors le :

LEMME : Soient f E fn  telles que
r

avec

On a alors :

avec

DÉMONSTRATION : On peut trouver, par définition de pour tout

k &#x3E; n, une fonction fie telle que :

Alors :

d’où le résultat.
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Achevons maintenant la démonstration du théorème 3 : Posons

et soit n tel que :

On a:

Avec :

Il vient alors d’après le lemme précédent, avec f~, = 0, 
. (ô ~g ~~-a , 2na

Or :

donc :

Ce qui achève la démonstration du théorème. Soit On dira

que B est bornée si :

COROLLAIRE 1 : Soit a (1/p - 1), et soit B une partie bornée de

9C. Si une suite de B converge vers f dans L1 (X, 11-, E), elle converge
aussi vers f dans Li E). En particulier, les topologies induites sur B

par et Li (X, ,u, E) sont identiques.

DÉMONSTRATION: 1 11 suffit de voir que les appartiennent
à une partie bornée B’ de ·

Donc, d’après le théorème 3, la suite fn est de Cauchy dans Li (X, 11-, E),
donc convergente vers f dans Li E).
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COROLLAIRE 2 (« Théorème de Lebesgue ») : Soient B une partie bornée de

~r ~ f~, une suite de B telle que  g, avec g réelle ,u-intégrable. Si
la suite f. converge presque partout vers une fonction f, elle converge
vers f dans Li E).

DÉMONSTRATION: La suite converge presque partout
vers zéro, avec 1 gn | 2g, ce qui prouve tend vers .f dans 
d’après le théorème de Lebesgue usuel. On conclut alors, grâce au corol-
laire 1.

QUELQUES CONSÉQUENCES.
Soit l’ensemble des fonctions universellement intégrables de X dans

E, prenant leurs valeurs dans un sous-espace de dimension r de E.

Soient ,u et v deux mesures positives sur X, et f un élément de

Li E). On dira que f E (fl, v) s’il existe une application x de

X dans 9(r? telle que (x, y) i- fx (y) soit w @ p mesnrable et que :

Soit maintenant v une mesure positive sur T. On dira que X est v-ré-

gulier si la fonction :

est minorée par p &#x3E; 0

sur X x ] 0, 1]. (avec B (x, e) == y E T d (x, y)  e) ).
On dira que v est régulière si toute boule ouverte de T est v-régulière.

PROPOSITION : Si X est v-régulier, on a pour tout r : l

DÉMONSTRÀTION: Soit n = (Bj) une partition de diamètre à 2-k,
et soit xj E Bj. On peut trouver pour tout j et tout E &#x3E; 0 un point zi E X n
n B (xj , 2-k) tel que :
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Soit g la fonction sur X égale à fz. sur B, - On a g E et :1 r

2m+a
On a donc lcr ( f ) :::;;: 2m+a , d’où le résultat par le théorème 3.

é

REMARQUE 1: On a en où B est une

constante dépendant de X, p, a et v.

REMARQUE 2 : 1 Si X est ouvert précompact quelconque, v régulière, et
si p est à support compact IT contenu dans X, le résultat subsiste : en

effet g est contenu dans une réunion finie de boules ouvertes contenues

dans X, qui sont v-régulières par hypothèse.

REMARQUE 3: Par une méthode un peu différente, on peut montrer
pour .X préconipact quelconque que : i

Soient maintenant À la mesure de Lebesgue sur X un ouvert

précompact et f de classe Cr sur X. On peut écrire avec les notations de [2]:

On peut énoncer : .

COROLLAIRE : Supposons X ~,-régulier, et soit fi une mesure positive
sur X telle que 

- " ..
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On a alors f E Li dès que r + fl &#x3E; De plus, si ,u est bornée

et à support compact dans X, le résultat subsiste pour X ouvert quelconque.

DÉMONSTRATION : 1 Posons

où 8 est le nombre des dérivées partielles d’ordre compris
entre 0 et r. De plus :

d’où le résultat.

La deuxième partie résulte de la remarque 2 p. 920. Elle entraîne le

théorème 1 de [3]. En effet, si .g est le support de p, on peut trouver un

ouvert relativement compact Y tel que g c Y e Y c X. Alors :

Soit fl  m tel que r &#x3E; 1n/p. Alors :

Donnons ici une définition que nous utiliserons dans la suite de cet

article. Soit C’r l’ensemble des fonctions continues bornées de X dans E,
prenant leurs valeurs dans un sous-espace de dimension r de .E, et soit f
une application de X dans E. On dira que s’il existe une constante

lll telle que :

On désignera par la borne inférieure de l’ensemble des constantes

M vérifiant la propriété ci-dessus. On peut noter que c2 ( f) ne dépend que
des métriques sur X et sur .E. Si fl est une mesure finie, on a 

donc dès que 

v. Intégration et dérivation sur 1R.

Dans ce paragraphe la mesure considérée sera la mesure de Lebesgue
sur 1R. On définit une application linéaire P de (E) dans lui-même
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par :

On posera :

THÉORÈME 5 : L’application P envoie e2 dans pour o6~&#x3E;l/~20131.
De plus, f est la dérivée de Pf.

DÉMONSTRATION : Il suffit de considérer un ensemble ~a, b]. Soit 

telle que :

avec

Alors :

Donc d’après le lemme page 917 :

Posons :

On a (Pf )x E et la relation ci dessus s’écrit :

d’où la première partie de l’énoncé.
De plus :

Donc :

ce qui achève la démonstration.
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Nous allons maintenant montrer que la primitive d’une fonction bornée
de 9C ([0, 1]) est hblclerienne d’un certain rapport.

Soit donc f E ([0, 1]), avec a ) 1/p -1, On a d’après le théorème 3 :

Posons 11 f 11,,). On aura alors : Si a  1 :

dans ce cas, Pf est hblderienne de rapport

Dans ce cas, Pf est hblderienne de rapport 1.

VI. Critère d’intégrabilité pour un espace métrique précompact quel-
conque.

Soit .~ un espace métrique précompact. Si est une suite

de partitions boréliennes finies de ~ et si un est le nombre des ensembles

de nn, on pose :

Soit l’ensemble des suites n = de partitions boréliennes finies
de X, telles que soit plus fine que nn, et que le diamètre soit

~ 2-n. On posera :

THÉORÉME 6 : Soient f une application de X dans E, et p une mesure
positive sur X. Pour que f soit y-intégrable, il suffit qu’il existe un ~~&#x3E;0~
et ce &#x3E; 0 tels que:

-Pa &#x3E; 

della Scuola Norin. Sup. di Pi8a.
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et à partir d’un certain rang :

DÉMONSTRATION : 1 Soit 0 ~ E’ ~ E~ tel que :

On applique le théorème 2: on choisit une telle que

M (~c) ~ y (~ ) -~- s’/4~ et on prend la suite

(où ~x] désigne la partie entière de x).
On a alors :

pour n suffisamment grand.
Le terme général de la série du théorème 2 possède alors un équivalent

majoré pour n suffisamment grand par :

Cette série sera bien convergente, puisque :

VII. Fonctions continues universellement intégrables sur un espace

compact.

Soient E un evt séparé complet et F un espace localement convexe

séparé. Nous désignerons par ~ (Fe’ , E) l’espace des applications continues
de F,’ dans E (où Fe’ désigne le dual F’ muni de la topologie de la con-
vergence uniforme sur les parties compactes de F), muni de la topologie
de la convergence uniforme sur les parties équicontinues de F’. L’espace
oCE (Fc’, .E) est complet.

On a évidemment F ® E ~ ~ (F~’ , E). Nous désignerons par F (&#x26;" E
l’espace muni de la topologie induite par Es (~’~’, E).

Supposons que l’identité de F’ soit limite uniforme sur toute partie
équicontinue d’applications de rang fini continues de Fe’ dans lui-même. Il

est alors bien connu que
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Soient maintenant X un espace compact et f une fonction continue

sur X à valeurs dans E. On dira que f est universellement intégrable (en

abrégé : u. i.) si l’application linéaire Â qu’elle définit trivialement

sur le sous espace Mo de formé des combinaisons linéaires finies de

mesures de Dirac se prolonge en une application linéaire continue de ~c
dans E.

L’espace des fonctions continues u. i. est donc EE E), soit encore

d’après ce qui précède. Naturellement, le pro-

cédé de Riemann est valable pour le calcul de l’intégrale fi dl, car il re-

vient précisément à calculer comme limite de pour 

Supposons maintenant E p - normé. L’espace C (,~) ®E E est alors p-nor-
mé par :

(Notons que cette p-norme est a priori strictement plus fine que la _p-norme
uniforme sup f (t) puisque E n’est pas localement convexe).

tEX

Nous allons maintenant rechercher des critères pour qu’une application
.11

f E 0 (X, E ) appartienne à C (X ) (&#x26;, E.
On supposera que X est compact. On désignera par C’r (X, E ) l’ensemble

des fonctions continues sur X~ prenant leurs valeurs dans un sous-espace
de dimension r de E.

Soit un recouvrement ouvert de X, g une fonction de X
dans E. On dira que g est r-subordonnée à (1, ce que nous noterons g  (2,

l’

s’il existe une décomposition de g de la forme ;¿ g, avec :
i g T

On notera :

On appellera indice du recouvrement to la quantité suivante :

Soit é _ un recouvrement ouvert de X, et soit g  e. On dé-
r

finit la partition borélienne yr formée des ensembles :
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Sur prend ses valeurs dans un espace de dimension ~ i (e) - r.
Donc, d’après la relation (1) page 915, on a si li est une mesure finie sur X :

THÉORÈME 7 : Soient X un espace compact, et f une application con-
-"""

tinue de X dans E. Pour que f soit dans C il suffit qu’il existe une
suite croissante d’entiers (an), et une suite de recouvrements ouverts

finis de X, telle que l’indice in de en et le nombre un d’ensembles de én
soient croissants, et que :

On % alors, si ao = 0 :

DÉMONSTRATION : Elle est essentiellement identique à celle du théorè-
me 2. On choisit gn E ean telle que :

On a alors :

où én U désigne le recouvrement formé par la réunion des ouverts de
en et On a :

On a donc,

D’où le résultat.
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Soit aiors T un espace métrique possédant la propriété suivante :
(B) : il existe un entier m et une constante D tels que pour toute

partie compacte X de T et pour tout entier le existe un recouvrement ouvert

~o de X, d’indice ~ 2- , formé au plus de D2m" ensembles de diamètre

S (2b (~’ )) 2-k . .
Dans la suite, ~’ désignera une partie compacte de T.
On désignera par l’ensemble des recouvrements ouverts e de

X possédant la propriété ci-dessus. On posera si f est une application de
X dans .E :

COROLLAIRE : 1 On a, pour a &#x3E; m (1/p - 1) : 1

avec précisément :

DÉMONSTRATION : Elle est analogue à celle du théorème 3.

Considérons par exemple 6? (cf. p. 921).
Soit e E y Q = Soient E c~2 , fxt E C~r tels que :

Soit qqi une partition de l’unité subordonnée 
On pose :

Puisqu’il y au plus 2m indices i tels que opi (~) ~ 0, on aura :
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On a donc bien : e2 c CJ1:, avec : 1

Notons que pour a &#x3E; m (1/p -1), on a à la foiser a c .Li E) pour
.11

toute p bornée (cf. p. 921) et Ca c 0 Q9£ E. Nous savons donc que toute

est intégrable au sens de Vogt pour toute mesure p bornée, et de
plus (cf. p. 925) que cette intégrale peut se calculer par le procédé de Rie-
mann. Ceci s’applique en particulier aux fonctions de classe Cr, 
(car Cr c @ cf. p. 921), et aux fonctions hôlderiennes d’ordre a, a &#x3E;
&#x3E; m (llp -1~, (car elles sont dans 6?).

VIII. Propriétés des fonctions hôlderiennes sur 1R.

Désignons par Ta l’espace des fonctions localement holderiennes d’ordre
a sur valeurs réelles. Sa topologie est définie par la famille de semi-

normes :

où jET décrit l’ensemble des compacts de 1R.
Soit d’autre part Fa (~7) l’espace des fonctions localement hblderiennes

d’ordre oc à valeurs dans E, muni de la famille de p-seminormes ~ obtenues
en rempaçant 1 par dans _pa

Soit enfin 00. l’espace défini dans [4], chap. XIV, c’est à dire l’espace
des fonctions dont la « dérivée d’ordre a » est continue.

THÉORÈME 8 : Si ex et P sont deux nombres tels que 0  oc  1 +

+ # - 1/p, l’espace TB (E) s’injecte continuement dans Ta donc aussi

dans 

, 

DÉMONSTRATION : Expliquons d’abord le: « donc aussi dans 

Soit oc  1 + f3 - llp. On peut trouver tel que : ce  ce’  1 + @ - 1/p.
Alors Ffl (E) c c 00. 0, ~ puisque jT"’ c 0.
Soit hn la fonction linéaire par morceaux définie par :

pour
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Posons Xi, n = fi, n (t) = hn (t - Xi, n) et :

La suite ln converge uniformément vers f sur tout compact.
Posons gn = fn Il suffit de montrer que la série -Y g,, converge

uniformément vers f sur toute partie équicontinue B de 
Il suffit pour cela que : 

.

Les éléments de B sont des distributions T à support dans un même

compact K. Nous supposerons K = [0, 1] pour simplifer. On a donc, pour
TEB:

avec

Soient PT la primitive de T à support dans et a’ tel que a 

 a’  On sait que l’application T i- PT est continue de
dans LiPl-a’ (Ll), donc :

D’autre part :

Donc, d’après l’inégalité de Holder :

Or: o o
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D’autre part, puisque f E rp (E):

Finalement :

...........

La est donc convergente dans E.

D’autre part si /À est une mesure de Radon à support compact dans

[0, 1] : .

donc Z gn converge dans car Z gn converge sim-

plement vers f (Th. 1 ).
Finalement, les mesures à support compact étant denses dans on

a bien f dans ~’a @~ jE".
Il est enfin clair que l’application ainsi définie de dans 

est une injection continue, ce qui achève la démonstration.

REMARQUE : On peut aussi montrer pour

oÇa1-+-~-l~p.

COROLLAIRE 1: Soit avec fl &#x3E; l/p -1, et 

Alors f détermine une probabilité cylindrique de type p sur C a pour tout

a1-~-~-I~p.

DÉMONSTRATION : Voir [4], proposition (VI, 4,1).
Soit f : 1R 1-+ L° (S~, p) nne fonction aléatoire. On dira que f est une

s-fonction aléatoire (s::;: 1), si f est dans (LP (Q, pour tout p  s.

(C’est par exemple le cas de la fonction aléatoire du mouvement s-brownien,
voir [4] chap. XV).

On dira que f est p presque sûrement dans s’il existe une ap-

plication de D dans et une partie convexe fermée bornée

B de (Lloc)a telles que :

a) Pour presque tout t, f (t) est la variable aléatoire (J) (t). (Les
trajectoires sont donc presque sûrement dans 

THÉORÈME 9 : Soit f une s-fonction aléatoire. La fonction f est p-pre-
que sûrement dans pour tout et C 1, et tout p  s.
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DÉMONSTRATION : Soit ce  1 donné et soit 0£’, ce  a’  1. On peut
trouver p  s tel que :

D’après le corollaire du théorème 8, f définit une probabilité cylindrique
À de type p sur Mais puisque l’injection :

on en déduit que A est de Radon sur d’où le résultat, puisque
ses parties compactes métrisables (voir (4], proposition (XIII, 3 1)).
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