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TEOREMI DI APPROSSIMAZIONE
PER GLI SPAZI ANALITICI REALI COERENTI

NON IMMERGIBILI IN Rn

A. TOGNOLI

Introduzione.

In un precedente lavoro, ([3]), si era provato che se X~ è uno spazio
analitico reale coerente ogni cui componente connessa abbia dimensione

finita e V è una varietà analitica reale allora ogni applicazione continua

può essere approssimata da applicazioni analitiche.
Da questo risultato si deduce ([3], [4], [11]) che la classificazione dei

fibrati analitici reali di base X ed aventi come gruppo strutturale un grup-

po di Lie L* che sia sottogruppo di un gruppo di Lie connesso, coincide

con la classificazione topologica.
Partendo da un risultato di B. Malgrange ([1]) in questo lavoro si

estende il teorema di approssimazione al caso in cui X sia uno spazio
analitico reale coerente qualsiasi.

Il teorema di approssimazione.

In tutto il seguito useremo le seguenti osservazioni.
Sia X uno spazio analitico reale coerente ; lo spazio X è paracompatto

quindi ogni sua componente connessa soddisfa al secondo assioma di nume-
rabilità e lo spazio è metrizzabile (vedi [2]).

Ogni componente connessa di ~’ è unione dunque di, al più, un’infinità
numerabile di componenti irriducibili (1).

Pervenuto alla Redazione il 16 Ottobre 1970.

(1) Per la decomposizione di uno spazio analitico reale coerente in componenti irri-

ducibili vedasi [2].
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Vogliamo provare il seguente

TEOREMA l. Sia X uno spazio analitico reale coerente, X’ un sottospazio
analitico reale coerente di X tale che dim X’  -~- 00.

X ---&#x3E; ] 0, + oo [, f : X --+ 1R due funzioni continue ed f g- sia

analitica ; esiste allora una funzione analitica 1’: tale che :

Premettiamo alla dimostrazione del teorema alcuni lemmi.

LEMMA. 1. Sia X uno spazio metrico, S un chiuso di X, 8 : ~’ --~ ~ 0, + oo [,
f : ~ 2013&#x3E;- ÌR due funzioni continue. Comunque si assegni un intorno U,8 di S,
zcna funzione . ’jR tale che I g (x) - f (x) I  c (x), x E S, ed una

funzione continua o: 2013 0, + 00 [ esiste una funzione continua f : X -+ 1R
tale che :

PROVA. Sia una metrica che induca la topologia di X.
Per la continuità delle funzioni f, g, E, o per ogni xo E S esiste un disco

Dxo = S (xo, tale che :

Sia :

per come è definito D~ risulta :
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Consideriamo ora i chiusi disgiunti di Dxo v

Per il teorema di Tietze esiste una funzione continua D~ --~ Ixa
tale che : fxo (x) = g (x) se x E S n Dxo , fxo (x) = f (x) se x E Wxo .

Sia un ricoprimento localmente finito (in X) di rS fatto con

dischi del tipo descritto ed siano delle funzioni costruite come sopra.

Gli aperti ~Dx~ ~ 9 formano un ricoprimento aperto local-
mente finito di X, sia (OCA, una partizione dell’unità subordinata a

detto ricoprimento.
Notiamo che essendo Dx,t c E A si ha ao (x) =1 se x E ~ - US .
Vogliamo ora verificare che la funzione

soddisfa alle proprietà I), II), III) ed il lemma sarà cos  provato.
Se x E S si ha (x) = g (x) per ogni A E ~, ed mo (x) = 0 dunque

1 

Si ha infine :

Per ogni x E si ha :

infatti

quindi su (e perciò su tutto X essendo «i (y) = 0 se y ~ il termine

XA(~)’!~(~)2013/(’~)! ( è maggiorato da (x). (x). (8 (x) + a (x)), dunque per la (1)
si ha per ogni x E X :

Il lemma è cos  provato.
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LEMMA 2. Sia X uno spazio analitico reale coerente, X’ un sottospazio
analitico reale coerente e q = dim X  -f - oo.

Siano E ; X-~ ~ ] 0, -~- oo [ ~ f : X --&#x3E;- 1R due funzioni continue ed f ~ sia

analitica ; esiste allora una funzione analitica f : g--~. 1R tale che :

PROVA a) Si può evidentemente supporre che X sia connesso. Sia

g : .Z 2013~- 1R una funzione analitica ; dimostriamo che esiste un’applicazione
analitica 1Jl: X - 1R2q+2 tale che :

i) 1Jl: è un omeomorfismo

ii) 1Jl è un’applicazione propria regolare nei punti regolari di X
iii) sono insiemi analitici reali coerenti di 1R2q+2

iv) esiste una funzione analitica g’ : 1R2q+2 --~ 1R tale che g’ o 1p = g.

In [6] si è provato che esiste un’applicazione analitica 1p’ : X- 1R2q+1
che soddisfa alle proprietà i) ed ii).

Si definisca y : X - 1R2q+2 ponendo y (x) = 1p’ (x) X g (x) ; è immediato

che V soddisfa alle proprietà i), ii), iv) ; per dimostrare che 1p soddisfa la iii)
si ragioni come in [4] pag. 551.

b) Assegnata l’applicazione f : X- 1R tale che fj x, sia analitica

esiste una funzione analitica tale ( f’ esiste per
la validità del teorema B nel caso reale (vedi [2~)).

Notiamo con 99 : X- 1R2q+2 l’applicazione costruita nel punto a) pren-

dendo g = f ’.

Vogliamo ora provare che esiste una funzione analitica 

-- 1R tale che :

n

L’esistenza di una f~ che soddisfa la (1) prova il lemma, basta infatti
~~ ~~ 

porre f = f~ o g~ e si ha la funzione analitica cercata.

La è continua e f #~ ~ ~g,~ _ ~2~+2 I~ y~)
(ove P2q+2 è la proiezione di ~9+2 sull’ultima coordinata) quindi f #~ ~ ~x~~ è
analitica.

Per quanto provato in [5], (per mostrare l’esistenza della f,), basta
dimostrare che esiste una funzione (7°°:/: ~(~(Jr))-2013~1Ry ove 
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un intorno di g~ (~’ ) m 1R2q+2 tale che :

L’esistenza di una tale f si prova nel modo seguente: sia f ’: (X)) -+ 1R
una funzione analitica che estende 

(X,) 
ad un intorno U (qy (X)1 di g (X)

in 1R2q+2. 
~~~ ~

Sia W un intorno di cp (X’) in ’IR2q"2 tale che

Per il lemma 1 si può costruire una funzione continua g : - 1R

tale che = ove W’ è un intorno di p (X’) in 1R2q+2 ed inoltre

~ 9 (x) - f # (x) C s (99-1 (x» , x E 9~ ~ ~ . ) Si possono ora usare gli argomenti di
4

[8], pagg. 25-28 e provare cos  l’esistenza di una f soddisfacente la (2).
Il lemma è cos  provato.

LEMMA 3. Sia X uno spazio analitico reale coerente, X’, X" due sot-

tospazi analitici reali coerenti di X e sia dim X’  + oo, dim X"  + oo.
Siano assegnate due funzioni X --~ ] 0, + oo [ , f : X --~ 1R e

supponiamo sia analitica.

In queste ipotesi esiste una funzione continua f : 1R tale che :

PROVA. Lo spazio analitico reale coerente essendo unione

di due spazi analitici reali coerenti (un germe di insieme analitico e coe-

rente se e solo se lo sono le sue componenti irriducibili (vedi [12])).
Si ha dim X  -- oo, quindi si può applicare il lemma 2 ; esiste per-

ciò una funzione tale che :
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Per il lemma 1 esiste perciò una funzione continua f : X --+ 1R tale
che :

Il lemma è cos  provato.

PROVA (del teorema 1). Basta evidentemente dimostrare il teorema per

ogni componente connessa di X, supporremo dunque ~’ connesso. Siano

y le componenti irriducibili (2) di X e poniamo xn =iU-Xi (se .’ ha
iSn

solo no componenti irriducibili si ponga ’n = per n &#x3E; no).
Se XI c .~’ si in caso contrario sia 11 : X- 1R una fun.

zione continua tale che

sia analitica,

Una funzione siffatta esiste per il lemma 3.

Se X’ si ponga f2 = fi , in caso contrario sia f2 : X ---&#x3E; 1R una
funzione continua tale che :

Proseguendo cos  sia se Xn ed, in caso contrario fn :
X -+ 1R sia una funzione continua tale che :

Evidentemente le funzioni f. convergono ad una funzione analitica f
che soddisfa alle proprietà richieste dal teorema che è cos  provato.

OSSERVAZIONE 1. Nel lemma 3 si è fatta l’ipotesi che la dimensione
di X" sia finita perchè in generale X’ n X" può non essere coerente pur
essendolo ~’ ed X" (ad esempio sia

(2) Per la definizione di componente irriducibile vedasi [2].
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X’ ed X" sono varietà, quindi coerenti ma x n X" non é coerente).
Nel lemma 3 si può sostituire l’ipotesi  + oo con la con-

dizione ~’ fl X" è coerente.

Analogamente nel teorema 1 si può sostituire l’ipotesi dim X’  + 00
con la condizione che X’ intersechi ogni componente irriducibile di X in
uno spazio coerente.

OSSERVAZIONE 2. Nel teorema 1 se X è una sottovarietà analitica

reale di e la funzione f è Ck , 0  k -- oo , si può chiedere che f ap-
prossimi f insieme alle derivate parziali di ordine q, q S k, q  + o0
(vedi [5]).

Siano X, 1T due spazi analitici reali, V), (X, V),) le famiglie
delle applicazioni continue, (analitiche) di X in V.

In ~’~ (X, V ) consideriamo la relazione di equivalenza: fo ==&#x3E;

esiste un’applicazione che fo, 1
9 Notiamo slc (X, F) == 

In Ja (X, V) consideriamo la relazione di equivalenza : ===&#x3E;

1 3 
esiste un’applicazione analitica : &#x3E;C - 1 3 Y tale che ’ 

J 2 2 I x fo

=/1. · Notiamo ?La (X, ) _ (X, 
L’immersione naturale i : Ja (X, V) -~ V) induce un’applicazione

TEOREMA 2. Sia X uno spazio analitico reale coerente V una varietà.

analitica reale ed X’ un sottospazio analitico reale coerente di cui si

abbia dim X’  -+- 00.
Sia assegnata una metrica d : V x che sia continua rispetto

alla topologia di V ed una funzione continua E : ~ -~ ~ L o, -~- oo[.
In queste ipotesi per ogni f E (X, V) tale che f p- sia analitica esiste

f E (X, V) per cui risulta : 1

Si ha poi :

è bigettivo.

PROVA, a) Evidentemente basta provare il teorema nel caso V sia

connessa. Se dim V = q possiamo supporre V sia sottovarietà analitica
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chiusa di ed in 1R2q+1 esista un intorno di V che sia isomorfo

ad un intorno della sezione nulla del fibrato normale dell’immersione di V

in 

E dunque definita un’applicazione n: U X tale che :

i è analitica per ogni t E [0~ I], ~ (x X = x, x E v, t E [o, 1].
Notiamo pi: IR~+~2013~ÌR~ ~ =1, ... , + 1, la proiezione di sulla

coordinata i-esima ed ~2013~ IR l’applicazione p, o f.
Per il teorema 1 esistono delle funzioni analitiche fl’y ... f2q+1 definite

su X tali che, 9 posto ( fl’, ... , f2q+1 ) : X 1R2q+ 1 si =fi x,,

f ’ ed inoltre, se f (x) = r~ ( f’ (x) x (1 x E X, risulti :

(ovviamente si ha se 

Si è cos  provata la prima parte del teorema.

b) Proviamo la surgettività di i~ .
Per ogni x E Y sia óx l’estremo superiore dei raggi dei dischi di centro

x che sono contenuti in U; ó : x ----&#x3E; ó~, è una funzione continua.

Sia f : X - V un elemento di 9c (X, V), per la prima parte di questo
teorema esiste un’applicazione analitica j :  X-- 1T tale che : d ( f (x), f (x)) 
 ~ f (xy x 

L’omotopia

n

dimostra che f è equivalente ad f e quindi i. è surgettivo.
c) Dimostriamo l’iniettività di i .

f2 due elementi di V) per cui esista un’applicazione
tale che definiamo

l’applicazione V ponendo:



517

è uno spazio analitico reale coerente ed

Y’ = (X X [0)) u (~’ X (1)) è un sottospazio analitico reale coerente ed ogni
componente irriducibile Yi di Y interseca Y’ in uno spazio analitico reale

coerente Yi sarà del tipo Yil 3 [ con Yi’ componente irridu-
2 2 

cibile di X ).
Per l’osservazione 1 si può perciò applicare il teorema 1 ; esiste

uindi un’applicazione analitica V’: X X - 1 , 3 - ’12q’1 tale che :
2 2

= 99 I 2

L’applicazione 1J x t) .1 x t) X 1 x E X, t E-- 1 3 [ è ana-2 9 

2
litica e prova che fí è %a equivalente ad f2 e dunque t** è iniettivo.

Il teorema è cos  provato.

OSSERVAZIONE 3. Dalla parte c) della dimostrazione del teorema 2 è

chiaro che vale il seguente risultato : siano X, V come nell’enunciato del

teorema 2 ed X’, X’C X, un sottospazio analitico reale coerente, di dimen-
sione finita.

Siano assegnati due elementi fl , f2 di ùa (X, V) per cui esista un’ap-
t 1 3 r

plicazione continua cp : X X 2013 ? "t"r 2013 tale che
x’ 1 3 r siaplicazione continua : 9 J 2 + 3 2 [ 

tale che sia

analitica; si può trovare allora un’applicazione analitica X &#x3E; - 2 +J 2

tale che posto si

I w e V 
si può prendere in modo che approssimi ~.
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