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UN TIPO DI APPROSSIMAZIONE DELI’OPERATORE
%4 D; (a5 (x) D) OON OPERATORI 3,8 (v) Dy
1 1

A. MARINO - S. SPAGNOLO

§ 1. Introduzione e richiami.

In [2] e [3] @& stata studiata la convergenza in L? delle soluzioni di
problemi di Dirichlet relativi ad equazioni ellittiche autoaggiunte del 2°
ordine e, equivalentemente, delle soluzioni di problemi di Cauchy relativi
ad equazioni paraboliche.

Precisamente, per ogni aperto £2 di R™ si & considerata la classe

M1y, 4.2 0<2,< 4,
degli operatori differenziali della forma
n
Zy Dy (ai;(2) Dy) ()
con a;; funzioni misurabili su £ che verificano le condizioni
Qg5 = Qj;
n
P << Zyay@) &é<< A& Vre, EERr.
1

E’ noto che questi operatori applicano H! () in H—!(2) e sono equi-
limitati rispetto alle norme corrispondenti; inoltre, detta J I’immersione

Pervenuto alla Redazione il 28 Giugno 1969.

Lavoro eseguito nell’ambito dei gruppi di ricerca per la matematica del C.N.R..

(*) In ogni sistema di riferimento su JR™, un tale operatore individua in modo uni
voco i suoi coefficienti.
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canonica di H, (£) in H— (£2), gli operatori AJ — A, al variare di A in
M@y, A, £2), sono isomorfismi di H, (2) su H-1(Q) con inversi (AJ — A)—!
equilimitati, per ogni fissato 1 > 0 (ed anche per A =0 se 2 & limitato).

Si é allora introdotta su M (4, 4,, £2) la seguente convergenza, detta
@G -convergenza :

DEFINIZIONE. Siano Ax(k=1,2,3,..) ed A in M(A,, A,, 2). Si dice che

(A —4—4 s Q

se per ogni A >0 (A =0 per Q limitato) 8i ha

lim || (4] — AY='f — AT — A7 [l gy =0 M FEH ().

(Si noti che se questo limite & zero per un certo 1 allora lo & anche
per tutti gli altri).

Come si & accennato, questa definizione puo essere tradotta in termini
di problemi di Cauchy di tipo parabolico :

Dati Be M (A,, 4,,2) e @€ H,(Q), indichiamo, T;(B) ¢ = w,(t > 0) la
soluzione in H, (Q) del problema :

zlll«}:u | — @ ||z (q) = ©-
Si ha allora

(4 —E— 4
gse e solo se

(To(Ay) @) ——— T (A)p in L2(Q), ¥ @€H;(2), Vt>0.

In questo lavoro prendiamo in considerazione una classe speciale di
operatori, invarianti per trasformazioni ortogonali su 1R": gli operatori della
forma

znj Dj (B (=) Dy) (« isotropi »)
1

e dimostriamo (Teor. 3.1) che tale classe & densa, rispetto alla G-conver-
genza, in ogni M (4,, 4,, Q).
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Piu esattamente proviamo (Teor. 3.4) che esiste una costante ¢, dipen-
dente solo da =», per cui ogni operatore di M(4,, Ay, 2) & G-approssimabile
con operatori isotropi di M (c—!4,, cd,, Q).

Si giunge a questo risultato tramite una caratterizzazione, in termini
dei coefficienti, della G-convergenza sulla sottoclasse degli operatori isotropi
a coefficienti decomponibili in prodotti di funzioni di una variabile.

Le principali proprieta della G-convergenza, che saranno qui utilizzate,
sono le due seguenti :

1.1 (compattezza)

Ogni successione di operatori di M (,, Ay, $2) ammette una sottosucces-
sione G-convergente ad un operatore di M(1,, A,, Q). (vedi [3], pag. 582)

1.2 (localita)

Siano 2, aperti di 2 tali che mis (2 — U.Q p) =0 ed Ax (k=1,2,3,...),

A operatori di M (A,, A,, £2) (e quindi anche di M@y, 4, 82), V)
Allora
€ 4 su R

{Ax)
se ¢ solo se

(A} A4 su 2, N,.

(vedi [3], pag. 594, dove perdo si considera il caso particolare 2 = U @, ;
p

la prova di questo caso & comunque la stessa).
Riportiamo altri risultati sulla G-convergenza che saranno utilizzati.
Siano

= 2D i(alf D) (k=1,2,3,..)
ed
A= Zij Di (a,-j .Dj)
1

in M(,,4,,£) e siano A7, 477 gli operatori inversi da H ™' (Q) su
H{ (Q) rispetto al problema di Dirichlet su £, avendo supposto per semplicitd
Q limitato in R" (se 2 non & limitato basta sostituire ad A;', A™' gli
(operatori (AJ — Ap)—t, (AJ — A)~—! per 1 > 0). Si ha allora:

1.3 () —E— 4

se e solo se ~

) M fEI2(Q).

(segue facilmente da 1.1)
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[e3

1.4 Se {Ay) —> A ed [fi) —2—f in H-1(Q), si ha:

likm [ A fo— A7 fllppgy =90

(segue facilmente dalla def. di G-convergenza).

1.5 Valgono le implicazioni (a)—> (b)==> (c¢) con:

(a) (al) LN in Lo (), M ij
. - —1 _ | —1
(b) lim | A% = AT gy =0 MSEHT(Q)

(vedi [3] pag. 589)

1.6. La @ - convergenza su M (d,, A,,$2) é indotta da una metrica.
(Basta definire per A, Be M (i,, 4,, ),

de (4, By = Z3; 27%|| A fi — Bl f;
1

s

dove f;(i = 1, 2, 3,...) & un insieme denso nella palla unitaria di H —!(Q)).

Notazioni.

o)

n
R" & lo spazio delle n-ple ¥ = (v, , ..., ;) con la norma || = (Z.' wf) ;
1
0 N .
D; = — la derivazione i-ma.
dw,-
Il termine funzione sta per classe di funzioni quasi ovunque coincidenti,
e la locuzione gquasi ovungne sard in genere sottintesa. Sarnnno considerati i

seguenti spazi lineari sul corpo reale 1R, muniti delle solite strutture topo-
logiche : (£ aperto di R

D (2) funzioni reali 0= (ciod indefinitamente derivabili) ed aventi supporto
compatto su £

D’ (2) distribuzioni reali su Q
L= () funzioni reali misurabili ed essenzialmente limitate su Q

L? (Q) funzioni reali di potenza p-ma sommabile su Q



di approssimagione dell’operatore ecc. 661

Lf. (92) funzioni reali di potenza p-ma sommabile su ogni compatto di £
H'(Q) = [pe L2 (2): D;p€ L* (2), i =1, ...,n]

Hiso (2) = (@ € Lo (2): Di p € Lo (), i = 1,..., n)

H} (Q) aderenza di D (2) in H'(Q)

H-' Q)= {feD" (Q):f =g, + 25 Dj g;; gj € L? (Q)

K cc Q significa che K & un compatto di Q.

§ 2. La G-convergenza sn una classe speciale di operatori.

Nel caso di una sola variabile (n = 1) si pud vedere facilmente ([3],
pag. 596) che

(D (Bx (@) D)) ——> D (8 () D) su 0
se e solo se
i 1 —_— i Y = 1
ll:nb/'(m ,5) wde =0 M w € L (Q).

Nel caso generale (£ aperto di 1lR®,n > 1) non siamo in grado di tra-
durre la G-convergenza in termini di convergenza dei coefficienti, se non su
classi particolari di operatori.

Una di queste classi & quella degli operatori del tipo

{3 D; (B (1) D) con B (x) = IT f9 ().

=1

Per caratterizzare la G- convergenza per questi operatori (Teor. 2.2), &
utile il seguente risultato :

LEMMA 2.1. Consideriamo, su un aperto limitato Q di R™, Voperatore
B = 3 D; (8 () Dj)
1
dove B é una funzione misurabile su Q della forma

B (x) = IT B9 () &= (B e ) Bn)

=1
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con
0 <1< pd< A

Se u € Hy (2) ¢ tale che f = Bu appartiene ad L2 (2), si ha:

A (@) D u € Hie () v
€

1) ” ﬂ(‘) (@) Diu ”Hl({)o) =0 ”f”p(g)’ 2 'Qo ce £,

con O costante dipendente solo da 2,, 2, A, A.

DIMOSTRAZIONE 1. Supponiamo dapprima che j sia di classe C=.

In tal caso, il teorema di regolaritd locale delle soluzioni di opera-
tori ellittici (vedi ad es. [1], pag. 138) assicura che u € H. (2) e quindi
ﬂ(i) (%) Ds u € H]}w (£2).

Per provare la (1), consideriamo gli operatori ellittici

(i=1,2..,n)

L=3 01, ﬁw_ﬂ
1

B (@)

Poiche si verifica che

190 0 2 = 0 (5

si ha per una nota maggiorazione (ad es. [4], pag. 170) \/ Q, cc 2

|| 89 @) Diw || g1 g9 < €y {1l B9 @) Diw || g, + 1| D (F"f(_w.)) HH—l (9)%

= 02 m U ”111(9) + ”f”Ll Q) ]
con C,, C, dipendenti solo da 2,, 2,1, 4, e quindi vale la (1).

2. Se f§ & semplicemente una funzione misurabile, si possono costruire,
per convoluzione, delle funzioni €, f’ (x), (k = 1,2, 3,...) tali che

A<pi<4

(B ()] ——> O (w) in L2 _ ().
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Detto allora B; l'operatore X; D; [( 1 ﬂf) (.t,-)) I)j] ed u,w le funzioni, in
1 =1

H (2), tali che By w; = Bu = f, si ha (vedi 1.5):

(ue) ——> w in H'(Q)

e quindi anche

(B (@) D) ——> B (@) Dy in L. (Q).
D’altra parte si ha, per la (1) nel caso gid provato, %/ £, cc 2:
” ﬂﬁ," (.1‘.) Di u, ”31 (@0) < 0 (£, ‘Qy i, A) ” S “LB(_Q)

cosicche, estraendo una sottosuccessione debolmente convergente in H! (£,),
8i ha la tesi:

g% (x;) D; u € H' (8,)

“ ﬁ(i) (xl) 1)" u HH‘(Qo) S O (907 Q’ }" A) “f ”L!(Q)'

TEOREMA 2.2. Consideriamo, su aperto Q2 di R™, gli operatori
) .
B, = f:j Dj (B (2) Dj) (k=1,2,3,..)
con B funzioni misurabili su £ della forma

B, (1) = IT 9 ()

=1

e 0<ispil<4 ()
e Voperatore

A= gf Dj (4 (x) D))

1

n . n .
(%) Se ).Sﬂﬂ(” (x;) < 4, si pud sempre trovare nn’altra decomposizione I7 ,3(') (%) =
=1 =1

N
= II B (x;) per cui
=1

Min {4, 1] < 3% < Max {4, 1}
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con 1; funzioni misurabili su Q2 e
A i< A

Allora
G
{Bk} — A

se 6 solo se, “/j,:

(@) lim f
k
2

DIMOSTRAZIONE, Per'la localita della G-convergenza (vedi 1.2) si puo
supporre £ limitato.

B () — 4 (w)

B @) w (x) dv = 0 Y we L (Q) ()

¢

1. Proviamo che (2) implica: {Bi} —— A.

Per questo, detti By 1, A7V HT! (Q)——»HJ () gli operatori inversi.
(rispetto al problema di Dirichlet su £2)di B , 4, basta verificare (vedi 1.3) che:

tim (B f — g A ) de =0 MfgeI*@
k
Q2

e, anzi, che

limf(f~B;,—1f—f-A_1f) dz = 0 N f € L2 (9)
k
Q2

dal momento che A e B; sono operatori simmetrici.
Ora, posto u; = By  f,u= A""f, si ha

f(f-Bk_’f—f-A“f) da =%,f(- A;(x) DjuDju; + B (%) Djuy Dju) da
Q2

Q

o [ (B (@) — A (@) 45

=Z-/(———.—— x;) Djw, Dju dx.
1]. ﬂSj’(xj) (@) Dy e Dy

Ma, per la (1), {8 (2) D, u,} & per ogni j, una successione limitata in

H, (2), quindi compatta in L. (£2); inoltre tale successione & limitata in
L*(Q), in quanto le u; (= By ' f) sono equilimitate in H*! ().

(3) La (2) non dipende dalla scelta della decomposizione delle §, (purchd 1< ﬂg) =< 4).
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Pertanto {f{/) () D; u, D, u} & una successione compatta in L! (L) e

quindi, dalla (2), segue: {Bj) ——» A.

2. Proviamo che da {By) ——(—;—> A segue la (2).
Bx (x)
B @y) B (w))
e quindi compatte nella topologia debole o (L™ (9), L! (L) (*).

Se pertanto la (2) non valesse, esisterebbero degli interi {k,} ——> oo
e delle funzioni 71 (@) y .. ,:f,. (#), con 7,-0 == A, per qualche j,, tali che, %#j,:

Le successioni

e

: gono, per ogni j, limitate in L™ ()

g Be, (@) 7 (2)

B @) _ﬂii’@,-)% >0 in o (I (@) L' ()

Ma allora, per la parte 1. della dimostrazione, si avrebbe

~

{ B, SN {-‘j D; (45 () Dy)

e quindi per Punicita del G-limite

A=A, M7, contradditorio.

§ 3. 11 teorema di densita.

Jon Daiuto del Teor. 2.2 siamo ora in grado di provare il risultato
principale di questo articolo :

n
TEOREMA 3.1. Sia Q2 un aperto di R ed A = Xy D; (ay (x) D)) con ay
1

Junzioni misurabili su Q2 e verificanti le condizioni

Q5 = Qjy

3) n
@ 10|5]2s%‘;,a;,(w)£.-5,-gA0]5|2 Vae EER (1, > 0).

*) o (L™ (Q), L' (£2)) & 1a topologia debole su L™ () come duale di L4(): (@il —"——) 0
in tale topologia se lim / @ w de = 0, N we Li(Q)
k
2
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Si pud allora G -approssimare su 2 Uoperatore A con una successione di
operatori della forma (k =1, 2, 3,...)

(4) ?f Dj (Be (x) Dy)

con

B € C= () e 0 << A< fr<< Af.

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione puo suddividersi in due parti.

Nella 1® parte si mostra che si pud trovare, in ogni intorno (nella
G -convergenza) di A un operatore con coefficienti costanti a tratti e verifi-
canti le stesse limitazioni (3) degli a;; cid permette, localizzando il problema
ed eseguendo un cambiamento di coordinate, di ridursi al caso che A sia
diagonale ed a coefficienti costanti.

Nella 2* parte si approssima un A di questo tipo con operatori del
tipo (4).

1. Non @ restrittivo, prima di tutto, supporre che le a; siano C= su .
Infatti si possono costruire, per convoluzione, delle funzioni C~ su
Q, a; k=1, 2,3,..), verificanti uniformemente le (3), tali che

k . 1
(@4, 1} ——> @y in Lio (92);

ma la convergenza dei coefficienti in L}oc implica la @-convergenza dei
corrispondenti operatori (vedi 1.5) ‘

Per lo stesso motivo, ci si pud limitare a cercare i coefficienti f; degli
operatori approssimanti nell’ambito delle funzioni misurabili su Q.

A questo punto, data la continuita delle a;; su Q, si possono trovare,
fissato ¢ > 0, degli aperti limitati di £, Qor=1,2, 3,...) con Q9n QF =)

o0

per r == 8, mis (.Q — ,l_Jl Q‘,") = 0 e Sup a;;(®)— Inf a; (¥) << e Allora
= a:e.{)if) zeQr‘)

le funzioni aif che assumono su Q9 il valore costante ai,(wﬁ.')), dove 2 ®

un arbitrario punto di Q, verificano uniformemente la (3) e inoltre

i = e =

Pertanto, essendo la convergnza L> dei coefficienti pit forte della G-con-
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vergenza, non & restrittivo supporre che i coefticienti a;; siano costanti
su degli aperti limitati £, tali che 2, N Q,=( per r3=3, mis (Q —_ Ul .Q,):O.
r=

Per 1.2 & quindi sufficiente approssimare A (con operatori del tipo (4))
su ciascuno degli £,, il che & come supporre A a coefficienti costanti su
02 ed 2 limitato.

Il problema si semplifica ulteriormente se si osserva che gli operatori
del tipo (4) restano invariati per rotazioni degli assi coordinati: scegliendo
un opportuno sistema di riferimento si pud quindi fare in modo che la
matrice «; sia diagonale, cio® che

A=%‘,~1,~1)?, LER A <A< 4d,.

n
2. In vista del Teor. 2.2 costruiremo delle funzioni fy (¥) = II B (x,)
=]

(k=1,2,3,..) che verificano la (2) (con le i; costanti su £).
Per questo & sufficiente che sia, /i ,:

(B (@) ——> u

k 1

(5) in o (L® (Q), L' (2)

1
B (ars)
L . 5 ; A -
per certi u',»'9€ R tali che (5 /T u — 7’117 = 0, /j, ciod
i
[ Ay =) u® y® gl

I 22 = /"'(1)1"2)/“'(3) oo Iu(”)

An 3 Iu(l) ”(2) ”(3)"_ y(") R

Supponiamo di aver scelto le u@,»? (con ul) =»"> 0); un modo di
costruire le ﬁf) verificanti la (5) e il seguente :

(®) 8i noti che, essendo fﬂg) dx-—/(ﬂf))"l dz = (mis 2)% \tk, (6) implica la relazione
2 Q

4= 9.
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Si consxdera, per ogm k, una ripartizione di 1R in intervalli eguali di

lunghezza T,‘IR-— U Im,k,Im_;, precedente I,.4 .,  si definisce

a; su I, ;, per m pari

/ )

By =
\bg su I, per m dispari

dove a;,b; sono numeri > 0 da determinarsi
Poichs

{ﬂ(‘)] '_“"“) (@ 4 b))

1) = 1/1 1
Mk’?ﬁ+ﬂ

(@i, b;) devono risolvere il sistema

in o (L=, LY)

1 )

5 @i+ b) = pu®
1/1 1 1
?(E:+E)=W'

Ora questo sistema & certamente risolubile e le sue soluzioni sono po-
sitive, in quanto u® = »% > 0,

Pertanto, resta solo da scegliere una decomposizione (6) con uH =200,
Una scelta possibile @&

u = AV, ) = 3 A1—wn

dove A = Max (4;}.

I valori a;, b; attribuiti a ﬂ (#:) nella parte 2 della precedente dimo-
strazione sono tali che

<4y < b 2u0
quindi

9 IT ¥ < B (0) < 2° IT p.

=1 i=1
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Si & cosi provata la seguente
PROPOSIZIONE 3.2. Ogni operatore diagonale o coefficienti costanti
3 2
A = ;1 D; (4> 0)
1

é @-limite di una successione di operatori By del tipo seguente

n p—
(7 B, = ? -Dj(lgk (av) ])J) (.Bk C> su .Q)
(3) fu(@) = 1 B (%)
®) 2-n A1i=n I < fe< 2" A

i=1
dove A = Max (4.
Vogliamo ora studiare il legame fra le costanti di ellitticitd L, dei
By, (I, = Sup f+(Infp )=!) ed L di A (L= Max (4;)-(Min (4;})~Y).
Q Q

Si puo anzitutto verificare che, per ogni successione di operatori {By),
del tipo (7), (8) che G-converga ad A, si ha

Min lim {Sup i} > 4 ¢
3 Q

Max lim (Inf fi) < A1~ IT J.
k Q ¥

=1

Infatti se (B —— A, passando eventualmente ad una sottosuccessione
dev’essere verificata la (5) per certe u®, »® verificanti la (6). Ma (5) implica

Min lim Sup g’ = u® = »9 = Max lim Inf 4, vy
k Q2 k Q
mentre in ogni decomposizione di tipo (6) (con u® = »® > 0) si ha

n n on
I uv=A, I W< -1 1.
=1

=1 i=1

In particolare, indicata L; la costante di ellitticita di B; ed L quella
di 4, si ha

=1

n -1
Min lim {Lk} > A" (H l,) y
k

9. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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stima che si riduce a Min lim {Lk] = "' qualora sia
k

A=l,>12=l3=...=ln.

Si puo ora cercare una migliore approssimazione (Lx <<e¢, L) di A con
operatori del tipo (7), se si rinuncia alla (8).

Per ottenerla (Teor. 3.4), utilizzeremo un lemma relativo alla G-conver-
genza di operatori le cui matrici dei coefficienti siano costituite da due
blocchi dipendenti da differenti variabili :

k
Se B = 3 D;(0;j(x) D;) & un operatore su un aperto 2, di R* & < n),
1
dove le 6;; sono funzioni misurabili su £, introduciamo gli operatori (in R"):
k
B = Zgj D"(gij (.’l‘1 5 oee ,ﬂ'k) I)j), su ‘QO < IRk
1

k
B = Zij I))»~k+i (9,']' (.l'ﬂ_k+1 g ey .’lz',l) I),,_k+j), su IR"—k > QO .
1

Si ha allora:

LEMMA 3.3. Sia Q= Q' < Q" un aperto di R*, con 2'C R?, L”’CR?
(p+q=mn) e siano (k=1,2,3,...)

Bi, BEM (Ay, Ay, 2)
Ce, CEM(y, Ay, 7))

Ay=DBi+C/, A=B 4" (A:,AcM(,,A4,,2)

Allora
(A 24— 4 su Q
se (e solo se)
(B LA su
e
{Cd} 4 ,¢ su Q.

DIMOSTRAZIONE. Per 1.2 si pud supporre £ limitato.
Per la compattezza della G-convergenza (vedi 1.1) e per il fatto che
da B' -+ 0" =B, + C, segue B=B,, (= 0,, basta dimostrare che se

(%) Per definizione di M (4,, Ay, ) vedi il § 1.
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(4:) —2— 4, (B % B, (€} —¥— ¢, allora si ha
A =B+ 0"
Per questo basta verificare che

Au@v)= (B + ") («®v) VA u€ Hy ('), veE Hy ()
dove
(u @ V) (@) == U (@) y vee ) X&)V (@1 y v2e y Tn)e
Infatti le funzioni del tipo @ v generano un sottospazio denso di
H ().
Siano ora uy € H{ ('), v, € H, (2’’) le funzioni tali che By u; = Bu,
O vy = Cv; per definizione di G-convergenza si ha allora

{20} —* 5w in L2

{va) —* y» in I? (L27).
Ma

A (0 @ ve) = (B wr) @ v + ux @ (Cr ) = Bu @ v + wi @ COv

quindi
{Ar (ur @ vi)} —* 5 Bu Rv+u@ Cv in H-1(Q).
D’altra parte
(e @ o) 2> 0@ in I?(Q)

e, poiché {Ay) —% > A4, per 1.4 si ha la tesi:

A(u@v)=(Bu)@v+ u (Ov).

n
TEOREMA 3.4. Sia Q un aperto di R" ed A = 3 D;(ai(x) Dj) con ay
1
Junzioni misurabili su Q2 e verificanti le (3).

Si puo allora G-approssimare su §2 Voperatore A con una successione di
operatori della forma (k=1,2,3,...)

%‘f D; (B (x) D))
con
¢! logﬂksc/lo

dove ¢ é una costante che dipende solo da n e non da Ay, A,.



672 A. MarINO - S. SpagNoLO : Un tipo

DIMOSTRAZIONE. Se n =1 il teorema e banale (¢ = 1).

Supponiamo vero il teorema su IR*~! e verifichiamolo su 1R".

Per 1.2 si pud supporre Q= 2’ < '/, con & c R, Q" Cc1R.

Inoltre, procedendo esattamente come nella parte 1. della dimostrazione
del Teor. 3.1, ci si puo ricondurre ad approssimare un operatore della forma

A=23;4D;, LER, lo<4i<A,,
1

e anche, cambiando eventualmente il sistema di riferimento, si pud sup-

porre che
h<lh,<..<i.

Ora, usando le notazioni del Lemma 3.3, si puo, scrivere

A=DB + ¢’
n—1 2
con B= 34D operatore su £’
1
e C =1, D} operatore su Q’’.

Per Dipotesi induttiva, approssimiamo B, su £’, con operatori della
forma

n—1
21}' Dj(e @y« y @u—1) Dj
dove

(10) et A < @< Cpoy Ay -

Quindi utilizzando il Lemma 3.3, ci si riconduce ad approssimare (nel
modo desiderato) su £2 Voperatore

n—1 )
21")' Dj(o (x) ooy 2py) Dj) 4 Ay 1);2;

e anzi, usando di nuovo il procedimento della parte 1. della dimostrazione
del Teor. 3.1, basta approssimare ’operatore
n—1

"S;e D} 41, Dl
1

con ¢ numero reale verficante la (10).
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Ma per la Proposizione 3.2 quest’ultimo operatore & G-limite di ope-

n
ratori{ 3; D; (B (®) Dj) { con
1

2 < Br<2"p se o =1,

n—1
9—n (%) B2 860 <1ly.

n,

Pertanto, utilizzando la (10) e ricordando che 1, <<1,_; <<1,, si ha in
ogni caso
0;1 An = ,Blc =0y 11
dove
Cn 2 2” (cn—-l)n_l
da cui la tesi.

Nota. Indicata Ly la costante di ellitticita degli operatori {B;} che
approssimano A4, ed L la costante di ellitticitd di A, si ha

Lkg cL

con ¢ costante dipendente solo da n.

Istituto Matematico della
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